Terzo problema al contorno per una classe di equazioni ellittiche
del secondo ordine a coeflicienti discontinui (*) (*),

MaAuvrizio CHICCO (Genova)

Summary. — The solvability of the boundary volue problem Lu = f a.e. in Q, uwe H¥Q),
ou/of + pu = 0 on 002 is studied, where L is a linear second order elliptic partial differ-
ential operator in non-divergence form with discontinuous coefficients, and B is a vector field
which forms with the normal axe to 22 an angle smaller than =/2.

1. — Introduzione,

11 presente lavoro € un’estensione di [6] e [7]. In [7] &i studiava la risolubiliti
del problema al contorno

Lu={ g.0. in 2,

e H{2
) ueH L),
ou
B + pu =0 su 082,
ove Poperatore ellittico
2) L—~§a--i+%b~a+c
B 2 0wy Oy & o,

era supposto dotato di coefficienti a,; continui in £ (essendo £ un aperto limitato
di R™).

In [6] invece si considerava il problema di Dirichlet Ly =f q.0. in 2, uwe H¥Q),
% = @ su 9£2, supponendo i coefficienti a,; dell’operatore L soddistacenti Pipotesi (3)
(vedi il successivo paragrafo 2). Tale ipotesi & certamente soddisfatta se i coefficienti a;
sono funzioni eontinue in Q, ma lo & pure in altri casi, ad esempio se a,; & H-(Q)
(,5=1,2,...,m) oppure se i coefficienti a,; soddisfano ad un’ipotesi «di Cordes »
(vedi ad esefpio [9], [19]).

Nel presente lavoro si considera il problema al contorno (1) supponendo che i
coefficienti a,; di L soddisfino all’ipotesi (3) e siano inoltre continui sulla frontiera

(*) Entrata in Redazione il 6 febbraio 1976.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del « Centro di Studio per la Matematica e la Fisica
Teorica» del C.N.R., Genova.

16 ~ Adnnali di Malematica



242 Maugizio CuIC00: Terzo problema al contorno per una classe, ecc.

di Q. Come ecaso particolare in cui risulti inoltre a,;e HY() (i,j=1,2, .., m)
si ottiene I'appartenenza ad Ly, ., o(£2) (per ¢ < m) delle derivate prime della solu-
zione di (1), generalizzando cosi un risultato di €. MIRANDA [15] (vedi paragrafo 7).

2. — Notazioni e ipotesi.

Nel seguito si sottointenderanno le ipotesi qui elencate. Sia f2 un sottoinsieme
aperto e limitato di B», dotato di frontiera 902 rappresentabile localmente come gra-
fico di una funzione di classe €2, (i limitiamo a considerare per semplicitd soltanto
il caso m>>3 perché per m = 2 i risultati sono noti: si veda ad esempio [18].

Sia p>1; siano HY(Q), H>*(Q) gli spazi ottenuti completando () secondo
le norme

m
H“”H"?(Q)z H“HLW(Q)‘}‘.E1 [0t | 2ty 5
i

e ”Hw(n) = Ju ]|L,,(n) + Elﬂ Wy HL,,(Q) .

=

Seriveremo per brevitd HY(Q) in luogo di H-*(Q) e H2(L) in luogo di H2*(2). Sia
N = (Ny, N, ..., N,,) il versore.della normale esterna a 9£2; siano #, (¢ =1, 2, ...,m),
p funzioni di classe U'(R™) tali che

zﬁ?=1 su 002, zﬂ¢N4>0 su 80.
i=1

i=1

8ia V il sottospazio lineare di H?(Q) cosl definito:

V = completamento in HX(Q) di {ve C(Q): 3 B, + pv =10 su 32} .
i1

Sia; pOl aijELw(.Q), ai,-z a,,-i (7;,] = 1, 2, seny m) ’

w
z ai5t5t5>70|tle

ti=1

q.0. in £ e per ogni tc RB", con %, costante positiva, b, € L,(Q) (ic:*_ 1,2,..,m),
cel () con g=2 ge m=3, ¢>2 8e m=4, g=m/2 8¢ m>5. Sia L Poperatore
definito dalla (2), sia L, 'operatore L ove si ponga ¢=0:

Tom— 3 at S5,
o ‘ ‘o,

J
Gz 0w 0wy (o1 1

Se » & un numero positivo, indichiamo con A(v) la elasse di matrici quadrate m Xm
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cosi definite:
AW) = {((os)): @iy H(Q) N L (2), oiy=t;; per 4,j =1,2, ..., m,
me

> ayutit; >t qo. in Q e Vie Rm}

=1
Sia G la classe delle funzioni appartenenti ad L_{£2) ed essenzialmente positive:
G = {gel (0): ess,infg> 0},

8i dird infine che i coefficienti a,; di L soddisfano all’ipotesi (3) se

(3) inf v—z{inf inf esssup _E (05— ga,-i)z} <1.

>0 veq  {{oy))e4(r) o 4,4=1

3. — Osservazioni sull’ipotesi (3).

Seguendo un’osservazione di GraQuINTA (vedi [12]) Vipotesi (3) si puo esprimere
in modo equivalente come segue.

PropPOSIZIONE 1. — I coefficienti a,; dell’operatore L soddisfano alla condizione (3)
se e solo se eststono una costante v > 0 e una matrice ((oc,-,-)) € A{») tali che risulti

m
(3" ess Sup 3 (ot — yay)® < v
2 §i=1

essendo

y@) = 3 @] S a@| .
4,i=1

gi=1

DIMOSTRAZIONE. — (3) = (3'). Per ipotesi esistono » > 0, ((«;;)) € A(»), g € G tali che

m
4) ess SuUp 3 (oty;— gavi;) 2 <v?.
2 [REN)

Per ogni fissato < (2, la funzione

t—>1(t) -‘:% (a5~ tay;)®

Gi=1

ammette minimo assoluto per ¢ =y, quindi dalla (4) segue la (3'). Dimostriamo che
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(3') = (3). Per note proprietd delle forme quadratiche, la funzione

m

z — (@) :vglau("ﬂ)a’ii(@) [ Z afy("l")] -

4= ii=1

appartiene a ¢, quindi dalla (3’) segue la (3).
Ogserviamo ancora che la proprietd (3) ha carattere locale.

PROPOSIZIONE 2. — Supponiamo che per ogni punto x € Q esista un intorno aperto
Ulx) tale che, scelti opportunamente v>0, ge @, (oc,-;))eA(v), risulti

m
essSUp > (04— ga,;)2 <.
LNUw 4,i=1

Allora i coefficienti o soddisfano la condizione (3).
Omettiamo per brevita la dimostrazione, la quale si pud agevolmente ottenere
per partizione dell’unita.

4. — Un risultato relativo al problema di Dirichlet.

Vogliamo in questo paragrafo provare la proposizione seguente che estende o
completa il teorema 1 di [6].

TEOREMA 3. — Olire alle ipotesi indicate nel paragrafo 2, supponiamo che L soddisfi
alla condizione (3). Allora esistono due costanti positive Ay ¢ K,, dipendenti dai coeffi-
cienti di L, da m e da 0, tali che risulti

[0} oy < Ky [ Le + 2] g

uniformemente per ogni we H* Q)N HYQ) e per ogni 1> 1.
Prima di provare il teorema, premettiamo un Lemma.

LEMMA 4. — Nelle ipotesi del teorema precedente, esiste wna costanie A, dipendente
dai coefficienti di L, da m ¢ da 8, tali che per ogni A> 1, ¢ per ogni f € Ly(82) il pro-
blema al contorno

Iu+du=F gqo.in &,
we H¥Q) N HYQ)

ha wna ed wna sola soluzione; inolire se <0 q.o0. in Q risulta u<0 g.0. in Q.
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DIMOSTRAZIONE. — Bagsta estendere opportunamente i risultati di [6] come segue.

i) Esistono g€ @, A*>0 tali che il problema al contorno

gLuw +Au=f q.0.in
ue H Q)N HYD)

ha una ed una sola soluzione % per ogni f € L,({2) e per ogni 1> A*. Inoltre se f<0
g.0. in 2 ne segue u<0 q.0. in Q.

La prima affermazione & contenuta nel lemma 3 di [6]. La seconda si prova os-
servando che, per lo stesso lemma 3 di [6], risulta

(5) ”u”HE(Q)<K2”L(k)u’ + ;W“Lz(m (k=1,2,..)

per ogni A>A* e per ogni we H* Q)N Hy(f), ove I® (k=1,2,..) sono operatori,
a coefficienti regolari, approssimanti gL, e K, & una costante indipendente da k. Per
la regolariti dei coefficienti di L, tale operatore si pud scrivere anche in forma varia-
zionale e si possono applicare ad esso i risultati di [4]. Allora per la (b) se ne deduce
che se LWu 4 lu<0 q.0. in 2 (con we HY(Q) N Hy(R) e 2> 1*) ne segue u<0 q.o.
in Q. Pertanto sussiste la conclusione i) (che & la stessa del lemma 3 di [6]).

ii) Sia g€ @ scelta in modo che valga la affermazione i). Allora tra tutti gli
autovalori dell’operatore — gL ce ne & uno, sia 4,, di massima parte reale.

Inoltre A, & reale ed & 1’estremo inferiore dei numeri reali A tali che: (gL 4+ Al u<0

q.0. in @, uwe HYQ) N H (L), implica <0 q.0. in Q. Questa proposizione si prova

esattamente come il lemma 4 di [6], usando la proposizione i).

iii) Possiamo ora provare il lemma, seguendo la dimostrazione del teorema 1
di [6]. Definiti g e A, come nelle proposizioni precedenti, sia 1, > A,(ess inf g)—*; fac-
ciamo vedere che se fe L,(2) e A> 4, il problema al contorno @
Lu+Au=f q.0.in £,
we H*(Q) N Hy(Q)

ammette una ed una sola soluzione. Osserviamo intanto che tale problema & equi-
valente al seguente:

gLu+glu=gf q.0.in Q,

(6)
ue HA Q)N HLYQ) .

Fissato A>4,, VYoperatore L 4+ AI soddisfa alle stesse ipotesi di L, quindi si puo
ad esso applicare la precedente proposizione ii). Pertanto esiste un autovalore 4,(4)
reale che ha massima parte reale tra tutti gli autovalori di — g(L |+ AI). Bastera
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allora provare che A, () <<0, perché in fal caso 0 non & autovalore di — g(L + AI)
e il problema (6) ha una ed una sola soluzione. Per provare che 1,(4) < 0, 8i ragiona
per assurdo come in [6]. Scelto A in modo che A, < A<lg<Ag q.0. in £ (cid &
possibile per la definizione di 4,), per noti teoremi (vedi [13]) esiste un’autofunzione
wy € HX(Q) N Hy(2), non negativa in £, di — g(L + AI):

gL, + ghw, + L(AHw, =0 q.0. in Q.
Ne segue, per la scelta di A
gLaw, + Aw, = — L(Awy + (A— gh)w,<0  q.0. in Q.
HEssendo 4> A,, per la proposizione ii) ne seguirebbe w, <0 q.0. in 2, assurdo. Per-

tanto 1,(1) < 0 e il problema (6) ammette una ed una sola soluzione per ogni f € L,(£2)
e per ogni 1> 4. Cid completa la dimostrazione del lemma.

DIiMoSTRAZIONE DEL TEOREMA 3. Dal lemma precedente segue subito, per ogni
2> 2, Desistenza di una costante K = K(4), dipendente da 1 oltre che da m, Q
e dai coefficienti di I, tale che

() Hu“Hz(Q)QK(Z') | Lw + Au HL,(Q)

per ogni 4 € H*(Q) N H(£) e per ogni 1> 4,. Il teorema sard evidentemente provato
non appena si dimostri che

(8) sup {K(A): A= A} << + o0
A tale scopo si pud intanto scrivere

lulma  _  Nuwe = Ao 2]
L+ 2u|ngey  [— Au + Aufie  [Lu+ du]ie

(9)

Per noti teoremi (vedi ad esempio [14]) esiste una costante K, dipendente solo da m,
2 tale che

(10) ]| gy0y < K | Aw |zt
per ogni e HXQ) N H(2); inoltre

l— A+ 2l e = | A0l )+ 72l — 24 [wdudo =
Fol

= [ Au HIZ(.Q) -+ 2 ““H@(Q)‘F 224 %Hi{m> I!Auliim



Mavrizio Cuicco: Terso problema al contorno per una classe, eco. 247

per ogni w e H*(Q2) N Hy(2) e per ogni 1>0. Di qui e dalla (10) segue
(11) |l goay < Kyl — Au + 20| 1,0

per gli stessi valori di # e A. Poniamo

0, 5e u=20;

(12) fAsw) =9 |— du 4+ 2u| 2

1L+ 2u 0 se u0.

A causa della (7) la funzione f(4, u) & ben definita per ogni » € H*(Q) N Hy(2) e per
ogni Az Zo.

Fissato u+£0, weH*(Q)N Hy(Q), maggioriamo la funzione f(4, ) al variare di
Az

Si osservi intanto che

| =4 + 2u]sge A4 @+ ]| 4ulne@) _
[Zu+ 2u| o Aul o — [Ln]z0

<||du| 2+ | Lw| 12+ 1 per ogni > A(u) =

(13)

[ Luf | Lu|p@ + 1
]| zaa

Qnuindi basta maggiorare f(4, u) al variare di 1 tra 4, e A{u). Ma la funzione 1 —f(4, u)
(eon u fissato) & continua e quindi limitata nellintervallo compatto [A,, A(u)].

Tenendo conto anche della (13), ¢id prova che per ogni u € H*(2) N Hy(L) esiste
una costante positiva K{u) tale che

(14) &y u) <K(u)

per ogni A A,. Allora dalle (9), (11), (14) si deduce che per ogni fissato » € H*(£2) N
N Hy (D), w0, risulta

K
(15) Sﬁp{m-l>lg}<+ oo,

Applicando il principio di uniforme limitatezza (vedi ad esempio [10] teorema 11
pag. 52) si ottiene Pesistenza di una costante K,, indipendente da u e da 4, tale che

|| sy < K[| L + Au (P

uniformemente per ogni A> 24, e per ogni w e H*Q) N Hi(): cid prova il teorema.

5. — Risultati principali.

TEOREMA 5. — Oltre alle ipotesi elencate nel paragrafo 2, supponiamo che i coeffi-
cienti a,; soddisfino alla condizione (3) e che sia possibile definirli in un intorno di 982
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(eveniualmente modificandoli sw un insieme di misura nuwlla) in modo che

(16) a;(me) = lm a,(2), Ve,eef2, Vi,j=1,2,...,m.

[eCY RN

Allora esiste una costante 2*, dipendente dai coefficienti di L, da m ¢ da 0, tale che se
A= A* il problema al contorno

Lu~+u=f qo.in 2,

weV

ammette una ed una sola soluzione per ogni fe L,(Q).

DIMOSTRAZIONE. — Per la supposta regolarita di 242, esiste un numero positivo d
tale che se wef2, dist (», 002) < d, esiste uno ed uno solo punto y = y(x) tale che
dist (z, 20) = dist (», y(»)).

Possiamo allora

(17) “z’i(m) == “za(y(m)) (?’a.? = 1} 2: seey m)

per ogni ze 2 con dist (x, 082) < d. Le funzioni «,; sono cosi univocamente deter-
minate in un intorno di 982 e sono ivi continue per la ipotesi (16). Inoltre, sempre
per la (16}, &

(18) lim  Jo,;(#) —a,;(®)] =0

Sap-»w,
per ogni x, € 0. Prolunghiamo la definizione dei coefficienti a;; a tutto £ in modo
m
che risultino ivi continui e tali che ;= a;; (5, =1,2,...,m) e 3 o;t;t;>nlt|* per
ogni te R™. hi=1
Per i risultati di [7] esistono costanti positive i, K, (dipendenti da m, u, 2, B;
e dai coefficienti ay;, b;, ¢) tali che

(19) ] mar <]

Ky — Z xij%x;mj‘{— Zj?@%m—{— {(c+ l)u}

fi=1

LD

per ogni wc V e per ogni A> 1. Siano ', Q" aperti tali che Q'c Q'c Q" c Q, e sia y
una funzione di classe C”(R™) tale che p =1 in 2", py=101in L, sicché yuec V
se we V. Pertanto dalla (19) segne

i m o2 m P
(20) lyu| e <K, i(""z % B o, + 2 b, FPy + e+ Z) (ypu)

ig=1 i=1 L8y

per ogni we V e per ogni A > A. Tenendo conto della (18) si ha che, per ogni ¢ > 0,
esiste un numero 4> 0 tale che se N2 ¢ {wc 02: dist(z, 02) < 8} risulta

W
D (Ctis— Gig) Uy, || Lot~y < ]| 8] 222

df=1

(21) |
i
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per ogni uwe H3}L). Allora dalle {20), (21), essendo v =0 in £ si ha

(22) lvu ] geay <Es|(L + AD) pu |+ eBy | pu | gyg)

purché O\ Q' c {we Q: dist (x, 002) < 6}. Seelto ¢ = (2K,)Y, dalla (22) si ottiene
(23) lwu| gy < 2K (L + AL pu| 1)

e di qui con facili calcoli:

(24) lul o on <2EG| (L A AD) w] g 00) + E(w) Ll g0 + [l @] s

per ogni ucV e per ogni A/ Sia ora pe (L) tale che g =1 in 2. Hssendo
ovviamente gue H(Q) N Hy(2), si pud applicare il teorems 3 ottenendo P’esistenza
di due costanti K, e 4,, dipendenti dai coefficienti di L, da m e da £, tali che

(25) lpw | geoy < Ko (L -+ AL gu 10

per ogni u € H3(42) e per ogni A>1,. Di qui si ottiene, analogamente alla (24):

(26) (4] goany < Kol (L + AL w] 1,0y + K@) [0 1,2y [00] 2]

per ogni # e H2(Q) e per ogni i>1,. Dalle (24), (26) si deduce

(27) [ sy <EGLILw + A [ 0y + [l 200y + (9] 2]

per ogni ueV e per ogni A>max {4, i}, essendo K, = max {2K;, K, K(y), K(p)}.
Usando la ben nota disuguaglianza (vedi ad esempio [11] pag. 122}

(]| Ly <m0 ] sy + K] ey 5
dalla (27) si passa alla
(28) ] sy < Egl | Lt + A 1,00+ % 0]

valida ancora per ogni ue V e per ogni A>max{4, 4}, con K, dipendente da K,,
@, v. Dalla (28) zi ottiene, per gli stessi valori di 4 e u:

7‘”"‘“;:3(9)2 | Au §§L2(9)< [ + Al g0y + 1 L0 10y <

< [ Lw + Mg oy + B Kol | Lt + 2w 0y + %] ,] 5
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ove K, & una costante dipendente dai coefficienti di L, da m e da 2. Secelto 1> 1* =
= {2K Ky, )y, A} De segue

(29) (o= (L+ ) 2o+ e

e infine dalle (28), (29)
(30) Lot gy < Eyol Lt + Autf gy

valida per ogni w € V e per ogni 1> A*, essendo K,, una costante dipendente da K,
K, e quindi dai coefficienti di L, da m e da £. Dalla (30) con procedimenti standard
(vedi ad esempio [7]) si eftiene esistenza ed unicitd per il problema al contorno

Lu+Auw=F qwo. in O,
(31)
ueV

per ogni fel,(£2), non appena sia A> A%

COROLLARIO 6. ~ Nelle stesse ipoiesi del teorema precedente, e collo stesse significato
di A%, se A= 1%, y>0 su 082 (essendo u la funzione che compare nella definizione dello
spazio V), fe Ly(2), <0 q.0. in Q, allora la soluzione u del problema (31) é <0 g.o.
in Q.

DimMosTRAZIONE. ~ Costruiamo una successione di operatori ellittici approssi-
manti L nel modo seguente. Sia 6 una fuunzione tale che 6 & C(R™), §{x) =0 per
[#]>1, [6(x)do=1.

Rm

Prolunghiamo la definizione dei coefficienti di I fuori di £ in modo che a, €

€ O(R™\{2), a;;=a;; in B~ z a; (@) 1,1, >, |2 per ogni £ € R~ e per ogni x€ B™\ £2;
id=1
inoltre sia b {x) = ¢{x) = 0 per ogni e R™\Q (4, § =1, 2, ..., m).
Per ogni numero naturale % e per ogni x € E* poniamo

(32) o) =" [0ma— my) a()dy G5 =1,2, ., m)
Rm

ed analogamente definiamo b, ¢® (i=1,2,...,m) a partire dai coefficienti b,, c.
Sia poi

L(k) z a(k)

m G
b —— o™,
hi=1 0m; T igl o, +
1 coefficienti di L™ sono di classe 0°(R™) e soddisfano ancora, in 2, alla condizione (3)
(vedi [6]). 8i pud allora applicare il teorema 5 a ciaseuno degli operatori L®. Anzi,
rileggendo accuratamente la dimostrazione del teorema 5 e tenendo pure presente
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la dimostrazione del lemma 3 di [6], si vede che le costanti Ky e A* fornite dal teorema 5
per ciascuno degli operatori L si possono scegliere indipendenti da k. (Lasciamo
al lettore la cura di provare con precisione questo fatto).

Ne segue allora che se fe Ly(£2) i problemi al contorno

I®y, 4 du,=F q.o0. in Q,
(33)
u,eV (k=1,2,..)

hanno una ed una sola soluzione u, purché Az A* (A* indipendente da k), e inoltre
(34) Il may <Eipolflie (=1,2,..)

sempre con K,, indipendente da k. Dalla (34) segue (vedi ad esempio [6],...) Pesi-
stenza di una successione estratta dalla {u,},., che converge g.o. in £ ad w, solu~
zione del problema (31). La nostra tesi sard dunque provata non appena si faccia
vedere che, per ogni k € N, la soluzione del problema al contorno (33) & <0 q.o0. in £,
se f<0 g.0. in Q.

Intanto per i rvisultati di [7] (corollario 2) cid & certamente wvero purché gia
A>— mﬁin ", Pittin generale si ha, per noti teoremi (vedi ad esempio il lemma, 4 di [6]

e la bibliografia ivi citata), ehe 4, <0 q.0. in Q purché f<0 q.0. in Q e A sia maggiore
dell’autovalore reale di — L® avente massima parte reale. A causa della risolubilitd
dei problemi (33), gli autovalori reali dell’operatore — L™ sono tutti minori di A%,
pertanto se 2> A%, <0 q.0. in £, se segue appunto #, <0 g.0.in 2 (per k=1,2,...).

OSSERVAZIONE. — Sarebbe interessante provare il risultato precedente senza
I'ipotesi che x>0 su 04.

6. — Casi particolari.

Se i coefficienti a,; di L soddisfano ipotesi pilt restrittive della (3) (come gia per
il problemsa di Dirichlet: vedi [3], [5], [15], [19], ...) si pud provare esistenza ed uni-
citd della soluzione del problema (31) anche per f§ =0 purché ess !}nf c>0e u>0
su 0f2. Occorre premettere un lemma.

LeMmA 7. — Olire alle ipotesi elencate nel paragrafo 2, supponiamo che 4 coefficienti
delloperatore L soddisfino alle condizioni sequenti:

Hm @) = ay(m,) per ogni e dR  (4,j=1,2,..,m),

Qog—>uxq

b,yece L (Q) (i=1,2,..,m). Sia inoltre we V oppure v € HX(Q) N HY(Q), { € L .(Q),
Tu=1 go. in £.
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Allora per ogni p reale, p>2, esiste un intorno (aperto) U di 802 tale che
we H*?(Q N U).

DiMosrrAazZIONE. ~ Basta provare guanto segue:

per ogni we V oppure we H*(Q) N Hi(Q), se esiste un intorno aperto U,
di 282 tale che ue H*(Q N U,), allora esiste un intorno aperto U, di 02
tale che

we gramtn—a0 Uy,) se 0<<g<<m;

ue H¥*(Q N U, per ogni p>2 se g>m.

Infatti, se & vera Paffermazione precedente, poiché per ipotesi u ¢ H**(Q), ponendo
nella (35) ¢=2 e U, = R™ abbiamo che we H** ™ 2(Q N U,). Poi ponendo nella
(85) ¢ = 2m/(m— 2) con U, al posto di U,, sitrovalesistenza di unintorno aperto U,
di 28 tale che

we H2 =90 N U,)  se 2m/(m— 2) < m;

weH*(2NU;)  per ogni p>2 se 2m/(m— 2)>m.

Cosi procedendo, dopo un numero finito di passi (esattamente tanti quanti la parte
intera di (m --1)/2) si perviene ad un intorno U di 22 tale appunto che
we H**(Q N U) per ogni p>2. Non resta quindi che provare Paffermazione (35).

A tale scopo si considerino le funzioni a;e C%2) (i,j =1, 2, ..., m) definite al-
Vinizio della dimostrazione del teorema 5. Supposto ad esempio 0 < g <<m, sia
g* = gm/(m— q), weV oppure ue H*(Q) N H(2) ed esista un intorno aperto U, di
00 tale che we H>(0Q N U,). Per i risultati di [1] esiste una costante K;,, dipendente

da m, ¢, 22 e dai coefficienti «;;, b;, ¢, tale che

) el <] + [t

n ki3
- z (x’iju.'tg(tj-}[— E biuxi —%' ou
i, i=1

dg=1 Lg* ($2)
Per le proprieta dei coefficienti a;; (vedasi la (18)), per ogni £ > 0 esiste § > 0 tale
che se e, dist (x, 0Q2) << 6 risulta

"

(37) > lau(r) — aw)] <e.

i,i=1

Inoltre 4 sia scelto in modo che {we £2: dist (#, 082) <} c U;.

Bia p una funzione di classe CF°(R™) tale che p(x) =1 in un intorno aperto di
882 e ylx) =0 se dist (z, 802)>05. Allora & chiaro che puec V se uec V, mentre yu €
e HHQ) N HL(Q) se uwe HY(Q) N H(Q), e inoltre yuec H>Y(Q).



Mavugrizio Cricco: Terso problema al contorno per una classe, ece. 253

Dalla (37), scegliendo opportunamente ¢ e quindi 4, si pud fare in modo che

i3

z (@;—t5) {(9¥)aa,
§7

§y3=1 o*

(38)

@ < 2Ky |lyu|mew -

Allora dalle (86), (38) si deduce

(3.9)

[ gty < 2Ky, [ L{ypw) | 100y + [9u lzer] -

Essendo y =1 in un intorno di 89, la (89) equivale alla tesi della (35), pur di provare

che il 2° membro della (39) & finito. Intanto osserviamo che |lpu | e < -+ oo, essendo

yu € H>YQ) e tenendo presenti i ben noti teoremi di immersione di Sobolev.
Inoltre si ha, quasi ovunque in Q:

(40) L(yu) =...= Wf+i§1(zj§m1“¢5%) Uy, + imgl(bﬂ/’mﬁ‘jg%’/’m,) %

ove f € L(£2) per ipotesi, u,, u € L.(Q N U,) per i gia citati teoremi di immersione
di Sobolev (si veda ad esempio [11] pag. 120). I coefficienti di tali funzioni nell’ul-
timo membro della (40) sono tutti in L (2 N U;), per cui si pud concludere che
| L(pu) || poey < + o0. Cid esaurisce la dimostrazione del lemma nel caso ¢ <m. Il
caso ¢>m si tratta analogamente e puo essere lasciato al lettore (basta scrivere p al
posto di ¢*, con p reale qualunque, ed applicare diversamente i teoremi di immer-
sione di Sobolev).

TroOREMA 8. — Supponiamo che i coefficienti di L soddisfino alle stesse ipotesi che
nel teorema b e inollre ad una {almeno) delle tre seguenti:

i) aye Q) (4,j=1,2,...,m);
ii) ey, e HY™Q) (6, =1,2, ..., m)
iii) ess jnf ( > aﬁ)z( > a;t’;)‘l>m— 1
i=1 ii=1
ciascuna delle quali implica 1o (3)). Sta inoltre ess juf ¢> 0, u>0 su 00. Allora il
Q b4 )“

problema al contorno

Iu=f q.0.in O,
(41)
eV

ammetie una ed una sola soluzione per ogni f e L,(Q).
Infine se f<0 q.o. in 2 ne segue u<0 g.0. in Q.

DiMOsSTRAZIONE. — Osserviamo innanzitutto che se vale Pipotesi i) la tesi & nota

Y

perché & contenuta nei risultati di [7]. Limitiamoci dunque a supporre la validita
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di ii) oppure di iil); supponiamo altresi in un primo tempo che sia b, ce L, (2)
(4=1,2,..,m)

Poiché Pimmersione di V in L,(£2) & compatta, e tenendo presente il teorems 5,
si pud applicare al problema al conforno (41} la teoria di Riesz-Fredholm, sicché
basta provare Punieitd della soluzione per oftenerne Pesistenza. Sia dunque Lu =0
q.0. in 2, ueV, ueV; facciamo vedere che « =0 q.o0. in 0.

Intanto, sia che valga la (i) sia che valga la (ili), sappiamo che la soluzione #
dell’equazione Lu = 0 ¢.o. in 2 & holderiana in 2 ed assume i punti di estremo supe-
riore essenziale soltanto su 082 (vedi [15], [17], [8], [9], ...). Per il lemma 7 esiste un
intorno aperto U di 002 tale che u e H>?(2 N U) per ogni p>>2; per i teoremi di im-
mersione di Sobolev ci¢ implica che # (eventualmente modificata su un insieme di

misura nulla) & hélderiana con le derivate prime in U N 2.
Pertanto i punti di estremo superiore essenziale di # sono punti di massimo asso-

luto. Per noti teoremi (vedi ad esempio [6], ...) risulta Zﬂi(aco)uwi(wo)>0 in ogni
i=1

punto di massimo z, € 62, se u non & costante in Q. Essendo y>0su 02 ed uc V,
si ottiene facilmente, come in [7], che u <0 in £2. Potendosi ripetere tufto per la fun-
zione — wu, si conclude che » =0 in £, come si voleva.

Dobbiamo ora sbarazzarei dell’ipotesi provvisoria che b, e L (Q) (i =1,2, ..., m).
81 procede di nuovo come in [7], corollario 2: dard soltanto un cenno di dimostra-
zione. Posto, per ogni k naturale:

b se bi(x)>k,
bP (@)= | b(@) se |b,(®)| <k,
—k se b(x)<—k,
k se o(@) >k,
Bw) = | o) e le(x)|<E,
— % se ()< —k,

X o m 5
Y= i3 A L )
H= 5,52—:1“” o, 0, + igl I 5, +¢
risulta
(42) tim sup {] £®0 — ol 1,a¢ o] way <1} = 0.
e g OO

Per 1a (42) gli autovalori degli operatori {Q(")}kEN convergono, per k -> - co, ai cor-
rispondenti autovalori di L. D’altra parte, poich® b, ¢ ¢ L_(2) (per ogni k € N),

per quanto gid provato gli antovalori reali di £% sono tutti > ess Qinf ¢ (per k=1,

\

2, ...). Quindi gli autovalori reali di I sono anch’essi >ess ginf ¢, 0 non ¢ un auto-
valore di L e il problema (41) ha una ed una sola soluzione.
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Non resta che provare che se feIy(£2), /<0 q.0. in £, ueV, Lu={q.0.in Q
allora risulta <0 q.o0. in Q.
Sia f, = max(—Ek, f) e siano u, le soluzioni dei problemi al contorno

@y, =7 q.0.in Q,
weV k=1,2,..).

(43)

Per irisultati gia citati di [9], [17], ... e per il lemma 7, essendo f, € L_(£2), le funzioni u,
sono holderiane in 2 (k=1,2,...). Ripetendo esattamente il ragionamento fatto in
precedenza si trova che & pure u, <0 in Q (K=1,2,...). D’altra parte dalle (42),
(43) e dal fatto che lim [f— felzgey=0 si deduce che

Um {lu— |2 =0,

b4 00
quindi, poiché un’estratta da {u,},.y converge q.o. in £, si ottiene <0 q.0. in £,
come si voleva.

COROLLARIO 9. — Nel teorema precedente le condiziont i), ii), iii) possono essere sosti-
tuite dalla sequente: per ogni @ € £ esiste un intorno U(x) tale che a;; € C°(U(x)) oppure
oy € HV"™(U)) (4,§=1,2,...,m) oppure

m 2 m -1
essinf(zaﬁ) ( > a%,-) >m—1,
U(x) i=1 td=1

DIMOSTRAZIONE. — 8i pud rifare guella del tecrema 8, poiché le presenti ipotesi,
espresse in forma locale, assicurano ugualmente I’holderianitd della soluzione e la
validitd del principio di massimo.

7. — Maggiorazione delle derivate prime.

In questo paragrafo, estendendo i risultati di [15], proveremo che, in opportune
ipotesi sul coefficienti dell'operatore I e sul termine noto f, la soluzione % del pro-
blema al contorno (41) ammette derivate prime di potenza gm/(m — ¢) sommabile
in 2 (ove 2<g<<m).

TEOREMA 10. — Oltre alle ipotesi elencate nel paragrafo 2, supponiamo che ay; e Hum(Q),
l‘ﬂmoaij(m) = a;;{ty) per ogni €0 (4, =1,2,...,m). Sia poi 2<g < m, f L(2),
e L,(2) con s=m|2 se 2<q<<mi2, §>m[2 s¢ q=m[2, s =gsem[2 << g<<m. Sia
u (una) soluzione del problema al contorno

Iu=1f qo.in Q,
(44)
weV.
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Allora esiste una costante Ky, dipendente da m, q, £2 e dai coefficienti di I tale che risulti
(45) 100 ] £ omymeay @ < Erol f [ zyeey + 1% ] 2,020 -

DIMOSTRAZIONE. — K simile a quella del teorema 5, alla quale rimandiamo per la
definizione dei coefficienti a;;, degli insiemi £, 2" e delle funzioni y, ¢. Per i risultati
di [1] esistono due costanti positive 4, K;, tali che per ogni 1> 1 e per ogni we ¥ N
N C(0) risulti

6) [yl < K| 3 slphs, 3 b+ (e 2)

fiyi =

L)

Analogamente alla (21) si ha che, per la (18), per ogni £ > 0 esiste § = d{z) > 0 tale
che se L' c{zeR: dist {x, 302) < 8} risulti

(47)

<e|w| g2

m
Z (‘xi:ﬁ'_ az‘:i) ww:m,
=1 Le{2N\2')

i
per ogni we 0*(Q). Allora dalle (46), (47) segue, essendo v =0 in Q':
(48) [ypw HH’»”(Q)<K13 (L + AI) 1#’w”Lq(a) + eK g | pw ]| ooy

purché N\ Q' c {ze 2: dist (2, 02) < 8}. Dalla (48), procedendo come nella dimostra-
zione del teorema 5 si ottiene

(49) HwHHM(Q\m)<2K13 (L + AI) w”L,,(.O)“i‘ K(p) [”wHLq(Q) + ”w“HLq(!))] ’

valida per ogni A>1 e per ogni we V N 02(0).
Sia ora ge 02(R2) tale che ¢ =1 in Q". Allora & gw € Hi(£2) per ogni w e 0%(2);
pertanto dai risultati di [15] (teorema 1.5) si ottiene

(50) ”‘Pw”w(a)“{“ | (‘Pw)w”Lqm,(m-q,(e)<K14[HL(<PW) |qu(9)+ lpw HL‘,(Q)]

da eui con facili caleoli

(51) i{ww}ILgm,(m_q,(n")+ (0] men <Ky Law | 10y + Klg) [[w, lzge) + NWHL;,(Q)]

valida per ogni w e C%£2), ove la costante K, dipende dai coefficienti di I, da m,
da g e da Q2 e K(g) anche da ¢ (e quindi da Q). Fissiamo ora A=1 nella (49),

da eui si ottiene cosi

(52) v groon o <2Kis] Lao | 1oy + K@) {|®] 100+ [0, ] 2,00}
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ove la costante K'(y) ora dipende anche da 4 e quindi sempre dai coefficienti di L,
da m, g e da Q. Tenendo presenti i teoremi di immersione di Sobolev ne segue

(63) 1w zxa o+ 1Wal zpmsm-apa~an <Kl [ L0 [ 10y + 9] zyey + 9] 2]

ove la costante K,; dipende sempre dai coefficienti di L, da m, g e da Q. Allora dalle (51),
{p3) si ottiene

(54) 0] 2y + 1% | 2gmyme@ < E1el | L0 | 22y + 19| rygey + 9] 2021 -

La disuguaglianza

(85) ””HLp(Q) <77“?)]]L,,2(.Q) + K(n, py Py, D3) ”””Lpl(g)

valida per ogni 7 > 0 e per ogni p, p;, P, con P;<p < p, (vedi [11] pag. 115), ove
si ponga v = w,, p=2, ¢ =D, p=qgm/(m— q), n = (2K,,)"*, permette di passare
dalla (54) alla

(56) 0] o)+ wa’qum,(m_q,(Q)<K17[”LWHLQ(9)+ w22+ [wlzy@)] -

Utilizziamo ora le altre ben note disugnaglianze

19l Loy <10l mgay -+ K&} [0]l 1,03

(57) ; 11/
9] z(0y < {mis Q) HLQ(.Q)
(vedi ad esempio [11]) per passave dalla (56) alla
(38) 19 a2y + 1905 ] 2oy < Kl 1 L0 ] 02y + (9] z00]

ove ancora K, é una costante dipendente solo da m, ¢, £ e dai coefficienti di L, men-

tre w & una qualunque funzione di ¥V N €% Q).
Cerchiamo ora di far figurare [w ], o) inluogo di |lw|, oal secondo membro della (58).
Intanto dalla (58) segue facilmente

1wl gvey + 19| Lompon-ai@y T 190 sy <Kol | L0 ] pay + @] 2,001 5
di qui e dai teoremi di immersione di Sobolev si ottiene
(59) 19l geay + 0] gremim-oay <Kol [ Lwl| 0y + [wlr ] -

Utilizziamo ora nuovamente la disuguaglianza (55) ove si ponga v=w, p, =1,
P =g, p,=gqm[(m— q), n=(2K,,)""; si ottiene cosi, tenuto conto della (59}:

(60) 0] m2gey + 10 | gamien-aygay < Kool [ L0 | g0y + [l e] -

17 = dnnali di Matematica
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La (60) implica la tesi del teorema non appens si provi che essa & valida per le fun-

zioni di V oltre che per quelle di V N 0¥(LQ). A tale scopo si procede in modo simile
a quanto fatto in [15]. Sia 1 R scelto in modo che il problema al contorno

Lw+idw=g q.0.in O,
(61)
weV

abbia una ed una scla soluzione per ogni g€ L,(2) (basta prendere 1 abbastanza
grande per il teorema 5). Sia u soluzione del problema al contorno (44).

Osserviamo che u appartiene allora ad L, (Q): infatti & u e L(D) per ogni com-
patto D contenuto in £ per i risultati di [17] (corollario 5.2). Inoltre, in modo perfet-
tamente analogo a quello del lemma 7, si dimostra che esiste un intorne aperto U
di 00 tale che ue H*(Q N U) e quindi e L(2 N T).

Cid prova appunto che w & L(2). Si consideri allora il problema al contorno (61)
ove si ponga g =f 4 Au, ed ingieme ad esso i problemi

(62)
u, eV k=1,2,..)

essendo L gli operatori definiti nella dimostrazione del corollario 6 ed essendo {g,}rex

una successione di funzioni di classe C%(Q2) tale che lim |g,— glzq =0-

k—>+ o0

Dalla dimostrazione del corollario 6 segue lesistenza di una costante K, indi-
pendente da k, tale che

(63) Vel <Kot Oilpwey (B=1,2,...)

Poichd gli operatori L*® hanno i eoefficienti regolari e g, € C°(2), risulta w, € 0¥(2),
pertanto si pud porre w = u, nella (60) ottenendo

(64) 1% | o) + ”uk”H‘:?m/('”"“)(!))<K20[”L(k)uk”Lg(Q)+ (K ”L,(a)]'

(Qui si & usato il fatto che la (60) si pud riserivere anche per gli operatori L* e la
costante K,,, come al solito, si pud scegliere indipendente da k).

Dalle (63), (64) con procedimenti standard si deduce I'esistenza di una suecces-
sione estratta da {u},y che converge debolmente, in H(Q) e in H»™"=9(Q) ad
una funzione w*. Una succesgione di medie convesse delle funzioni w, converge, per
il teorema di Banach-Saks, fortemente in H*(£) e quasi ovunque in £2 colle derivate 1°
e 2° alla funzione u*, la quale, come si pud facilmente verificare, soddisfa al proble-

a (61). Poiché anche la funzione u & soluzione del problema (61) per il quale la solu-
zione € unica, ne segue u¥ = u.
Passando al minimo limite nella (64) e ricordando la definizione di ¢, g, si conclude

]l oy + 1% [ o amien-anay < Kl || f ”Lq(.Q)—l_ 1% [ ] -
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