
Terzo p r o b l e m a  al  contorno  per u n a  c lasse  di equaz ion i  e l l i t t i che  
del secondo ordine a coef l ic ient i  d i scont inu i  (*)(**). 

MAv~ZZlO C m c c o  (Genova) 

Summary.  - The solvability of the bounda~7/ value problem L u  = ] a.e. in 12, u ~ H2(12), 
~u/~fl + #u  = 0 on ~D is studied, where L is a linear second order elliptic partial di]#r- 
ential operator in non-divergence ]orm with discontinuous eoe]]icients, and fl is a vector ]ield 
which ]orms with the normal axe to ~[2 an angle smaller than z/2.  

1. - Introduzione. 

I1 presente  lavoro 6 un 'es tens ione di [6] e [7]. I n  [7] si s tudiava  18 risolubilit~ 
del p r o b l e m s  s l  contorno 

L u = ]  q.o. in /2 ,  

(1) u ~ H ' ( / 2 )  , 

8u 

o~e l 'oper~tore  ellittico 

(2) L = - -  a . - - -  + b, + c 

era supposto  do t s to  di coeffieienti a ,  continui in ~ (essendo /2 un  spe r to  l imit~to 
di / ~ ) .  

I n  [6] invece si consideravs  il p rob l ems  di Dirichlet  L u  = ] q.o. in /2, u ~H~(/2), 

u ---- ~ su 0/2, supponendo i coefficienti a~ del l 'oper~tore L soddisfacenti  l ' ipotesi  (3) 

(vedi il successivo p~ragrsfo  2). Tale ipotesi  6 ce r t~mente  soddisfat ta  se i coefficienti a ,  
sono ftmzioni  cont inue in ~ ,  m s  Io 6 pure  in s l t r i  ca, si, ~d esempio se a~j ~ H~,~(/2) 

( i , j  = 1, 2, ..., m) oppure  se i coefficienti a ,  soddisfano ad un ' ipotes i  ~di Cordes ~ 
(¥edi ad ese/hpio [9], [19]). 

1gel p resen te  lsvoro si eonsidera i] p rob l ems  al contorno (1) supponendo che i 
coefficienti a ,  di L soddisfino all ' ipotesi  (3) e sia.no inoltre  continui  sulla f ront ie rs  

(*) Entrata in Redazione il 6 febbraio 1976. 
(**) Lavoro eseguito nell'ambito del (~ Centro di Studio per la Matematica e la Fisica 

Teorica )) del C.N.R., Genova. 
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di tO. Come caso particolaxe in eui risulti inoltre a~¢ e H~,m(tO) ( i , j  = 1, 2, ..., m) 
si ot t iene Fappar tenenza  ad gq~/(~_q)(~9) (per q < m) delle derivate pr ime della solu- 
zione di (1), generMizzando cosi un risultato di C. MmAR])A [15] (vedi paragrafo 7). 

2 .  - N o t a z i o n i  e i p o t e s i .  

~e l  seguito si sot to intenderanno ]e ipotesi qui elencate. Sia Q un sottoinsieme 
aperto e ]imitato di 2g% dotato  di f ront iera  ~to rappresentabi le  locMmentc come gra- 
rico d i u n a  funzione di classe C 2. Ci l imitiamo a considerate per semplicit£ soltanto 
il caso m > 3  perch5 per m = 2 i r isultati  sono noti :  si veda  ad esempio [18]. 

Sia p > l ;  siano H~'V(to), Hz'v(to) gli spazi o t tenut i  completando C~(~) secondo 

le norme 

i = 1  

i , i = 1  

Scriveremo per  brevi t~ Hl(tg) in luogo di HI.~(to) e H2(tg) in luogo di H:.~(to). Sia 
k r = (hr~, N~, ..., hr,~) il versore.della normale esterna u ~to; siano fl~ (i ---- 1, 2, ...,m), 

# funzioni di classe CI(_R m) tali che 

i = 1  i = 1  

Sia V il sottospazio lineare di H2(Q) cosi definito: 

V = eomple tamento  in H~(D) di {v~ C~(~): ~fliv~, + / t v  = 0 su ~Q} . 
i = l  

Siu poi a~j E L~(Q), a~j = aj~ (i, j = 1, 2, ..., m ) ,  

Y. a.t,t¢>voltl 
g,i= 1 

q.o. in a9 e per ogni t ~ R ~, con vo costante  positiva, b~ ~ L,,(~Q) ( i ~  1, 2, ..., m), 
ceLq(~J  con q = 2  se m = 3 ,  q > 2  se m = 4 ,  q = m / 2  se m > 5 .  S i a l  l 'operatore  

definito da]la (2), si~ Lo l 'operatore L o r e  si ponga c-----0: 

','= ~=1 ~Xi 

Se v ~ un nttmero positivo, indichiamo con A(v) 1~ classe di matrici  quadra te  m × m  
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cosi definite: 

A(v) = (((~)): ~ ,  e H~."(~9) n L~(Q), ~ ,  = ~j~ per  i, j = 1, 2, ..., m, 

~t~t j>~vl t t  ~ q.o. in t~ e Y t ~ R " } .  
ij = 1 

Sis G 1~ el~sse delle funzioni ~pper~enenti ~d L=(t9) ed essenziMmente positive: 

G = {g ~ L~(/2) : ess~ inf g > O}. 

Si dir~ infine che i eoefiieienti a ,  di Z soddisf~no ~ll'ipotesi (3) se 

(3) infv-2Iinf inf esssup ~ (~.~.--gaj i )2}<l .  
~,>0 [Lga~ ((,xt;O)e,4(v) ~Q i , j = l  

3. - Osservaz ion i  su lr ipotes i  ( 3 ) .  

Seguendo un'osservazione di GIAQW~TA (vedi [12]) l 'ipotesi (3) si pub esprimere 
in modo equiv~lente come seg, ae. 

PROPOSIZI0:~E 1. -- I coe]]icienti a~j detl'operatore L soddis]ano alla eondizione (3) 
se e solo se esistono una  eostante ~ > 0 e una matriee ((g,)) ~ A(v) tall ehe risult i  

(3') ess sup ~ ( ~ . - -  7a , )  2 < v ~ 

essendo 

]-' ~,(.x) = ~,J=~'(x) a.(x) ~ a~(x) 

DIMOSTRAZI0~E. - -  (3) = ~  ( 3 ' ) .  Per  ipotesi esistono v > 0, ((a~j)) e A(v), g e G tuli che 

(4) ess sup ~ (aij-- ga, )  2 < v s . 
Y2 i,i=, l 

Per  ogni fissato x e Y2, 1s funzione 

t-+/(t) = ~ ( ~ . -  ta.)~ 
i,~ = 1 

~mmet te  minimo a, ssoluto per t ---- 7, quindi d~ll~ (4) segue 1~ (3'). Dimostri~mo ehe 
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(3') ~ (3). Per note propriet~ delle forme qu~dratiche, la funzione 

x -+ ~ (x )  = ~ j ( x ) a . ( x )  a~(x )  
i , i =  1 i , i  = 1 

~ppartiene a G, quindi dalla (3') segue la (3). 
Osserviamo aneora che la  proprie¢~ (3) ha c~r~ttere locale. 

P~Ol)OSIZIO~E 2. - Supponiamo che per ogni punto x c ~ esista un intorno aperto 
U(x) tale ehe, scelti opportunamente v > O, g~G, ((~5))eA(v), risulti 

esssup ~ (o~ij--gat~)e< v ~ . 
IJn u(~) i , i=1 

Allora i coe/fieienti a~ soddisfano la eondizione (3). 
Omettiamo per brevit~ la dimostrazione, la quale si pub agevolmente ottenere 

per partizione dell'unit{~. 

4. - Un risultato relativo al problema di Dirichlet.  

Vogliamo in questo paragrafo prorate  1~ proposizione seguente che estende e 
completa il teorema 1 di [6]. 

TEO~E)~A 3. -- Oltre alle ipotesi indicate nel paragrafo 2, supponiamo the L soddisfi 
atla condizione (3). Allora esistono due eostanti positive ~o e K~, dipendenti dai eoe//i- 
eienti di L, da m e da ~ ,  tall che risulti 

uniformemente per ogni u eH2([2) n H~(~) e per ogni ~> )~o. 
Prima di provare il teorema, premetti~mo un Lemma. 

L E ~  4. - _hTelle ipotesi del teorema precedente, esiste u na eostante ).o dipendente 
dai coe//ieienti di L, d a m  e da 9 ,  tall the per ogni ~>i0 e per ogni / ~ L2(9) il pro. 
blema al eontorno 

L u + 2 u = ]  q.o. in 9 ,  

u e ~2(9)  • HI(Q) 

ha una ed una sola soluzione; inoltre se ] <0 q.o. in if2 risulta u<O q.o. in f2. 
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DIYIOSTRAZIOS~E. -- B~sta estendere oppor tunumente  i risultati  di [6] come segue. 

i) Esistono g e G, ~ * >  0 t~li che il problema al contorno 

gLu + 2u =]  q.o. in 

ha unu ed un~ solu soluzione u per ogni / e  L~(/2) e per ogni 2~>2". Inol t re  se ]<O 
q.o. in t9 ne segue u~<0 q.o. in ~9. 

La pr ima affermazione ~ contenuta  nel lemma 3 di [6]. La seconda si prov~ os- 
servando che, per lo stesso lemmu 3 di [6], risulta 

(5) 

per ogni ~>~*  e per ogni uaH2(Y2)nH~(9), ore  L (k) ( k = l ,  2, . . . ) sono operatori ,  
a coefficienti regolari, approssimanti  gL, e K2 ~ una costante indipendente  da k. Per  
la regolarit~ dei coefficienti di Z (~), tale operatore si pub scrivere anche in forma varia- 
zionale e si possono applicare ad esso i risultati  di [4]. Allora per la (5) se ne deduce 
c h e s e  Z(k)u + 2 u < 0  q.o. in t9 (con u~H2(Y2) (SH1(y2) e 4>2*)  ne segue u < 0  q.o. 

in .Q. Pe r t an to  sussiste la conclusione i) (che ~ la stessa de] ]emma 3 di [6]). 

ii) S i a g  ~ G scelta in modo che valga la affermazione i). Allora t ra  tu t t i  gli 
autovalori  ~lell'operatore - - g L  ce ne ~ uno, sia t l ,  d i  massima par te  reale. 

Inol t re  ~1 e reale ed ~ l 'estremo inferiore dei numeri  reali ~ tall che: (gL + hi) u < 0 
q.o. in Y2, u ~H2(~2) ~ H~o(Y2), implica u < 0  q.o. in /2. Questa proposizione si prova 
esa t t amente  come il lcmma 4 di [6], usando la proposizione i). 

iii) Possiamo ora p r o r a t e  il lemma,  seguendo la dimostrazione del teorema 1 
di [6]. Definiti g e i~ come helle proposizioni precedenti ,  sis lo > 21(ess inf g)-~; ~ac- 
ciamo vedere  c h e s e  ] e ~5~(Y2) e ~ > ~  il problema 81 contorno 

Lu + 2u = ]  q.o. in ~2, 

u e H2(Q) n HI(O) 

a m m e t t e  una ed una sola soluzione. Osserviamo in tanto  che tale problema 5 equi- 

valente  al seguente:  

gLu ~- g~u = g/ q.o. in ~9, 

(6) u e/Tz(Y2) (~ H ~(9 ) .  

Fissato ~>~o, l 'operatore  Z + h i  soddisfa alle stesse ipotesi di L, quindi si pub 
ad esso applicare la precedente  proposizione ii). Pe r t an to  esiste un autovalorc  ~1(~) 
reale che ha massima par te  reale t ra  tu t t i  gli autovalori  di -- g(L ~ ,~I). B~ster~ 
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allora provare che )̀ ~ (4) < 0, perch~ i n  ta l  cuso 0 non ~ autovalore di -- g(L + hi) 
e i l  problemu (6) hu llna ed unu solu soluzione. Per prora te  che ~(~) < 0, si r~giona 
per assurdo come in [6]. Scelto ~ in modo che ~ < ~ < ~ o g < 2 g  q.o. ill [2 (ci6 
possibile per la defillizione di ),0), per noti  teoremi (vedi [13]) esiste ull 'autofunziolle 
w~ e He(t~) 5~ H1(9), lion lleg~tiva in t9, di -- g(L + ).I): 

gLw~ + g)~w~ + 2x(~) w~ = 0 q.o. in ~9. 

~ e  segue, per la scelta di )~: 

gLw~+ ~w~=-- ),~(~t)w~ + (),-- g~)w~<~O q.o. ill ~@. 

Essendo ~ > 2~, per 18 proposizione ii) lie seguirebbe w~<0 q.o. in ~9, ~ssurdo. Per- 
tan to  2.~().) < 0 e i l  problema (6) ammet te  una ed una sola sotuzione per ogn / ]  ~ L2(Y2) 
e per ogni 2>~ 4o. Cib complet~ la dimostrazione del lemmu. 

DI~I0STI~AZI0~E DEL TEOREMA 3. Dal lemma precedente segue subito, per ogni 
~>2o, l'esistellzu di una costunte K = K ( 2 ) ,  dipendente d~ 2 oltre che d~ ra, 
e dai coefficienti di L, tale che 

(7) ]lu It.~(.)< K(~)[ILu + ,~u II~,(.) 

per ogni u e H2(~Q) n Hol(~Q) e per ogni 2>~ 2o. I1 teorema sara evidentemente provato 
non appen~ si dimostri che 

(s) sup (K(~): 2>~0} < + ~ • 

A tale scopo si pub in tanto  scrivere 

(9) 

Per  noti  teoremi (vedi ad esempio [14]) esiste una costante Ks dipendente solo da m, 
Q tale che 

(lO) 

per ogni u ~ / /2(~)  n / /~ (Q)  ; inol~re 

U 2 

t~ 

~2 ~ 2 
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per ogni ueH~(Y2)~H~(Y2) e per og~i ~t>0. Di qui e datlu (10) segue 

(11) 

per gli stessi va]ori di u e 2. Poniamo 

(z2) 
0, seu---- 0 ;  

¢(2, u) = II- a ~  + 2~t1~,<.) 
se  u ~ : 0 .  

A causg dells (7) la funzione f(2, u) ~ ben definita per ogni u ~ H2(tg) rh H~(f2) e per 
ogni ~ > 20. 

Fissato u ¢: 0, u ~ H2(tg) rh H~(Y2)~ maggioriamo ]a ~unzione ](2, u) al variare di 
2>~o. 

Si osservi int~nto the  

(13) 

Quindi b~sta maggiorare ](2, u) u] variare di 2 trg 20 e 2(u). Ma la funzione 2 -'-](2, u) 
(con u fissato) g continua e quindi l imitata nell ' intervallo eompatto [20, 2(u)]. 

Tenendo conto anehe della (13), ei6 provg ehe per ogni u ~ H2(~) (h Ho~(Y2) esiste 
una costunte positi3~a K(u) tale ehe 

(14) /(2, u) <K(u)  

per ogIli 2>st0. Allora dalle (9)~ (11)~ (14) si deduce che per ogni fissato u ~ H2(I2) 
(h H1(£2), u ~ O, risulta 

(15) t Lu T ~ ( ~ )  ;~ > '~'° < + oo. 

Applic~ndo il prineipio di uniforme limitatezza (3~edi a,d esempio [10] teorema 11 
pag. 52) si ott iene l 'esistenza d i u n a  costante K4, indipendente da u e da 2, tale che 

[] u H.,<.) < K~ H Lu + 2u H ~,(.) 

uniformemente per ogni 2>2o e per ogni u ~ H2(/2)(h Hol(Y2): cib prova il teorema: 

5.  - R i s u l t a t i  p r i n c i p a l i .  

TEOREI~A 5. - Oltre alle ipotesi elencate net para,gra/o 2, supponiamo the i eoe//i- 
cienti a~ soddis]ino alla condizione (3) e che sia possibile definirli in un intorno di ~2 
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(eventualmente modi/icandoli  su un  insieme di misura  nulIa) in  modo che 

(16) a~s(xo) = lim ai~(x) , V x o e  ~£2 , V i~ j  = I~ 2, . . . ,  m . 

Al lora esiste una  costante 2*, dipendente dai coe//ieienti eli L ,  d a m  e da D, tale ehe se 
2>~2" il problema al contorno 

L u  + £u = / q.o. in  D, 

u E V  

ammette una  ed una sola soluzione per ogni ] ~ L~(D). 

DI~OSm~AZTO~E. -- Per  la supposta regolarit~ di ~D, esiste un numero positivo d 
t~le che se x ~  ~2~ dist (x~ ~E))< d~ esiste uno ed uno solo punto  y = y(x) tale che 
dist (x, ~g2) -- dist (x, y(x)) .  

Possiamo Mlora 

(17) ~ ( x )  = a~(y(x))  (i, j = 1, 2, ..., m) 

per ogni x ~ ~ con dist (x~ 0g2)< d. Le funzioni a~- sono cosl un ivocamente  deter- 
minate  in un intorno di ~ e sono ivi continue per  la ipotesi (16). Inoltre~ sempre 
per ]a (16)~ 

(18) lim [ ~ ( x ) - - a , ( x ) ]  = 0 
~ x-~Xo 

per ogni Xo ~ ~D. Prolunghi~mo la definizione dei coefficienti ~ ,  a tu t to  [2 in modo 

che risultino ivi continui e tall che ~ , =  a~ ( i , j  = 1, 2, ..., m) e £ a~t~t~>~uolt]~ per 
ogni t ~ R '~. ~'~=~ 

Per  i r isultat i  di [7] esistono costant i  positive i ,  K~ (dipendenti  da m, /~, D, fl~ 
e dM coefficienti ~ ,  b~, c) tMi che 

(i9) 

per  ogni u ~  V e per ogni 2>~ .  Si~no D', /2" aper t i  tall  che D 'c  D ' c  D" c D, e sia 
una funzione di classe C~(R '~) tale che ~o = 1 in ~ \ D " ~  ~ = 0 in Q', sicch~ yJu e V 
se u E V. ]?ertanto dalla (19) segue 

( 2 0 )  Ifwll- ( )<K; l -  - - - ~  ~b~ ~ )(~ou) ~:(a) 

per ogni u e V e per ogni 2 ~  I. Tenendo conto della (18) si ha che, per ogni e > 0, 
esiste un  numero ~ > 0 tale che se ( 2 \ / 2 '  c {x ~/2:  dist(x, ~T2) < 3} risulta 

(2z) 
4,21 < ') 
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:per ogni u~H2(f2).  Allora dalle (20), (21), essendo V----0 in f~' si ha 

(22) il ~u il.~(~) < K~ If (L + ;.~) Vu li ~,<~) + ~K~ it Vu ll.,+) 

purch~ f ~ f l  ¢ (x e f~: dist (x, 8~Q) < 5}. Scelto e = (2K5) -~, dalla (22) si ot t iene 

(23) tl V uii re(a) < 2K5 il (L 4- ;.I) y~u li L.(a) 

e di qui con fueili calcoli: 

(24)  iluli.,(.\..)<2K~li(n + ;.~) uh,(.> + K(~)[I]ulI~,<~> + I]u~]l~,<~)], 

per ogni u e V e per ogni ~>  ~. Sia ora ~ e C~(f2) tale che ~ = 1 in f~'. Essendo 
ovviamente  ~u e H~(f~)(~ H~(f2), si pub upplicare it teorema 3 ot tenendo Fesistenza 
di due costan~i K6 e )10, dipendenti  dai coefflcienti di L, d a m  e da f2, taft che 

(25) i] ~u I].,(.) < K0 ]/(L 4, ;d) ~u ]] L,<~) 

per ogni u eH2(K2) e per ogni i>1o .  Di qui si ottien% analogamente  alla (24): 

(26) ]]u]l.,<~.)<Ko]] (L 4. ~I) uh,( . )4 ,  K(~)[liui]~,<~> + ]tu~l]L,(~)] 

per ogni ueH2(K2) e per ogni ~>20.  Dalle (24), (26) si deduce 

(27) ][ u Jim<a) < KT[i]Lu 4- ).u I!~,(a) 4" ]I u~ liL,(a) 4- II U]]L.<,)] 

per ogni u e V e per  ogni 2 > m a x  {~o, ~}, essendo K 7 = max {2K5, K~, K(V), K(?)}. 
Usando la ben nora disuguaghanza (vedi ad esempio [11] pug. 122) 

I] u: ]i ~,(a> < ~/]i u II H'<a> 4" K(~/)lI u [ L,<,), 

dalla (27) si passa alla 

(28) l]u]T.,<~)<Ks[i]Lu + tuJ]L,(~) 4, ]1ul]L,(a)] 

valida ancora per ogni u e V e per ogni />max{Jlo,  ~}, con K s dipendente da K~, 
% V. Dalla (28) si ot t iene,  per gli stessi valori di i e u: 

< lILu 4" )lu [iL,(a)4" KsKg[llLu 4. JtulIL,(~)4" ]lu]iL.<a)], 
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o re  K~ ~ un~ cos tsnte  dipendente  dsi  coefficienti di Z, d~ m e d8 .Q. Scelto 2.~ ~.*-~ 

~- {2KsKg, ~o, ~} ~e segue 

(29) ttuIl~(~) < (1 ÷ K-~K.)IILu + ;.u]l~(~) 

e infine dMle (28), (29) 

(30) II u ll.o<~) < K~o tl Lu + ~u tl~.(~) 

vslida per ogni u ~ V e per ogni ,~>~*, essendo K~o un8 costa n te  dipendente  du Ks, 
K9 e quindi dai coefiicienti di L, d a m  e ds  ~9. Dsll8 (30) con procediment i  sta~ndsrd 
(vedi 84 esempio [7]) si (~ttiene esistenz~ ed anicit~ per il problem8 81 contorno 

I Lu ÷ 2u = ] q.o. in ~9, 
(31) / u ~ V  

per ogni ]eZ~(~) ,  non 8ppen8 sis ~>~*.  

COROLLA~;[O 6. - NeIle stesse ipotesi del teorema preeedente, e eolIo stesso signi/icato 
di ~*, se 2 > 2", /~ > 0 su 3[2 (essendo # ta funzione the compare ndla de]inizione dello 
spazio V), ] ~ L~(~), ] <~ 0 q.o. i~ [2, allora la soluzione u del problema (31) d < 0  q.o. 
in ~ .  

DIM0STRAZI0~E. - Costrui~mo un~ successione di operatori  ellittici 8pprossi- 
msn t i  L nel modo seguente. Sis 0 un~ funzione ts le  che 0 e Co(R'~), O(x)= 0 per 
I~l>l ,  J0(~)d~ = 1. 

Prolunghiamo ]8 definizione dei coefficienti di L fuori di $2 in modo che a ,  

Co(R~\Y2), a~ = aj~ in t~ "~, ~ a~j(x)t~tj>Vo[tl~ per ogni t ~ / ~  e per ogni x E / ~ \ t ) ;  
i , j = l  

inoltre sis b~(x) --- c(x) = 0 per ogni x ~  R~\Y2 (i, j = 1, 2, ..., m). 
Per  ogni numero  na turs le  k e per ogni x ~ ~ "  poniamo 

(32) a~)(x) = k'~O(mx-- my) a~j(y) dy (i, j ---- 1, 2 , . . . ,  m) 
R~ 

ed sns logamente  definiamo ~(k) c(k) (i 1, 2, m) 8 psr t i re  dai coefficienti b~, c. {1~ ~ ~--- . . .~ 

Sis poi 

i ( k )  ~(k~ h(.~) e(~,) 
~,i= 1 ~X i ~X~. ~=1 - ~ 

I coefficienti di L (k) sono di clssse C¢~(R ~) e soddisfuno 8ncor~, in Y2, ulls condizione (3) 
(vedi [6]). Si pub ullors applicsre il teorem~ 5 8 cisscuno degli operstor i  L (~). Anzi, 
rileggendo sccurs t amente  18 dimostrszione del teorema 5 e tenendo pure  presente 
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la dimostrazione del Iemma 3 di [6], si vede che le costanti  K~o e )~* fornite da.1 teorema 5 
per ciascuno degli operatori L (~) si possono scegliere indipendenti  da k. (Lasciamo 
a~l lettore la eura di p rora te  con precisione questo fatto). 

Ne segue allora c h e s e  / e  L~(#2) i problemi aI contorno 

(33) t L(~)u~+ ~u~ = ] q.o. in zg, 

% e V (k = 1, 2, ...) 

hanno una ed una sola soluzione u~ purch~ ) ~  2~* (~* indipendente da k), e inoltre 

(3~) 

sempre con K~0 indipendente da k. Dalla (34) segue (vedi ad esempio [6], ...) l'esi- 
stenza di una successione estrutt~ d~lla {%}kez¢ che converge q.o. in ~9 a4 ~e, solu- 
zione del problem~ (31). La  nostru tesi sar£ dunque prov~tu non appenn si faccia 
vedere che, per ogni k E N, l~ soluzione del problem~ al contorno (33) 6 < 0  q.o. in Y2, 
se /~<0 q.o. in Y2. 

In t~nto  per i risultati  di [7] (corollario 2) cib ~ cer tamente  veto pm'ch~ sia 
2 > -- re_in d k). Pifi in generale si ha, per noti teoremi (vedi ~d esempio il temmu 4 di [6] 

t~ 

e 1~ bibliogr~fi~ ivi citata),  ehe uk~<O q.o. in ~9 purchb/~<0 q.o. in Y2 e 2 sia m~ggiore 
4ell 'autovalore rea]e di -- L (~) avente mussimu parte reale. A causa della risolubflit~ 
dei problemi (33), gli autovalori reali dell 'operatore -- L (g) sono tu t t i  minori di ~*, 
pertunto se 2>~*, ]~<0 q.o. in ~,  se segue appunto u~<O q.o. in ~9 (per k = 1, 2, ...). 

OSSC.~VAZIO~E.- Sarebbe interess~nte provare il risu]t~to precedente senza 
l'ipotesi c h e #  ~> 0 su ~2. 

6.  - Cas i  p a r t i c o l a r i .  

Se i coeificienti a~ di L soddisfa.no ipotesi pifl restri t t ive della (3) (COMB gi~ per 
il problemu di Dirichlet: vedi [3], [5], [15], [19], ...) si pub provare esistenza ed uni- 
cit~ de]l~ soluzione del problemu (31) anche per fl = 0 purch~ es s in f  e >  0 e / ~ > 0  
su ~9. Occorre premettere  un lemma. 

LE)~A 7. -Ol t re  alle ipotesi elencate nel paragrafo 2, supponiamo the i coe]]icienti 
dell'operatore L soddis]ino alle condizioni seguenti: 

lira aij(x) -= a,(xo) per ogni xo ~ 3Q (i, j =- 1, 2, ..., m ) ,  

bi, c ~ L~(Y2) (i = 1, 2, ..., m ). Sia inoltre u c V oppure u ~ H2( Y2) 53 H°(Y2), ] c L~(~9), 
L u  = ] q.o. in Y2. 
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Allora per ogni p reale, p>~2, esiste un intorno (aperto) 

D I ) I O S T t ~ A Z I O I ~ E .  --  :Bas tS~ provare qu~nto segue: 

U di ~9  tale the 

(35) 

per ogni u e V oppure u e H'~(~)(~ H~(/2), se esiste un intorno aperto U~ 
di ~.Q tale ehe u e Hs'q(D (3 U0, allora esiste an  intorno aperto U~ di ~ 
tale che 

ueH~'~('~-~)(/2(3 U~) se 0 < q < m ;  

u e H 2 ' V ( g n  U~) per ogni p > 2  se q>m.  

Infat t i ,  se ~ vera l 'affermazione preeedente, poich~ per ipotesi u e H2'2(~2), ponendo 
nella (35) q -- 2 e U~ ---- R ~ abbiamo che ueHe'e~/('~-~)(~(3 U~). Poi ponendo nella 
(35) q = 2m/(m--  2) con Uz al posto di U~, s i t roval 'es is tenza d iun in to rno  aperto Ua 
di ~ tale che 

u ~ H ~'~/('~- ~)(£2 (3 Ua ) se 2m/(m -- 2) < m; 

ueHZ'V(9(% Ua) per ogni p > 2  se 2m/(m--2)>~m. 

Cosi proeedendo, dopo un numero finito di passi (esattamente tan t i  quanti  la parte 
intera di ( m +  1)/2) si perviene ad un intorno U di ~ tale appunto che 
ueH2'v(~(3  U) per ogni p > 2 .  Iqon resta quindi che prora te  l 'affermazione (35). 

A tale seopo si considerino le funzioni ~ Co(~) ( i , j  = 1, 2~ ..., m) definite al- 
Finizio della dimostrazione de1 teorema 5. Supposto ad esempio 0 < q < m, sia 
q* = qm/(m -- q), u e V oppure u e He(~Q) ~ t11o([2) ed esista un  intorno aperto U~ di 
~ ~ale che u ~ H~'¢(~ (3 U~). Per i risultati  di [1] esiste una eostante K n ,  dipendente 
da m, q, ~2 e dai coefficienti o:,, b~, c, tale ehe 

(36) IluIl~r,,,*(a)<Kll --  2 o:i~uz,~,-~ ~ b ~ u ~ , + c u  i-Ilul~L~*(a) • 
LI] q,}=l i = 1  

Per le propriet~ dei coeffieienN a~¢ (vedasi la (18)), per ogni e > 0 esiste 6 > 0 tale 
c h e s e  x e ~ dist (x~ ~ )  < 6 risulta 

(37) ~ la~j(x) -- ~ (x ) [  < e . 
i,~=1 

Inoltre ~ sia scelto in modo che (xE f2: dist (x, ~.Q)<~} c U1. 
Sia V una ftmzione di classe C~'(R ~) tale che ~(x)----1 in un intorno uperto di 

~f2 e ~(x) ---- 0 se dist (x, ~f2) > ($. Allora ~ chiaxo ehe ~u e V s e u  e V, mentre  ~u 
H2(I2) (3 Hol(~) s e u  e H2(~) (3 H~(~), e inoltre ~fu e H~'q(~). 
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D~lla (37), scegliendo opportunamente  e e quindi (~, si pub fare in modo ehe 

(381 ~,~ ~( '~"-  0¢,,)(~)~,~, ~°.~) < (2K,,)-~ II wt I~ .o ' (~  • 

Allora dalle (36), (38) si deduce 

(3.9) I[ ~,u il.w'(~) < 2K, ,  [ II ~(V,u)lt~o.(~) + tl v.,u tI~o.(,~)] • 

Essendo ~v - - - -  1 in un intorno di ~ ,  ]a (39) ecluivale alla tesi della (35), pu t  di prostate 
ehe il 2 ° membro della (39) ~ finito. In tan to  osserviamo ehe IlyJullL,.(a) < + co, essendo 
Fu e H2'q(/2) e tenendo presenti i ben noti teoremi di immersione di Sobolev. 

Inoltre si ha, quasi ovunque in ~2: 

(4o) 
m ¢75 ¢q~ m 

ore  ] e L~(Q) per ipotesi, u~,, u ~ L~.(D (~ U1) per i gi~ citati teoremi di immersione 
di Sobolev (si veda ad esemgio [11] pag. 120). I coefficienti di tall  funzioni nell'ul- 
t imo membro della (40) sono tu t t i  in L~(/2 (~ U1), per cui si pub coneludere che 
i]L(~ u) ]lL,*(a) < + c~. Cib esata'isce la dimostrazione del lemmu nel caso q < m. I1 
cuso q > m  si t ra t tu  analogamente e pub essere lasciato al lettore (basra scrivere p a l  
posto di q*, con p reale qualunque, ed applicare diversumente i teoremi di immer- 
sione di Sobolev). 

T E O R ] ~  8. - Supponiamo ehe i eoef]ivient,i di Z soddis]ino alle stesse ipotesi ehe 
nel teorema 5 e inoltre ad ~na (almeno) delle tre seguenti: 

i) a ,  e c°(t~) (i, j = 1, 2, ..., m); 

ii) a~ ~ H~'~(/2) (i, j = 1, 2, ..., m) 

iii) es.sJ n:f ( ,im__.~l,ali)2(i,~= 1 a/~) - 1 :>. m -- 1 

(viascuna delte quali impliea ta (3)). Sia inoltre ess~nf e >  O, ff>O su ~Q. Atl(rra il 
problema al eontorno 

(41) [ Zu -~  ] q.o. in T2, 

t u ~ V  

ammette una ed una sola soluzione per ogni ] ~ Z,(~2). 
In]ine se ] < 0 q.o. in [2 ne segue u < O q.o. in ~2. 

D~OSTRAZI0~E. - Osserviamo innanzi tut to  che se vale l'ipotesi i) la tesi 6 nora 
perch6 6 contenuta nei risultati  di [7]. Limitiamoei dunque a supporre 1~ validit~ 



254 ll/[AURIZI0 CHICCO: Terzo problema at contorno per una etasse, etc. 

di ii) oppure di iii); supponiamo altresi in un primo tempo che sia b~, c ~ L~(~)  

(i = 1, 2, ..., m). 
Poieh6 l~immersione di V in L~{Q) 5 compat ta ,  e tenendo presente il t eorema 5~ 

si pub applicare al problema al eontorno  (41) la teoria di l~iesz-Fredholm, sicch6 
basra prova.re l~unieit.~ della sotuzione per  o~tenerne l 'esistenza. Sia dunque Lu  = 0 
q.o. in ~ u a  V~ u a  V; facciamo vedere  che u =  0 q.o. in .Q. 

In tanto ,  sia che ~a.lga la (ii) sia ehe ~-alga is (iii)~ sappiamo che ]a soluzione u 
de]l 'equazione Lu  ----- 0 q.o. in T2 ~ hSlderiana in ~ ed assume i punt i  di estremo supe- 

riore essenziale soltanto su a~  (vedi [15], [17], [8], [9], ...). Per  il lemma 7 esiste an  
intorno aperto U di aT2 tale ehe u a He'd(/2 (~ U) per ogni p > 2 ; per  i teoremi di im- 
mersione di Sobolev eib imp]ica ehe u (eventualmente  modifieata su un insieme di 

misura nulls) ~ hSlderiana con le der ivate  pr ime in U n ~ .  
Pe r t an to  i punt i  di estremo superiore essenziale di u sono puat i  di massimo asso- 

luto. Per  noti teoremi (vedi ad esempio [6], ...) risulta ~.fl~(xo)u~,(Xo)> 0 in ogni 

punto  di massimo x0a aD, se u non ~ eostante in ~ .  Essendo # > 0  su a~  ed u ~  V~ 
si ot t iene facilmente,  come in [7], che u < 0  in ~ .  Potendosi  r ipetere  t u t to  per la fun- 
zione - - u ,  si conclude che it = 0 in ~2, come si voleva. 

Dobbiamo ora sbarazzarci dell ' ipotesi pro~wisoria, che b~, c a L¢~(~) (i = 1, 2, ..., m). 
Si procede di nuovo come in [7], corolla~rio 2: darb soltanto un  cenno di dimostra- 

zione. Post% per  ogni k na tura le :  

b~'(x) = 

k se  b~(x) > k ,  

bi(x) se ]bi(x)] <. k, 

- -  k s e  b~(x) < - -  k ,  

risulta 

(42) 

k 

d~)(x)  - -  c(x)  

- - k  

m ~2 

se  e(X) > k ,  

se le(x)l < / ~ ,  

se  c(x)  < - -  k ,  

~? b!~)__ -~ c ~ 

k-~-+ co 

Per  la (42) gti autov~lori degli operatori  (£(k)}k~ eonvergono, per k -~ + ~ ,  ai eor- 
r ispondenti  autovulori  di L. D 'a l t ra  part% poieh~ b~ k), c(k)~ L~(~ )  (per ogni k E N), 
per quanto gi~ provato  gli autovulori  re~li di [(k) sono tu t t i  > e s s i n f  c (per k = 1, 

2, ...). Quindi gli autovalori  reali d i ~  sono anch'essi >ess~inf c, 0 non ~ un auto- 

valore di L e i l  problema (41) ha unu ed unu sola soluzione. 
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~ o n  tes ta  che p ro ra t e  c h e s e  /eL~(~2), ] < 0  q.o. in ~2, u e V ,  Z u ~ - / q . o .  i n :0  
allor~ risutta u-<0 q.o. in ~2. 

Siu ]~ ---- max(- -  k, ]) e siuno u~.. le soluzioni dei problemi a,1 contorno 

(43) 
u ~ e V  (k----1, 2, ...). 

Per  i risultati  gi~ cit~ti di [9], [17], ... e per il lemmu 7, essendo f~ e L~(~2), le funzioni u~ 
sono h61deriane in ~ (k ---- 1, 2, ...). tCipetendo esa.ttamente il r~gionumento rat io in 
precedenzu si t rova che 6 pure u~.<0 in [2 (k----1, 2, ...). D'~ltra par te  dalle (42), 
(43) e dal f~tto che~limotI/--/ellr~(~)----0 si deduce che 

/~--> + oo  

quindi, poich6 un'estrat¢u d~ {u~}~ converge q.o. in D, si ott iene u < 0  q.o. in /2, 

come si volev~. 

COI~OI~LARIO 9. - Nel teorema precedente le eondizioni i), ii), iii) possono essere sosti- 
tuite dalIa segq~ente: per ogni x E f2 esiste un intorno U(x) tale che a~ ~ C°( U(x)) oppure 
a~ ~ H~'~(U(x)) (i, j ---- 1, 2, ..., m) oppure 

essinf  ~ a., • ~ a~ > m - - 1 .  
U(x) \ i  = 1 ] i,i = 1 

D]]~OS~ZI0~E.  - Si pub rifure quell~ 4el teorema 8, poich~ le presenti  ipotesi, 
espresse in form~ locale, assicur~no uguu]mente l'h61derianit{~ de]l~ soluzione e l~ 
vulidit~ del principio di mussimo. 

7. - Maggiorazione delle derivate prime. 

I~  questo paragr~fo, estendendo i risultati  di [15], proveremo che, in opportune 
ipotesi  sv5 coeffieienti dell 'oper~tore L e sul termine noto ], la soluzione u del pro- 
blem~ al contorno (41) ammet t e  deriv~te prime di potenza qm/(m--  q) sommubile 
in [2 (ove 2 < q < m). 

TEOICE~A 10. - Oltre alle ipotesi elencate nel paragra]o 2, supponiamo che a~ ~ H~,~(~2), 
l~m_+,oa~(x) ----- a~(xo) per ogni xo c ~2  (i, j ----- 1, 2, ..., m). Sia poi 2 < q < m, ] ~ L~([2), 

v~L~(~)  con s-----m~2 se 2 < q < m / 2 ,  s > m / 2  se q -~m/2 ,  s = q s e m / 2 <  q ~  m. Sia 
(una) soluzione del problema al contorno 

{ Zu  = 1  q.o. in ~ ,  

u ~ V .  
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Allora esiste una eostante KI~ dipendente da m, q, ~ e dai eoe]/ieienti di L tale ehe risulti 

DI~E0STI~AZI0~E. - ]~ simile u queltu del teoremu 5, ulla quale rimundiumo per la 
definizione dei coelilcienti ~ . ,  degli insiemi ~'~/2" e de]le funzioni % fp. Per i risultuti 
di [1] esistono due costanti  positive ~, K13 tall  the  per ogni ) ~  e per ogni w ~ V (5 
n C~(~) risulti 

m ~ ~fw Ld~)" 
i=1 

2unalogamente ~lla (21) si ha ehe, per la (18), per o ~ i  ~ > 0 esiste ~ ---- ~(~) > 0 tale 
ehe se f2~Q' c {x e/2: disi~ (x, ~.Q) < ~} risulti 

(47) 
~ i  '=  /,q( .o \ .O '  ) 

per ogni wE C~(~). Allora dalle (46), (47) segu% essendo ~-~  0 in /2': 

pureh~ Q \ / 2 ' c  {x~/2: dist (x, 8 Q ) <  8}. Dalla (48), proeedendo come nellu dimostra- 
zione del teorema 5 si ott iene 

valid~ per ogni ~ > ~  e per ogni w ~ V ~ 02(~). 
Sia ora ip ~ Co(~  ) tale che !P ---- 1 in /2". Allora ~ tpw ~ HI(~)  per ogni w ~ C~(~); 

per tanto d~i risultati  di [15] (teorema 1.5) si ott iene 

d~ cui con facili calcoli 

validu per ogni w e C~(~), ore  la costante K ~  dipende dai coefficienti di L, da m, 

da q e da Q e K(!p ) anche da tP (8 quindi da ~).  Fissiamo ora 2----~ nella (49), 
da cui si ott iene cosi 

(52) II w ]l.,,~<.\.,,> < 2 K ~  11Lw II ~(~> + K'  (~) { il w iI ~o(.) + ]] w~ ]I ~o<~>) 
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ore 1~ costante K'(V ) oru dipende unche d~ ] e quindi sempre dui coefficienti di 15, 
d~ m, q e d~ t�. Tenendo presenti  i teoremi di immersione di Sobolev ne segue 

(53) llwllw(~\.,,)-~ ttw~!lz~l~,o_.,(.\ao)<g15[lILwlls~(a)-F tlw~ltL.(~)-F [IwllL~(a)] 

ore  lu costunte K15 dipende sempre dui coefficienti di I~ da m, q e da Q. Allor~ dalle (51), 
(53) si ott iene 

(54) [iwII..(a)÷ IIw~[[~o~,(.._.,<~)<Klil[Lwt[L~(a)+ liw~ll~(a>+ tiwltL~<.)]. 

La disuguaglianza 

(55) 1]v H~(~)< v ]Jv]l~(~) + ~:(v, p, pl, p~)liv ]]~,(.) 

vulida per ogni ~? > 0 e per ogni p, p~, p~ con p~<p < p~ (vedi [11] pag. 115), ore  
si ponga v = w~, p~= 2, q = p ,  P2= qm/(m--q) ,  ~l = (2K~) -~, permette  di passare 
dallu (54) 9116 

(56) llwlim(~)-F Hw~II~.~/(~_,)(~)<Kn[]ILwl]L~(~)+ []w~I[L.(~)+ l[wllL~(a)]. 

Utilizziamo ora le altre ben note disuguaglianze 

(57) 
[l v tI L.(a) < (mis Q)-½ - i/~ tlv I1L~<a) 

(vedi ad esempio [11]) per passare dalla (56) all~ 

(58) Ilw]I//.(9)-~- t]wxl]Lq~l(,,,_o(9)<Kls[ II L w  IlLq(9)~- liwll~o(~)] 

ore  uncora K~8 ~ una eostunte dipendente solo du m~ q, Q e dai coefficienti di Z, men- 
tre w 5 un~ qualunque funzione di V (h C2(~). 

Cerchiamo ora di fur figuraxe llw IIs~(9) in luogo di llw Ils~(a)~l secondo membro della (58). 
In tan to  d~lla (58) segue facilmente 

i]wiim<a) + liw~IIs~/(~_~)(a)-F l]wHm..(a)<K~9[llLw iis.<a) + ltwlls~(a)] ; 

di qui e d~i teoremi di immersione di Sobolev si ott iene 

(59) Hw H..(~) + [lw I1.,.."~(~-.)(.)< K~[ IILw Ilso<a) + [lw t[so(~)]. 

Utilizziamo oru nuovamente  la disuguaglianza (55) ore si ponga v = w, p~ = 1, 
p = q, p,  = qm/(m--q) ,  V -  (2K~9)-~; si ott iene cosl, tenato  conto della (59): 

(60) li w [lm(a) -F !lw I[m,..~(.,-.,(.) < K~o[ HEw II~o(.) + t[w tl~,(,~)] • 

17 - A~nalt di ~fatematica 
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La (60) implicu la tesi del teorema non ~ppena si provi che essa 6 v~lida per le fun- 
zioni di V oltre che per quelle di V ~ C~(~). A tale seopo si proeede in modo simile 
a quanto fa t to  in [15]. Sin 2 e R scelto in modo che il problema al contorno 

(61) 
Zw ÷ ~w ---- g q.o. in Y2, 

w e V  

abbi~ una  e4 una sola soluzione per ogni g e L~(~) (basra prendere  ~ abbastunza 
grunde per il teorem~ 5). Sin u soluzione del problema al contorno (44). 

Osserviamo che u ~ppurtiene allora ~d L~(Y2): infat t i  ~ u e L~(D) per ogni com- 
p~tto D contenuto  in ~9 per i r isultati  di [17] (coroll~rio 5.2). Inoltre,  in modo perfet-  
tumente  un~logo a quello del lemma 7, si dimostra che esiste un  intorno ~perto U 
di ~ tale che u e/Y~'q(~ f~ U) e quindi u e L~(Y2 (5 U), 

Cib prova ~ppunto che u e L~(tg). Si consideri ullora il problema al contorno (61) 
o re  si pong~ g = ] - ] -~u,  ed insieme ad esso i problemi 

(62) 
I L(k)Uk ~- 2U~ --- ge in t9, 

u~e V (k = 1, 2, ...) 

essendo L (~) gli opcratori  definiti nella dimostrazione del coroltario 6 ed essendo (gk}k~ 
una  successione di funzioni di classe C~(~) tale che l im Ig~--gJlsda)----0. 

k--> + oo 

Dalla 4imostrazione del corollario 6 segue l 'esistenza di una costante K ~  indi- 

pendente  da /c, tale che 

(63) j]uklJ,~(,)<K2~Jjg~:Lo(~) (I~ = 1, 2, ...) 

Poich~ gli operatori  L (~) hanno i eoefficienti regolari e g~ e C=(O), risulta u~ e C~(~), 
per tan to  si pub por te  w = u~ nella (60) o t tenendo 

(64) 

(Qui si ~ usato il fa t to  the  la (60) si pub riserivere anche per gli operatori  L (k) e la 
costante  K ~ ,  come al solito~ si pub scegliere indipendente  da k). 

Datle (63), (64) con procedimenti  sta.ndar4 si deduce l 'esistenza di una  sucees- 
sione es t ra t ta  da {uk}~ N che converge debolmente,  iI1 H2(~9) e in HI'~/('~-a)(~), ad 
una funzione u*. Una successi0ne di medie eonvesse delle funzioni u~ converge, per 
il t eorema di Banach-Saks,  fo r temente  in H2(~9) e quasi ovunque in ~2 colle der ivate  1 ° 
e 2 °, alla funzione u*, la qua!e , come si pub facilmente verificare, soddisfa al proble- 
ma (61). Poich~ anche la funzione u ~ solnzione del problema (61) per il quale la solu- 

zione ~ uniea, ne segue u* = u. 
Pa~ssando al minimo limite nella (64) e r icordundo la definizione di g, gk si conclude 
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