Su un problema non lineare
con una condizione di evoluzione sulla frontiera (*) (++).

ALessANDRO TorrLLI (Pavia)

Summary. — We prove an existence and uniqueness theorem for a nonlinear problem of evolution
related to fluid flow through porous media.

1. — Introduzione.

In [6] (cfr. anche [5]) si & osservato che lo studio di un problema a frontiera libera
connesso con il moto non stazionario di filtrazione di un fluido inecomprimibile attra-
verse una diga rettangolare di materiale poroso omogenec pud essere ricondotto
{utilizzando una trasformazione ispirata a quella introdotta da C. Baiocchi nel caso
stazionario, cfr. [1] e [2]) al seguente problema non lineare, a frontiera fissa, con una
condizione di evoluzione sulla frontiera:

ProBrEMA 1.1. — Si cerca una funzione w(z, y, t) definita in Q o valori reali tale che
(A4 essendo, qui e nel seguito, inteso nelle sole variabili x ¢ ¥):

(1.1) Aw € H(w) in @ (H = « funzione» di Heaviside) ,
(1.2) w=g su I'yxJ0, T,

(1.3) Dow,+ Wy =0 su T, x10, T,

(1.4) w(@, 4, 0) = wy(@, ) ;

dove (a, b ¢ T essendo numeri positivi):

(1.5) D= {zy):0<ae<a, 0<y<b},
(1.6) Q =Dx10,T[,

(1.7 L= {my):0<e<a, y=0},
(1.8) I'y=eD—T,,

e inolire g e w, sono funzioni assegnate definite rispettivamente in I';x 10, T[ e D.

(*) Entrata in Redazione il 5 novembre 1975.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale di Analisi Funzionale ed Appli-
cazioni del C.N.R. e del Laboratorio di Analigi Numerica del C.N.R. di Pavia.
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Seopo del presente lavoro e lo studio del problema 1.1. Piu precisamente nel seguito
verry trattata una forma pil generale del problema 1.1 (efr. il problema 2.1 piti avanti)
perche eid ci dard la possibilith di studiare il comportamento di processi di filtrazione
pilt generali (efr. [7]). La risoluzione del problema 1.1 c¢i permette (almeno formal-
mente) di ricostruire completamente il fenomeno fisico di filtrazione di partenza e
dunque il problema 1.1 (e le sue generalizzazioni} pud considerarsi una formulazione
debole del suddetto problema fisico (1) (per maggiori dettagli cfr. ancora [5], [6]
e [7]).

Nel presente lavoro, dopo aver riformulato in maniera precisa e pilt generale
il problema 1.1, se ne prova l'equivalenza con un nuovo problema (di evoluzione)
su I, x]0, T7, in cui interviene un operatore pseudo-differenziale, non lineare e dipen-
dente dal tempo. Per tale nuovo problema si dimostra poi un teorema di esistenza
e unicitd della soluzione.

11 contenuto del presente lavoro & gid stato anticipato nella nota ai Comptes
Rendus Acad. Sci. [B].

2. — Formulazione precisa del problema.

Si ponga (%)
(2.1) HY(D) = {ve HY(D): Ave I*D)},

con la norma del grafico. Consideriamo inoltre gli operatori di traccia, che denote-
remo con y, e y;, definiti fra gli spazi:

(2.2) ot H\(D) — HYT3,),
(2.3) v HY(D) — (H (L)),

che associano a v € HY(D) (risp. Hy(D)), la traccia di v su I}, (visp. la traccia di D,
su I,). Tali operatori hanno effettivamente sense fra tali spazi e sono lineari e con-
tinui (efr. [4], cap. I).

(1) 8i rimanda a [7] per una collocazione precisa e dettagliata del presente lavoro nel
contesto pilt generale delle ricerche sui problemi a frontiera libera connessi con il moto di
un fluido attraverso un materiale poroso e su altri problemi a frontiera libera di natura
analoga.

(*) Per gli spazi funzionali impiegati nel presente lavoro e le loro prinecipali proprieta,
rimandiamo a [4]. Ricordiamo solamente che (m ed r essendo interi positivi con r dispari e O
aperto di R™) gli spazi HF}0), che nel presente lavoro hanno un ruolo essenziale, sone stati
introdotti in [4], eap. I, § 11, ponendo HIHO) — [HHO0), L2(0)];, ciod lo spazio HEf(0) pud
essere definito come lo spazio interpolato d’ordine  compreso fra HL(O) e L¥(0); un’alira carat-
terizzazione degli spazi HZ(0), in un certo senso conseguente della precedente, & la seguente:
uEHS/OZ(O) ge e solo se il prolungamento a zero di w a tutto B™ appartiene a H"2(R™).
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Siano inoltre F, g, «, ¢ assegnate funzioni del tipo:

(2.4) FeL=0, T; I¥D)), geI*0, T; H¥*(I),
(2.5) aeIX0, T; HXT,)), qeH Y},

dove £ < { & un numero reale positivo a nostra disposizione. Si ponga {cid ha senso
per quasi tutti i valori di ¢e]0, T7):

(2.6) K(t)={veHD):v=g) su I4.

Consideriamo allora il seguente problema che & una riformulazione precisa e pilt
generale del problema 1.1 (e in cui la (2.9) traduce, in forma variazionale, la (1.1)
opportunamente modificata, cfr. la (2.18) pit avanti):

ProrrEMA 2.1, — 8i cerca una funzione w tale che:

@.7) we I¥0, T; Hy(D)),

(2.8) w(t)e K(t) (q.0. in t),

2.9) f grad w(t) - grad(v—w(t)) da dy + f [+ — w(ty+] dos dy -
b b

+ D), yo(v —w®)> > [F@)-(0—w(t) dndy,  VoeK(),

D
(2.10) Dyw—+ Dyypew = su I, x10, T,

(2.11) (nw)(0) =q,

dove nella (2.9) (e nel seguito del presente lavore) il gradiente é da intendersi nelle sole
variabili @ e y, v-= (jo| + v)/2 ¢ infine la dualitd ¢ da intendersi fra Hi(I%) e il suo
duale. Inoltre la (2.9) & da intendersi a meno di un insieme eccezionale di 10, T{ di misura
nulla, tale insieme essendo indipendente dolla « test funciion » v.

T necessario dare senso alle relazioni (2.10) e (2.11). Si ha intanto (grazie alla (2.7))
che y,we L0, T; HY(I},)) e dunque, ricordando che loperatore-D,, & lineare e con-
tinuo fra HYI}) e (Hi(I%)) (cfr. la proposizione 12.1 cap. I di [4]), si ha che:

(2.12) Doayow e L2(0, T (H())) c D' (0, T (HE(TW)))
cioe D,,v,w pud essere interpretata come una distribuzione su 10, 7{ a valori in
(H¥(T3))'. 8i ha ancora (da/oo che (H}\(I%)) c (HE(I%)) con immersione continua,)

grazie alla (2.7) che:

(2.13) ywe L0, T; (Hy(I)) c D' (0, T; (HI(TW))
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E dunque lecito (efr. anche la prima (2.5)) intendere la (2.10) nel senso delle distri-
buzioni a valori in (H}(I7,))". La prima delle (2.5), la (2.10) e la (2.12) ci dicono inol-
tre che:

(2.14) Depwe Lx(0, T; (HY(T))) .
Si ponga:
(2.13) X= [(Hfio(l’n))’, (Hﬁo(ﬂ))’k ;

si ha allora che (cfr. i teoremi 6.2 ed 11.7, cap. I di [4]):

X = [[HYT,), IXT)]y, [HYT.), X))
o anche applicando il teorema 6.1 cap. I di [4] si ottiene:

X = [HYL,), IXT,)]y= (HyT,))
e dunque

(2.16) X =HYI).

Utilizzando le (2.13), (2.14), (2.15) e (2.16) (cfr. [4], teorema 3.1, cap. I) si ha dunque

(2.17) nwe 0°([0, T} (L)),

ciod y,w & (quasi ovunque ugunale a) una funzione continua di [0, 7] a valori in H-*(I},).
La condizione (2.11) ha dunque senso.
La (2.9) pud inoltre essere interpretata esplicitamente nel seguente modo:

(2.18) Aw-+ FeHw) in D.

Osserviamo infine che la funzione ¢ rappresenta (dal punto di vista dell’osserva-
tore w) lo stato del sistema nell’istante iniziale. Facciamo presente inoltre che, in
luogo della (2.11), non si poteva imporre il valore di w per =0 (tale condizione
sarebbe stata, in un certo senso, pilt naturale), in quanto non siamo nelle condizioni
di regolarita (cfr. la (2.7 )) per potere procedere in tale modo e inoltre in quanto la
condizione di evoluzione compare solo su I}, %10, 7[. Invece alla condizione (2.11)
si pud dare senso (come abbiamo sopra verifieato).

3. — Alcuni risultati preliminari.

a) Assegnati p e H¥(I'), Le1*(D) e ke (Hé’o([’n))’, sia A la soluzione del se-
guente problema (il gradiente nelle sole variabili # e ¥):

3.1) AeK,={weH(D):v=1p su I},
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(3.2) fgmd A-grad(v — ) dr dy -+ f('v**—-— Aty dudy + <ky polo—A)> >
D D

>fL(o—-/1)dmdy, YoekK,,
D

la dualitd essendo fra H2 () e il duale. Come & noto (cfr. ad es. [3]) il problema (3.1),
{3.2) ammette una ed una sola soluzione. Denoteremo con &,; Poperatore che associa
a k la soluzione 4 di (3.1) e (3.2); ¢, opera dunque fra gli spazi (cfr. anche oss. 3.1
pitt avanti):

(33) Gt (Hoo(I)) > Hy(D) .

OSSERVAZIONE 3.1. — La condizione (3.2) pud essere cosi tradotta in forma esplicita
(H = «funzione» di Heaviside):

(8.4) Al+ LeH(A) in D, A=k sul,.
Analogamente, sempre assegnati p e H¥(I';) e Le L*(D), sia:
(3.5) M,,: (H(I,))~ Hy(D),

I'operatore che associa a ke (Hy(l,)), la funzione & = M, k soddisfacente alle con-
dizioni:

(3.6) tek,,
3.7) f grad &-grad o dedy - (b, yo0> = f Tvdsdy, Yoek,,
D D

dove (ovviamente):

(3.8) Ky={weH'D):v="0 su I4}.
OSSERVAZIONE 3.2. — La (3.7) pud essere cosi riseritta:

(3.9) A+ L=0 in D, mE=%k su I,

Si ponga ancora (p e HYI), Le L¥(D)):

(3.10) Nor= Gpr— Myz .

I’operatore N, (analogamente agli altri) opera gli spazi:

(3.11) N, (HE ()Y~ HYD) .
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Valgono allora i seguenti lemmi:
LEMMA 3.1 — Ve (H3W(L,)) si ha che (posto N, k= 2):
(3.12) 2eK,,

(3.13) f grad z-grad(v — 2) dz dy + f [0+ M, k)" — (G k)] dedy>0, VoekK,:
D D

DIMOSTRAZIONE. — La (3.12) & una ovvia conseguenza della (3.10). Si ponga ora
A= Gk, &= M,k Se ve K, si ha che v4 £e K, e dunque (cfr. la (3.2)):

(3.14)  [erad i-grad(o + & —7)dwdy + [[(0 + & — ] dwdy + <y mfo+ §—2)>>
b D
:/>fL(«;+ E—2ydedy, VvekK,
D

Si ha inoltre che per la (3.7) (dato che se ve K,, allora —v—&- e K,):

(3.15)  [grad & grad(—v— &+ A dody -+ (b, yol—v—E+ 1)) =
D

- fL(—~v-§+ Ndedy, Yoek,,
D

e dungue sommando membro a membro le (3.14) e (3.15):
fgrad(l—-—é) grad(v— A & dudy + “((v—i— E)ﬂ‘—}ﬁ)] dzdy>0, VYoek,,
b D

da cui Passerto.

Lemma 3.2, — Hsiste una costante ¢ > 0, tale che Vp,, p, € H¥(I,), YL, L, € L*D)
e Yk, kye(HY(T,)) si ha:

(3.16) 161 — &l vy > elles — 22z 5
in eui i é posto:

(3.17) )

vilg

By =N,k (i=1,2).

() RN 7T el

DimosTRAZIONE, —~ Utilizzando il lemma 3.1 (con le notazioni (3.17)) si ha:
[eradz, grad(s — ) dway + [+ &) — (eut £ ]dody >0,
D D

fgrad 2, grad(z, — 2,) do dy - ﬁ:(zl + &) — (et &) dady >0,
D D
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da cui sommando membro a membro ed osservando che at — bt < (4 — b)t gi ha:
— [leradn—z) Pawdy + [[E— &)+ (G— &) ]dody >0,
D D
cioé anche, dato che z,—¢,€ K, e dato che at—+ (—a)t = |a|, Passerto.

LieMMA 3.3. — Esiste una costanie ¢, > 0, indipendente da p e L, tale che:
(3.18) ol iy > el Gork— Gopolmey, Ve (HooT))
dove w & lo zero @i (Hi(I,))-

DIMOSTRAZIONE. — S8i ponga A= G,k e l,= G,,0. Si ha allora:
f grad 2 grad (Ao — A) do dy + f [AF — 2+ dwdy -+ <by yoldo— A)) > f L(hg— M) dwdy ,
D D D

f grad 4, grad(l — Ay) dowdy - f [AF —Af dwdy > f L(3— Ay dwdy ,
D D D

da cui sommando membro a membro e tenendo presente che A — A, € K:
G, yoldo— 1)) > [(grad(2 — 20) ) dwdy > o' |1 — 2ol
D
e dunque
“ ki] (H%‘JO(P,.))’ ' n?’o(lo —4) ”Hf‘io(l"n) >0 H A— 7‘0“ ?J‘(D) .

Tenendo presente che I’operatore y, & lineare e continuo fra K, e HE (I,) si ha Pas-
serto.

LEMMA 3.4. - Vpe H¥ ('), YLe L¥(D), Vk, ¢ kye (HY () si ha che:

[ @ity — Gols) - A (Gt — Gyl) dwdy >0 -
D

DIMOSTRAZIONE. ~ 81 ponga 4,= G, %k, (i=1,2). Si avrd allora:
[erad &y grad(a, — 2 dwdy + [ (0 — 28 dwody + oy mlha— A= [ Ll — M) dwdy
D h) D

fgrad A, grad (A, — A,) de dy f ("i;- — ;°2+) dz dy + <k, '}’0(11’"‘ Aa)> >fL(21_ Ay dedy ,
D D D

da cui sommando membro a membro

— f \grad (A, — A)[2de dy — by — kg, yolAa— 4)> >0
D

e dunque, osservando che y,(4;,— A,) = k; —k,, si ha D'asserto.

7 -~ dnnali di Maltematica
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LEMMA 3.5. — 8¢ Py (visp. Ly, kn) ¢ una successione di elementi di H*(I',;) (risp.
LAD), (Hi(I}))) tale che:

(3.19) pp—>p in HYIY), L,—~L in L¥Dy, kn—k in (HAT)Y,
allora
(3.20) Gporfon > Gk in HY(D).

DIMOSTRAZIONE. ~ Si ponga &,=M, ; k., &= Mk, A,= @G, 1 k,, A=G,Fk
Grazie al lemma 3.2 e alla (3.10) si ha:

(3'21) Hsm—" fnL‘(D)} GH (}'m_— Z') - (57'1— E) H%T‘(D) .
La (3.19) ci dice inoltre che £, —¢ in HY(D) e dungue, grazie alla (3.21), A, — 2
in HY(D) (cioe I'asserto).

b) Siano F e g le funzioni introdotte in (2.4). Si ponga allora, per semplicitd,
(3.22) G(t) = Gﬂ(i)F(t) .

Vale allora il:
Luwya 3.6, — Se k(t) e L2(0, T; (Hiy(I)"), allora:
i) la funzione
(3.23) 1 — G(t) k(1) — G(t) w
¢ misurabile in 10, T[ a valori in Hy(D) e appartiene a L*(0, T; Hy(D)).
ii) la funzione
(3.24) t—>Gw
¢ misurabile in 10, T[ a valori in H'**(D) e appartiene a L*(0, T'; H***(D)).
DiMosSTRAZIONE. — Verifichiamo prima di tutto la misurabilitd a valori in HY(D)
della funzione (3.23). Osserviamo che essendo %(?) (visp. ¢(¢), F(¢)) misurabile a valori
in (Hi(I)) (risp. H¥*S(I'), I*(D)), allora esiste una successione k,(f) (risp. gn(t),
F,(t)) di funzioni misurabili a numero finito di valori in (Hi(I3)) (visp. H¥*“(I'),
Lx(D)) tale che:
(3.25) kalt) > B(@)  in (H3(I3) (g0 in 1),
(3.26) gu®)— g(t)  in H¥YI,)  (q.0. in 1),
(3.27) Fot)>F@)  in L¥D) (q.0. in 1).
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Se poniamo (peér semplicitd):
(3.28) Gult) = G yry s

avremo allora che la funzione t — G,,(t) k,(f) — G.(f) 0 & misurabile a numero finito
di valori in HY(D) e che (cfr. il lemma 3.5 e le (3.25), (3.26) e (3.27)):

GlD) k() — Gnlt) 0 = GO R() — Gt in H'(D)

quasi dappertutto nell’intervallo 10, 7. Si ha dunque che la funzione (3.23) & misu-
rabile a valori in H'(D). Inoltre si verifica subito che la funzione (3.23) appartiene
a L0, T'; HY(D)) grazie al lemma 3.3. Per completare la verifica della parte i), basta
dimostrare che (per ogni k(1) e L2(0, T'; (Hgo(l’n))’) si ha che AG@#) k() & misurabile
a valori in L*(D) e appartiene a L2(0, T; L*(D)). A tale scopo osserviamo che (con
un procedimento analogo a quello condotto sopra) si ha che G(f)w e L*(0, T'; H(D))
e dunque G(#)k(t)e L¥(0, T; H(D)). Sia ora ¢eD(Q). Avremo allora ponendo
9 = G{) k(f) + @) nella (3.2):

f grad(G(1) k(t))- grad o(t) do dy -+ f (6O ) + o)) — (G0 k(1)) ] dwdy >
D

D

> [Fyptydedy, VpeD@, (a.o. in 1),
D

che (grazie al fatto che G(¢)k(t) e L¥(0, T’ Hl(D))) diventa, integrando su 10, 7[:

f grad G(1) k() grad g(t) do dy dt - f [(60) k(t) + g(t))* — (60 k(t))* | dwdy dt >
Q G
> [F)-gdodydt, VoeDQ)),

Q
il che vuol dire che:

(3.29) 0<AGW) k() + Fg) <1

e dunque (grazie alla prima (2.4)) AG(¢) k() € L*Q). La parte i) & cosi completa-
mente verificata.
Dimostriamo ora la parte ii) del lemma. 8i ponga

(3.30) P(t) = AG(t) w € L2(Q)

e sia P,(t) una successione di funzioni misurabili a numero finito di valori in L2(D)
tali che:

(3.31) P.(t)—~P@) in L*D)  (q.o. in f).
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Sia inoltre h,(t) la soluzione del seguente problema (dove g.(f) verifica la (3.26)):
Ahy(t) = Pu{t) in D, holt) = gu(t) su Iy, Ybu(t) =0 su I,.

Si ha che (fissato ) h,(t) € H'**(D) (verifica ovvia con un procedimento diriflessione
rispetto all’asse ) e che h,(t) & misurabile a numero finito di valori in H'**(D). 8i ha
inoltre che (in quanto valgono le (3.26) e (3.31)):

(3.32) hw(t) > Gt o in HTD) (q.0. in t).

G(t)w & dunque misurabile a valori in H***(D). Il fatto che g(t)e L0, T; H***(I',)
ci permette di provare completamente la parte ii}.

4, — Riduzione a un problema non lineare su I,

a) Sia V una varietd lineare di L*(I},). Porremo allora:
(4.1) V={@eV: fv(w) dz = 0} .
Ad esempio denoteremo che H(I1) il sottospazio di HY(I},) costituito dalle funzioni
di HY(I,) a media nulla. 8i ha allora che (I'immersione essendo continua e densa):
(4.2) oI, civr) .
Se identifichiamo L2(I}) al suo duale (tale identificazione & evidentemente compati-
bile con la usuale identificazione di L2(I}) con il suo duale), avremo che 1) si
pud identificare ad una varietd lineare di (I:Air §(Fn))’. Avremo cioé {tutte le immersioni
essendo continue):

(4.3) AY ) c BX,) c (BNT))

Osserviamo inoltre che (H¥(I7,))’ si pud identificare con un sottospazio di H¥(I,),
piti precisamente (la dualith essendo fra H~¥(I}) e HYI})):

(4.4) (AY)) = we H¥I}): v, ¢> =0, VeecR} .

b) B di ovvia verifica il seguente:

LeMMA 4.1. — Doperatore differenziale D, & un isomorfismo algebrico fra gli spazi:

(4.5) D, D(I7) — D) -
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Vale inoltre il:

Lemma 4.2, — Loperatore D, é un isomorfismo algebrico ¢ topologico fra gli spasi:

(4.6) D,: BNI,) — (B
(4.7) D,: I:L,) - HT)
D,

(4.8) (BN H Y.

DimosTRAZIONE. — L’isomorfismo (4.7) & immediato. Tenendo presente che D, &
un isomorfismo e topologico fra gli spazi:

(4.9) D, B —LT) .

Si ha allora, per interpolazione (cfr. le (4.7) e (4.9)), che D, & un isomorfismo alge-
brico e topologico fra ghi spazi:

(4.10) D,: [AY(I), I3(T,) ] > [LX(L), HH(I)), -

Il primo spazio che compare nella (4.10) (efr. [4], cap. I, teor. 13.3) coincide con
H¥(I,); il secondo coincide con (HE(I})). La (4.10) ci d& dunque la (4.6). Osserviamo
inoltre che D, ¢ un isomorfismo algebrico e topologico fra gli spazi:

(4.11) D,: HYI',) — BY(T,) .

Per dualith si ha infine la (4.8).

DErINIZIONE 4.1. — Indicheremo rispettivamenie con g, 01, 0. gli operatori inversi
degli operatori (4.6), (4.7) e (4.8).

Avremo allora (ovviamente) che, grazie anche alla (4.4),

4.12) 0C O, C 0,

cioé g; & un estensione di o e g, & un estensione di g,.

¢) Sia ora m 'operatore che associa ad ogni funzionale T lineare e continuo
su H¥(I}) (eid vuol dire che T EH_%(I;L}), la sua restrizione #T a H¥I}). B allora
ovvio che #T & un funzionale lineare e continuo su H*(I},). B allora ovvio che #T &
un funzionale lineare e continuo su H*(I},), cioé a dire & & definito e lineare fra gli
spazi:

(4.13) m: HYI) — (AX)) .

Se inoltre indichiamo eon | |, (risp. | |7) la norma in H~¥I}) (risp. (}?é(ﬂb))’), si

*
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verifica facilmente che |xT|. < [T, e dunque:

(4.14) meL(H L), (HYT)) .

Consideriamo inoltre 'operatore definito (per quasi tutti i ¢ 10, T[) fra gli spazi:
(4.15) A(r): HU(L,) - (HY(T,)

e che associa ad ogni b € H¥(I},), Velemento di (A¥(I7,)) dato da (w essendo lo zero
i (1L )
(4.16) A(t)h = 2D,y (1) Doh— G () ) .

B facile verificare che A(t) opera effettivamente fra gli spazi indicati in (4.15). Si
ha inoltre (per il lemma 3.6 e il fatto che tutti gli operatori che intervengono, salve
G(t), sono lineari e continui) che A opera fra gli spazi segunenti:

(4.17) A:L¥0, T; BYT,)) — L2(0, T; (BXT))) .

Si ponga (la funzione ¢ e I'operatore o essendo stati introdotti, rispettivamente,
nella (2.5) e nella definizione 4.1):

(4.18) Vo= 0.9.

Si ha allora ovviamente che

(4.19) Veela(In).

Si ponga ancora (per la definizione di g,, cfr. la definizione 4.1):

(4.20) () = gsat{t) — 7Dy, G(t) w .
Grazie alla (2.5) e al lemma 3.6 si ha allora che:

(4.21) te Lo, T; (BNI))) .
Congideriamo ora il:

TrOREMA 4.1. - i) Sia w una soluzione del problema 2.1 Se si pone:

(4.22) V() = oy wl(t)

st ha allora che:

(4.23) VeL:0, T; AXT,)),

(4.24) DV +AV=f (nel senso di D'(0, T; (HYT))):,

(4.25) V)="7,.
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ii) Sia viceversa V wverificante (4.23), (4.24) e (4.25). Se si pone:
(4.26) w(t) = GE) D, V),

allora w & soluzione del problema 2.1.

OSSERVAZIONE 4.1. ~ Notiamo che la (4.25) ha senso in quanto (cfr. le (4.17), (4.21),
(4.23) e (4.24)) si ha che:

(4.27) D,VeL0, T; (HT))
e dunque V(¢) & (quasi ovungque uguale a) una funzione continua di J0, 7{ a valori in:
[ﬁ%(pn)a (H%(Fn))l]g = iz(]:z) 9

cioé a dire:

(4.28) Ve o0, T1; Ix(I3)) .

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 4.1. — Sia w una soluzione del problema 2.1. Avremo,
prima di tutto, che la (4.23) & conseguenza della definizione (4.22) di V e del fatto
che o e y, sono operatori lineari e continui. Si ha inoltre che (grazie alle definizioni
di g e g):

(4.29) yw(t) = D,opsw(t) = D,V (t),
(4.30) a(t) = D,g,a(t) 5

grazie al fatto che la (2.9) & verificata a meno di un insieme di misura nulla di 0, T
indipendente dalla « test function » v, si ha inoltre che:

(4.31) w(t) = G{) y,w(t) = GE)D, V() .
La (2.10) pud dunque essere cosi riseritta (nel senso di D'(0, T; (H%O(Fn))'):

DD V()4 Doy G(t) D,V (1) = Dyp,0(t)
o anche:

(4.32) D,[D,V({#)+ Dy, G(t) D, V(t) — got(8) ] = 0 .
Rieordiamo che si ha, per definizione,
D'(0, 75 (H(T)) = £(D(10, T0), (H(TL)) -

Sia ora ¢ € D(I}). La applicazione che associa ad ogni ke (Hj,([7))', il numero
<k, ) (la dualitd essendo fra D'(I3) e D(I})) & lineare e continua. La (4.32) implica
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allora la seguente relazione (Vo € D(I)):
(4.33) (Do D:V (8) + DaypeG(t) DoV (1) — ga(t)), > = 0,

I'uguaglianza essendo intesa nel senso di D'(10, TT) e la dualith fra D'(I,) e D(I}).
Si ha allora che, grazie al lemma 4.1,

(4.34) (D V(t) 4 D,y G(t) D V(1) — ga(t), > =0, Yype DT,
0 anche:
(DY), 9>+ Do) D V(1) — G(t) 0), 9> = {02(t) — Doyt 0y >, Yy D7)

o anche (grazie alle (4.16) e (4.20) e al fatto che ‘:D(Fn) cﬁé(ﬂ,)):

(4.35) DV (@), 9>+ CAD V@), 9> = @) >, Ype D).

Osserviamo che (cfr. le (4.17), (4.21) e (4.22)) che D,V -+ AV — appartiene
allo spazio

D'(0, T; (AXT2))') = £(D(10, T(; (HHI)),

cioé a dire & un’applicazione lineare e continua che associa ad ogni funzione di D(J0, 1)
un funzionale lineare e continuo su H*(},). Dato che f)(ﬂ) & denso in AI7), 1a (4.35)
¢i dice che D,V 4+ AV —f & una distribuzione a valori in (ET%{}}))’ identicamente
nulla: vale dungque la (4.24). Verifichiamo infine la (4.25). Se w & soluzione del

problema 2.1 si ha che (cfr. la (2.17)) y,w € 0°([0, T], H-*(I},)). Avremo inoltre che
(cfr. 1a (4.12) e il fatto che g, € L(H-1(I}), L2(7))):

V = gnw = gypywe C°([0, T1, ﬁﬁ{l’n))
e dunque V(0) = g,[(»w)(0)]= V,.

Abbiamo cosl verificato che se w(t) & soluzione del problema 2.1, allora V(?) (data
dalla (4.22)) verifica il problema (4.23), (4.24) e (4.25). Il viceversa, cioé la parte ii)
del teorema, si verifiea in modo analogo invertendo lordine della dimostrazione.
5. — Esistenza e unicitd della soluzione del problema 2.1,

a) Vale il:

LEMMA 5.1, — Per quasi tutti i t € 10, T, per tutti gli hy, h, € B¥I), vale la relazione:

(B1) AWk —A@)hy, by — Dy = [[grad(ly— 7P dwdy + [(— 4)- A7 — 1) dody
D D
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a dualitd essendo fra H¥(I7,) e il duale ¢ avendo posto:
(5.2) M= G{)D,h;, (i=1,2).
DIMOSTRAZIONE. — Si ha che (tenendo presenti le (4.16) e (5.2)):

KA by — A() hay By —hy) = <73Dm70(x1““ Ao)y by —hy)y =
== (D yyo(hy— Ag)y by — hig) (dualita fra HYI,) ¢ il duale)
= — old— )y Dolby— 1)y (Aualita fra Hi(T,) e il duale)
= — =Ry pla— )y (dato che @)= kVhe (H(T)))
— [lgrad (h— 20 dwdy + (s — 2)- A% — Do) dwdy .

D D

Immediata conseguenza dei lemmi 3.4 e 5.1 & poi il seguente:

COROLLARIO B.1. — Per quasi tuiti i t €10, T[, Poperatore A(t) é strettamente mono-
tono, cioé o dire:

(5.3) CA@Yhy— A hyy by —hy> >0, Vhy, hye HYT), by~ Dy,

Vale poi anche il seguente

COROLLARIO b.2. — Hsiste ¢ > 0, indipendente da t, tale che:
(3.4) CADO R Y > |G D — Gt 0| by, YheHYT,).
DIMOSTRAZIONE. — Basta osservare che:
CA@D by by = <A h— A w, b — o) ;

i lemmi 3.4 e 5.1 ci danno poi Passerto.

b) Vediamo qualehe ulteriore proprietd dell’operatore A. Si ha prima di tutto,
grazie al lemma 3.5 e al fatto che gli operatori che intervengono nella definizione
di A(t) (fuorch® G(t)) sono lineari e continui, che:

LeMMA B.2. ~ Per quasi tutti i t € 10, T[, UVoperatore A1) & hemicontinuo, cioé a dire
Yo,, vy, 15 € BY(I,) Dapplicazione

(5.5) A=A (0, + Avy), v5)

¢ continua da R in R.
Analogamente, a partire dal lemma 3.3, si dimostra facilmente il:
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LevMA 5.3. — Loperatore A(t) ¢ (uniformemente in t) limitato, cioé a dire esiste una
costante ¢ > 0 (indipendente da 1) tale che:

(5.6) lA® B gaery <clMlmay, YReBNT).
Vale ancora il seguente risultato che esprime una specie di coercivitd uniforme in 7:

Lipyma b.4. — Bsistono due costanti ¢, € ¢, positive e indipendenti da 1, tali che:
(5.7) CA@ R by > b ary— 6y YReHYT).

DIMOSTRAZIONE. — Grazie alle (2.4) e (3.29), al variare di k in (H ﬁo(Fn))’ si ha che
A(G(t) k(t)) appartiene a un limitato di L*(D) indipendente da % e ¢. Conseguenza
del corollario 5.2 & allora che esistono due costanti positive c; e ¢, (positive e indipen-
denti da ¢) tali che:

(A by By > 01| G(1) Db — G@) 0|3y py— 2y YheBHT,).

Se osserviamo che gy, (G() Db —G(H)w)=h :e che l'applicazione py, e lineare e con-
tinua fra HY(D) e HA¥I}), si ha V'asserto.

¢) A tale punto si & verificato (cfr. il corollario 5.1 e i lemmi 5.2, 5.3 e 5.4) che
Poperatore A(f) & monotono, hemicontinuo, limitato e coercivo (uniformemente in ?).
Sotto tali ipotesi, applicando un ben noto risultato (3), si ha allora il:

TEOREMA B.1. — Sotto le ipolesi (4.19) ¢ (4.21), il problema (4.23), (4.24) ¢ (4.25)
ammetie una ed una sole soluzione.

Conseguenza dei teoremi 4.1 e 5.1 & poi il seguente teorema finale:

TEOREMA 5.2, — Sotto l¢ ipotesi (2.4) e (2.5), il problema 2.1 ammelle una ed una sola
soluzione.

(%) 8i pud, ad esempio, utilizzare il teorema 1.2 cap. II e la nota (1) p. 164 di [3], adat-
tandone in modo ovvio la dimostrazione.
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