
Su u n  p r o b l e m a  n o n  l i n e a r e  

c o n  u n a  c o n d i z i o n e  di e v o l u z i o n e  s u l l a  f r o n t i e r a  (*)(**). 

ALESSAnDrO TOR]~LLI (Pavia )  

S u m m a r y .  - We prove an existence and uniqueness theorem. ]or a nonlinear problem o] evolution 
related to ]luid ]low through porous media. 

1 .  - I n t r o d u z i o n e .  

I n  [6] (cfr. ~nche [5]) si ~ o s se rva to  che lo s tudio  di un  p r o b l e m a  a f ron t i e ra  l ibera  
connesso  con il m o t o  non stazionario di f i l t razione di u n  fluido incompr imib i l e  a t t r a -  

ve r so  u n a  d iga  r e t t a n g o l a r e  di m a t e r i a l e  l~oroso o m o g e n e o  pub  essere  r i c o n d o t t o  
(u t i l izzando u n a  t r~ s fo rmaz ione  i sp i ra tu  a quelln i n t r o d o t t a  da  C. Baiocchi  nel  caso 

stazionario, c@. [1] e [2]) al  s eguen te  p r o b l e m u  non  l ineare,  a f ron t i e ra  fissa, con un~  
condiz ione  di evo luz ione  su]l~ f ron t i e r a :  

PI~OBLENA 1.1. -- Si  eerca una  ]unzione w(x ,  y, t) de]inita in Q a valori reali tale che 

(A essendo, qui e nel seguito, inteso helle sole variabili  x e y):  

(1.1) A w  E H(w)  

(1.2) w = g 

(1.3) Dtwy--~ w** = 0 

(1.4) w(x,  y, 0) = wo(x, y) ; 

in  Q (H  -= (( ]unzione ~ di Heaviside)  , 

su F~ x ]0, T [ ,  

su Fn x ]0, T [ ,  

dove (a, b e T essendo numer i  posi t iv i):  

(1.5) D = {(x, y): 0 < x < a, 0 < y < b}, 

(1.6) Q = D x ]0, T [ ,  

(1.7) F~ = {(x, y):  0 < x < a, y = 0},  

(1.s) r~ - ~D- r~, 

e inoltre g e Wo sono ]unzioni  assegnate de/Mite rispett ivamente in  F~ × ]0, T[  e D.  

(*) Ent ra ta  in Redazione i l  5 n o v e m b r e  1975.  

(**) L~voro eseguito nell 'ambito del Gruppo N~zionMe di Analisi FunzionMe ed Appli- 
cazioni del C.N.R. e deI Labor~torio di Analisi Numerica del C.N.R. di Pavia.  
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Scope 4el presente  l~voro 6 lo studio del p robtema 1.1. Pifi preeis~mente nel seguito 
verr£  t r a t t a t ~  un~ fo rma  pih generale 4el problem~ 1.1 (cir. il problem~ 2.1 l~ifi avant i )  

perch6 cib ci dur£ la possibiht~ di stu4iure iI eomporta 'mento  di processi di filtrazione 
pi~ gener~li (err. [7]). L~ risoluzione del p roblema 1.1 ci pe rme t t e  (almeno formul- 
mente)  4i r icostruire comple tamente  il Ienomeno fisico di filtruzione di par tenzu  e 

dunque  il problemu 1.1 (e le sue generalizz~zioni) pub considerarsi una  formulazione 
@bole  4el su44et to  p rob lema fisico (~) (per muggiori  det tagl i  cff. ancor~ [5], [6] 

e [7]) .  
~ e l  presente  lavoro, dope  aver  r i formulato  in manie ra  precisa e pifi generale 

il p roblema 1.1, se no p rova  l 'equivalenza con un nuovo problema (di evoluzione) 
su F~ × ]0, T[, in cui interviene un operatore  pseudo-differenzial% non lineare e dipen- 

4ente  d~l ~empo. Pe r  tale nuovo problema si d imost ra  poi un t eorema di esistenza 
e unicit~ della, sohLzione. 

I1 contenuto  del presente  l~voro ~ gi~ s ta te  anticipa'to nell~ not~ ai Comptes  

Rendus  Aca'd. Sci. [5]. 

2. - Formulaz lone  precisa del problema. 

Si ponga  (2) 

(2.1) H~(D) = {v e H~(D) : / I v  e L2(D)}, 

con la norma  del gra'fico. Consideria~mo inoltre gli oper~tori  di traccia,  che denote- 

remo con Yo e y~, definiti f in gli spazi: 

(2.2) to: H~(D) -~ H½(F~), 

(2.3) ?~: H ~ ( D ) - +  (Ho~o(F~)) ' , 

che associano a v ~ H~(D) (risp. H~(D)) ,  1~ traccia  di v su F~ (risp. Iu tracciu di D~v 

su / '~) .  T~h operator i  hanno ef fe t t ivamente  senso fra tali spazi e sono lineari e con- 
t inui  (cff. [4], c~p. I ) .  

(i) Si rimanda a [7] per una collocazione precisa e dettagliata del presente lavoro nel 
contesto pifl generale delle ricerche sui problemi a frontiera libera connessi con il mote di 
un fluido attraverso un materiale poroso e su attri problemi a ffontiera libera di natura 
analoga. 

(~) Per gli spazi funzionali impiegati nel presente lavoro e le lore principali proprietY, 
rimandiamo a [4]. Ricordiamo solamente che (med r essendo interi positivi con r dispari e 0 
aperto di R m) gli spazi r/2 Hoe (0), che nel presente lavoro hanno un ruolo essenziale, sono stati 
introdotti in [4], cap. I, § t l ,  ponendo H~2(O) = [HE(O ), L~(O)]+, cio~ lo spazio H~)/o2(O) pu6 
essere definite come to spazio interpolate d'ordine ½ compreso fra H~)(O) e L~(O); un'attr~ carat- 
terizzazione degli spazi H~)/o~"(O), in un certo sense conseguente della precedente, ~ la seguente: 
u ~H~/o2(O) s e e  solo se i l  iorolungamento a zero di u a tutto R ~ appartiene a HrI~"(R~). 
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Siano inoltre 2 ~, g, ~, q asscgnate funzioni del t ipo: 

(2.~) 

(2.5) 

~eZ°°(O, T; L~(D)), geZe(O, T; H½+~(Fa)), 

clove e < ½ 6 un numero reale positivo a nostra disposizione. Si ponga (eib ha scnso 
per  quasi tu t t i  i valori 4i t e ]0, T[): 

(2.6) K(t)  = {v ~ H~(D): v : g(t) su I~a). 

Consideriumo allora iI seguente problema che ~ una riformulazione precisa e pifi 
generale del problema 1.1 (e in cui 1~ (2.9) traduce,  in forma variazionMe, la (1.1) 
oppor tunamente  modificata~ cir. la (2.18) pill avanti) :  

PI~OUL~A 2.1. -- 8i eerea una ]¢enzione w tale ehe: 

(2.7) 

(2.s) 

(2.9) 

(2.1o) 

~o(t)eK(t) (q.o. in t), 

D D 

+ (~w(~), ~ . (v-  w(t))) > ~f(t). ( v -  w(0) dx dr, 
D 

D , ~ w  + D ~ o W  = a su F,  × ]0, T[, 

Vv e K(t), 

(2.11) (y~w)(0) = q ,  

dove netla (2.9) (e nel seguito del presente lavm'o) il gradiente ~ da intendersi helle sole 

variabili x e y, v + ---- (Iv] + v)/2 e in]ine la dq, alitd ~ da in~endersi Ira H~oo(l~) e il sgo 
duale. Inoltre la (2.9) b da intendersi a meno di un insieme eeeezionale di ]0, T[ di misq~ra 

nulla, tale insieme essendo indipendente dalla ~ test ]~netion ~ v. 

]~ necessario dare senso alie relazioni (2.10) e (2.11). Si ha intanto (grazie alia (2.7)) 
the  7ow e L2(O, T;  H½(F~)) e dunque~ ricordando che l 'operatore ~/)~ ~ lineare e con- 
t inuo ira H½(Fn) e (H~oo(F~)) ' (cir. la proposizionc 12.1 cap. I di [4]), si ha che: 

(2.12) Doo ow r; r; 

cio~ D~7ow pub essere interpreta ta  come una  distribuzione su ]0, T[ a valori in 
fH ~ ~/~. ~ ~' continua) (Ho~o(/'~)) '. Si ha aneora (dato the (Ho~o(F~))'c ~ oo~ ~,Jj con immersione 

f 

grazie alia (2.7) che: 
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~] 4unque lecito (efr. anehe la prima (2.5)) intendere la (2.10) nel senso delle distri- 
buzioni a valori in (H~o(/7.))'. Ls  prima 4elle (2.5), la (2.10) e la (2.12) ci dicono inol- 
t re  ehe: 

(2.14) 

Si ponga: 

(2.15) x =  ,, ; 

si ha allora che (cir. i teoremi 6.2 ed 11.7, cap. I di [4]): 

o anche ~pplicando il teorem~ 6.1 cap. I di [4] si ottiene: 

x [H0~(r . ) ,  ~ ' = L (r . ) ]~= (H~(I:))' 
e 4unque 

(2.16) X = /~--i(F.) • 

Utilizzando le (2.13), (2.14), (2.15) e (2.16) (cir. [4], teorema 3.1~ cap. I)  si ha dunque 

(2.17) v~,v e ¢0([o, r];  ~- l (r~)) ,  

eio~ 7 ,w  ~ (quasi ovunque uguale a) una funzione continua di [0,/~] s valori in H-I (F , ) .  

La tondizione (2.11) ha 4unque senso. 
La (2.9) pub inoltre essere interpretata  esplieitamente nel seguente modo: 

(2.18) Aw + F e t t (w)  in  D. 

Osstrviamo infine che 1~ funzione q rappresenta (dal punto di vista  detl 'osserva- 
tore w) lo stato del s is t tma nelt ' istante iniziale. Fa tc iamo presente inoltre the, in 
luogo della (2.11), liOn si po teva  iml0orre il valore di w per t----0 (tale condizione 
sarebbe stata, in un certo senso, pifl natur~le), in quanto non siamo helle condizioni 
di regolarit~ (cir. is  (2.7)) per potere procedere in tale modo e inoltre in quanto la 
condizione di evoluzione compare solo su / ' ,  ×]0, T[. Inveee alla tondizione (2.11) 
si pub dare senso ( tome abbiamo sopra verifieato). 

3. - A lcuni  r isultat i  pre l iminari .  

a) Assegnsti  p e H½(Fs), L e L2(D) e k e (Ho~o(F~)) ', sis 2 ls soluzione del se- 
guente problems (il gradiente nelle sole va.riabili x e y): 

(3.1) 2 e K~ ---- {v e Hi (D)  : v ---- 19 s¢~ I'a} , 
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(3.2) fgrad ~-grad(v-- ).) dx dy -F f (v+-- )~+) dx dy -F <k, 7o(v-- A)> >1 
D 1) 

> fL(v --  ;~) d~ dy,  
D 

Vv ~ K ~  

la dualit~ essendo fra H~o(F,) e i l  duale. Come ~ noto (cir. ad es. [3]) il problema (3.1), 
(3.2) ammet te  una  ed una sola soluzione. Denoteremo con GrL l 'operatore che assoeia 
a k la soluzione A di (3.1) e (3.2); ( ~  opera dunque fra gli spazi (cfr. a, nehe ross .  3.1 
pifl avanti) : 

½ t__). 1 (3.3) G~L: (Hoo(_P~)) H~(D). 

OssE~w~zIo~]~ 3.1. - La eondizione (3.2) pub essere cosi t radot t~  in forma esplicita 
(H = (< funzione ,> di tIeaviside):  

(3.4) A 2 + Z e H ( ~ )  in D, y l 2 = k  su F~. 

Analogamente,  sempre assegnati p eHi(Fd) e Z eZ~(D), sia: 

(3.5) M ~ :  (Ho+o(/~n))'--> H~(D) ,  

l 'operatore ehe assoeia a k ~ (H+oo(F.)) ', la funzione ~ = MvLk soddisfaeenSe alle con- 
dizioni: 

(3.6) 

(3.7) grad  .grad dxey + <k, =    exey, 
D D 

dove (ovviamente) : 

(3.8) Ko = {v ~ / / I ( D ) :  v = 0 83 Fd}.  

OSSE~V)~zIo~E 3.2. - L a  (3.7) pub essere cosi riscritta: 

(3.9) A~ ~- Z = 0 in D, 7 ~  = k 

Si ponga aneora (peH½(T'd), LeZ~(D) ) :  

(3.10) N ~  = G~z-- M~L. 

L'operatore  N~z (analogamente agli altri) opera gli spazi: 

(3.11) zG~: (Ho+o(r.))'-+ H~(~)). 

VV E K o  



96 ALESSANDI¢O TOI~ELLI: ~u un problema non lineare con una condizione~ ece. 

Valgono allora i seguenti lemmi: 

~ 3.1. - v~e(~o(/:~))' ~i ~ ~e ~po~to :%~ =z):  

(3.12) z e K o  , 

(3.13) f g r a d z . g r a d ( v - - z ) d x d y q z  f[(v-]-  M~k)+- - (G~l~)+Jdxdy>O,  Yv eKo: 
D 19 

DI~0STRAZI01~E. - La (3.12) ~ una ovvia conseguenza della (3.10). Si ponga ora 
) , =  G~k,  ~ =  M ~ k .  Se v e K o  si ha che v - t - S e K ~  e 4unque (cfr. la (3.2)): 

(3.1~) gra4 ~. gra4(v + ~ - -  Z) dxdy  + f [ ( v  + $)+-- ~l+] dxdy  -J- @, yo(v -~- ~ - -  )~)> > 
59 D 

> fL(  + z) ax ay, Ko. 
D 

Si ha inoltre che per  la (3.7) (da~o c h e s e  v e K o ,  ~llora - - v - - ~ +  ).~K~): 

(3.15) f g r a 4 ~  g r a d ( - - v - -  ~ + Z)dxdy-~  <k, y o ( - - v - - ~ +  ~.)> = 
D 

D 

Vv ~Ko, 

e dunque sommando membro a membro le (3.14) e (3.15): 

D D 

d~ cui t~asserto. 

VV E K o ~  

L ] ~ A  3.2. - Esiste una eostante o > O, tale che Vp~, p~. e H½(F~), YL~, JL~ e/~2(D) 
e Wl,  ~e(H0~0(r~)) ' si ha:  

(3.16) 2 

in eui si ~ posto" 

(3.17) ~ -  M~,~,k~ , z~ = N~,L,k ~ (i = 1, 2). 

DIMOSTP~AZIONE. -- Utilizzando il lemma 3.1 (con le notazioni (.3.17)) si h~: 

f g r ad  zl gra4(z2 - -  zl) dx dy -}- f [ (z~ ~- ~1) + - -  (zl -F ~l)+J dx dy > 0 ,  
D .D 

fgraaz~graa(z~-z2)exey + f[(z~+ ~ ) + -  (z~+ $~)+]dx@> o, 
D D 
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4'~ cui sommun4o membro  ~ membro ed osservando che a + - - b + < ( a - - b )  + si h~: 

D D 

cio~ ~nche, duto che z ~ - - z ~ K o  e dato che a + +  ( - - a ) + =  ]a], l '~sserto. 

LE~z~i 3.3. - Esiste una eostante c~ > O~ indipendente da p e Z, tale vhe: 

(3.1s) iiktl(.to,r.,), > e, t l e ~ k -  o~o~II.,(~) , 

dove ~ ~ ~o ~,.o ~ (~o~o(~))  '. 

w ~ (Ho~o(,&))' 

DIMOSTRAZI0:NE. -- Si pongu 2 = G ~k  e 4o=  G~o~. Si h~ ~lloru: 

/ g r~4  2 gr~d(2o - -  ~) dx dy + f [2  + - -  2 + ] dx dy + (k, yo(2o-- 2)} i> fL (2o - -  2) dx dy , 
D D 1) 

f g r a d  20 g rad (2 - -  2o)dxdy + / [ 4  + - -  4 + ]dxdy  ) f L ( 2 - -  2o)dXdy, 
D D D 

du cui sommun4o membro  ~ membro e tenendo presente che ) . -  ~o e K~: 

@, 7o (20 - -  2)} >I .[(grad(2. - -  2o)) ~ dx dy >~ c' II 2 - -  20 II ~,(~)) 
D 

e dunque 

]i~tt(,0~0,~o,). " ] i n ( ~ o - 2 ) i i . ~ 0 ( ~ . ) > ~ ' ] ] ~ -  * • 

Tenendo presente che l'oloer~tore Yo e lineure e continuo fra K o e Htoo(l"~) si hu r~s- 

serto. 

L E ~ i  3A.  - VpeH½(F~), VZeL2(D),  Vk~ e kue(Hioo(F.a)) ' si ha che: 

f (G~Lk~ - -  G~Lk2) " A (G~L k~ - -  G~Lk2) dx dy > 0 .  
1) 

DI~0STgAZIO~. -- Si ponga 2~= G~k~ (i = 1, 2). Si avr~ allom: 

fgr~d & grad(22-- 2~)dxdy + f (~+ --  ~+)dxdy + @i, 7.(~2-- ~)}  > f L(2~-- A , )dxdy ,  
I) D D 

D D D 

4~ cui somm~n4o membro  u membro 

- -  f t g r ~ a ( & - -  &lt~dxdy - -  <k~ --  k~, 7o(&-- ,1.2)> ~> 0 
D 

e dunque,  osserv~ndo che y~(2~-- 2~) = k~-- k~, si h~ l 'usserto. 

7 - .~nnaZi  d t  M a t e n m t i c a  
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L~)~)~± 3.5. - Se p~ (risp. Z,~, k~) ~ una successione di etementi di H½(P~) (risp. 
L~(D), (Ho~o(F~)) ') tale the: 

(3.19) p.~ -->p 

allora 

(3.20) 

in H½(T'~), L~---~ L in, L~(D) , k~--~ l~ in (Htoo(F~) ) ' , 

Gv~zmk ~ ---> G~z k in H~(D) . 

DI~OST~AZm~n. - Si ponga ~ =  Mv~z k~, ~ = Mvzlc, 2~,= Gv~z k,, , 2 = Gvztc. 
Grazie al lemma 3.2 e atl~ (3.10) si ha:  

(3.21) 

La (3.19) ci dice inoltrc che ~ , ~  in Hi(D) e dunque, grazie alla (3.21), 2. , -+2 
in H~(D) (ciob i'asserto). 

b) Siano ~ e g le funzioni introdotte in (2.4). Si ponga atlora, per semplicit~ 

(3.22) G(t) = Ga(t)F( 0 . 

Vale a~ora il: 

LE:r.I)Lt 3 . 6 . -  Se k(t)~L~(O,., T ; ,  ~' "',,(H~o(P*)]') , allora: 

i) la [unzione 

(3.23) t - ~  G(t)  ~(t) - -  G( t )  ~o 

misurabile in ]0, T[ a valori in H~(D) e a~partiene a _L2(0, T; HI(.D)). 

ii) la ]unzione 

(3.24) t --> G(t) o3 

misurabile in ]0, T[ a valori in HI+'(D) e appartiene a L2(0, T; HI+~(D)). 

DI~OS~Azto~E. - Verifichiamo prima di tu t to  la misurabilit~ a valori in H~(/)) 
della flmzione (3.23). 0sserviamo che essendo k(t) (risp. g(t),/~(t)) misurabile a valori 
in (H~oo(F~)) ' (risp. H½+~(Fa), Z~(D)), allora esiste una successione k~(t) (risp. g~(t), 
/~ ( t ) )  di funzioni misurabili ~ numero finito di ,¢alori in (Ho~0(/'.)) ~ (risp. H½+~(F~), 
L~(D)) tale ehe: 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

k~(t)-+ k(t) i~ (Ho~o(r.)) ' (q.o. #~ t), 

g,dt)-+ g(t) in H½+~(l"d) (q.o. in t), 

F~(t)-->F(t) in L2(D) (q.o. in t). 
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Se poniamo (per semplicit£): 

(3.28) G~(t) = Gg.,(t)F,~(O , 

avremo Mlora c h e l a  funzione t ~ G,~(t)k,~(t)- G~(t)o9 ~ misurabile a numero finito 
di valori in H~(D) e ehe (efr. il lemma 3.5 e le (3.25), (3.26) e (3.27)): 

G~(t)k,~(t)--G~(t)~o-->G(t)k(t)--G(t)co in H~(D) 

quasi dapper tu t to  nell ' intervallo ]0, f [ .  Si ha dunque e h e l a  funzione (3.23) 6 misu- 
rabile a valori in H~(D). Inoltre si verifica subito e h e l a  funzione (3.23) appart iene 
a L~(O, T;  H~(D)) grazie al lemma 3.3. Per  completare 1~ verifiea della par te  i), basra  
dimostrare che (per ogni k(t)eL~(O, ~/'; (Ho~o(r,)) ') si ha che AG(t)k(t) ~ misurabile 
a valori in L2(D) e appart iene a L~(O, T; L2(D)). A tale scopo osserviamo che (con 
un procedimento analogo a quello condotto sopra) si ha che G(t)o~ e L2(O, T; H~(D)) 
e dunque G(t)k( t )EL2(O,T;H~(D)) .  Sia ora ~vefl)(Q). AYremo allora ponendo 
v -= G(t) k(t) ÷ of(t) netla (3.2): 

fgraa(G(t) k(t) )  • g r a d  9~(t)dx dy ÷ f[(G(t)k(t) ÷ ~(t))+- (~(t)~(t))+] axny >~ 

D D 

> f F ( t ) q J ( t ) d x d y ,  V¢ e ~(Q), 
D 

(q.o. in t), 

che (grazie al fa t to  che G(t)k(t)eLz(O, T; H~(D))) diventa,  integrando su ]0, T[: 

fgrad (~(t)k(t) g~aa ~(,)dx ~y at ÷ f[(G(t)k(t) ÷ ~(t))+-- (~(t) ~(t))+]dx ay at 
o Q 

il che vuol  dire che: 

> fF( t ) .c f ( t )dxdydt  , Vq~e~)(Q) , 
o 

(3.29) o < AG(t) k(t) + F(t) < 1 

e dunque (grazie alla prima (2.4)) AG(t)k(t)eL2(Q). La parte  i) ~ cosl completa- 
mente  verificata. 

Dimostr iamo or~ la parte ii) 4el lemma. Si ponga 

(3.30) P(t) - AG(t) co e L~(Q) 

e s ia  P~(t) un~ successione di funzioni misurabili a numero finito di valori in L~(D) 
tall ehe: 

(3.31) P~(t)-->_P(t) in L2(D) (q.o. in t). 
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Si~ inoltre h,.(t) 1~ soluzione 481 seguente problema (dove g~(t) verifica la (3.26)): 

Abe(t) = P~(t) in D ,  h,~(t) = g,~(t) su Fe , y~h~(t) = 0 su F. . 

Si ha che (fissato t) h~(t) e H~+~(D) (verific~ ovvia con un proeedimento di riflessione 
rispetto ~lFusse x) e che h~(t) ~ misurabile u numero finito di valori in H~+~(D). Si ha 
inoltre che (in qu~nto valgono le (3.26) e (3.31)): 

(3.32) h~(t) --> G(t) co in HI+~(D) (q.o. in t). 

G(t)~o 6 dunque misurabile a v~lori in H~+~(D). I1 fatto che g(t)~Z~(O, ~'; H½+~(Fa) 
ci permette di provare completamente la parte ii). 

4 .  - R i d u z i o n e  a u n  p r o b l e m a  n o n  l i n e a r e  s u  2".. 

a) Si~ V un~ v~rietg line,re di L~(F~). Porremo ~llor~: 

a 

(4.1) ? = {v e v :  f v ( x ) d x  -- 0}. 
0 

Ad esempio denoteremo che/~(_P~) il sottospazio di H~(F~) costituito dalle funzioni 
di H~(F.) ~ mediu nullu. Si h~ allor~ che (l'immersione essendo continu~ e densu) : 

(4.2) B~(/~) c ~ (E~)  • 

Se identifichiamo L~(/'~) al suo duple (tale identifiea~zione 6 evidentemente coml~ati- 
bile con la usuale identifieazione di L~(F~) con il suo duple), uvremo che L~(F~) si 
pub identifieare ud una, v~riet~ lineare di (/~½(F~))'. Avremo eio6 (tutte le immersioni 
essendo continue) : 

(4.3) lq½(I~) c/~2(F~) c (/t½(F~))'. 

Osserviamo inoltre the (/t~(/',))' si pub identificare con un sottospazio di H-½(F,), 
pifl preeisamente (1~ du~lit~ essendo fr~ H-½(F,) e H½(/'.)): 

(~.~) (fl½(F.))'= {v e ~-~(r.): (v, c) = o, ve e R } .  

b) E di ovvia verifica il seguente: 

LE~MA 4.1. -L 'operatore  di]]erenziale _D~ ~ un isomor]ismo algebrico Ira gli spazi: 

(4.5) 2)~: ~ (F . )  -+ ~ ( 5 ) .  
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Vale inoltre il: 

LEM~A 4.2. - L~operatore D~ e 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

un isomor]ismo aIgebrico e topologico ira gli spazi: 

D~: fi+(V~) -~ (H~oo(V~) )' , 

D~: Z~(_r;) -+ H - ~ ( G ) ,  

D=: (fi(%))'+ H-+(F~) . 

DI~OST24ZlO~E. -- L'isomorfismo (4.7) 6 immediato. Tenendo presente che D,  6 
un isomorfismo e topologico Ira gli spazi: 

(4.9) D~: tt~(F~) -> L~(F,~) . 

Si ha allora, per interpolazione (cir. le (4.7) e (4.9)), che D, 6 un isomorfismo alge- 
brieo e topologico Ira gti spazi: 

(4.1o) 
A 

D,: [Hl(/r?n) , L2(/un)]~--> [L2(/Un), H-l(/Wn)]½. 

I1 primo spazio che compare netla (4.10) (err. [4], cap. I ,  teor. 13.3) coincide con 
/t½(F~) ; il secondo coincide con (H~0(F~))'. La (4.10) ci dg dunque la (4.6). Osserviamo 
inoltre che D,  6 un isomorfismo algebrico e topologico ira gli spazi: 

(4.11) ~ o ( F 0  -~ Jq+(G) • Dx: 

Per  dualit~ si ha infine la (4.8). 

DEFI~IZlO~]~ 4.1. - I~dicheremo rispettivamente con g~ g~ g~ gli ol~eratori inversi 
degli operatori (4.6), (4.7) e (4.8). 

Avxemo allora (ovviamente) che, grazie anche alla (4.4), 

(4.12) g c ~ c g~ 

cio6 gl 6 un estensione d i g  e g~ 6 un estensione di gl. 

e) Sia ora zr l 'operatore che associa ad ogni funzionale T lineare e continuo 
sa H+(F~) (cib vuot dire che T E H-½(F~)), la sua restrizione zrT u /~(F . ) .  ~3 atlor~ 
ovvio che uT 6 un funzionale lineare e continno su H~(F~). ~3 allora ovvio che z T  6 
un funzionale lineare e continuo su I t i (F,) ,  cio6 a dire ~r 6 definito e lineare Ira gli 
spazi: 

(4.13) ~: ~ - ~ ( r ~ )  -> ( f i+ ( r , ) ) ' .  

Se inoltre indichiamo con lI lI, (risp. it II,) la norma in H-+(I:)  (risp. (/4½(/'~))'), si 



102 ALESSANDRO TO~ELLI: SU un. problema non. lineare con una condizione, ecc. 

verifiea faeilmente che II~TII. << IITII. e dunciue: 

(4.14) = ~ ~(H-~(r. ) ,  (_~(r . ) ) ' ) .  

Consideri~mo inoltre l 'oper~tore definito (per quasi tu t t i  i t ~ ]0~ T[) fr~ gli spazi: 

(4.15) A(t) : / t½(r , )  -+ (/~½(r,))' 

e che ussocia ~d ogni h ~ t~½(1",), t 'elemento di (/t½(F,)) ~ dato d~ (w essendo lo zero 
di (H}oo(F.))'): 

(4.16) A(t) h = =D~yo( G(t) D~h--  G(t) co) . 

]~ facile verific~re che A(t) oper~ effett ivamente fra gli spazi indieati in (4.15). Si 
ha inoltre (per il Iermn~ 3.6 e il futto che tu t t i  gti oper~tori che intervengono, salvo 
G(t), sono lineari e eontinui) che A oper~ fra gli spuzi seguenti:  

(4a7) A: ~(o, r ;  ~q½(r.)) -> r~(0, r ;  (~½(r.))'). 

Si pongu (la funzione q e l 'operatore e essendo stuti introdotti ,  rispettiva,mente, 
nellu (2.5) e nellu definizione 4.1): 

(4.18) Vo = Qlq. 

Si h~ ~l]or~ ovviamente che 

(4.19) Vo e L2(]' .) .  

Si ponga aneora (per ]a definizione di @~, err. la definizione 4.1): 

(4.20) j(t) = ~a(t)  - -  ~rD.yoG(t) co. 

Grazie alla (2.5) e ~1 lemm~ 3.6 si h~ allor~ ehe: 

r; 

Consideriamo or~ i l :  

TEOI~E~ 4.1. - i) S i a w  una soluzione del problema 2.1 Se si pone: 

(4.22) 

si ha allora ehe: 

(4.23) 

(4.24) ~9~ v + .4 v = f 

(4.25) 

v ( t )  = ~r~wCt), 

(ne  8e 8o di 9'(0, r; 

V(0) = Vo. 
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ii) Sia viceversa V veri]icante (4.23), (4.24) e (4.25). Se si pone: 

(4.26) w(t) : G(t) D~ V(t), 

allora w ~ solcezione del problema 2.1. 

OSSElCVAZIO~E 4.1. - ~-otiamo che lu (4.25) ha senso in quanto (err. le (4.17), (4.21)7 
(4.23) e (4.24)) si ha che: 

(4.27) D~Ve L ' (O ,  T; (/t½(/~.))') 

e clunque V(t) ~ (quasi ovunque uguale ~) una funzione continua di ]0, T[ a vulori in: 

cio~ a dire: 

(4.2s) vE co(~o, ~]; ~(r~)). 

Dlhi[OSTI~AZIO3E DEL TEOtCE~¢A 4.1. -- Siu w una soluzione de] problen~ 2.1. Avremo, 
prima di tut to ,  e h e l a  (4.23) 6 conseguenz~ delia definizione (4.22) di V e de1 f~tto 
che o e yz sono operatori line~ri e continui. Si ha inoltre che (grazie alie clefinizioni 
di ~o e Q2): 

(4.29) yxw(t) = D~y~ w(t) = D~ V(t) , 

(4 .30)  ~(t) = D ~ e ~ ( ~ )  ; 

grazie al fat to che 1~ (2.9) ~ verificatu u meno di un insieme di misura nulla cli ]0, T[ 
indipendente dalia (( test  function )) v, si ha inoltre che: 

(4.31) w(t) = G(t)7~w(t) = G(t)D~ V(t) . 

La (2.10) pub clunque essere cosi riscritt~ (he1 senso di IDa(0, T; (Ho~o(F~))'): 

D , D .  V(t) + D**yoG(t) D .  V(t) = D~e2a(t ) 

o anche: 

(4.32) D~[D~ V(t) + D~yoG(t)D~ V(t) - -  e2~(t)] = 0 .  

Ricordiamo che si ha, per definizione, 

r;  = c@(jo, zE), 

Sia or~ q~e~(I~).  L~ applicuzione che associa a4 ogni k e (H~o(F~))'~ il numero 
<1~ ~> (la duulit~ essendo fra ~'(F~) e ~(F~)) ~ l ine,re e continu~. La  (4.32) implica 
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atlora la seguente relazione (V~ • ID(F~)): 

(4.33) <D~(D~V(t) ~- D~yoG(t)D~V(t)- ~2~(t)), ~> = 0 ,  

l 'uguaglianza essendo intesa nel senso di ~ '(]0,  T[) e la dua]it~ fra ~'(F,) e ~D(F~). 
Si ha altora che, grazie al lemma ~.1, 

(4.34) <DtV(t)-~ D~yoG(t)D~V(t)--~a(t), y~> = O, V~o e ~(/- ' .) ,  

o anche:  

<D~ V(t), ~} d- <D~yo(G(t)D~ V(t) --  G(t)co), ~f> ~-- < ~ ( t )  --D~yo G(t) co, ~>,  Y~f • ~)(F,~) 

o anche (grazie alle (4.16) e (4.20) e al fat to che ~ ( ~ )  c/~½(_F~)): 

(4.35) <Dr V(t), yJ> + <A(t) V(t), ~f> =- </(t), y~>, Vy~ • ~(F.) .  

Osserviamo ehe (cfr. le (4.17), (4.21) e (4.22)) che D t V d - A V - - ]  appart iene 
allo spazio 

z; c@(]o, rE; 

cio~ a dire ~ un'applicuzione lineare e continua che associu ad ogni funzione di ~(]0, T[) 
un funzionale iineare e continuo su/t½(1~). Dato ehe ~(F, )  ~ denso in/t½(T'~), la (4.35) 
ci dice the  D , V - 4 - A V - - ]  ~ una distribuzione a valori in (/t~-(F~)) ~ identica.mente 
nulla: vale 4unque la (4.24). Verifichiamo infine la (4.25). Se w ~ soluzione del 
problema 2.1 si ha che (cfr. 1~ (2.17)) ~ w  e C°([0, T], H-~(F~)). Avremo inoltre che 
(cfr. la (4.12) e il fat to che ~ • C(H-~(I'~), ~(F~)))  : 

e dunque V(0) = Q~[(y~w)(0)] = V0. 
Abbiamo cosi verificato c h e s e  w(t) ~ soluzione del problema 2.1, allora V(t) (data 

4alla (4.22)) verifica il problema (4.23), (4.24) e (4.25). I1 ¥iceversa, cio~ la parte ii) 
del teorema, si verifica in modo ana.logo invertendo l 'ordine della dimostra~zione. 

5. - Esistenza e unicith della soluzione del problema 2.1. 

a) Vale i1: 

~½ 
L~)I~A 5.1. - _Per quasi tutti i t ~ ]0, T[, per tutti gli ha, h~ ~ H (/~.), vale la relazione: 

(5.t) <A(t)hl--A(t)h~, h~--h~> = f[grad(~--Z~)]~dxdy+ f()~--~2)'zi(Xl--~2)dxdy 
D D 
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a dualit~ essendo Ira I?t½~Fn) e i~ duale e avendo posto: 

45.2) ).~ = G(t) D~h~, (i = 1, 2). 

DI~IOS~RAzIo~E. - Si ha. che ( tenendo presenti  le (4.16) e (5.2)): 

(A(t)  h l - -  A(t) h2, h i - -  h~} .... (~D~?o(~l-- ~) ,  h l - -  h~} = 

--(D~?o(),I-- .~),  h~--h~} (dualit~ ira H½(F~) e il duaIe) 

: - -  (?o(.~-- ~) ,  D~(h~-- h2)} (dualit5 Ira H0~0(F~) e il duale) 

(dato the ') 

D D 

Immedi~t~ conseguenza dei lemmi 3A e 5.1 ~ poi il seguente: 

Co~oL]~A~o 5.1. - _Per quasi tutti i t ~ ]0, T[, l~operatore A(t) ~ strettaraente mo~w- 
tono, cio~ a dire: 

(5.3) (A( t )h~--A( t )h~,  h~--h~} > O, Vh~, h~H' (F~) ,  h~V:h~. 

Vule poi unche il seguente 

CO~OLLAI¢~O 5.2. -- Esiste c ~ O, indipendente da t, tale che: 

'(5A) (A  (t) h, h} > cll G(t) D~h--  e(t) ~o I1~(~)), Yh e I?I½(F,). 

D I ~ I O S T t ~ , A Z I O _ N : E .  --  :B3~s~9~ osser~a, re che: 

(A(t)  h, h} = (A(t)  h - -  A( t )w,  h--•o} ; 

i lemmi 3.4 e 5.1 ci danno poi l'asser~o. 

b) Vediamo quulche ulteriore propriet~ delFoperutore A. Si h~ prim~ di tu t to ,  
gr~zie ~1 lemmu 3.5 e ~1 fa t to  che gli oper~tori  che intervengono nell~ definizione 
di A(t) (fuorch~ G(t)) sono lineuri e continui, che: 

: L : E ~  5.2. - Per quasi tutti i t e ]0, T[~ l~operatore A(t) ~ hemicontinuo~ cio~ a dire 
Vvl, v~, vs ~ ft½(F.) l'applicazione 

(5.5) ~ --~ (A(t)(v~ @ ).v~), v~} 

continua da R in. R .  
An~log~mente, u purt ire dal lemmu 3.3, si dimostr~ ~ucih~ente i1: 
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LI~I~[A 5.3. - L'operatore ACt) ~ (uni]ormemente in t) limitato, cio~ a dire esiste una 

eostante e > 0 (indipendente da t) tale ehe: 

(5.6) liA(t)hii(~½(r~)),<vithlI?z½er, o, Vh~H½(F~). 

Vule ancor~ il s eguen te  r isul t~to  che e sp r ime  un~ specie di coercivi t~  un i fo rme  in t: 

LE~)IA 5.4. - Esistono due eostanti c~ e e~ positive e indipendenti da t, tali che: 

(5.7) <ACt)h, h> >Cl!lhll~½(r,)--e2, VheI~½(F~). 

DI~'iosT~.~zIo~:~. - Graz ie  alle (2.4) e (3.29), ~1 var iaxe  di k in (H~o(F~))' si h~ che 
zi(G(t) k(t)) a p p a r t i e n e  ~ un  l imi t~to  di L~(D) i n d i p e n d e n t e  d~ k e t. Conseguenz~ 

del corollario 5.2 ~ allor~ che es is tono due  cos t~nt i  pos i t ive  c'~ e ee (posi t ive e indipen-  

den t i  d~ t) ta l l  che:  

(ACt)h, h} >e'lIIG(t)D~h--G(t)cojl~{~}--c~, Vheft½(F~). 

Se osse rv iumo che @y~(G(t)D~h--G(t)w) = h ',e che l 'uppl ieaz ione  @y~ ~ l ineare  e con- 

t inu~ fr~ H~(D) e I~(F, ) ,  si h~ l '~sser to .  

c) A table p u n t o  si ~ verif ic~to (cfr. il corollurio 5.1 e i l e m m i  5.2, 5.3 e 5.4) che 

l~operatore  ACt) 5 m o n o t o n e ,  hemicon t inuo ,  l imi t~to  e coerc ive  (un i~ormemente  in t). 

So t to  tal l  ipotesi ,  uppl ic~ndo un  b e n  no t e  r i su l t~ to  (~), si hu ulloru il: 

T n o ] ~  5.1. - Sotto le ipotesi (4.19) e (4.21), il problema (4.23), (4.24) e (4.25) 

ammette una ed una sota soIuzione. 

Conseguenzu dei t eo r emi  4.1 e 5.1 5 poi  il s eguen te  t e o r e m u  finale:  

T E O R E ~  5.2. - Sotto le ipotesi (2.4) e (2.5), il problema 2.1 ammette una ed una sola 

soluzione. 

(~) Si puS, ad esempio, utilizzare it teorema 1.2 cap. I I  e la nora (~) p. 164 di [3], adat- 
tandone in mode ovvio la climostrazione. 
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