
Sur l 'ordre  de plan6it6 des espaces plong6s. 

P a r  N .  S~. @OLA~ lOracovie}.  

La g0om6trie euclidienne occupe, parmi les autres g6om6tries, nne place 
tel lement sp¢ciale que beauconp de dgfinitions et de th6oremes ~10mentaires 
propres h la g0om~trie euclidienne ou bien ne peuvent ~tre g~n0ralis6s du 

tout aux autres g~om~tries ou bien, si c 'es t  possible, alors pas toujours dans 
une voie directe. Voici l 'exemple.  Soit X,~ un espace h m dimensions plong~ 

dans l 'espace euclidien ~, n dimensions E,~. En << h~rissant >> X,,  on obtient 
un espa, ee /~ connexion affine A.~. La connexion foreO, e (*) dems A.~ d~pend, 
en g~n6raI, du h6rissement (t}. Elle n ' e n  d0pend cependant  pas si X.~ pr¢- 
sente, pzor h~sard, une vgri6t~ totalement g0od0sique darts E,, ; X.~ est alors 
euclidien. On sait bien qu ' en  att~chant h u n  point quelconque de E .  nn 
syst0me de m vecteurs ind6pendants, on obtient un seul E,. qui passe par  
le point donn~ et contient tous ces vecteurs. On sait aussi quail existe 
tonjours des systgmes des coordonn~es (x ~) clans E,, relat ivement auxquels  
les ~quations pa,ram6triques de ehaque E.~ revetent  la forme 

(1) x~--- E o~t -t-~0 (i = 1, ..., n) 
7~=1 

oit les c~ sont des constantes et t ~: des param~tres ind0pendants. 

On dit que l'espa~ce X,,, plong6 clans E . ,  poss~de l ' ordre  de plandi td  r 

si 1 °} X.~ se IMsse plonger dans un E,. qui /~ son tour est plong6 dans E,, 
et si 9o) r e s t  le plus petit nombre naturel  jouissant  de cette propri6t6 
{,n ~ r < n). 

I1 se pose le probl~me de savoir si et comment on pent g~n0raliser cette 
notion aux espaces plong6s dans l 'espace non-eucl id ien  L~, t ~} qui est dou6 

I*) ~¢ I n d u z i e r t e  U e b e r t r a g u n g ,  d ' a p r ~ s  M. SCHOUTEN. 

(~) Ce t t e  n o t i o n  ~ 6t6 i n t r o d u i f e  p~r  3'I. t~. ~VEYL, Zur t~fi~itesimatgeometq'ie: p-dime~,- 
sio~,ale Flache im n-dime~sio~alen Raum, ~ M a t h e m .  ~ e i t s c h r .  ,~ 12 (t922). ]5~-160,  e t  
a p p e l d e  ,~ E i n s p a m m n g  )~. L e  t e r m e  ~< h g r i s s e m e n t  ~ p r o p o s6  p a r  l~f. A.  }IOBOaSK[ c o r r e s p o n d  
mieux~ ~ m o n  avis~ at~ sens  de  ce t te  no t ion .  

(z) N o u s  ddsignons~ d ' a p r ~ s  M. SCHOUTEN, p a r  L n 1' e s p a c e  "~ n d i m e n s i o n s  d a n s  l e q u e l  
on a d d f i n i  1~ c o n n e x i o n  l i n d a i r e  n o n  n d c e s s a i r e m e n t  s y m 0 t r i q u e  (aff ine) .  



120 S~. Go,Ale: Sur l'ordre de planditd des espaces plongds 

exclus ivement  d ' u n e  connexion  l in~aire g~n6rale. Or ce probl~me est moins 

simple (in' i!  ne paralt ,  bien qne l ' o n  air g6ndralis~ la not ion des vari~t~s 

to ta lement  g4od~siques aux  espaces de ce genre. On dit no t ammen t  q u ' u n  X, ,  

plong~ dans  L ,  est g~od~sique au  point (x), si toutes  les g6od~siqaes de 

l ' e space  L ,  qui passent  par  (x) et sont t angentes  ~t une  di rec t ion arb i t ra i re  

de l ' e spaee  X,,, issue du point  (x} appaxt iennent  h X, ,  (:~L L ' e s p a c e  X,,~ est 

appel~ to ta lement  g6od~sique s~il est g~od~sique en chaque  point.  L a  d~- 

f in i t ion su ivan te :  << L ' e s p a c e  X,~ plong~ dans  L,, est dit  poss~der l ' o r d r e  

de plan~it~ r s ' i l  existe un  X,. qui  est plong~ dans  L,,~ est to ta lement  g~o- 

d~sique et cont ient  Xm etc. >> ne serai t  pas p ra t iquement  appl icable  dejh, 

pour  cette ra ison qne~ comme on le salt bien, l ' hypo th+se  de l ' ex i s t ence  des 

espaces X,~ (m ~ n) qui sont to ta lement  g~odts iques  rep~'dsent% en g~n~ral, 

une  res t r ic t ion tr~,s avanc~e en ce qui concerne ]a na tu re  de l ' e space  L,, (~). 

En pos tu lant  m¢~ine beancoup moins et no t ammen t  que X,. soit g~od~- 

s ique exc lus ivement  aux  points de l ' e space  X, ,  nous serions aussi  amends 

/~ une  ddf in i t ion gtn~ral is4e inuti le .  Aussi  inut i le  serai t  la d~fini t ion pos tu lant  

l ' ex i s t ence  d ' u n  s~,'st6me de coordonn4es dans  lequel  les ~quat ions param~- 

t r iques  de l ' e space  X, ,  pour ra ien t  ~tre ~crites sous la forme param~tr ique  

l in~aire (t). 
Nons nous proposons d '~tabl ir ,  da:;s la  note  pr~sente, une  d4fini t ion 

g~n~ral isant  la not ion  en ques t ion  et de donner  des condi t ions  n~cessaires  

et suff isantes  af in que un  X, air l ' o r d r e  de plan4it~ ~gale ~ r. 

D~FI~ITIO~. - -  Nous dirons qu' un  espace X.~ plong~d dans un  L ,  poss~de 

l' ordre ds planditd r, s' il exisle un  espaee X~ possddant les propridtds suivantes : 

lo) X m C : X ~ L o  (~). 
2 °) Tout veeteur contravariant de l'espace Xr dont l 'origine 

se trouve dans Xm ne quilte pas  X~ lorsqu' on le ddplace 

(2) parall~lement le long d 'u~e  eourbe queleonque situde 

da~8 Xm. 
3 ° ) r e s t  le p lus  petit nombre naturel jouissant  de eette 

propridtd. 

(a) ~otion introd~ite par )/L I-IADA~At~D, Sur tes dtdments tindaive~" ~ plusieurs dimen- 
sions, ~( Bull. des Sc. Math. ,,~ 2-me serie, 25 (1901)~ 37-¢0. 

(4) Pour L~-~= V~ (espace de ~=~,IEMANN) of. le thgor~me de 5'[. SCHOUTEN~ Ueber die 
konforme Abbildung n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten mit quad,ratischer Massbestimmung 
auf eine l]~a.unigfaItigke# mit euklidischer MassbestiJnmung, ,<)[ath. Zeitsehr. ~,~ :[1 (t921), 
p. 87. Voir aussi le travail de 5[. BOMPIANL Spazi Riemanniani Iuoghi di variet4 totalmente 
geodetiche, ~ Rend. di Palermo ~), 48 (192~)~ ][21-134. 

(.~) ~ c ~ signifie que l'espace z est situ5 dans 1' espace ,3. 
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On observe fae i lement  que le nombre  r ainsi  d6fini existe toujours  et 

est pa r fa i t emen t  d6termin6 (dans le cas le plus g6n~ral on aura  r = n ) .  Le  

eas r ~ m revieut  h: ce que X,~ soil to ta lement  g6od~sique dans  L,, (6). 

T~ l~om~E.  - -  Soit  X L ----C u n e  courbe rdguli~re situde darts u n  L . .  Ddsi. 

gJwns  p a r  k, k, ..., k (p ~ n - -  1) ses courbures a f f ines  au  sens  de ]7~LA_VAT¥ (z). 
1 2 p 

N o u s  et f f irmons que l ' o rdre  r de plandi ld de celte courbe est dgate &, p + 1 

oil p est le hombre ord ina l  de let derni~re courbure c.-&.-d. 

(3) r - - p  + 1. 

D]~MONSTRATION. - -  Remarquons  d' abord que r =:  1 expr ime  que notre  

courbe est g~od~sique, ce qui  revient  dans  la sui te  ~ ce que p ~-0 .  Nous 

pouvons done, dans la suite, exe lure  de nos considerat ions  le e~s p ~ 0 .  

Supposons  m a i n t e n a n t  que s soil l ' a r e  aff ine de la eurbe  C (~) et que 

Si 

(5) 

t les eourbures  k pour  j ~  I , . . . ,  p sent  bien d6termin~es;  
J 

t la courbure  k n ~existe pas. 
p+4 

X ~ : aC'(S) (i : 1, ..., n) 

sent des dquat ions  pa ram~t r iques  de la courbe  C, nous posons (d' apr+s HLAVAT¥) 

t l~ ~ -  dx~ (i =-  1, ... ,  n) 
(6) t ds 

l ~ ---- D l ~ (j = 2, ..., p + 1), 
j j--1 

o~l D est le symbole de la d6rivat ion covar ian te  par  rappor t  au param6tre  s, 

e.-~.-d,  on a 

(71 Dv~ ~--- dv~ F~ ~v ~ dx~ 
ds  -~- :J ds  

off les l'~j sent  des param~tres  de la connex ion  
v e e t e u r s  

18) 1, 1,..., 1 ,1 
I 2 2) p+ l  

l in6aire.  En ver tu  de (4) les 

(6) Pou r  L~== V n ef. E. BOMPIAN~, 1. c., (5), § 3. Voir  aussi H. A. HAYDEI~', S u b - S p a c e s  

o f  a space  w i t h  to.rsion, ~ Prec.  Lend .  Math. Soc. ,,, 34=, Ser. 2 (i932), 2%50. Cf. en parti- 
culler  ~4, 1 (Definit ion of hyperplane),  proper ty  ]3. 

(~) V .  H L A V A T Y ,  P, ropriet~t  d i f f e r e n z i a l i  del le  cu rve  i n  u n  s p a z i o  a connes s ione  l i n e a r e  
genera l e ,  ,< Rend.  di Pa lermo ,>, 53 (1929)~ 365-388, § 11. 

(s) V. HLAVATY, I. C., (7), § 10. 

Annall di Matematica. Serie IV, Tome XlII .  16 
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pr6sentent en chaque point de la courbe C un syst~me de vecteurs lin6aire- 

ment ind¢pendants. Soit P un point arbitraire de C. Nous d6finirons d ' une  
mani~re parfai tement  d6termin6e un espaee X~,* eontenant le point P. Nous 

eonsid6rons h cet effet Ia totalit6 des veeteurs  issus de P qui sont des eom- 

binaisons lin6aires des vecteurs 
(9) 1, ..., l 

2 p + l  

et nous envisageons en plus 1' ensemble-somme de routes les g~odt~siques issues 

du point P e t  tangentes ~ un de ces vecteurs. Nous obtiendrons ainsi nn 

espaee que nous d4signerons par Xv*. En subordonnant  fi. chaque point P de 

la courbe C l 'espace ain~i d~fini Xp* nous obtiendrons ~ X v *  qui forment 

un espace X~÷~. Cet espace Xp+, contiendera la courbe C. Soit donne, dans 
l ' espace  Xv÷ ~, un vecteur  arbitraire v dont l 'or igine se trouve daBs C. 

D~pla¢ons-le parall~tement 18 long de C. Nous affirmons qu' au bout de ee 

d6placement il eontinuera ~ appartenir  

6tablir 1' existence de p + 1 fonetions 

J 
(10) a(s) 
pour  lesquelles on air 

(11) 

b. Xp+~. Nous devons g eet effet 

{ j = l ,  2 , . . . , p +  1) 

p + l  j 
v'( ,} = a(s)l'(s) = 1, . . . ,  , #  

j = l  j 

I1 snffit de prouver  l ' ex is tenee  des fonetions a(s) v4rifiant la relation 

p +1 j 
(12) Dv ~ - -  E D(al') (i ~ -1 ,  ..., n) 

j = l  j 

J 
qnelles que soient les valeurs  initiales a(s~,). 3Iais on a d 'apr~s la d~finition 

(13) Dv~(s) - -  0; 

l '~quat ion (12) prend donc la forme 

J 
P + t (  dot J 1 

04) E l + a D l  = 0  (~). j=l ~ -  j j/ 

Mais en ver tu des relations 

Dl-=-I  
j j + t  

(15) p (~) 
D I = E  k 1 

p+ l  j = l  p÷ l - - j  j 

(j = 1, ..., p) 

(9) K cause de la  simplicit6~ on a supprimd l ' i n d i c e  con t ravar ian t  i. 
(to) V. HLAVAT~:~ l. % (~)~ les formules  (~5). 
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l ' ~ q u a t i o n  (14) ob t ien t  la fo rme  

J 

(16) ~ q - a  A-c~ k - ~ 0  ( a = 0 ,  k - - 0 ) .  
j=~ ds- v~i - j  o 

Les  vec t eu r s  (8) 6 tant  l i n6a i r emen t  indgpendan t s ,  l ' 6 q u a t i o n  (16) donne  le 

syst~me d' 6qua t ions  
i 

(17) da j--1 p+l d s - l - a - ~ -  k a = O  ( j - -~1 ,2 , . . . , p -~ -1 ) .  
p-k t--:i 

C'es t  un  syst~me de p + i 6qua t ions  d i f f6 ren t ie l l e s  l in6a i res  et" homogbnes  

du  p r e m i e r  o rd re  h 19-~-1 fonc t ion  i n c o n n u e s  (10). I1 admct  une  so lu t ion  

u n i q u e  q u e l q u e  soient  les va leu r s  in i t ia les ,  ce qui  p ro u v e  in r e l a t i on  (11). 

Ainsi  nous  avons  d~mont r6  que  l ' o r d r e  r de p lan6i t6  de la courbe  C sa t i s fa i t  

1' in~gali t6 

(18) r ~ p  + 1. 

Avant  de d 6 m o n t r e r  que  r = p . q - 1 ,  nous  d 6 mo n t r e ro n s  le su ivan t  

L]~f~E.  - -  Supposons  q u ' i l  ex is te  u n  espace  X~. v6r i f iant ,  p a r  r a p p o r t  

la courbe  C (C = X~,  m = 1) les cond i t ions  d6signdes p a r  1 °) et 2 °) dans  (2). 

Nous  a f f i rmons  q u ' i l  ex is te  a.lors un  q ( ~  r) p o u r  l eque l  on a 

(19) k n ' e x i s t e  pas  (~). 
q 

d x  ~ 
D]~[ONSTR, ATIOSL --- Observons  d ' a b o r d  que  le v e c t e u r  t a n g e n t  ~ -  appar-  

t i en t  h l ' e s p a c e  X r .  Cons t ru i sons  dans  l ' e s p a c e  X,.,  le long de ta courbe  C~ 

un  syst~me local  de rd f e r ence  compos6 de r v e c t e u r s  inddpendan t s  

(20)  e,  . . . ,  e 

en  posan t  
d~c ~ (21) e i = - -  

1 ds 

et en  cho is i s san t  a r b i t r a i r e m e n t  les au t r e s  vec t eu r s  

d4coule  de nos hypo theses  que  le sys tbme d ' ~ q u a t i o n s  

J 

(22) t + i =  0 
j=l( ds i j 

e, . . . ,  e dans  X,. .  I1 
2 v 

0 / ) Dans le cas particulier off L n .... V~ et la courbe C est sifude darts un espaee 
totalement gdoddsiqae Vq.~ ]e rdsul{at de ce thdor~me a 6f6 6noncd par ~¢~. CARTA~ La 
gdomdtrie des espaces de Riemann~ ~ Mdm. des Sc. Math. % fasc. 9; Paris (1925), p. 40. I1 
11'est pas cependant clair h quoi se rapporte la phrase que l'on y trouve ¢ La rdciproque 
de ce th~or~me est vraie ,~. 
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J 
poss6de une  solut ion quelles que soient  les va leurs  in i t ia les  b(so). En ehoisis- 

sant ,  en ehaque  point  de la  eourbe C, un  syst6me de vee teurs  

{23} e, ..., e 
r + l  n 

qui  compl6t6 par  le syst~me (20) forme un sy~qt6me de vecteurs  ind6pendants  

dans  L , ,  nous  pouvons  6erire 

(24) De = Y~ e e (j = 1, ..., r). 
j ~=1,i 

Les (~quations (22) p rennen t  done la forme 

J 

" b i _.b v -  + E I ~-kj (25) ~v ~ - + ~ o c  e e = 0 .  
j = l  , a 8  k = l  k j j = r + l (  ' =  ~ j 

En ver tu  de l ' i nd6pendanee  l in6ai r< des vee teurs  du syst~me (20t+(23) nous  

avons en pa r t i eu l i e r  

(26) Ebe - -=O  pour  j - = r - t - 1 , . . . ,  n. 
k = l  k 

J 
Les  re la t ions  126} ~tant  v6rifi~es quel les  que soient les va leurs  ini t ia les  b[s0) 

nous  obtenons 
J 

(27) c = O  pour  k = l ,  .... r ;  j = r - t -  i , . . . ,  n, 
k 

ce qui  donne  au  l ieu de (24) nne  re la t ion  plus  pr4eise 

r i 

{28) De --= E c e (j = 1, ..., r). 
j i=lj  i 

De l~t, par  les d6r ivat ions  covar ian tes  succesives,  nous  parvenons  aux  4quat ions 

,. ti [Dt+ , = D(Dt)] [t = 1, 2, ... ] (29) D t e :  E to e j 
j ~=lj  i [ j - - ~ l , . . . , r  

E x a m i n o n s  en par t i cu l ie r  ce que dev iendron t  les ~quat ions (29} l o r s q u ' o n  

p o s e r a j - - - 1 ,  l ~ 1 , . , . ,  r. Comme e-----l on a done 
1 1 

(30) D t e  : 1 (t ~ -  1, . . . ,  r - -  1). 
1 t ~ l  

Envisageons  le syst6me d ' 6qua t ions  veetor iel les  

1 t 
(31) ~ ti 

• 1 ~ : ~  ~ o e  
t t l  i = 1 1  i 

(t = i,  ..., r - -  t). 
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Un  des d e u x  eas su ivan ts  se p r e s e n t e :  ou b i en  les vee t eu r s  f i gu ran t  dans  

les p r e m i e r s  m e m b r e s  de ee sys teme  sent  l i n6a i r emen t  d6pendan t s  et a lors  

k n ' e x i s t e  pas  pour  un  q < r  ~ ) ,  ou bien ils sent  i nddpendan t s  et dans  ee 
q 
eas le sys tbme (31) peu t  ~tre r6solu  en  e:  

i 

.r j 

(32) e ~ E ~21 ( i -~  1, ..., r}. 
i j=l i j 

Cela dtant,  il s ' e n s u i t  des re la t ions  (28), (30) et (32) que  

+- j 
(33) D1 ----- E ~!. 

+" j : l  j 

Le  v e e t e u r  DI est dome 6gal '~ une  eombina i son  l in6a i re  des vec t eu r s  1,..., 1 
+' 1 +' 

d 'o t l  il r6su l te  (19). Not re  l e m m e  est a insi  d6montr6.  

Revenons  m a i n t e n a n t  h, l ' i n6ga l i t 4  (18). Si l ' o n  avai t  r ~ p  + 1, a lors  le 

l emme  pr(~'cedent nous  d o n n e r a i t  une  ineompat ib i l i t6  avee les r e l a t i ons  (41. 

L a  r e l a t i on  {3) a done  l i eu  e. q. f. d. 

Nous  env i sage rons  le cas  m ~ t darts une  note  u l t6 r ieure .  

(~) V'. ZLAVATY, 1. e., (7). 


