
S u r  1' a n a l y s e  g 6 n 6 r ~ l e  I V .  

(Entropie  dans la cybern6tique} 

Memoria di ToKuI SATO (~ ~ b e ,  Japon) 

R~sum~. - Don~er un exmple d' applications d' analyse gdndrale comme suite des articles [3] 
et [~] (9. 

1. In t roduc t ion .  - Nous avons donn6 dans [3] les ini~grales 

f f(X) d I~ (X) 
s 

de fonctions d' ensemble, et leur application darts le calcul de probabilitY. 
Cette int~grale nous amine  facilement h eonsid~rer celui de fonctions 

d 'ensemble  contenant  un param~tre : f f ( X ,  [)d~(X, t), off t e s t  un param~tre 
s 

r~el et appel6 le tamps. On pourrai t  alors interpr6ter cette intdgrale comme 
une sorte de probl~mes typiques dans la th~orie du processus stochastique. 

Cela pos~, il est bien connu qua l' entropie joue un r61e essentiel dans 
la cybern~tique. A un certain point de rue,  nous pourrions eonsid~rer une 
entropie var iant  avec le temps, c 'est-~t-dire entropie qui se d6finit sons la 

forme f f ( x ,  t )d~(X,  t). 
s 

Nous somme ainsi ramen~s h un probl~mc de l ' in t~grale  contenant  le 
param~tre qui va ~tre dtudi~ ci-apr~s. 

Pour  cela,  nous devons aiouter  quelques compl6ments an m6moire 
precedent [3]. 

Soient S u n  ensemble quelconque (mais fixe), et ] B u n  corps d 'ensemble 
borelien (sur 1' ensemble S). 

Dans cet article nous appellerons t~(X) mesure dans IB, qui est une 
fonction ~-additive dans [B telle que 

- ~ <  ~ ( x ) < + ~  (x~ IB). 

(~) Les chiffres di~ns les crochets renvoient aux r6fdrences plac6es h la fin de cei 
article. 
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U n  espace de mesure est le t r ip l e :  un  ensemble  S, un  corps  bore l i en  IB 
sur  S et une  m e s u r e  ~t(X) dans  lB. Nous  d6signons  cet e space  de m e s u r e  par  
s( IB, ~). 

Lu m e s u r e  ~(X) a trois propr idt6s  su ivan tes  b ien  connues .  

(I) La variation totale It ~ll de ~t(X) ou ]] ~l[ sup ~ : ~=1 I ~(Xh) ] est finie, 
A 

o~ sup re~rdsenle la bor~e su~drieure par rapport ~t toute division A de S. 
A 

(.I1) (Ddcomposilion de JOI~DAZq). - ~(X) est une diffdrence de deuce mesures 
non ndgatives b + (X) et b -  (X), e'est-&-dire 

~(x )  = ~ + (x)  - ~ - (x) .  

u n  

~t(X) ~ 0 pour lout ensemble XEE~(XE[B).  

Soil  f (X) une fonet ion  d~finie dans  IE(~IB) .  Nons  
de f(X) par  

(II[) (Ddeomposition de I-IA~).  - Pour la mesure z(X) ,  il existe toujours 
ensemble E(E!B) tel que p , (X)~O pour lout ensemble X ~ E  (XEIB) el 

.{ f (X)d~t (X)= f f (X )db+(X)  - f f ( X ) d b - ( X )  

A A A 

d6fini rons  1' in t6gra le  

( A E IE). 

L o r s q u e  f f (X)d~t (X)  prend  une  va leu r  finie,  nous  appe l l e rons  f(X) lone. 
A 

lion ~t-sommable sur A. 
P a r  d~finit ion,  hens  avons  f ac i l emen t  d e u x  propos i t ions  su ivantes .  

(IV) Soient C1 el C2 deux constantes, e l  ~I(X), ~2(X) deuoc mesures dana 
'B. ~ ( X ) =  Club(X)+ C~t2(X) esl aussi uue mesure dans lB. 

Si f (X)  est ~tl-et ~t~-sommable sur A, elle est aussi ~-sommabIe sur A, 
et on a 

< / / f(X)d~(X) : C~ f(X)d~(X) + C~ f(X)db~(X). 

A A A 

(V) S~pposo~s que, pour tout point x de S, { x } apparlieune ~ lB. 

Si f (X}  esl une fonetion R-intdgrable sur A, on a 

(R) ] r(X)d (Z) = / 
A J 
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2. C o n t i n u i t 6 . -  Consid~rons  la cont inui t~  de 1' in t6gra le  f f ( x ,  t)d~(X, t) 
A 

pa r  r appo r t  ~t t.  
Soit  [ un  in te rva l l e  ferm~ de t. 

LElVIM]~. - Soi t  { fx (t) } une famille de fonctioJ~s continues fx(t) (~ E A) 
dans I .  

Si {/x(t}} est dgalement continue Sans I, la fonction i v ( t ) -  sup  fz(t) est 
).e A 

uniformdment continue dans I. 
En effet,  on peu t  p r ende  ~ ( >  0) i nd6pendan t  de k tel  que  

s grant un  h o m b r e  pos i t i f  donn6 /~ 1' avance .  P a r  d6finit ion,  on a 

F(t~) > fx (t~), F(t~) > f~ (t~), 

), 6rant a rb i t ra i re ,  et il exis te  ),x et X~ tels qu  ~ on air 

F(t~) - ~/2 < f~(tO ~,~E A, 

iv(t~) - -  , / 2  < f)~(t~) X~E A .  

On obient  done 

] F(t~) - - iv ( t , )  ] < , .  C . Q . F . D .  

T]~EOREME 1. - Soit ~ (X, t) une fonction ddfinie dans [B X I.  Si ~(X, t) 
est une mesure dans ]B pour chaque t(CI), et ~(X,  t)considdrde comme fonction 
de t est dgalement continue dans I pour X E [B, ~t+(X, t) et ~-(X, t) sont aussi 
dgalement continues dans I pour X E lB. 

En effet,  ~+(X, t } =  sup { t~(Y, t); X D  YE]B} ,  t~-(X, t ) " -  - -  inf  { tt(Y , t); 
X D  YEIB}  ~y~nt lieu, d' ~prbs le l emme nous  &vons le th~or~me.  

T]~YtOR~ME 2. - Soient ~t(X, t) une fonction salisfaisant & l' hypothdse du 
thdordme 1 et f (X,  t) une fonction bornde dans IBXI,  et ~t-sommable dans 
A (3 IB (AE.IB) pour chaque t (E I).  

Si f(X,  t) considdrde comme fonction de t e s t  dgalement continue darts I 
pour X(EAN IB), l ' intdgralef f ( x ,  t) d~(X,  t) est continue dans I .  

A 

PREUVE. - En ve r tu  de (IV), on a 

fix, tt  (x, t l -  ] r(x, told ix, to){ 
A A 

Annali  di Matematica 37 
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I 
A 

-[- l j f iX ,  t)d(l~(X, t) - ~(X~ to)) I 
A 

P a r  hypoth~se ,  on peu t  p r end re  ~ ( ~  O) ind~pendan t  de X(EA(h IB) tel  que  

,~f(~, t)--f(x, to)l<~ It-toI<~ 

off e est  un n o m b r e  posi t i f  donn~ i~ l ' a v a n c e .  D ' a p r ~ s  ]e thdor~me 1, on a, 
sans  pe rd re  la gdndralitd,  

! t - to i<~ .  

En ve r tu  de (I) on peu t  p rendre  une  cons tan te  M telle que  

I I~(x ,  to) [l =< ~i  • 

On a donc l' in~galit~ 

I f f ( X  , t)dl~(X, t)-- f f ( X ,  lo)dl~(X, to) I~<~(F-~M) 
A A 

pour It - to I < ~, o~ I f ( X ,  t) l £  F. C . Q . F . D .  

3 .  D d r i v a b i l i t d .  - Considdrons  la d~rivabil i t~ par  r appor t  fi, t de 1 ~intSgrale 

./ f (X ,  t)d~(X, t). 
A 

T]~on]~ME 3. - Soit ~(X, t) une /onction dans E B X I, qui est une mesure 
dans ]B pour chaque tEI,  et la ddrivde partielle ~tt'(X, l) est continue par 
rapport ~t t. 

Si ~t'(X, t) considdrde comme fonction de t est une famille normale da~s 
I, ~.~'(X, t) est une mesure da~s iB pour chaque t lEI) .  

PREUVE. - En  ve r tu  de (II) et (III) on peu t  suppose r  que  ~(X, t ) e s t  non 
nega t ive  dans  IB X I. I1 suff i t  de mon t r e r  que  ~'tiX, t) est  a - add i t i ve .  

(e) L~ous d~s ignons  pa r  ][ p(t)![ la  va r i a t i on  to ta le  de ]a m e s u r e  ~(X ,  t) dons  r.B. 
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Soient X , , E ! B ( n =  1.2...) disjoints deux h deux et X :  U,~t X , .  

( x , t ~ = ~ ( L = ~ x , ,  t ) =  ~ : ~ ( x .  t) 

ayant  lie G d ' ap r6s  le th6or6me de DINI, la s6rie , :~ ~(X,, l) converge 
uniform6ment  dans I .  

D' autre part, on a ~'t(U~=~X~, t ) :  ~," • ~=~ ~'t (X~, t), et { E~=~ ~t'~(X~, t) l est 
normal dans I. On a(~) donc 

~' , (X t) = Z ~ , ~=1 ~', (X,, t) C. Q. F. D. 

T~EORE~m 4. - Soit ~ ( X , t} une /onctio~ bornge clans IB X I qui 
co~tinue par rapport ~ t et une mesure darts IB pour chaque t (EI). 

Si ~o(t) est une fo~wtion continue darts I ,  l'intggrale 

est 

t 

~b 

(a, tEI)  

est une mesure dans [B pour chaque t (EI). 
Eu effet, d' apr6s le th6or6me d' Arzeli~, on a 

t t 

, t )d t ,  

o[~ X .EIB  ( n - - t ,  2, ...), X ~ N X ~ =  ~ (i#=j) C . Q . F . D .  

Soit lf~(T) f une famille de fonctions d6rivables f~(t)(),EA). Lorsqu '  on 
peut prendre un hombre ~ ind6pendant  de ), et to tel que 

I f~(t) - [~(tol _ [,(to) i < ~' It - to I < 
t - -  to 

pour  e ( >  0) donn6 h 1' avance, nous dirons que la famille I f~,(t)} est ggaIe- 
ment d~rivable dans I. 

Par  d6[inition f~'(t) est continue dans I, si { f~,(t) } est 6galemen~ d6rivable 
dans I .  

TH~OR]~[E 5. - Soient ~(X, t) une fox,orion satisfaisant &. l' hypoth~se du 
thdor~me 3, et f (X,  t) une fonctiort ddfinie et bornde dans A N 1B X I (A E IB) 

(~) Voir [5]. 
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est sommable par rapport (~ la mesure ~(X, t) pour chaque t(EI). 
Si f(X, t) considdrde comme fonclion de t pour X(E A N IB) est dgalemenl 

ddrivable dans I e t  si l' on a 

lim [ t~(t)-- t~(t°)-- ~t'(to) = O, 
t ~ to t - -  to 

l' intdgrale f f(x, t)d~(X, t) est ddrivable par rapport ~ t, et on a 
A 

d-t f (X, t) d ~t (X, t) = ft' (X, t) d~t (X, t) + 
A A 

+ f f(x, t) dt~' (X, t). 
A 

PREtyV~,. - En vertu de (IV), on a 

t - - to  f(X, t)d~(X, t)--  f(X, to)d~t(X, to) --- 
A 

[ f (x ,  t ) -  f(X, to) 
] t - -  to d~(X, to)+ f f(z, t )d(  

A 

~(x ,  t) - -  ~ ( x ,  to 
t - -  to ) 

Pa r  hypot.h~se, on peut  prendre ~( > 0) independent  do X(E ~ IB) ~el que 

I f (X,  t ) - - f ( X ,  to) I 
t - -  to - -  f((X, to) < ~ , I t - - to]  ~ ~, 

4rant an nombre positif dona6 h 1' avance. On obient donc 

I 1 
I f  f (X ,  t)d~(X, t ) - -  f f (X,  to)d~(X, t o ) l -  

A A 

- - l f f t ' ( X ,  to)d~(X, to) + ff(x, t) dgt'(X, to)I 
A A 

< ~ F + M ] r~ (t) - -  ~ (to) _ ~t' (to) 
t - -  to  

o~ If(x, t) l < F, II ~(x, to)II < ~ .  
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En ver tu  de l im II ~( t ) -~( t°)  
t ~ to t - -  to 

p.t'(to) ~ 0, il en r6sul te  que 

"( f d--t f(X, t)d~(X, t ) = ,  f / ( X ,  t)d~(X, t) 
A A 

+ ff(X, t) d~t'(X, t ) .  

A 

C . Q . F . D .  

D' upr6s les th6ot'6mes 4 et 5, nous avons f ac i l emen t  le th6or6me suivant .  

TI~OICEYIE 6. - Soient ~(X) t) et f (X,  t) fonctions satisfaisant aux hypo. 
th@es des thdordmes 4 et 5 respectivement. 

Si ~(t) est une fonction continue dans I, on a 

t 

A a 

t =k,I. 
A a 

~(X, t)dt) + / f ( X ,  t)~(t)d~(X, t). 

A 

4 .  E n t r o p i e  - D' abord rappe lons  nous la d~f ini t ion de 1' ent ropie  dans  
la, cybern6t ique .  

Soient  E~, Ez, ..., E~ un  hombre  fini  d' 6v~nements  e t p l ,  P2, . . ,  P,~ ses 
probabil i t6s.  I l  est b ien  connu  que )/[. C. E. S~A~NON a d6fini  (~) l ' e n t r o p i e  
de cette r6parti~ion de probabi l i td  par  

(1) H = - -  E '~k=~ (log2 pk)Pk. 

Soit S(PB, ~t) un espace de probabil i t4.  
la d~f in i t ions  de F ent ropie  de la r~par t i t ion  
gra le  

Nous nous proposons de donner  
de probabil i t6  t~(X) par  1' int6. 

(2) H = - -  ( log~ ~ (X) d~ (X).  
A 

(4) V o i r  [6] .  
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Si l ' espace  S{]B, ~t) est Ix-dense, on a (~) 

-- / 'iog2Ix(X)d~(X)-- Ix(S) log~_ e _-- H - -  

s 

~-- log~ e. 

I1 est remarquable  que eerie int6grale est ind6pendante de Ix(X). Ce qui 
percl, me semble-t- i l  quelque chose d' essenfiel contenu duns l 'expr~ssion (1). 
Un m~moire [1] de A. 5. C~[~N~SC~[N moutre (6) implici tement que l ' eut ropie  
est une sorte d' ~ehelle en des rOpar~itions de probabilitO. Pour  rOaliser 
concrO~ement cette assertion, il est bien raisonnable que nous prenons une 
mesure  z(Xt  eomme base. Nous appellerons ~(X) base-rdparlition de proba. 
bilild. 

Soit Ix(X) une mesure  duns lB. 
D' apr~s le thgorbme g~u~ralis~ de RADOST-NIKOD¥~ (7), t~(X ) s' expr ime 

sous la forme 

Ix(x  = n N) + [ 

x 

off NEIB, ~ ( N } - ' 0 ;  m{Xt es~ une (S}-i(Ml-fonetion par rappor~ ~t ~(X) .  
[ ~ ( X O N )  ~t~nt z-singuli~re,  si l ' espaee  S(:B, ~) de mesure  est ~-dense et 
re(X) est ~-eontinue, on a (6) 

dI (X) m(X). 
(3) d (X) -- 

En g~n6ral, nous appellerons done m(X) ddrivde de R~I)ON-~I~ZODYM et 
dOsignons celui-ci  par (3}. /qous proposons d~[inir 1 ~ entropie de l~t rOpartition 
de probabilit~ ~(X) au lieu de (2), par l ' intOgrale 

(4) H --  - -  f log2  [ IX (X A N) + m (X A N e) [ d~ (X). 

s 

D'abord,  IX(X)--=fl dl~(X ) ayant lieu, lo rsqu 'on  prend IX(X) comme 
x 

b~se-r~parti t ion de probabilit6 1' entropie de Ix(X) est nulle, ee qui se raeeorde 
bien avee notre sens. 

(5) V o i r  [3].  
(6) V o i r  auss i  [2] .  
(~} V o i r  [3].  
(s) V o i r  [3].  
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En particulier ,  si 1' espace S(IB, v) de mesure  est v-dense, et re(X) est 
v-continue~ on a 

(5) d~ tX~ d~(Xj 

N S - - N  

Ensuite,  soit f(x) une fonetion non-n~gative et continue dans R 1 telle que 

J f(x~)dx = 1. 
- -  O D  

Beaucoup de mathdmaticiens (9) d~finissent l' entropie de la r~partition 

X 

V, (x) = [ f (x) dx 
- - 0 0  

de probabili t~ par  1' int~grale 

(6) H - - - - ]  (log~f(x))f(x)dx. 
- f o e  

Dans ce cas en ver tu  de (V), (4) (ou (5)) se r~duit h (6). 
A ee point de rue, nous pouvons considdrer une entropie pour ainsi dire, 

variant  avec le temps. 
Soient ~(X, l ) une  fonction non n~gative dans ]B X I qui est une mesure 

{t~(S, t ) =  1) dans :B pour chaque t(EI), et v{X) une base- r~par t i t ion  de 
probabilitY. On obtient alors 

off 

H(t) = - / l o g . [ ( ~ ( x  n iv, t} + m ( x  n N~,t)[d~(X, t), 
s 

(x, t) = ~ (x  n N, t) + f .~  (x, t) d~ (Xt. 
x 

REMA]~QUE.- Le th~or~me 4 a des rapport  intimes avec l ' in tdgrale  de 
W ] ~ E ~  dans la th~orie du processus stochastique. 

(9) V o i r  [7] .  
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Soient I un intervalle [a, b] sur R ~ avec la mesure ordinaire de 
LEBESGUE X et ~(t) une fonction sommable dans I. On voit aisdment que le 
thdor~me 4 subsiste aussi au cas off ~(X, t) est une fonction bornde dans 
[B X I qui est une mesure clans [B pour chaque t(EI) et sommable par rap- 
port ~t t .  

Soit ~(X) une base-rdpartition de probabilitd dans lB. D' ap~rs le thdor~me 
gdndralisd de ]~ADOI'~-~IKODYM, on a 

t)= n iv, t) + f 
x 

ofl  NE[B, ~(N)=-0, re(X, t)est une (S)- (_M)- fonction dans [B par rapport  
i~ ~(X) pour chaque /(C I). 

Soient S(]B, ~) et S X I ( [B X I, a X  ~) deux espa(:es bornds et complets 
D 'apr~s  ]e thdorbme g6ndralis6 de F[~BI~I (~o), si re(X, l) est une 

(S)-(M)-fonction non n~gative dans tB X I e t  ~(t) est non n~gative, on a 

t t t 

a a a X 

t t t 

n N, t)et + [e (xl t)et. 
a X a 
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