
Der Severische Sa£z tiber analytische Fortsetzung yon Funk-  
t ionen mehrerer Ver~nderlichen und der Kontinuit~tssatz .  

)~emoria di H. BEHNKE und K. STEIN in Miinster (Westfalen). 

Zusammenfassung. - Der Kontinuitdtssatz fi~r analytische Fldchen (Math. Ann. 713) wird 
zum Beweise des Satzes yon F. SEVERI i£ber die Fortsetzung holomorpher und mero. 
morpher Funktionen reeller und komplexer Verdnderlichen vom Rande eines ~ebietes 
ins Innere benntzt. Dadurch kann die Severische Aussage welter ausgedehnt werden. 

Sodann werden die Ergebnisse au f  Punktmengen in. vollst~ndigen offenen komplexen 
Mannigfaltigkeiten i~bertragen. Abschliessend werden Analoga zum Kontinuitdtssatz 
behandelt (und Folgerungen daraus gezogen), die als Objekte normale Familien und 
analytische Ftdchen an Stelte einzelner analytiseher Funktionen haben. 

1. Auf der Tagung fiber Funktionentheorie  mehrerer  Ver~lnderlichen, 
die das Centre Beige de Reeherches Math~matiques im ~Iarz 1953 veranstal- 
fete, hat F. SEYERI auf folgenden yon ihm bewiesenen Satz (~) hingewiesen:  
Im Raume yon r reeUen Ver(Znderlichen x~, ..., x,. und k komplexen Verdn. 
derlichen w , ,  ..,, wa (k ~ 1, r ~ k ~ 2) sei ein beschr~nktes Gebiet G mit 
zusammenhdngendem Rande R gegeben. Sei f (x~, . . . ,  x,., w~,.. . ,  wa) a u f  R 
eindeutig und (ira Sinne von Weierstrass) reguldr. "Dann ist f(~c~,..., x~, 
w, , . . . ,  wk) in das Innere von G eindeutig und regular fortsetzbar. F. S~vERI 
hat welter betont, dass es erstrebenswert sei, aueh einen einfaehen Beweis 
der entspreehenden Aussage ffir meromorphe Funkt ionen zu finden (~). 

Im F a l l e r - - - - 0  gehen die Severisehen Aussagen in sehon seit langem 
bekannte Sa~ze der Funktionentheorie  mehrerer  Veranderl iehen fiber. Ist f 
auf It regular, so ist die Behauptung tiber die uneingeschrankte regutare 
Fortsetzbarkeit ins Inhere  yon G der Inhalt  eines Satzes yon HAlc~oGs und 
W. F. 0SGOOD. Ist f auf R meromorph, so ist die uneingesehrankte mero- 
morphe Fortsetzbarkeit  yon f ins Inhere  yon G yon E. E. LEvi nachgewiesen 
worden. Beides ist dargestellt in dem bekannten Lehrbuche yon W. F. 0S- 
Q o o D  (~). 

(t) F° SEVER][, Una propriet~ fondamentale dei campi di otomorfismo di una funzione 
anatitiea di una variabile reale e di una variabile complessa, ,, Atti Accad. naz. Lincei ,; 
Rend. VI,  15 (1932}, 487-490, u n d :  A proposito d 'un teorema di HARTOGS~ ~ Comm. math. 
helv. ,~, 15 (1943), 350.352. 

(-2) Siehe zu dem Problem auch S. B0CHNER and W. T. MARTIn, Several complex 
variables, Princeton 1948, p. 64 ff. 

(3) W. F° OSGOOD, Lehrbuch tier Fnnktionentheorie II ,  1, 2. Auflage (1929}, S. 211.22]. 
Uber  die Vervollsti indigung der Beweise dureh At. B. BROw~ siehe welter unten in diesem 
Abschnitt. Weitere Beweise gaben R. FUET~]R~ ~]ber einen Ha~'togsschen Satz~ ~ Gomm, 
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Der Beweis des Severischen Satzes far  regul~re Funkt ionen erfolgt dureh 
direkte Anwendung der  Cauchyschen Integralformel.  Ist z. B. r-----1 und 
k ---- 1 und w~lhlen wit  speziell a ls Gebiet G den Zylinder I I ~ [ <:- 1, I w I ~ 1 I, 
so ist die Fortsetzung der  auf  R gegebenen Funkt ion f ( x ,  w) dutch  das Integral  

t j" ft , 
p~ {=1 

gegeben. Denn auf  den Deekelf lachen I x ~ ~--- 1, { w { ~ 1 } und folglieh in 
einer  5Taohbarsehaft ist naeh Voraussetzung f ( x ,  ~r) regulttr, und daher  ist 
dort  ~(x, w)--" f(*, w). Anderersei ts  ist ,~(~v. w} eine im ganzen Innern  yon G 
regulare  Funktion.  Wegen des Identitatssatzes fttr analyt isehe Funkt ionen 
muss dann ~(x, w) aueh auf  j ede r  Ebene w : v  mit ~ l ~ o < _ ÷ l  die 
vorgegebenen Randwerte  f(w, w) haben. 

Zum Beweise der Aussage fiir Gebicte komplizierterer  S t ruk tur  sind 
zusatzliehe Uberlegungen erforderl ich.  Der Beweisansatz bleibt derselbe:  Es 
wird jeweils  das vorgegebene Gebiet G im (x, w)-Raum mit der  Ebene x----c 
zum Sehnitt  Go gebraeht und nun mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel  
die vorgegebene Funkt ion f ( x ,  w) vom Rande yon Gc ins Innere  yon Go 
fortgesetzt. Hierbei  aber kann  die folgende Schwierigkeit  auftreten.  Bei 
stetiger Verschiebung der  Ebenen x - - c  k~)nnen bei den Gc yon einem c o ab 
neue ,, innere  ~> Randkomponenten  auftreten,  und es ist yon vornherein  nieht  
sieher, class die dureh Fortsetzung mittels der  Cauchysohen Integralformel  
vom (~ Iiusseren ~> Rande her  e rzeug ten  Funkt ionse lemente  auf  den << inneren  ~, 
Randkomponenten  mit den in der  Voraussetzung des Satzes vorgegebenen 
Funkt ionse lementen  t tbereinstimmen. W. F. OSOOOD hat  in seinem Lehrbuch 
die bei seinem Beweisansatz analoge Sehwierigkeit  noch t tbersehen.  Darauf  
hat  A. B. BROW~ hingewiesen und zum" ersten Male filr den Hartogs-Osgood- 
sohen Satz einen lttckenlosen Beweis gegeben t4). Bei dem oben skizzi~rten 
Beweisansatz far  den Severisehen Satz lasst sieh die Schwierigkeit  entspre- 
ehend tiberwinden. Hierzu muss ausgenutzt  werden, dass der  Gesamtrand 
yon G zusammenhangt  (5). Die Uber t ragung des Satzes auf mehr  als je  eine 
reelle oder je eine komplexe Verander l iehe maeht  dann keine Sehwierigkeit .  

2. Ist f(w,, . . . ,  a~, w~,.. . ,  wh) n , r  als m e r o m o r p h e  Funkt ion  auf dem 
Rande des Gebietes G im (x~,..., w,., w, , . . . ,  wa)-Raum vorausgesetzt, so li~sst 
sieh nieht, wie oben skizziert, vorgehen, da eine Cauehysehe Integralformel  

math. holy. ,, 12 (1939), 75-80, und: Uber einen Ha~'togsschen Satz in der Theorie de~" ana. 
lytischen Funktionen yon n komplexen Verdnde~'tichen, ,~ Comm. math. holy. ~, 14 (1942), 
39~-400 ; ferner E. MARTINELLI, Sopra una dimostrazione di R. FITETER per un teorema eli 
HARTOGS, • Comm. math. helv. ,, 15 (19~t3), 340.349. 

(4) A.. B. BRowN~ On certain analytic continuatio~s and analytic homeomo~Thismus , 
• Duke Math. Journ. ,, 2 (1936)~ 20-28. 

(5) K. STE~I% Die Rcg~daritdtshi~tlen niederdimensionaler Mannigfaltigkeiten~ , Math. 
Ann. ,~ 114 (1937}, 543-569. 
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nicht  zur Verft lgung steht. Nun hat  aber schon F. HARTOOS einen grundle- 
genden Satz i~ber die Fortsetzung reguiltrer Funkt ionen  abgeleitet,  der  heute,  
un te r  a l lgemeineren Voraussetzungen ausgesprochen,  als Kont inu i td t s sa t~  

bezeichnet  wird (6). Wir werden weiter  unten noeh ausft lhrl ieher darauf  
eingehen. Mit Hilfe des Hartogssehen Kontinuitatssatzes l~sst sich ebenfalls 
eia Beweis ftlr die Severisehe Aussage im Falle  reguli~rer Funkt ionen  leicht 
erbringen.  1911 hat  schon E. E. LEW den Hartogssehen Spezialfall des 
Kontinuit~,tssatzes auf meromorphe Funkt ionen ausgedehnt,  and  sp~ter haben 
andere Autoren den al lgemeinen Kontinuit~ttssat~, auf den Fal l  meromorpher  
Funkionen  erweitert .  Von H. K:NESER wurde der Kontinuitlttssatz in der  
folgenden Fassung bewiesen (7): Es sei b ~ e in  beschranktes  Gebiet m i t  dem 

R a n d e  c ~ i n  der  w - E b e n e  u n d  f ( z , , . . . ,  z , ,  w) e indeu t ig  u n d  regu ldr  (mero. 

morph)  fi~r w E e ~ a n d  t zl - -  z~ °~ 1 < ~, i -:- 1, . . . ,  n.  I s t  f e rner  f e indeu t ig  u n d  

. -~) s~ °), so ist f r egu ld r  (meromorph)  fi~r w E b ~, z~ ~ z ~) {v ~---1, 2, ...) mi t  l im  ~i - -  

e indeu t ig  u n d  regu ldr  (meromorph)  in  al le  P u n k t e  w E b 2, z i - - z ~  °) fortset~bar. 

F. HA~TOGS and E. E. LEW haben den Satz far  den Fall, dass b 2 ein 
Kreis ist, ausgesproehen, und zwar HAR~O~S far  regul~tre und LEvi  ftir 
meromorphe  Funkt ionen.  

Der Beweis der  Severisehen Aussage fa r  regulare  (meromorphe) Funktio- 
nen in dem oben betraehte ten Fal le  des Gebietes G : ~ - -1  ~ - b  1, {w I ~ 1 l 
lasst sich nun mit t t i l fe  des Kontinuitatssatzes wie folgt filhren. Wir  
bet raehten wieder wie in 1. die Sehnit te  yon G mit den Ebenen w----c. 
Angenommen,  f sei nieht  auf allen diesen Ebenen ins Innere  yon @ regular  
(meromorph} fortsetzbar. Dann gibt es ein gr(isstes c, ge~annt  e0, fiir das eine 
solche Forsetzung nieht mOglieh ist. Sicher  ist auf Grund der Voraussetzungen 
Co ~ 1. Auf allen Ebenen x --- v mit co ~ c ~ 1 ist f regular  {meromorph) in 
[ w i l l .  Das abet  widersprieht  dem Kontinuitatssatz sehon in der speziali. 
sierten Form yon HA~O~S bzw. LEVI : Es braucht  bur  eine Folge yon Ebenen 
x ~ v~ mit c~ ~ Co und lim e~ ~ v0 gewahlt  zu werden. (Dass hier  eine reelle 
Verander l iche  ~ an Stelle der  oben im Kontinuitatssatz auf t re tenden  komple. 
xen Verander l iehen z~ , . . . ,  z ,  auftritt ,  sti/rt nieht, da Regularit~tt bzw. Mero- 
morphie  in der  reel len Vera, nder t iehen x ja  immer  Regulari t~t  bzw. Mero- 
morphie in bezug auf  die komplex erganzte Veranderl iehe z ~- ~o -t- i y  bedeutet). 

Im a l lgeme inen  Fal te  des Severischen Satzes ( r ~  1 reelle und k ~  1 
komplexe Ver'~nderliehe, beliebige besehr~,nkte Gebiete G) lasst sieh entspre. 
chend vorgehen. Nut  kann man nattirlieh nieht  den Spezialfall yon HARTO~S 

(8} Die Litera~ur zum Kontinuit~tssatz bis 1934 ist angegeben in dem Berieht yon H. 
BEtINKE and P. TI~ULI~EN, Theorie der Funktion~n mehrerer komplexer Ver~nder~ichsn, 
Erg. d. Math. u. i, Grenzgebiete (193Q (abgekiirzt: B.-Th. Berieht). 

(3) H. KNESm~, Der Satz yon dem Fortbestehen der wesentlichen Singularitdte~ einer 
analytischen, Funktion zweier Ver(~nderlichen, ,, J ahresberichte D. M. V. ~, 41 (193"2}, 164.1{i8 
und: Ein Satz i~b~r die Meromo~Thiebereiche analytischer Funktionen van mehreren Verdn. 
derlichen, • Math. )~nn.-, 106 (1932), 6~8.665. 
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bzw. LEvi  des Kontinuitatssatzes zum Beweise  des Satzes heranziehen, da 
die auf t re tenden zweidimensionalen Schnit te  des Gebietes G nicht notwendig 
Kreise sein mtissen. Im allgemeinen Fal le  ist ferner  das oben erw~ihnte 
eventuelle  Auftreten (( innerer  )) Randkomponenten  auf den zweidimensionalen 
Sehnit ten zu beriieksiehtigen. Eine vollstandige Durehft ihrung des Beweises  
unter  Bert ieksiehtigung dieser Sehwierigkei t  finder sich ftir den Fall  r--~ 1, 
k ~-~ 1 in der  unter  [5) zitierten Arbeit.  

3. Die Skizze des Beweises  fffr die Aussage.n yon F. SEVEaI, wie sie 
in 2. gegeben wurde, lasst leieht erkennen,  dass die Voraussetzung tiber die 
Regular i ta t  bzw. Meromorphie der  vorgegebenen Funkt ion  auf dem gesamten 
Rande ftir wichtige Klassen yon Gebieten G nieht voll ausgenutzt  zu werden 
braueht.  Das wollen wir  zunaehst im Falle  einer komplexen und einer reellen 
Veranderl iehen auseinandersetzen.  Z. B. gentigt es bei dem unter  1. betrach- 
teten Gebiet G : { - -  1 < ~ ~ -t- 1, [ w I ~ 1 }, die Regular i ta t  bzw. Meromorphie 
yon f(x, w) lediglieh auf der  Mantelf laehe:  I - - 1 ~ c ~ - ~ 1 ,  l w l - - l t  und 
n u t  e i n e r  der beiden Deckelfli~chen, e twa t x -~- + 1, I w I ~-- 1 I, vorauszusetzen. 
Der angegebene Beweis  ftir die auf dieses Gebiet beztlgliehe Severisehe 
Aussage benutzt  die Regulari tat  tbzw. die Meromorphie) lediglieh auf diesem 
Teil des Randes.  Er liefert  zugleieh den Naehweis,  dass die Funkt ion  aueh 
auf der anderen Deckelflaehe:  I a~ ~ - -  1, I w I ~  1 1 regular  (bzw. mer()morph) ist. 
Die entsprechende Uber legung l~isst sich ftir jedes  Gebiet G durehftihren, 
das ein Sttiek einer  Ebene ~ : c  als Deekelfl~ehe besitzt. Genauer  heisst 
das : G muss ganz auf einer Seite "con ~ ~ c liegen, and eiu zweidimensionales 
Gebie t  g a u f  ~ c  muss zum Rande R yon G geh(~ren. Ist dann R*== R - - g  
zusammenhangend,  so braueht  die Regular i ta t  (bzw. Meromorphie) yon f 
lediglieh auf It* vorausgesetzt  zu werden (s). 

Im allgemeinen Faille yon r reellen und k komplexen Veranderl ichen 
lasst sich eine entsprechende Aussage formulieren. Dabei ist zu beachten, 
dass die Deckelf laehe nicht notwendig Stfiek einer Hyperebene  zu sein 
braueht ,  weil  bei der Anwendung des Kontinuit~tssatzes zum Beweis  der 
Severischen Aussage lediglieh zweidimensionale Ebenen w~ ~ cj, ..., xr --~ c,., 
w~ ~ ~'~, ..., wa -~ Tk benu~zt werden.  

4. Im Ansehluss an diese Aussage liegt eine weitere Veral lgemeinerung 
nahe. Eine analyt ische Funki ion yon r reellen Ver~tnderliehen x j , . . . ,  x , .  

und k komplexen Veranderl ichen w~,. . . ,  wh lasst sich auch auffassen als 
eine Funkt ion yon lr -t- k) komplexen Ver~tnderliehen z I --: ~cj - t -  i y  I , . . . ,  

z r  - -  x , .  + i y , . ,  z , .+~ ~ w j ,  j :--: 1, . . . ,  k ,  die auf der (r + 2k)-dimensionalen 

(s) G braucht dabei keine zweite Do(.k(qf|ii(;he zu besitz~.n, wie es in dem betrachteten 
Beispiel zutrifft. 
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Ebeae  E "*'-'a : I Yj "-- Y-~ -" ... ~ Y,. ~ 0 I des R ~'''~-a~ betrachtet  wird. Diese 
Ebene E "+~  ist eine r -pa ramet r ige  Sehar  yon 2k-dimensionalen analytischen 
Ebenen, die charakter is ier t  sind durch a~j ~ cj, j : 1, ..., r. Ffir die Gfiltigkeit 
der  Severisehen Aussage ist diese analyt isehe Sehiehtung entseheidend, 
naml ieh:  Die Severisehe Aussage lasst sieh auch dann beweisen, wenn die 
bet rachte te  Punk tmenge  des Raumes  R ~cr+a~ keine Schichtfl~,ehe analyt iseher  
Ebenen,  sondern al lgemeiner  yon analyt isehen Flachen ist. 

Der hier zu Grunde gelegte Begriff  der analyt ischen Fl~tehe stfitzt sich 
auf den Begriff  der  analytischen Menge. Unter  einer analyt isehen Menge 111 
in einem Gebiete B TM des Raumes  R "2" yon n = - r  ~-k komplexen  Verltnder- 
l ichen ~ ,  ..., ~,, wird eine in B-'" abgesehlossvne Punktmenge  verstanden, 
die in j edem ihrer  Punk te  dureh ein lokales System analyt ischer  Gleiehungen 
charakter is ier t  wird, d. h. : Zu j edem Punk t  P yon ltI gibt es eine Umgebung  
U(P) und endlieh viele in UIP) regullire Funkt ionen g~. (~,, ..., ~,,), derart  
dass die in U(P) gelegenen Punk te  yon lti genau mit den L~isungspunkten 
des Gleichungssystems gz (~4, ..., ~,,) ---- 0 fibereinstimmen. M heisst irreduzibel 
in B ~', wenn  M nicht  Vereinigungsmenge zweier  eehter  Tei lmengen ist, die 
ihrerseits  analyt ische Mengen in B ~'' sind. Jede  irreduzible analyt isehe Menge 
M in B TM besitzt eine eindeutig best immte Dimension 2k, wobei k einer der 
Wer te  - - 1 ,  0, . . . ,  n sein kann (9); gilt l ~ _ k ~ _ n  .... 1, so heisst III eine 
2k-dimensionale  analytische Fl~tche F ~a in B-'". 

Wi r  nennen nun eine in B ~" abgesehlossene niehtleere Punktmenge  eine 
s-parametrige analytisehe Schiehtfl~tche S s+'a in B "~'' (s -I- 2k ~ 2n), wenn sie 
als s -paramet r ige  Sehar  yon 2k-dimensionalen analyt isehen Fllichen darstell.  
bar  ist. Dies bedeu te t :  Jedem P u n k t e  t : ( t , , . . . ,  t~) eines Gebietes b s im 
Raume  der  reellen Veriinderliehen t~, ..., t, ist eine 2k-dimensionale analyti- 
sehe Flliehe F"~(t) in B "~" zugeordnet ; atle diese F~hIt ) sind in S ~+'-'~ enthalten, 
und dutch  jeden Punkt  yon S ~-:a lit~uft wenigstens ein F~(t}. Die F2~tt ) 
hangen in folgendem Sinne stetig yon t a b :  Ist  t*---~tt*,..., t*) ein Punk t  
aus b ~ und t(~) - - t~ ~ (~ ,~ , . . . ,  t~ } eine gegen t* konvergierende Folge yon Punkten  
aus b ~, so konvergieren die F'~(t(~}} fgleiehmi~ssig in j edem kompakten  Teil 
yon B ~') gegen F'Z~(t *) - Jedes  F~(t) heisse eine Schicht in S ~+~. 

An Stelle des oben in der Sever isehen Aussage betraehteten Gebietes G 
in einer  (( Schiehtebene >) E ' '+'a tritt  jet~t ein Gebiet  G ~+~a in einer  analyti- 
sehen Schichtfl~lehe S ~+~a, und entspreehend ist eine regulare (bzw. mero- 
morphe) Funkt ion f ~ , . . . ,  ~,,) in diesem Gebiet  bzw. auf seinem Raude 
vorgegeben. G '+~a muss  natfirlich relat iv kompukt  in be~ug auf  S ~+~a sein, 
d. h. alle Randpunkte  yon G ~+~a mfissen im Innern  yon S ~+:a liegen. Damit  
nun das gesehilderte Beweisprinzip (das sich vornehmlich auf den Kontinui.  
tatssatz stfitzt) wei~erhin angewende t  werden  kann, muss fiber G ~+~ eine 

(9~ k--=--1 kennzeichnet die leore M(~hge~ k-~n  den :Fall M~---B~-% 
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weitere  besondere Voraussetzung erftlllt sein. Es sei F~aIt(°) ) i rgendeine 
Schieht, die G ~~-~a trifft. Danu muss es m0glieh sein, yon der  Schieht  F:h(t ~°~) 
aus stetig im Raume der  Pa rame te r  t , , . . . ,  t, uu einer Sehieht  F~l t  ~) tiber- 
zugehen, die lediglich Randpunkte  mit dem Gebiete G ~+~a gemeinsam hat. 
Diese Voraussetzung ist nicht selbstverstfi.ndlich. Sei z. B. S ~ im Raume yon 
r +  k-----2 komplexen Verander l iehen z, w die analyt isehe Sehiehtfli~ehe 
I w i - -  I zi • Die analyt isehen Schiehten siud hier  die analyt isehen Ebenen 
w - - z .  e ~¢. Das dureh  I z I <  1 in S a best immte .Gebiet G 3 erftlllt nicht unsere  
Voraussetzung. In  der  Tat  lasst sich in diesem Falle aueh nieht  j ede  auf  
dem Rande yon G ~ regulare  Funkt ion  ins Innere  yon G :~ fortsetzen, z. B. 

1 
nieht f(z, w) = - .  

Man braueht  jetzt nattlrl ieh einen al lgemeinen Kontinuitatssatz, in dem 
an  Stelle der  oben auf t re tenden  zweidimensionalen analyt ischen Ebenen 
x~ = e~, i - - 1 ,  ..., r, w~ ~ ~j, j----2,. . . ,  k, anatytisehe Flaehen der  Dimension 
2k auftreten.  Ein solcher Kontinuit~tts.~atz exist iert  nun in der Tat  (~o). Im 
n~tehsten Abschnitt  kommen wir darauf  zurilek. Mit Hilfe dieses Kontinuitats- 
satzes lasst sich genau wie oben zeigen, dass eine regula te  (meromorphe) 
Funkt ion  veto Rande eines Gebietes G ~+~a, das den obigen Bedingungen 
gentlgt, ins Innere  hinein fortsetzbar ist. Natllrlieh muss dabei wiederum 
die yon BRowl~ bemerkte  Sehwierigkeit ,  yon der bereits oben die Rede war,  
beaehtet  werden.  

5. Der KontinuitAtssatz, wie er yon F. HAR~O(~S und E. E. LEvi  formu- 
liert  ist und hier  in den Abschnit ten 2 und 3 herangezogen wurde,  bezog 
sich stets auf  die analyt isehe Fortsetzung regularer  (meromorpher) Funkt ionen 
auf  zweidimensionalen zueinander  parallelen analyt isehen Ebenen.  Im 
Absehnitt  4 dagegen wird eine Aussage ben0tigt, die die Fortsetzung yon 
auf  analyt isehen FIRehen gegebenen Funkt ionen  betrifft.  Der al lgemeine 
Satz  lau te t :  F ~  sei eine 2k-dimensionale  analyt ische Fl~ehe in einem 
Gebiete B TM des Raumes yon n = r -~ -k  komplexen Verander l iehen ~ , . . . ,  ~,~ 
{ l ~ k ~ n -  1). G~ ~ sei ein 2k-dimensionales  Gebiet ganz im Innern  yon F~ ~ 
mit dem Rande C~ k-l. Fe rne r  sei F~ k, F~ k, ... eine Folge analyt iseher  F lachen 
in B ~'', die gleiehmassig im Innern  yon B ~" gegen F~ ~ konvergieren.  Auf 
jeder  FIRche F ~ 2 ! l ~ :  l, 2, . . . ) se i  e in  ganz im Innern '  l iegendes Gebiet G'~ 
mit dem Rande C~ - gegeben, wobei mit wachsendem ~ die Gl~ gleichmassig 
gegen G~ k und die C ~-~-1 gleiehm~ssig gegen C~ ~-1 konvergieren.  Ist  dann die 
FunktioJ~ f(~,, . . . ,  ~,~) in allen Punkten yon {..~-1 sowie in  allen Punklen der 
G~ ~ eindeutig und reguldr (meromorph), so ldsst sich f in  alle Punkte yon G~ k 
eiddeutig und regular (meromorph) fortsetzen. 

(~0) ]~iir den Fal l  r~guliir¢~r ]~unktionen s iehe:  H. BI~,HNKI~, De~" Kontin~itCitssatz u~d 

die Reg~ldrkonvexi t~t ,  • Math. Ann .  ,~ 113 (t936)~ 392.397. 
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Die Behauptung in dieser Aussage (durch den Druek  hervorgehoben) 
lasst sich offenbar auch so fo rmul ie ren :  Besitzt f im Innern  yon G~ eine 
Singularit',it, so aueh im Innern  der  G~ ffir ~ > ~,) I"). Die Aussage sichert  
also die (( stetige Fortsetzung >~ der  Singular i ta ten einer  analyt ischen Funktion.  
Und das hat zur Bezeichnung ~( Kontinuit~tssatz ~ ffir diese Aussage gefahrt .  

Im Falle der  Regulari tat  der be t raehte ten  Funl~tion f (~ , . . . ,  ~,,) ist der  
Beweis des hier  angeft lhrten al lgemeinen Kontinuit~ttssatzes sehr einfaeh 
mit tI i l fe des Begriffes der  yon H. CARMAN and P. T~ULLEN eingeffihrten 
k-Konvexiti t t  (L~) zu erbringen.  Zuni~chst ist zu beaehten,  dass eine Fortsetzung 
yon f(~, , . . . ,  ~,,) von C~ ~-I her  ins Inhere  yon G~ ~:, wenn  fiberhaupt m(iglieh, 
stets eindeutig ist. Das bedeutet  insbesondere aueh, dass jede Fortsetzung 

Co zu e m e r  (eventuell vorhan- mnerha lb  G~ yon e m e r  Randkomponente  ,ak-1 . 
denen anderen} Komponente  yon C~ k-~l stets zu den dort gegebenen Funktions- 
e lementen fiihren muss. Trl~fe dies namlieh nieht  zu, so mfisste Gleiehes auf 
den F~ k approximierenden F '2k ffir t~ > ~o gelten. Nach Voraussetzm~g ist 
aber  f ( ~ , . . . ,  ~ )  dort e indeutig vorgegeben. 

W~re nun die Behauptung des (verMlgemeinerten) Kontinuitl~tssatzes 
falseh, so kiinnte sieh f nieht  uneingesehrankt  vom Rande yon G~ ~ ins Inhere  
fortsetzen lassen, d. h. das Regulari~ttsgebiet  A TM yon f besitzt wenigstens 
einen Randpunkt  Q i~a Innern  yon Go ~,  der  yon C~ ~-~ he r  fiber Punkte ,  die 
zugleieh in G~ ~ und A s" liegen, er re iehbar  ist. 5Tun ist A ~" k-konvex im 
Sinne yon (]ARTAN-TtIuLLEN. W~thlen wi t  eine ganz im Innern  yon A'*" 
l iegende 2n-dimensionale  Umgebung U yon C~ ~-1, so gibt es also einen Punk t  
Po in Go~k~ A TM, dessen Distanz wm~ Rande yon /~"  kleiner  ist als die 
Randdistanz yon U in bezug auf A:". Folglieh gibt es aueh eine in A ~n 
regula te  und eindeutige Funkt ion  h ( ~ , . , ,  ~,,), ffir die 

(1) I h (Po)[>  Max I h(U) 1 

ist. Aus (1} folgt weiter, dass es eine 2n-dimensionale  Hyperkugel  K 2'~ um 
P0 in A TM gibt, so dass ffir j eden  Punk t  P aus K ~" 

(2) [ h(P) I > Max [ h(U) [ 

ist. Da die F~ ~ mit ihren ~ unct (~ gegen Jro ml~ Go ~ und konver- 
gieren, so mfissen fa r  ~ > l~, alle C~ k-1 in U l iegen und die G ~ mit  K ~" 
gemeinsame Punk te  haben. Das hat  zur Folge, dass es auf J'4~k 
Punk te  P~, die innerhalb  K "z" liegen, gibt, so dass 

(3) I h(P ) I > t I 

(ti) Wegen der Voraussetzung der Eindeutigkeit yon f in diesom Falle siehe a. a. O. (l,). 
(~e) Siehe H. CARTAN und P. THULLEN, Regulariti~ts- und Konve~'genzbe~'eiche, • Math. 

Ann. ,, 106 (1932~, 617.647~ B.-Th. Berieht, Kap. 6. 
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ist. Anderersei ts  liegt G~ k samt Rand im Innern  yon A ~'. Also ist auch 
2k d~2k--1 h(~, .... , ~a) auf G~ einschliesslich '~1~ regular. Das aber ist ein Widersprueh 

gegen das Maximumprinzip auf analytisehen Flttchen (~3). 
Der Beweis der entsprechenden Aussage ftir meromorphe Funkt ionen 

f ( ~ , . . . ,  ~,d lasst sich nattirlieh so nicht erbringen. Dagegen sprechen zwei 
Grtlnde. W~hrend die Regularkonvexitat  als charakteristische Eigensehaft 
der Existenzgebiete regul~rer Funkt ionen gut verwendbar ist, trifft dies ftlr 
die analoge Eigenschaft bei meromorphen Funktionen,  die Meromorphiekon- 
vexit~t (t~), nicht zu. Zweitens beachte man, dass in dem eben durchgefilhrten 
Beweis das Maximumprinzip fllr regulare Funkt ionen eine wesentl iche 
Rolle spielt. Und das lasst sich auf meromorphe Funkt ionen nattlrlieh nicht  
tlbertragen. Deshalb ist ein anderer Beweisansatz erforderlieh. 

Zum Naehweis der in Abschnitt 2 verwendeten speziellen Fassung des 
Kontinuitlitssatzes fiir meromorphe Funktionen,  in der die vorgegebenen 
analytischen Flachen F ~k zueinander parallele zweidimensionale analytische 
Ebenen sind, hat schon 1932 H. K~ESEa einen Weg aufgewiesen (~5). Im 
Falle beliebiger analytiseher Fl~chen F '2k mit k ~- 1 lltsst sich ein ahnlieher 
Weg beschreiten. Man hat insbesondere an Stelle der yon H. KNESER heran- 
gezogenen gewiihnlichen Cauchyschen integratformcl eine ftir nicht geschlos- 
sene Riemannsche Fl~tehen geltende verallgemeinerte Integralformel, in die 
die Elementarfunktionen der Flachen eingehen, zu benutzen. Dies ist durch- 
geftihrt in einer Arbeit der Verfasser:  ((Elementarfunktionen auf Riemann- 
sehen Fl~.chen als Hilfsmittel  far die Funkt ionentheor ie  mehrerer  Verander- 
lichen ~> ('~). 

Die Gtiltigkeit des Kontinuitatssatzes ftir meromorphe Funkt ionen in 
seiner allgemeinen Fassung mit analytischen Fl~lchen ~t  "~g beliebiger Dimension 
2k ergibt sich nun durch vollstitndige Indukt ion naeh k. Im Falle k = 1 ist 
der Sat~ riehtig. Angenommen, er sei fiir k - - 1  mit l _ < k - - 1  < n - - 1  
nachgewiesen. Wir  wahlen im R ~'' eine ( 2 n -  2)-dimensionale a~nalytisehe 
Ebene H ~"-~, welehe die in B ~" vorgegebene analytische Flaehe F~ ~ trifft, 
abet nicht enthalt. Sei ferner H0 ~-e  irgendeine zu H ~'-' '  parallele (2n - -  2)- 

(is) Siehe 1~. REM~IERT und K. STEIN, fiber" die ~vesentlichen S ingular i td ten  analytisehe~" 
Mengen, ~ Math. Ann. ~, 126 (L953), 263-306. 

(14) Zur Definit ion der Meromorphiekonvexi~it  siehe BEHNKE-TtlULLEN~ Bericht p. 72. 
In  einer Arbei t  der  V e r f ,  Konvsrgente  Folgen yon Regularitdtsgebieten und die Meromor. 
phiekonvexi tdt ,  ¢ Math. Ann. ,~, 116 {1938}, 204:-216 wnrde gezeigL dass die Meromorphiekon- 
vexit~it mit der  Regul~irkenvexitiit  ~quivalent ist. ]:)ass andererseits  jedes  Meromorphiegebiet  
meromorphkonvex ist, folgt fifr n----2 aus der  Okasehen LSsung des IJevischen Problems. 
F i i r  ~z > 2 ist in diesem Augenbl iek die Frage  noch nicht endgiil t ig entschieden. 

(l~) Siehe a. a. O. (7). 
(t~) ~-~. BEHNKE und K. STEIN~ Elementar fankt io~en a u f  Riemaq~nschen Fldchen~ ,~ Ca- 

n:~d. J-ou,'nal of. Math.*, 2 (1950). 152.165. 
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dimensionale analyt isehe Ebene, die mit dem auf  Fo ~k vorgegebenen Gebiet 
G~ nebst Rand C~ ~-1 gemeinsame Punk te  hat. Dann ist F0 ~ sieher aueh 
nieht  in H~ "-2 enthalten,  und tier Durchsehni t t  H~"-~ N F ~ k - = ] ~ - 2  ist eine 
analyt isehe Menge in B ~-'', die in allen ihren Punk ten  die Dimension 2 k -  2 
besitzt. Bet der Durehsehni t tsbi ldang entsteht  aus Go ~k auf  rd~ k-2 ein Bereieh 
,Be ~k-~ -- He ~ -2  N Go ~k mit dem Rande C~ k - a - -  H~ '*-2 f~ C 2k~1. Es genllgt zu 
zeigen, dass sieh die vorgegebene Funkt ion  f(~l , . . . ,  ~,,), die insbesondere 
auf  C~ ~-I als e indeat ig  und meromorph vorausgesetzt ist, stets in den gesamten 
Bereieh B~ ~-u veto Raade  C~o ~:-3 her  e indeut ig  meromorph fortsetzen lasst. 
Denn wenn dies mSglieh ist, so bilden die For tse tzungen yon f (~t , ' . . ,  ~n) in 

D 2 k - - 2  die Bereiehe *,0 , die bet Durehsehni t tsbi ldung yon O~ ~ mit allen O~ t reb 
*) - - ~  • • • 

f enden Ebenen He" auftreten,  zusammen eme e lndeahge  meromorphe Fort- 
. 2k 2k--1  setzang yon f(~,, ..., ~n) in das gesamte Inhere  von Go vom Rande Co her. - 

llgk-2 zerfallt  m~iglieherweise in h(iehstens abz~.hlbar viele (21¢- 2)-dimensio- 
~2~-s F~o,~ -s N Go ~ nicht  L, Uk--2 (V 1, ...); set e twa ~o, l nale analyt isehe Flg chen ro, v --= 

L-~2k--2 ,,uk-u braueht  auf ro, l nicht  zusammenhl~ngend zu sein. Wi t  greifen leer. ~o, t 
eine zusammenh~ngende Komponente  o, ~ yon a,o,~ heraus  ; u0,1 ist ein 
Gebiet auf  xo, l , dessen Rand mit  ,-,o, 1 bezeichnet werde.  Set jetzt  Po ein 

,,'~ 2 k - - 2  Punk t  yon uo, l , fe rner  P~ (1~---1, 2,...) eine gegen Po konvergierende 
2k Punktfolge  mit der  Eigensehaft ,  dass jewei ls  P~ dem auf  F~ gelegenen 

, 2k O" Gebmt O~ an~,ehLirt. Dm du tch  P~ laufende,  zu H ~"-~ paral lele ( 2 n -  2)-di. 
mensionale analyt isehe Ebene H~ "-u enthal t  ftlr I • > I~o die analyt isehe Flaehe 

. . . .  2k --2 2 n - - 2  2k F~ meht ,  also ~st jewefls  M~ ---~H~ ~ F~ ftlr ! ~ >  1~o eine (2k- -2 ) -d i -  
mensionale analyt ische Menge. Die F~ konvergieren  gegen Fo~; daher  kon- 
vergieren die ~M u~-~ gegen M0 ~'-~, und jedes  ~t~-u~ mit I ~ > ~t o besitzt einen 

-~2k- -2  i r reduziblen Bestandteil  ~ , ~ ,  derar t  dass diese (2k - -2 ) -d imens iona len  
L-~2k--2 ~ 2 k  - -2  analyt isehen Flaehen e ~, ~ gegen ~o,~ konvergieren.  Es gibt dann  aber  auf  

den F~,~ -~ sieher such  Gebiete G~,~ -2 mit  Rt~ndern ~2~-s ,~,~ mit  der  Eigensehaft ,  
:. ~-'~ ' a ~ - s  - 2 ~ - 2  ~ - s  dass dm G~,~ bzw. C~,~ gegen G0,~ bzw. Co,~ konvergieren und dass fllr 

diese P a n k t m e n g e n  und die gegebene Funkt ion  f ( ~ ,  ..., ~,) die Vorausset- 
zungen des Kontinuitl~tssatzes mit k -  1 an Stelle yon k erfilllt sind. Folglich 

~ 2 ] ¢ - - 2  ¢~2k - -3  ist f ( ~ ,  .... ~,,) in alle Punk te  yon uo.~ veto Rande ,~o,~ her  e indeut ig  
meromorph fortsetzbar. Entsprechendes  gilt ftlr die anderen  zusammenh.~n- 

D 2 k - - 2  ~ g k - - 2  genden Komponenten yon u0,~ und damit  ftlr _oo,~ ebenso wie flit den 
Durchsehni t t  yon G~ ~: mit j edem wei te ren  irreduziblen Bestandteil  Fo,~ -2 yon 

v,~-~ F u~-'z ~ Go ~ und ~o,~, --" ro,,~ (5 einen nicht  leeren Mo ~ -2  Haben ~o,~ --~ o,~ 
Dm.chsehnitt ,  so mtlssen die Fortsetzungen yon f ( ~ , . . . ,  ~a) ins Innere  yon 
B2~-2 ~'.~:-2 ~2~-~ und B~,~ 2 ilberein- o,~ und ~,o,~ in den gemeinsamen Punk t en  yon ~o,~ 
stimmen. Denn w~tre dies nieht  der Fall, so kSnnte f ( ~ ,  .... ~,) aueh nieht  

2k • • 2k • • • 2k auf allen Fo approxxmmrenden FI~ e m d e u h g  ms Innere  der G~ fortsetzbar 
sein. Mithin lasst sieh f(~, , . . . ,  ~,) in den gesamten Bereieh B~ ~-2 eindeutig 
meromorph veto Rande her  fortsetzen. 

A~tm~i d~ Motemotieo $9 
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Damit ist der Kontinuitatssatz ffir meromorphe F~nktionen in seiner 
allgemeinsten Fassung bewiesen. 

Ein weiterer Beweis ist schon 1947 yon W. R,o~s~E]N vert}ffentlieht 
worden (~7). 

6. Der Kontinuit~itssatz lehrt, dass unter ge~vissen Voraussetzungen die 
Fortsetzung analytischer Funktionen in Punktmengen m¢}glich ist, die nicht 
yon der speziell betraehteten Funktion abh~ngen. Vom selben Typus sind 
die bier betraehteten Aussagen yon F. SEW:r~I. Vorgegeben ist in einer 
gewissen Punktmenge A die Gesamtheit der dort regularen bzw. meromorphen 
Funkiionen;  behauptet wird die Regularitat bzw. Meromorphie aller dieser 
Funktionen in einer A umfassenden Punktmenge B. Es liegt nahe, bei 
gogebenem A naeh der gr~ssten A umfassenden Punktmenge B zu fragen. 
IIiertlber gibt es aus den beiden letzten Jah~ zehnten zahlreiehe Untersuchungen, 
in deren Mittelpunkt die Begriffe R e g u l a r i t : i . l s h ~ l l e  und M e r o m o r p h i e h i ~ l l e  

stehen. Unter der Regularitatshtille HqA} einer Punktmenge A "~ird 
diejenige Punktmenge verstanden, die sich auf folgende Weise ergibt: ~Vir 
betraehten die Menge Z tier auf A eindeutigen und regularen Funktionen 
f (~ , . . . ,  ~,). Es so]len nun alte diejenigen Punkte fiber dem Raume der 
~ , . - . ,  ~n zu H(A) gehSren, in die hinein sieh alle Funktionen der )Ienge Z 
yon A aus gleiehzeitig fortsetzen 1,~ssen. Dabei ist jeder <, Punkt  >> yon H(A) 
gekennzeichnet dureh seinen Grundpunkt P und dureh die Menge der Funk- 
tionselemente, die dutch glei~:hzeitige Fortsetzung der Funktionen aus Z 
langs eines yon A nach P laufenden Weges gegeben werden (~8). (Entspre- 
ehend lasst sieh die 3~eromorphiehfille erklaren). 

In den allgemeinen Darstellungen sind die grundlegenden Eigensehaften 
dieser Begriffe hergeleitet (,9). Eine andere Aufgabe ist die effektive Kon- 
struktion der Htlllen vorgegebener Punktmengen. Die Severisehen Aussagen 
liefern Beitrage zur Lt}sung dieser Aufgabe. Z. B. lasst sieh der in Absehnitt 1 
angegebene Spezialfall der Severischen Aussage auch so formulieren: Die 
Regularitatshtllle H der Punktmenge A: ~ : - - + - 1 ,  y : 0 ,  ]w]~_ l}  im 
Raume der komplexen Veranderlichen 1 z --= ~ -f- iy ,  w } umfasst die Punkt- 
menge A*: {l x l '~  1, y ~---0, I w t ~  1/. Es ist teieht zu sehen, dass in diesem 
Falle H(A) mit A* identisch ist. 

VSllig gelSst ist die eben skiz~ierte Aufgabe der Konstruktion yon Regu- 
laritatshtlllen (bzw. Meromorphiehtlllen) u. a. im FalIe der R e i n h a r d t s c h e n  

(17) W. ROTHSTEIN, Di~ invariante Fassung des Kontinuitdtssatzes fi~r me~'omo~Tha 
Funktionen, • Arch. d. Math. ,, 1 (19i8)~ 119-126. 

{is) Man beachte die Analogm dieser Erklarung zur klassischen Einfi ihrung der Rie. 
mannschen Fl~icho. Zur genauen Definition siehe B.-Th. Berieht p. 70 und dazu wieder p. 11. 

(i9) Vgl. hiorzu B.-Th. Bericht, insbesondere Kap. 6. 
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K6rper;  das sind die Kiirper im Raume der ~q,..., ~n, die bei Auszeichnung 
des Koordinatenanfangspunktes als Mittelpunkt die Drehungsgruppe 

(1) ~ = e ~ , .  ~,, v = 1, . . . ,  n, 

gestatten. Mit Hilfe des Kontinuit~ttssatzes, der hier nur  in einer speziellen 
Fassung benlitigt wird, ist leicht zu zeigen, class man die ttiille eines 
Reinhardtschen Kt)rpers R mit dem Mittelpunkt als innerem Punk t  wie folgt 
erh~tlt : Man gehe fiber ~um Raume der n reellen Verltnderlichen ~, --  log l ~ [ 
und konstruiere die im elementargeometrischen Sinne konvexe Hlille S des 
Bildes yon R i m  endlichen Raume der ~,. Dann ist H(R) der wie folgt zu 
bestimmende Reinhardtsche Kiirper: a) Die nicht auf den Koordinatenachsen 
gelegenen Punkte  yon H(R} sind genau diejenigen, deren Bilder im 
( ~ , . . . ,  ~n)-Raum ~u S gehOren. Diese Punktmenge  sei mit 'H bezeichnet. 
b} Man bilde im mengentheoret ischen Sinne die abgeschlossene Hlllle 'H yon 'H. 
Dann wird H(R) yon den inneren Punkten  yon 'H gebildet. 

Zum Beispiel ist die Regularitatshillle des Gebietes l ) -  K, wo D der 

Di~ylinder I t S , [ < l ,  [~21<11 und K der Klirper " ' I (1~,1--1)~- t - (1~[--2)"< 

1 I < ~ < 4  ist, mit D identisch. Das sieht man schon so ein. Sei f(~,, ~) 

irgendeine in D - - K  regulare (meromorphe) Funktion.  Ware nun f(~,, ~) 
nicht in ganz D hinein fortsetzbar, so gi~be es 

Funkt ion f{~, ~), die in 

1 
ein kleinstes 0 mit ~ ~ 0  ~ 1, so dass f(~,, ~) 
regular (meromorph) im Dizylinder D': { ] ~ t ( O, 
I~]  ~ 1 I ist, doch auf mindestens einer analyti- 
schen Ebene ~ = O . e  ~ nicht in alle Punk te  
innerhalb I ~ I ~ 1 von I)' aus tokal fortsotzbar 
ist. Das aber wilrde offenbar dem Kontinuit~tts- 
satz widersprec, hen;  f (~ ,  ~) ist also in D regul~tr 
(meromorph}. Andererseits gibt es zu I} eine 

D regular ist, aber alle Randpunkte  yon D zu 
wesenttich singul~tren Punkten  hat. Also ist D - - H ( D -  K). 

Der Beweis der oben formulierten al lgemeinen Aussage fiber die Hitllen 
Reinhardtscher Klirper stt~tzt sich in ~thnlicher Weise auf den KontinuiUtts- 

Mit den Reinhardtschen K(irporn sind eng verwandt die Tubengebiete. 
Das sind Gebiete, die alle Transformationen 

(2) ~i* : ~ ,  + i .  (-},, - - o , ~ <  0 , <  ÷ ~ ,  v = 1 , . . . ,  n, 

q~o) Siehe a. a. O. {~); ferner  PETER THULLEN, 1)ominios de Regularidad y Dontinios 
de Meromorfia de Reinhardt~ • Revis ta  de la Un idn  Matem,'itica A r g e n t i n a  ~, 11 (1945), ,~,46~ 
a nd  H. J.  I~REMERMANN, Die Cht, rakte,~xier~ng volt Regularitdtsgebieten du,'eh pseudokonvexe 
Fnnktionen, ~ Schrif tenroihe des 5Iath. Inst .  d. Un iv .  Mi ins ter  , ,  5 (195]), 1.92. 
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in sieh zulassen. Die Konstruktion ihrer Htillen ist yon verschiedenen Autoren 
durchgeftthrt  (~). Das Ergebnis ist : Die Regularitatshttlle eines Tabengebietes T 
ist die im elementargeometrisehen Sinne konvexe Ht~lle yon T, also insbeson- 
dere wieder ein Tubengebiet.  Die Meromorphiehlllle yon T ist mit der Regu- 
laritatshttlle yon T idt~ntiseh. 

Weiter  lassen sieh mit Hilfe des Kontinuitatssatzes die Httllen der 
Hartogssehen KOrper und der mit ihnen verwandten Halbtubengebiete her- 
stellen. Das sind K~rper~ die Transformationen des Typus (1) bzw. (2) in 
einigen Ver~inderlichen, aber nicht notwendig in allen, zulassen. Die Httllen 
soleher Gebiete werden dutch  super-  und subharmonische Funkt ionen eharak. 
terisiert (~). 

Sehliesslieh l~ss~ sieh so die Konstruktion der Httllen aller kreissymme- 
trisehen KOrper durehfilhren {~3). Dabei ergibt sieh, dass diese Htlilen wiede- 
rum kreissymmetriseh mit derselben diese Symmetrie charakterisierenden 
Transformationsgruppe sind. Man hat hier wie bei den Tubengebieten einen 
Spezialfall des allgemeinen Satzes, dass die Httlle H(G) eines Gebietes G 
stets die Transformationen in sieh zulasst, die G aufweist. Bei der Untersu- 
chung yon Ht l l l en  kreissymmetrischer Gebiete wurde  auch zum ersten Mal 
festgestellt, dass die Hl~ilen schliehter Gebiete nicht notwendig wieder sehlicht 
sein m~lssen ~) .  

7. Der Hartogs-Osgoodsehe Satz wie auch der Satz yon E. E. L E w  (t~) 
liefern schon Beispiele daftlr, dass die Regularit~ts- bzw. MeromorphiehUlle 
einer niederdimensionalen Punktmenge  im Raume yon n komplexen Ver~n. 
derl iehen 2n-dimensionale Gebiete enthalten kann. Ist  O ein besehranktes 
Gebiet im R TM mit zusammenhangendem Rande R, so ist G sowohl in der 
Regularitatshtllle wie in der Meromorphiehtllle yon R enthalten. Die entspre- 
ehende Aussage kann sicher nicht fttr alle unbesehrankten Gebiete gelten. 
Sehliesst man den R '~" zum projekt iv-komplexen Raum Rt ,  ab, so lassen sieh 
die Gebiete im R"~, fllr welche die S~tze yon HARTOGS-OSGOOD und E. E. LEVI 

(el) Siehe K STEIN a. a. O. (5), insbesondere  p. 556 ff. ; S. BOCHNER, 21 the0trem Of 
ana ly t i c  cont inuat ion of  fu~wtions in  several vwriables, • A n n a l s  of Math. ~, 39 (1938), 14.19 ; 
S. HITOTUMATU, _NOte 0n the envelope of  regular i ty  of  a tube-domain,  , Proe.  of the Jap.  
Acad.  , ,  ~6 t1950), 21-25. F e r n e r  siehe im a l lgemeineren  Z u s a m m e n h a n g  H. J .  BREMER~ANN 
a. a. O. (s0) und  P.  LELO~G, L a  convexitd et les fcs. analyt iques  de pl. v. c., • J o u r n a l  d. 
Math. ~. 31 (1952), 191.219. 

(~) Siehe H. J'. BREMERMANN a. a. O. (~0~ und  P.  LELOI~G a. a. O. (~l). 
(s3) Siehe B.-Th.  Bericht,  Kap.  2, § 4. 
(24) Siehe P.  THULLE~, Die Regularitdtshi~llen, • Math. A n n .  ~, 106 (1932), 6~.76 und  

HENRI CARTAN~ ~U~ ° ~ e  C~886 remarquable de domaines. • Comptes r endus  , ,  19~ (1981), 
1077-1079. 

(~s) ~rgl. zwei ter  Absatz  yon 1, 
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gelten, genau angeben {~6). Es sind diejenigen Gebiete G, die Teilgebiete mit 
zusammenh~tagendem Rande von Regularit~tsgebieten im R~'~ sind. Insbeson- 
dere gilt dieser Satz ftir alle Regularitatsgebiete G im ~s, ,  weil in diesem 
Falle der Rand yon G stets zusammenh~ngend ist ttT). Sehliesst man den R TM 

wie bei OSOOOD getrennt ab nach den einzelnen Ver~nderliehen. so sind die 
entspreehenden Aussagen komplizierter. 

Aussagen diesor Art lassen sieh aueh ftir Gebiete {] in komplex-analy- 
tischen Mannigfaltigkeiten ausspreehen, insbesondere in den vollstdndigen, 
offenen, komple~en Mannigfaltigkeiten (abgektirv.t: vollsfltndige Mannigfaltig- 
keiten). Dies sind 2n-dimensionale komplex-analyfisehe Mannigfaltigkeiten ]1 *", 
die den folgenden Bedingungen gentigen {zs): 1) (Separabilitdt): Zu je ~wei 
Punkten yon M "z" gibt es eine in M TM regulate und eindeutige Funktion, die 
in den beiden Punkten verschiedene Werte annimmt. ~ 2) (Fortsetzbarkeit 
lokaler Koordinaten) : Zu jedem Punkte P yon ~ "  gibt es ein lokales Koordi. 
natensystem e~ ,  ..., ~P), derart, dass die ~ )  sieh als regulate eindeutige 
Funktionen in ganz ~ "  hinein fortsetzen lassen. - -  3) (Reguldrkonvexitat): 
~u jeder  kompakten Teilmenge E0 yon M *" gibt es eine Eo umfassende 
kompakte Teilmenge E, yon M ~", derart, dass zu jedem Punkte P yon M TM, 

der nieht ~u Et geh~rt, eine in ]~'~" regulate eindeutige Funktion f existiert, 
so dass 

tf(P) l > Max I fIEo) I 

gilt. - Is t  n :> 1, so gelten fi~r alle in bezug auf  ]~2,~ relativ kompakten Teil- 
gebiete G mit zusammenhdngendem Rande R wieder Analoga ~u den Sdtzen 
yon Hartogs-Osgood und E. E. Levi (2~a). 

Diese S~tze mac'hen ~ugleich Aussagen tiber die topologische Struktur 
der vollstandigen Mannigfaltigkeit M-'", und ~.war in folgendem Sinne:  Nimmt 
man aus Jl *'* ein relativ in bezug auf M TM komp~ktes Gebiet G mit zusam- 
menh~ngendem Rande heraus, so kann M ~ '~-  G keine vollst~ndige Mannig- 
faltigkeit sein. Anderenfalls wtirde sich eine in M ~ ' -  G regulttre Funktion 
konstruieren lassen, die den Rand yon G als nattirliehe Grenze besit~,t. Aus 

(~6) Siehe F. SOMMmt, Bereiche ohne geschlossene i#nere 8i#gulwritdtesmannigfat$iy. 
keiten, , Math. Ann. , ,  114 (1937), 441-465. 

(,7) Siehe B. CACCIOPPOL b • Att i  1. congr. Univ.  Mat. I tal .  , ,  (19.~), 18~186 and  H. 
BE•NKE, Uber die Fortset~bark~it analytischer Funktionen mehrerer Veranderlivhen u#d 
den Zusammenhang der 8ingula,'itdten, • Math. Ann. , ,  117 (1939), 89.97. 

(~8) Siehe K. STEIN, Anat.¥tische Funktionen mehrerer komplexe; Verdnderlichen eft 
vorgegebenen Periodizitdtsmodldn und das z weite Cousinsche Problem, , Math. Ann. , ,  123 
|1951), 20t.222 sowle I-I. CAnTAN, S~minaire 1951.52, Exp. IX.  

(2s a) Die Beweise worden an anderer  Stelle durehgefl lhrt  werden.  
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dem Satz von HARTOGS-OSGOOD wfirde aber die Fortsetzbarkeit  dieser Funk- 
tion ins Innere  yon G folgen [.~9). 

Sehr  allgemeine hussagen tiber die topologische St ruktur  der vollstltn- 
digen Mannigfalt igkeiten liI:'" sind yon H. CARTA~ und J. P. SERRE erzielt 
worden (30). Nach ihnen sind die Bett isehen Gruppen B a fa r  k ~  n samtlieh 
Null. Das bedeutet  insbesondere, dass, falls n ~  1, jede in ~[~" gelegene (2n--  1)- 
dimensionale gesehlossene Hyperf laehe in M"" beranden muss, eine Aussage,  
die offenbar mit der oben yon uns angegebenen in enger  Beziehung steht. 

Auf vollstandigen Mannigfalt igkeiten lassen sieh wie in 4. analytisehe 
Sehiehtflt tchen erklar~n. In 4. ist die auf analytisehe Sehiehtfltiehen des 
Raumes yon n komplexen Verander l iehen beztigliehe Vera l lgemeinerung der 
Severisehen Aussage behandelt  worsen.  Eine entspreehende Aussage (und 
damit eine weitere  Veral lgemeinerung dot Severisehen Aussage) lttsst sich 
n u n  aueh ftir analyt isehe Sehichtflt tchen in vollstttndigen Mannigfalt igkeiten 
ausspreehen. 

Alle diese Aussagen l iefern weitere Beispiele daftlr, dass die Regula- 
rit~,ts- bzw. Meromm.phiehtille H ( ~  einer Punktmenge  A eine htlhere Dimen- 
sion als A haben kann. Die Beispiele dieses Absehnittes sind alle yon 
folgendem Typus :  Vorgegeben ist eine Punk tmenge  B mit Rand R, derart  
dass die Htille H(R) die Punk tmenge  B umfasst. Im Absehnitt  3 haben wir 
gezeigt, dass es Fttlle gibt, in denen R durch einen Teil R* von sich ersctzt 
werden  daf t  and  gleichwohl aueh jetzt noeh H(R*} die Punk tmenge  B 
umfasst. Die Htille einer  Punktmenge  A kann also aueh yon hOherer Dimen- 
sion als A sein, ohne dass A vollst~ndiger Rand einer anderen Punk tmenge  
(d. h. nullhomolog) ist. F a r  den besonderen Fall, dass A ein zweimal stetig 
differenzierbares Hyperfl~tehenstitck (der Dimension 2 n - - 1 )  im R" '  ist, 
enthalt  H(A} ein 2n-dimensionales  Gebiet stets dann, wenn A nieht natarI iehe 
Grenze analyt iseher  Funkt ionen  yon beiden Seiten ist. Trifft  dies far  l 
nieht zu, so kann H ( A ) ~ A  sein (3,}. 

Es kann aueh vorkommen, dass die Dimension der Hal le  It(A) einer 
Punktmenge  h. mindestens um 2 gl'tisser ist als die Dimension yon A. Bei- 
spiel:  A sei die Gesamtheit  der  zweidimensionalen Kanten eines vi~rdimen- 
sionalen Simplexes S ~ im R 4. Dann ist H ( A I - - S  4 (3~). 

8. Angesiehts der fundamenta len  B(~.deutung des Kontinuittttssatzes tritt 
die Frage auf, ob die Voranssetzungen dieses Satzes sttmtlich wesentl ich sind 

(20) Zum Bewoise wird der Satz y o n  HARTOGs-OsGoOD auf oin goeignetos G: umfas- 
sendes Gebiet G' angewandt. 

(a~j H. CAUTaN, S6minaire 1951-52, Exp. XVIII-XX. 
(.~t) A. a. (). (r,~. 
(s~) A.  a. O. ~). 
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oder aber vielleicht noeh eingeschrankt  werden  kSnnen (a3}. In  den obigen 
Aussagen wird immer  vorausgesetzt, dass die Flachen FI~ und F~ k 2k-dimen. 
sionale analyt isehe Flachen sind. L~sst sieh der  analytisehe Charakter  yon 
F0 ~ aufgeben ? {Das wlirde bedeuten, dass auch fast alle F ~ nicht mehr  als 
analyt isehe Fl~ichen vorausgesetzt werden  k(inn~n). Beim ersten der hier in 
5. dargestel l ten Beweise (namlieh des Kontinuit~tssatzes beztiglich regul~trer 
Funkt ionen)  wird an Ei~enschaften der  F ak ~ nur  benutzt, dass wegen  ihres 
analyt ischen Charakters  das Maximumprinzip auf  ihnen gilt. F~ir jede andere 
Klasse yon Fl~ehen FI~ (auch ungerader  Dimension}, die dem Maximumprinzip 
fiir analyt ische Funkt ionen gentigen, l~,sst sieh daher  auch ein Kontinuit~tts- 
satz (zum mindesten ftlr regul~ire Funktionen)  aufstellen. ]at das Maximum- 
prinzip auf  F o nieht  erfilllt, so gilt der  Kontinuitatssatz sieher nieht  mehr  
une ingesehrankt  (~). Die Klassifikation der F lachen mit Maximumi,rinzi p im 
R ~" ist ftir beliebiges n bisher  nieht  durchgeftihrt ,  ausser  ftir den Fall  der  
Fl~chen yon der  Dimension 2 n - - 1 .  In  diesem Falle  sind es genau die ana- 
lyt isehen Sehichtflaehen.  Im Raume yon zwei komplexen Ver~,nderliehen 
lassen sieh dagegen die F laehen  mit Maximumprinzip vollst~ndig angeben. 
Es sind neben den dreidimensionalen analy~ischen Schiehtf l~ehen mit zwei. 
dimensionalen analyt ischen Sehichten (analytisehe Hyperfl~ehen) nu t  noeh 
die zweidimensionalen analyt isehen Flaehen.  So gilt z. B. auf  ke iner  zwei. 
dimensionalen Ebene des R ~, die nieht  analyt isehe Ebene ist, das Maximum. 
prinzip unfl damit nicht der Kontinuitatssatz mit dieser Ebene als Grenz. 
f laehe F0. 

9. Der Kontinuitiitssatz betrifft  die Fortsetzung analyt iseher  Funkfionen.  
Nan gibt es ganz analoge Aussagen, die sich nicht auf  analyt isehe Fanktio- 
nen, sondern auf  andere  Objekte beziehen. 

GASTO~ Ju]~IA hat  1926 in seiner grossen Arbeit  (( Sur  les families de 
fonctions analyt iques de plusieurs variables ~ (35) einen Kontinuitatssatz ftir 
die Normalit~tt yon Famil ien  regularer  Funkt ionen  aufgestellt  und dann, wie 
HARTOGS und E. E. L E w  ftir die Regnlar i ta ts-  und Meromorphiegebiete,  
notwendige Bedingungen ftir die Normali tatsgebiete abgeleitet. Uberraschend 
war  damals die viillige Ubere ins t immung dieser Bedingungen.  1932 haben 
dann H. CA]~TAN und P. THULL]~N gezeigt (~6), dass die Regulari tatsgebiete 
mit  den Normalit~tsgebieten ers ter  Art (87) t ibereinst immen und dass die 

(33) H. BEHNKE und ]L SOMMER, Ubef die Voraussetzungen des Kontinuit~tssatzes, 
• Math. Ann. ,,, 121 (1950), 356.378. 

(a4) A. a. O. (as), p. 364, Satz 3. 
(~) ¢ Acta math. ,, 47 (1926) 53.115. 
(3~) Siehe die in (is) zitierte &rbeit yon H. CARTAN und P. THULLEI~. 
{a~) :Eine gleiehml~ssig konvergente Folge regul~irer l~unktionen heisst eine Folge erster 

bzw. zweiter Art, je nachdem die Grenzfunktion eine regul~ire l~unktion oder die Konstante 
ist. Eine in einem Gebiete G ~lormale Familie ~ heisst dort yon erster bzw. zweiter Art: 



~12 H. BEIINKE - K. ~TE1N : D c r  ,S'ct'crischc ,q,tl.~ m~d dcr  Ko~t t in t t~t i l l ssatz  

Normalit~ttsgebiete zweiter Art 1Keromorphiegebiete und zugleich meromorph-  
konvex sind. Darauf  wurde  1938 yon uns nachgewiesen,  dass jedes  meromorph-  
konvexe Gebiet, falls es schlicht ist, RegularitS,tsgebiet ist (3s). Also ist j edes  
schlichte Normalit~ttsgebiet Existenzgebiet  einer  regul~xen Funkt ion  und 
damit  k-konvex.  Das bedeutet ,  dass sich ganz analog wie in 5. ein allge- 
meiner  Kontinuit~ttssatz f~ir normale Famil ien  regul~rer  Funkt ionen  auh t e l l en  
lltsst, der  den oben erwtthnten Satz yon JULIA - -  Yon ihm nu t  fttr zwei 
Verlinderliche formulier t  ~ umfasst .  Er lau te t :  F ~  sei eine 2k-dimensionale  
analyt isehe Flli che in einem Gebiete lJ TM des R 2". G~o k sei ein 2k-dimensio- 
ha les  auf  Fo ~k gelegenes Gebiet,  das relat iv in bezug auf  F ~  kompakt  ist, 
mit dem Rande C~ k-~. Fe rne r  sei FS~ k, F~ ,  ... eine Folge analyt iseher  Fl~tehen 
in B ~", die gleiehmRssig gegen F~ ~ konvergieren.  Auf j eder  Flaehe F~ k ..,k 
( ~ 1 ,  2,...) sei ein relativ kompaktes  Gebiet  G~ mit dem Rande  C~ ~-~ 
gegeben, wobei  mit wachsendem tt die G~ k gleiehm~tssig gegen 0~0 ~ und die 
C~ k-~ gleiehmassig gegen Co ~--~ konvergieren.  Sei ferner  Z eine Famil ie  yon 
Funkt ionen  f(~,, . .  , ~,~), deren Regular i ta tsgebiete  ein schlichtes Gebiet D(Z} 
als Durehsehni t t  besitzen. Geh~ren dann alle Punk te  yon C~o ~-~ sowie alle 
Punk te  j edes  0~ ~ U C s~-~ zu D(Z~ und ist Z normal in diesen Punkten,  so 
geh~ren aueh die Punk te  yon G~ ~ zu D(Z), und Z bleibt  in allen diesen 
Punk ten  normal. - Die Fortsetzbarkei t  der Funkt ionen yon Z in die Punk te  
yon G~ ~ folgt unmitte!bar  aus dem Kontinuit~ttssatz in 5. Die NormalitS,t 
yon Z in 020 ~ ergibt sieh wie in 5 ,  indem man ausnutzt,  dass das Normali- 
ttttsgebiet yon Z k-konvex  ist. 

Es lasst sich zeigen, was hier nieht ansgeRthrt  w e r d e n  soll, dass die 
Voraussetzung tiber die Sehliehtheit  yon D(Z) ersetzt werden  darf  dureh die 
Forderung,  dass das Gebiet  B TM, in welchem die analyt ische Fl~tehe F~ ~ 
gegeben ist, Regulari t t t tsgebiet  ist. 

W. SAXER hat den Kontinuitatssatz von G. JULIA auf  normale Famil ien  
meromorpher  Funkt ionen  ausgedehnt  (3~); das bedeutet ,  dass die Normalit~ts- 
gebiete meromorpher  Famil ien ebenfal ls  den erwahnten  Bedingungen yon 
JULIA bzw. HAR~O~S-LEvI genilgen. Anders als im Fal le  regul~rer  Funktio- 
hen kann hier  j edoch  nieht aus der  Theorie  von C A R ~ A ~ - T H u ] ~  di~ 

jenaehdem jede in G gleichm~issig konvergente Folge ,con Funktionen aus F eine Foige 
erster Art ist odor aber in F mindestens eine Folge zwoiter A.rt oxistiert. Das zugehSrigo 
Normalittitsgebiet nennt man ein Normaliflttsgebiet erster bzw. zweiter Art. 

(3s) Ygl. die in (14) zitierte Arbeit sowie die Arbeit der Verf. : Konvergsttt6 Folge~ 
niehtschlich~ef Regula~'it~tsbereiche, • Ann. Mat. pura appl. ,, Bologna, IV, 28 (1949), 317..3'26. 
In diesel" Arbeit wird die obige _kussage auf fast-endlich-blitttrige Gebiete liber dora R ~'~ 
ausgedehnt. 

(39~ W. SAXER. ~fber die no~'ma, len ,%baron meromo~'phe~" Funkt ionen mehre~'e~" Variablen, 
Comm. math. holy. % 4 (1932), 256.267 und Sur los domaines de no~'malitd d. fcs. m~t'om. 

d. pl. v. c., ¢ J. ~Iath. put. appl. =, IX, 31 (1952). 49.51. 
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Regular -  bzw. Meromorphiekonvexitat  dieser Gebiete erschlossen werden. 
Doch gibt es im Falle  der  Funkt ionen zweier Verander l iehen {auf den sich 
Ju]~IA und SAXER beschr~nken) einen anderen Weg, dies nachzuweisen.  
K. 0KA hat in seiner gl 'undlegenden Arbeit (, Domaines pseudoconvexes >> {4o) 
gezeigt, dass Gebiete im R ~, die den Bedingungen yon HARTOGS-LEw 
genttgen, Regularit ',ttsgebiete sind. Mit Hilfe der .Regul / t rkonvexi ta t  lasst sich 
dann, gesttttzt auf den Sa~xerschen Kontinuitatssatz,  im R ~ das Analogon des 
oben formul ier ten al lgemeinen Kontinuitatssa.tzes fllr normale Famil ien aueh 
im Falle meromorpher  Funkt ionen naehweisen.  Im R ~', n >  2, ist die ent- 
spreehende Aussage bisher noeh nieht  bewiesen. 

Eine wei tere  Uber t ragung des Kontinuitfitssatzes auf  andere  Objekte ist 
yon W. ROTI~STEIN vorgenommen wordev ('~). Diese sind bei ibm analytische 
Mengen yon mindestens vierter  Dimension im R "2'', n ~ 3. Die Aussage lautet  
ganz entspreehend ~vie in 5. ; nu r  trit t  an Stelle der Funkt ion  f eine rein 
2/-dimensionale analyt isehe Menge M ~t, 1 ~ 2, und die Gebiete -.~'~k~ auf den F~k 
unter l iegen einer  gewissen Einsehr~nkung.  Besonders zu beaehten ist, dass 
aus dieser Rothsteinschen I~bertragung des Kontinuit~tssatzes ein Analogon 
zum Hartogs-Osgoodsehen Satz folgt. Eine spezielle Fassung davon lau te t :  
Ist M 2t eine rein 2/-dimensionale analyt ische Menge, l ~ 2 ,  die in e iner  
Umgebung des Randes eines Regularit'Atsgebietes G TM im R ~', n ~ 3 ,  n >  l, 

vorgegeben ist, so l~sst sieh M~ in das gesamte Innere  yon G TM fortsetzen. 
F a r  l = 1 wird die Aussage falseh, desgleiehen wenn G'-'" kein Regularit'~,ts- 
gebiet ist. 

(40) , The TohSku Math. J. ,, 49 (1942), 15.52. 
(4t) W. ROTIISTEIN, Die Fortsetzung rie~'- u~d h6herdimo~sionaler a~alytische~" Fldche~ 

des R ~ (n=~3), cMath. Ann. ,, 12l (1950)~ 330.355 und Uber die Fortsetz~ng analytischer 
Fldchen, • Math. Ann. , ,  122 {1951), 424.434. 


