Der Severische Satz tiber analytische Fortsetzung von Funk-
tionen mehrerer Verinderlichen und der Kontinuititssatz.

Memoria di H, Beuxge und K. Striv in Miinster {Westfalen).

Zusammenfassung, - Der Kontinuitdissatz fir analytische Fldchen (Math. Ann. 113) wird
zum Beweise des Satzes von F. SEveRt diber die Forlsetzung holomorpher und wmero-
morpher Funkbionen reeller und komplexer Verdnderlichen vom Rande eines Gebieles
ins Innere benuizlt. Dadurch kanwn die Severische Aussage weiter ausgedehni werden.

Sodann werden die Ergebnisse auf Punkimengen in vollsidndigen offenen komplexen
Mannigfaltigkeiten dibertragen. Abschliessend werden Analoga zum Kontinuitdtssatz
behandelt (und Folgerungen daraous gezogen), die als Objekte normale Familien und
analytische Fldchen an Stelle einzelner analylischer Funktionen haben.

1. Auf der Tagung tber Funktionentheorie mehrerer Verinderlichen,
die das Centre Belge de Recherches Mathématiques im Mirz 1953 veranstal-
tete, hat ¥F. SEvERI auf folgenden von ihm bewiesenen Satz (') hingewiesen :
Im Baume von r reellen Verdnderlichen w«,, .., x, und k komplexen Verdn-
derlichen w,, .., wy k=1, r +-k=2) sei ein beschrinkies Gebiet & mit
zusammenhdngendemn Rande R gegeben. Sei flx,,.., ©,, w,, .., W) auf R
eindeutig und (im Sinne von Weierstrass) reguldr. Dann ist flx,, .., ,,
W, , ey W) in das Innere von G eindeutig und reguldr foriselzbar. F. SEVERI
hat weiter betont, dass es erstrebenswert sei, auch einen einfachen Beweis
der entsprechenden Aussage fiir meromorphe Funktionen zu finden (*).

Im Falle r =0 gehen die Severischen Aussagen in schon seit langem
bekannte Sitze der Funktionentheorie mehrerer Veriinderlichen tber. Ist f
auf R regulir, so ist die Behauptung iiber die uneingeschrinkte regulire
Fortsetzbarkeit ins Innere von G der Inhalt eines Satzes von Harrogs und
W. F. Osgoop. Ist f auf B meromorph, so ist die uneingeschrinkfe mero-
morphe Fortsetzbarkeit von f ins Innere von @ von E. E. LEVI nachgewiesen
worden. Beides ist dargestellt in dem bekannten Lehrbuche von W. F. Os.
G0oOD ().

(!} P. Severy, Una proprietd fondamentale dei campi di olomorfismo di una funzione
analitica di una variabile reule e di una variabile complessa, « Atti Accad. naz. Lincei »,
Rend. VI, 15 (1932), 487-490, und: 4 proposifo @’ un teorema di HarToGs, « Comm. math,
helv. », 15 (1943), 350-352.

(?) Siehe zu dem Problem auch S. BocENEr and W. T. MartIN, Several complex
variables, Princeton 1948, p. 64 ff.

(3) W. F. Osgoop, Lehrbuch der Funktionentheorie II, 1, 2. Auflage (1929), S, 211.221.
Uber die Vervollstindigung der Beweise durch A.B. BrowN siehe weiter unten in diesem
Abschnitt. Weitere Beweise gaben R. Furrser, Uber einen Hartogsschen Satz, « Comm.
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Der Beweis des Severischen Satzes Fiir regulidre Funktionen erfolgt durch
direkte Anwendung der Cauchyschen Integralformel. Ist z B. r =1 wund
=1 und wihlen wir speziell als Gebiet G den Zylinder {|a| <1, |w| <11,
so ist die Fortsetzung der auf R gegebenen Funktion f(x, ) durch das Integral

L[ flew 1)
(1) Aoy =gy | DG
fal=l

gegeben. Denn auf den Deckelflichen {x =1, |w|< 1] und folglich in
einer Nachbarschaft ist nach Voraussetzung f(x, ) reguldr, und daher ist
dort Jw, w) = f{x, w). Andererseits ist J(x. w) eine im ganzen Innern von G
regulire Funktion. Wegen des Identititssatzes fiir analytische Funktionen
muss dann J(x, w) anch auf jeder Ebene x=—¢ mit —1<c<<-+1 die
vorgegebenen Randwerte f(x, ) haben.

Zum Beweise der Aussage fiir Gebicte komplizierterer Struktur sind
sustitzliche Uberlegungen erforderlich. Der Beweisansatz bleibt derselbe: Es
wird jeweils das vorgegebene Gebiet G im (x, w)-Raum mit der Ebene = = ¢
zum Schnitt G, gebracht und nun mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel
die vorgegebene Funktion f(x, w) vom Rande von @, ins Innere von G,
fortgesetzt. Hierbei aher kann die folgende Schwierigkeit auftreten. Bei
stetiger Verschiebung der Ebenen x = ¢ kounen bei den G, von einem c¢, ab
neue «innere» Randkomponenten auftreten, und es ist von vornherein nicht
gicher, dass die durch Fortsetzung mittels der Cauchyschen Integralformel
vom <« dusseren » Rande her erzeugten Funktionselemente auf den «inneren»
Randkomponenten mit den in der Voraussetzung des Satzes vorgegebenen
Funktionselementen iibereinstimmen. W. F. Osgoon hat in seinem Lehrbuch
die bei seinem Beweisansatz analoge Schwierigkeit noch tibersehen. Darauf
hat A. B. BRowN hingewiesen und zum' ersten Male fiir den Hartogs-Osgood-
schen Satz einen léickenlosen Beweis gegeben (*). Bei dem oben skizzierten
Beweisansatz filr den Severischen Satz ldsst sich die Schwierigkeit entspre-
chend tberwinden. Hierzu muss ausgenutzt werden, dass der Gesamfrand
von G zusammenhiingt (°). Die Ubertragung des Satzes auf mehr als je eine
reelle oder je eine komplexe Verinderliche macht dann keine Schwierigkeit.

2. Ist f(o,, ., %,, W,,.., wy) nur als meromorphe Funkiion auf dem
Rande des Gebietes G im (x,,..., .. w,, ..., wy)~-Raum vorausgesetzt, so lisst
sich nicht, wie oben skizziert, vorgehen, da eine Cauchysche Integralformel

math. helv.», 12 (1939), 75-80, und: {Tber einen Havrtogsschen Satz in der Theorie der ana-
lytischen Funktionen von n komplexen Verdmderlichen, «Comm. math. helv.», 14 (1942),
894-400 ; ferner E. MARTINELLI, Sopra una dimostrazione di R. FUrTER per un feorema di
Harroes, « Comm. math. helv. >, 15 (1943, 340.349.

(#) A. B. BrowX, On certain analytic conlinuations and analylic homeomorphismus,
« Duke Math, Journ.», 2 {1936), 20-28.

(®) K. Srrix, Die Regularititshiillen niederdimensionaler Mannigfulligkeiten, « Maih.
Ann.», 114 (1937), 543.560.
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nicht zur Verfiigung steht. Nun hat aber schon F. HaRrogs einen grundle-
genden Satz tiber die Fortsefzung reguléirer Funktionen abgeleitet, der heute,
unter allgemeineren Voraussetzungen ausgesprochen, als Konlinuildlssalz
bezeichnet wird (°). Wir werden weiter unten noch ausfithrlicher darauf
eingehen. Mit Hilfe des Hartogsschen Kontinuititssatzes lisst sich ebenfalls
ein Beweis fiir die Severische Aussage im Falle regulidrer Funktionen leichf
erbringen. 1911 hat schon E. E. Levi den Hartogsschen Spezialfall des
Kontinunitdtssatzes auf meromorphe Funktionen ausgedehnt, und spiter haben
andere Autoren den allgemeinen Kontinuitiitssatz auf den Fall meromorpher
Funkionen erweitert. Von H. KNESER wurde der Kontinuititssatz in der
folgenden Fassung bewiesen ('): Es sei b* ein beschrdinkies Gebiet mit dem
Rande ¢' in der w-Ebene und f(z, ..., 2., w) eindeutig und reguldr (mero-
morph) fir w€c' und |2 —2 | <e, i =1,..., n. Ist ferner [ eindeutig und
reguldr (meromorph) fiirr wEB, z; =2 (v=1, 2,..) mit lim 2 =% so ist f
eindeutig und reguldr (meromorph) in alle Punkle w €h®, #; =2 fortsetzbar.

F. Harrogs und E. E. LEVI haben den Satz fiir den Fall, dass b® ein
Kreis ist, ausgesprochen, und zwar Harrmogs fir regulire und Lev: fir
meromorphe Funktionen.

Der Beweis der Severischen Aussage fiir reguliire (meromorphe) Funktio-
nen in dem oben betrachteten Falle des Gebietes G: | —1 < <+ 1, |w| <1}
lasst sich nun mit Hilfe des Kontinuititssatzes wie folgt fithren. Wir
betrachten wieder wie in 1. die Schnitte von G mit den Ebenen x=c.
Angenommen, f sei nicht auf allen diesen Ebenen ins Innere von G regular
{meromorph) fortsetzbar. Dann gibt es ein grosstes ¢, genannt ¢,, fiir das eine
solche Forsetzung nicht moglich ist. Sicher ist auf Grund der Voraussetzungen
¢, <1. Auf allen Ebenen x=¢ mit ¢, <c¢<<1 ist f reguléir (meromorph) in
|w|<1. Das aber widerspricht dem Kontinuititssatz schon in der speziali-
sierten Form von HARTOGS bzw. LEvi: Es braucht nur eine Folge von Ebenen
x=c¢, mit ¢,>¢, und limc, = ¢, gewihlf zu werden. (Dass hier eine reelle
Versinderliche « an Stelle der oben im Kontinuitiitssatz auftretenden komple-
xen Verinderlichen z,,..., 2, auftritt, stort nicht, da Regularitit bzw. Mero-
morphie in der reellen Veriinderlichen x ja immer Regularitdt bzw. Mero-
morphie in bezug anf die komplex ergiinzte Verinderliche 2z = x + iy bedeutet).

Im allgemeinen Falle des Severischen Satzes (r =1 reelle und k>=1
komplexe Veriinderliche, beliebige beschrinkte Gebiete G) ldsst sich entspre-
chend vorgehen. Nur kann man natiirlich nicht den Spezialfall von HarroGs

¢} Die Literatur zaum Kontinuitiitssatz bis 1934 ist angegeben in dem Berichi von H.
Beunke und P. TuuLueN, Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Verdnderlichen,
Erg. d. Math. u. i. Grenzgebiete (1934) (abgekiirzt: B.-Th. Bericht).

{*) H. Kngsgr, Der Satz von dem Fortbestehen der wesentlichen Singularitditen einer
analytischen Funktion zweier Verdnderlichen, <« Jahresberichte D. M. V.», 471 (1932), 164-168
und: Ein Satz viber die Meromorphiebereiche analytischer Funktionen von mehreren Verdn.
derlichen, « Math. Ann.», 106 (1932), 648-665,
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bzw. LEvl des Kontinuititssatzes zum Beweise des Satzes heranziehen, da
die auftretenden zweidimensionalen Schnitte des Gebietes G nicht notwendig
Kreise sein miissen. Im allgemeinen Falle ist ferner das oben erwiihnte
eventuelle Auftreten «innerer » Randkomponenten auf den zweidimensionalen
Schnitten zu beriicksichtigen. Eine vollstdindige Durchfithrung des Beweises
unter Beriicksichtigung dieser Schwierigkeit findet sich fiir den Fall r =1,
k=1 in der unter (*) zitierten Arbeit.

3. Die Skizze des Beweises fiir die Aussagen von F. SEVERI, wie sie
in 2. gegeben wurde, lisst leicht erkennen, dass die Voraussetzung tber die
Regularitidt bzw. Meromorphie der vorgegebenen Funktion auf dem gesamten
Rande fiir wichtige Klassen von Gebieten G nicht voll ausgenutzt zu werden
braucht. Das wollen wir zuniichst im Falle einer komplexen und einer reellen
Verinderlichen auseinandersetzen. Z. B. geniigt es bei dem unter 1. betrach-
teten Gebiet G: | —1 <x<<+1, |[w|<1}, die Regularitit bzw. Meromorphie
von f(x, w) lediglich auf der Mantelfliche: { —1<<ax<<+1, |w|=1} und
nur einer der beiden Deckelflichen, etwa {x = + 1, |w|<C1}, vorauszusetzen.
Der angegebene Beweis fiir die anf dieses Gebiet beziigliche Severische
Aussage benutzt die Regularitit (bzw. die Meromorphie) lediglich auf diesem
Teil des Randes. Er liefert zugleich den Nachweis, dass die Funktion auch
anf der anderen Deckelfliche: jx=—1, |w|<<1} reguliir (bzw. meromorph) ist.
Die entsprechende Uberlegung lisst sich fiir jedes Gebiet G durchfiihren,
das ein Stiick einer Ebene x —=c¢ als Deckelfliiche besitzt. Genauer heisst
das: & muss ganz auf einer Seite von x = ¢ liegen, und ein zweidimensionales
Gebiet g auf # =c¢ muss zum Rande R von G gehoren. Ist dann R* =R —g
zusammenhiingend, so braucht die Regularitit (bzw. Meromorphie) von f
lediglich auf R* vorausgesetzt zu werden (%)

Im allgemeinen Falle von r reecllen und %k komplexen Verinderlichen
lisst sich eine entsprechende Aussage formulieren. Dabei ist zu beachten,
dass die Deckelfliiche nicht notwendig Stiick einer Hyperebene zu sein
braucht, weil bei der Anwendung des Kontinuitiitssatzes zum Beweis der
Severischen Aussage lediglich zweidimensionale Ebenen », —=c¢,, ..., ®, = ¢,,
W, = Y,, .., Wy = Y; benutzt werden.

4. Im Anschluss an diese Aussage liegt eine weitere Verallgemeinerung
nahe. Eine analytische Funktion von r reellen Veriinderlichen x,,.., ,
und k komplexen Verdnderlichen w,,.., w, lisst sich auch auffassen als
eine Funktion von (r + k) komplexen Verdnderlichen z, = o, + y,, ...,
2y =Xy + Wy, 2py;=w;, j=1,.., k die anf der (r + 2k)~dimensionalen

(8) & braucht dabei keine zweite Deckelfliiche zu hesitzen, wie es in dem hetrachteten
Beispiel zutrifft.
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Ebene E™*: {y =y, =..=y,=0} des R*"*® betrachtet wird. Diese
Ebene E"+* ist eine r-parametrige Schar von 2k-dimensionalen analytischen
Ebenen, die charakterisiert sind durch x; =v¢;, j = 1, ..., r. Fir die Gultigkeit
der Severischen Aussage ist diese analytische Schichtung entscheidend,
némlich : Die Severische Aussage lisst sich anch dann beweisen, wenn die
betrachtete Punktmenge des Raumes R*"+* keine Schichtfliiche analytischer
Ebenen, sondern allgemeiner von analytischen Flichen ist.

Der hier zu Grunde gelegte Begriff der analytischen Fliche stittat sich
auf den Begriff der analyfischen Menge. Unter einer analytischen Menge M
in einem Gebiete B*" des Raumes E*” von » = r + k komplexen Verdnder-
lichen £,,..., £, wird eine in B*”" abgeschlossene Punktmenge verstanden,
die in jedem ihrer Punkte durch ein lokales System analytischer Gleichungen
charakterisiert wird, d. h.: Zu jedem Punkt P von M gibt es eine Umgebung
U(P) und endlich viele in U(P) regulidre Funktionen g, (§,.., £,), derart
dass die in U(P) gelegenen Punkte von M genau mit den LOsungspunkten
des Gleichungssystems g, (£, ..., £,) = O iibereinstimmen. M heisst irreduzibel
in B*", wenn M nicht Vereinigungsmenge zweier echter Teilmengen ist, die
ihrerseits analytische Mengen in B*" sind. Jede irreduzible analytische Menge
M in B®" besitzt eine eindeutig bestimmte Dimension 2k, wobei k einer der
Werte — 1, 0,..., # sein kann {°); gilt 1<<k<n -1, so heisst M eine
2k~-dimensionale analytische Fliche F** in B*".

‘Wir nennen nun eine in B*” abgeschlossene nichtleere Punktmenge eine
s-parametrige analytische Schichifiiche S°+°* in B*" (s + 2k <7 2u), wenn sie
als s-parametrige Schar von 2k-dimensionalen analytischen Flichen darstell-
bar ist. Dies bedeutet: Jedem Punkte ¢={(f .., ;) eines Gebietes b* im
Raume der reellen Verinderlichen ¢,,..., {, ist eine 2k-dimensionale analyti-
sche Fliche F**(f} in B*" zugeordnet; alle diese F**{f) sind in $°*** enthalten,
und durch jeden Funkt von S7*+** liuft wenigstens ein F2*(f). Die F?*(f)
hingen in folgendem Sinne stetig von ¢ ab: Ist #* =}, ..., &7} ein Punkt
aus b* und {0 = (£, ..., #) eine gegen #* konvergierende Folge von Punkten
aus b®, so konvergieren die F**({*)) (gleichmiissig in jedem kompakten Teil
von B*") gegen F*4(#*) - Jedes F**(f} heisse eine Schicht in §5+2%,

An Stelle des oben in der Severischen Aussage betrachteten Gebietes 6
in einer « Schichtebene » E’*** fritf jetzt ein Gebiet G**** in einer analyti-
schen Schichtfliiche 8°*+** und entsprechend ist eine regulire (bzw. mero-
morphe) Funktion f{§,,.., §,) in diesem Gebiet baw. auf seinem Rande
vorgegeben. G'*** muss natiirlich relativ kompakt in bezug auf §°+* sein,
d. h. alle Randpunkte von G°*** miissen im Innern von 8*+** liegen. Damit
nun das geschilderte Beweisprinzip (das sich vornehmlich auf den Kontinui-
tatssatz stiitzt) weiterhin angewendet werden kann, muss tiber G+%* eine

(?) k= — 1 kennzeichnet die leore Menge, & ==n den Fall M= B,
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weitere besondere Voraussetzung erfilllt sein. Es sei F**(#) irgendeine
Schicht, die G*+* trifff. Dann muss es moglich sein, von der Schicht F**(#)
aus stetig im Raume der Parameter £ ,.., {, zu einer Schicht F*A(#V) iiber-
zugehen, die lediglich Randpunkte mit dem Gebiete G*+** gemeinsam hat.
Diese Voraussetzung ist nicht selbstverstiindlich. Sei z. B. §* im Raume von
r + k=2 komplexen Veriinderlichen 2, w die analytische Schichtfliche
|wi{=|2|. Die analytischen Schichten sind hier die analytischen Ebenen
w==z+e" Das durch |#| <1 in 8° bestimmte Gebiet G&° erfiillt nich{ unsere
Voraussetzung. In der Tat ldsst sich in diesem Falle auch nicht jede auf
dem Rande von @° regulire Funktion ins Innere von G* fortsetzen, z. B.

nicht f(z, w)= }z .

Man braucht jetzt natiirlich einen allgemeinen Kontinuititssatz, in dem
an Stelle der oben auftretenden zweidimensionalen analytischen Ebenen
@ =¢C, i=1,.., r, w;=1y;, j =2,... k, analytische Flichen der Dimension
2k auftreten. Ein solcher Kontinuitidtssatz existiert nun in der Tat (*°). Im
niichsten Abschnitt kommen wir darauf zuriick. Mit Hilfe dieses Kontinuitéts-
satzes lisst sich genau wie oben zeigen, dass eine regulire (meromorphe)
Funktion vom Rande eines Gebietes G**+**, das den obigen Bedingungen
geniigt, ins Innere hinein fortsetzbar ist. Nattirlich muss dabei wiederum
die von BROWN bemerkte Schwierigkeit, von der bereits oben die Rede war,
beachtet werden.

B. Der Kontinnititssatz, wie er von F. Harrogs und H. E. Levi formu-
liert ist und hier in den Abschnitten 2 und 3 herangezogen wurde, bezog
sich stets auf die analytische Fortsetzung reguléirer (meromorpher) Funktionen
auf zweidimensionalen zueinander parallelen analytischen Ebenen. Im
Abschnitt 4 dagegen wird eine Aussage bendtigt, die die Fortsetzung von
auf analytischen Flichen gegebenen Funktionen betrifft. Der allgemeine
Satz lautet: ng sei eine 2k-dimensionale analytische Fliche in einem
Gebiete B*” des Raumes von # = 7 4k komplexen Veriinderlichen §,, ..., E
I<k<n-—1) 65" sei ein 2k—d1mensxonales Gebiet ganz im Innern von Fi*
mit dem Rande €;*~'. Ferner sei Fi', ¥}, ... eine Folge analytxseher Flachen
in B*, die glelchmasmg im Innern von B*" gegen ¥ konvergieren. Auf
jeder Fliche Fﬁk (p=1, 2,..) sei ein ganz im Innern liegendes Gebiet (x
mit dem Rande ng ~! gegeben, wobei mit Wachsendem p die G' glelchmasmg
gegen G und dle C:¥! gleichmissig gegen Co konverglelen Ist dann die
Funktion fE,,.., E,,) in allen Punkten von o' sowie in allen Punkien der
Gﬁk eindeutig und reguldir (meromorph), so lisst sich [ in alle Punkte von G
eindeutig und regulir (meromorph) foriselzen.

(19) Fiir den Fall reguliirer Funktionen siche: H. Brunkr, Der Konlinuitdtssatz und
die Reguldrkonvexitit, « Math. Ann. ., 113 (1936), 392.897,
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Die Behauptung in dieser Aussage (durch den Druck hervorgehoben)
lasst sich offenbar auch so formulieren: Besitzt f im Innern von G5 eine
Singularitiit, so anch im Inncrn der Gik fier p > p, ('), Die Aussage sichert
also die « stetige Fortsetzung » der Singularitiiten einer analytischen Funktion.
Und das hat zur Bezeichnung « Kontinuitétssats > fur diese Aussage gefithrt.

Im Falle der Regularitiit der betrachteten Funktion fE, ., &) ist der
Beweis des hier angefithrten allgemeinen Kontinuititssatzes sehr einfach
mit Hilfe des Begriffes der von H. CArraAN und P. THULLEN eingefiihrten
k-Konvexitit (**) zu erbringen. Zunichst ist zu beachten, dass eine Fortsetzung
von f(€,.., £, von C%k"' her ins Innere von Gﬁk, wenn tiberhaupt mdglich,
stets eindeutig ist. Das bedeutet insbesondere auch, dass jede Fortsetzung
innerhalb G¢° von einer Randkomponente %' gu einer {eventuell vorhan-
denen anderen) Komponente von €5 ' stets zu den dort gegebenen Funktions-
elementen fithren muss. Trife dies nimlich nicht zu, so miisste Gleiches auf
den F§° approximierenden F;z,,k fir p>p, gelten. Nach Voransselzung ist
aber f(,,.., &,) dort eindeuntig vorgegeben.

Wire nun die Behauptung des (verallgemeinerten) Kontinuititssatzes
falsch, so kinnte sich f nicht uneingeschrinkt vom Rande von G5° ins Innere
fortsetzen lassen, d. h das Regu}aruatso'eblet A*" von [ besitzt wenigstens
einen Randpunkt Q im Innern von Go', der von 02~ her tiber Pankte, die
zugleich in G§° und A?" liegen, erreichbar ist. Nun ist A’" k-konvex im
Sinne von CARTAN-THULLEN. Wihlen wir eine ganz im Innern von A"
liegende 2n~dimensmnale Umgebung U von C3° 7, so gibt es also einen Punkt
P, in G3¥ N A, dessen Distanz vom Rande von A®" kleiner ist als die
Randdistanz von U in bezug auf A’". Folglich gibt es auch eine in A*"
reguliire und eindeutige Funktion R(E,, ..., §,), fur die

1) | B(P,) | > Max | B{(U) |

ist. Aus (1) folgt weiter, dass es eine 2n~dimensionale Hyperkugel K?*" um
P, in A®" gibt, so dass fiir jeden Punkt P aus K*»

2) | h(P) | > Max | b(U) |

ist. Da die Fﬁk mit ihren G2 und (Vo gegen Fo' mit G und C%k konver-
gieren, so miissen fiir p > u, alle sz in U liegen und die G mit K*"
gemeinsame Punkte haben. Das hat zur Folge, dass es auf Gﬁk, p>p,
Punkte P,, die innerhalb K*" liegen, gibt, so dass

2k—1
(3) | B{(Py)| > Max | R(C,)|
(*4) Wegen der Voraussetzung der Eindeutigkeit von f in diesem Falle siche a. a. O. (19),

{1?) Siehe H. CarraN und P. TauLLEN, Regularitits- und K genzbereiche, « Math.
Ann. », 106 (1932), 617.647, B.-Th. Bericht, Kap. 6.
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ist. Andererseits liegt G?fc samt Rand im Innern von A*". Also ist auch
hE,, ..., E,) auf Gik einschliesslich ()ﬁk_l reguliir, Das aber ist ¢cin Widerspruch
gegen das Maximumprinzip auf analytischen Flichen ('%).

Der Beweis der entsprechenden Aussage fiir meromorphe Funktionen
f(&,, .., E,) ldsst sich nattirlich so nicht erbringen. Dagegen sprechen zwei
Griinde. Wihrend die Regulirkonvexitit als charakteristische Eigenschaft
der Existenzgebiete reguliirer Funktionen gut verwendbar ist, trifft dies fiir
die analoge Eigenschaft bei meromorphen Funktionen, die Meromorphiekon-
vexitidt ('), nicht zu. Zweitens beachte man, dass in dem eben durchgeftihrien
Beweis das Maximumprinzip fir regulire Funktionen eine wesentliche
Rolle spielt. Und das lisst sich auf meromorphe Funktionen nattirlich nicht
ibertragen. Deshalb ist ein anderer Beweisansatz erforderlich.

Zum Nachweis der in Abschnitt 2 verwendeten speziellen Fassung des
Kontinuitittssatzes fiir meromorphe Funktionen, in der die vorgegebenen
analytischen Flichen Fik zueinander parallele zweidimensionale analytische
Ebenen sind, hat schon 1932 H. KNESER einen Weg aufgewiesen (*°). Im
Falle beliebiger analytischer Flidchen Fﬁk mit k== 1 ldsst sich ein #hnlicher
Weg beschreiten. Man hat insbesondere an Stelle der von H. KNESER heran-
gezogenen gewdohnlichen Cauchyschen Imtegralformel eine fiir nicht geschlos-
sene Riemannsche Flichen geltende verallgemeinerte Integralformel, in die
die Elementarfunktionen der Fliachen eingehen, zu benutzen. Dies ist durch-
gefithrt in einer Arbeit der Verfasser: « Elementarfunktionen auf Riemann-
schen Flidchen als Hilfsmittel filr die Funktionentheorie mehrerer Veriinder-
lichen » ('¢).

Die Giiltigkeit des Kontinuitiitssatzes fiir meromorphe Funktionen in
seiner allgemeinen Fassung mit analytischen Flichen Fik beliebiger Dimension
2k ergibt sich nun durch vollstdndige Induktion nach k. Im Falle k=1 ist
der Satz richtig. Angenommen, er sei fir k—1 mit 1<k —-1<n-—1
nachgewiesen. Wir withlen im R®" eine (2n — 2)-dimensionale analytische
Ebene H®"—%, welche die in B®" vorgegebene analytische Flache Fo¥ trifft,
aber nicht enthilt. Sei ferner Hy* " irgendeine zu H:*"-* parallele (2n — 2)-

{3} Siehe R. RemMuert und K. StEIN, ffber die wesentlichen Singularitdten analytischer
Mengen, « Math. Ann. », 126 (1953}, 263.306.

(*) Zur Definition der Meromorphickonvexitit siche BEHNKE-THULLEN, Bericht p. 72.
In einer Arbeit der Verf., Konvergente Folgen von Regularilitsgebielen und die Meromor-
phiekonvexitit, « Math, Ann.., 116 (1938), 204-216 wurde gezeigt, dass dic Meromorphiekon-
vexitit mit der Regulirkonvexitiit dguivalent ist. Dass andererseits jedes Meromorphiegebiet
meromorphkonvex ist, folgt fiir #—=2 aus der Okaschen Losung des Levischen Problems.
PFitir 2> 2 ist in diesem Augenblick die Frage noch nicht endgiiltig entschieden.

(+%) Siehe a. a. 0. (7).

(t%) H. Beanke und K. SvriN, Elementarfunktionen auf Riemannschen Fldachen, « Ca-
nad. Journal of. Math.», 2 (1950). 152.165.
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dimensionale dnalytlbche Ebene, die mit dem auf Fj° vorgegebenen Gebiet
Go° nebst Rand C* gemeinsame Punkte hat. Dann ist F5' sicher auch
nicht in H3* 2 enthalten, und der Durchschnitt Hz”_2 N FZk Mgk—g ist eine
analytische Menge in B*", die in allen ihren Punkten die Dlmensmn 2k — 2
besitzt. Bei der Durchschmttsblldung entsteht aus 6 auf My * ein Bereich
BF P =H"? N @ mit dem Rande €3 °=H3">N (. Es gentigt zu
zeigen, dass sich die vorgegebene Funktion f(§,,.., £,), die insbesondere
anf €3 als eindeutig und meromorph vorausgesetat ist, stets in den gesamten
Bereich B;* vom Rande C3° her eindeutig meromorph fortsetzen ldsst.
Denn wenn dies moglich ist, so bilden die Fortsetzungen von f(§,,..., §,) in
die Bereiche ng"’g, die bei Durchschnittsbildung von G mit allen G tref
fenden Ebenen Hy" ™ auftreten, zusammen eine eindeutige meromorphe Fort-
setzung von f(£,, ..., &,) in das gesamte Innere von 65 vom Rande €3° " her. -

M:* ? zerfallt moglicherweise in hochstens abzihlbar viele (2% — 2}~d1meusm-
nale analytlsche Flichen ]“Qk"’2 (v==1,..); sei etwa Boi = Foi’ N G nicht
leer. Bol braucht auf F L2 nicht zusammenhangend zu sein. er greifen
eine zusammenhangende Komponente Go von B‘""’" heraus; G  ist ein
Gebiet auf Fe ] ® dessen Rand mit €5 > bezeichnet werde. Sei jetat P, ein
Punkt von G55 ferner P, (p=1, 2,..) eine gegen P, konverglerende
Punktfolge mit der Ewenschaft dass jeweils P, dem anf F gelegenen
Gebiet G angehdrt. Die durch P, laufende, zu Hz""” parallele (2n — 2)-di-
mensmnale analytische Ebene H:‘;" = enthilt fiir p > p, die analytische Fliche
sz nicht, also ist jeweils “2;@_3_]{2”_2 N ng fur p> p, eine (2k — 2)-di-
mensmnale analytische Menge Die F konvergleren gegen Fo'; daher kon-

vergieren die Mak ~% gegen M5E 2 und jedes Mik 2 mit p> i, besitzt einen

irreduziblen Bestandtell Fﬁkl", derart dass diese (2k — 2)-dimensionalen
analytischen Flichen F;’f—z gegen Ko konvergleren Es gibt dann aber auf
den ng T? sicher auch Geblete G%" mit Randern Czk mit der Eigenschaft,
dass dle ng_‘} bzw. C * gegen ng 72 baw. Coy konvergieren und dass fiir
diese Punktmengen und die gegebene Funktlon fE,, .., &) die Vorausset-
zungen des Kontinuititssatzes mit k¥ — 1 an Stelle von & erfﬂllt sind. Folglich
ist f(§,.., E,) in alle Punkte von G5:° vom Rande C&y° her eindeutig
meromorph fortsetzbar. Entsprechendes gilt fur die anderen zusammenhiin-
genden Komponenten von B‘”‘"‘ und damit fir ng'"“ ebenso wie fiir den
Durchschnitt von 65 mlt Jedexn weiteren 1rreduz1blen Bestandteil Fﬁf‘{' 2 von
M2 Haben B..” = Fo5 N Gy° und BY,? = F3',, > N G5° einen nicht leeren
Durchschnitt, so missen die Fortsetzungen von f(,, .., £,) ins Innere von
B und BiY,” in den gemeinsamen Punkten von Bg,’ und B, berein-
stimmen. Denun wiire dies nicht der Fall, so konnte f(,,..., E,,) auch nicht
auf allen F;® approximierenden F>° eindeutig ins Innere der G fortsetzbar
sein. Mithin lisst sich f(,,..., &,) in den gesamten Bereich B eindeutig

meromorph vom Rande her fortsetzen.

4. U di Mat 2 39
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Damit ist der Xontinuititssatz fiir meromorphe Funktionen in seiner
allgemeinsten Fassung bewiesen.

Ein weiterer Beweis ist schon 1947 von W. RorHsTEIN verdffentlicht
worden (*).

6. Der Kontinuititssatz lehrt, dass unter gewissen Voraussetzungen die
Fortsetzung analytischer Funktionen in Punktmengen wmoglich ist, die nicht
von der speziell betrachteten Funktion abhingen. Vom selben Typus sind
die hier betrachfeten Aussagen von F. SEVERI. Vorgegeben ist in einer
gewissen Punktmenge A die Gesamtheit der dort reguliiren bzw. meromorphen
Funktionen; behauptet wird die Regularitit bzw. Meromorphie aller dieser
Funktionen in einer A wumfassenden Punktmenge B. Es liegt nahe, bei
gegebenem A nach der grossten A umfassenden Punktmenge B zu fragen.
Hieriiber gibt es aus den beiden lefzten Jahizehnten zahlreiche Untersuchungen,
in deren Mittelpunkt die Begriffe Regularititshiille nund Meromorphiehiille
stehen. Unter der Regularitiatshiille H{A} einer Punktmenge A wird
diejenige Punktmenge verstanden, die sich auf folgende Weise ergibt: Wir
betrachten die Menge Z der auf A eindeutigen und reguliren Funktionen
i€, .., &n). Es sollen nun alle digjenigen Punkte itber dem Raume der
€,y &n zu H(A) gehoren, in die hinein sich alle Funktionen der Menge %
von A aus gleichzeitig forfsetzen lassen. Dabei ist jeder « Punkt»> von H(A)
gekennzeichnet durch seinen Grundpunkt P und durch die Menge der Funk-
tionselemente, die durch gleichzeitige Fortsetzung der Funktionen aus Z
lings eines von A nach P laufenden Weges gegeben werden (**). (Entspre-
chend l#sst sich die Meromorphiehiille erkliven).

In den allgemeinen Darstellungen sind die grundlegenden Eigenschafien
dieser Begriffe hergeleitet ('°). Eine andere Aufgabe ist die effektive Kon-
struktion der Hiillen vorgegebener Punktmengen. Die Severischen Aussagen
liefern Beitriige zur Lisung dieser Aufgabe. Z. B. lisst sich der in Abschnitt 1
angegebene Spezialfall der Severischen Aussage auch so formulieren: Die
Regularititshiille H der Punktmenge A: {x =21 »=0, |w|<1}| im
Raume der komplexen Ver#inderlichen {# = - iy, w| umfasst die Punkt
menge A*: {|x|<1, y=0, |w|<1}]. Es ist leicht zu sehen, dass in diesem
Falle H(A) mit A* identisch ist. '

Vollig gelost ist die eben skizsierte Aufgabe der Konstruktion von Regu-
laritiafshiillen (bzw. Meromorphiehiillen} u. a. im Falle der Reinhardischen

(t7) W. RorusreiN, Die invariante Fassung des Kontinuitdissatzes fiir meromorphe
Funktionen, « Arch. d. Math.», 1 (1948), 119-126,

(18) Man beachte die Analogie dieser Erklirung zur klassischen Einfithrung der Rie-
mannschen Fliche. Zur genanen Definition siehe B.-Th. Bericht p. 70 und dazu wieder p. 11,

(#?) Vgl hierzu B.-Th. Bericht, insbesondere Kap. 6.
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Korper ; das sind die Korper im Raume der £, ..., £,, die bei Auszeichnung
des Koordinatenanfangspunktes als Mittelpunkt die Drehungsgruppe

(1} E:’—T@"ﬁ”‘g’u V=1,--., »n,

gestatten. Mit Hilfe des Kontinuititssatzes, der hier nur in einer speziellen
Fassung benotigt wird, ist leicht zn zeigen, dass man die Hille eines
Reinhardtschen Korpers R mit dem Mitfelpunkt als innerem Punkt wie folgt
erhiilt : Man gehe itber zum Raume der » reellen Veriinderlichen 7, = log|§, |
und konstruiere die im elementargeometrischen Sinne konvexe Miille S des
Bildes von R im endlichen Raume der 7,. Dann ist H(R) der wie folgt zu
bestimmende Reinhardtsche Korper: a) Die nicht auf den Koordinatenachsen
gelegenen Punkte von H(R) sind genau diejenigen, deren Bilder im
(Nys s Mn)-Baum zau 8 gehoren. Diese Punktmonge sei mit 'H bezeichnet.
b) Man bilde im mengentheoretischen Sinne die abgeschlossene Hille ‘H von 'H,
Dann wird H(R) von den inneren Punkten von 'H gebildet.

Zum Beispiel ist die Regnularitiitshiille des Gebietes D — K, wo D der

Dinylinder {|€, | <1, |E,|<1} und K der Korper H&%—Wﬁ{ﬁJ—%ﬁ(

<e’<£% ist, mit D identisch. Das sieht man schon so ein. Sei f(§,, &,)

irgendeine in D — K regulire (meromorphe) Funktion. Wire nun f(§,, &)
nicht in ganz D hinein fortsetzbar, so gibe es

}Ezl ein kleinstes O mit %§@<1, so dass f(E,, £,

regulidr (meromorph) im Dizylinder D': {|§, | <6,

|E, | <1} ist, doch auf mindestens einer analyti-

schen Ebene & =0.¢® nicht in alle Punkte

innerhalb |§,|<<1 von I aus lokal fortsetzbar

ist. Das aber wiirde offenbar dem Kontinuitits-
l&, | satz widersprechen; f(E,, &,) ist also in D regulir

{meromorph). Andererseits gibt es zu I eine
Funktion f(£,, £,), die in D regulir ist, aber alle Randpunkte von D zu
wesentlich singuliiren Punkten hat. Also ist D = H(D — K).

Der Beweis der oben formulierten allgemeinen Aussage tiber die Hiillen
Reinhardtscher Korper stufzt sich in #hnlicher Weise auf den Kontinuitits-
satz (*°).

Mit den Reinhardtschen Korpern sind eng verwandt die Tubengebiete.
Das sind Gebiete, die alle Transformationen

@) EX =—E,4+14.8,, —oo< B8, <+ oo, v=1,.., n,

{?%) Siehe a. a. O. (%); ferner PrrEr THULLEN, Dominios de Regularidad y Dominios
de Meromorfia de Reinhardt, « Revista de la Unién Matemdtica Argentina s, 17 (1945}, 8348,
und H. J. BreMerMANN, Die Charakterisierung von Regularitiisgebieten durch psendokonvexe
Punktionen, « Schriftenreihe des Math. Inst. d. Univ. Miinster», 5 (1951), 192,
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in sich zulassen. Die Konstruktion ihrer Hiillen ist von verschiedenen Autoren
durchgefuhrt (*!). Das Ergebnis ist : Die Regularititshiille eines Tabengebietes T
ist die im elementargeometrischen Sinne konvexe Hille von T, also insbeson-
dere wieder ein Tubengebiet. Die Meromorphiehiille von T ist mit der Regu-
laritétshiille von T identisch.

Weiter lassen sich mit Hilfe des Konfinuitdissatzes die Hiillen der
Hartogsschen Korper und der mit ihnen verwandten Halbtubengebiete her-
stellen. Das sind Korper, die Transformationen des Typus (1) bzw. (2) in
einigen Veriinderlichen, aber nicht notwendig in allen, zulassen. Die Hullen
solcher Gebiete werden durch super- und subharmonische Funktionen charak-
terisiert (**).

Schliesslich li#sst sich so die Konstruktion der Hiillen aller kreissymme-
trischen Korper durchfithren (**). Dabei ergibt sich, dass diese Hiillen wiede-
rum kreissymmetrisch mit derselben diese Symmetrie charakterisierenden
Transformationsgruppe sind. Man hat hier wie bei den Tubengebieten einen
Spezialfall des allgemeinen Satzes, dass die Hulle H(G) eines Gebietes G
stets die Transformationen in sich zuldsst, die @ aufweist. Bei der Untersu-
chung von Hilllen kreissymmetrischer Gebiete wurde auch zum ersten Mal
festgestellt, dass die Hitllen schlichter Gebiete nicht notwendig wieder schlicht
sein miissen (*).

7. Der Hartogs-Osgoodsche Satz wie auch der Satz von E. E. Luvi (**)
liefern schon Beispiele dafiir, dass die Regularitiits- bzw. Meromorphiehtlle
einer niederdimensionalen Punkimenge im Raume von # komplexen Ver#n-
derlichen 2n-dimensionale Gebiete enthalten kann. Ist & ein beschriinktes
Gebiet im R:" mit zusammenhingendem Rande R, so ist G sowohl in der
Regularitatshtille wie in der Meromorphiehiille von R enthalten. Die entspre-
chende Aussage kann sicher nicht fiir alle unbeschrinkten Gebiete gelten.
Schliesst man den R*" zum projektiv-komplexen Raum E*" ab, so lassen sich
die Gebiete im R*", fur welche die Sitze von HarT0G8-08600D und E. E. LEVI

(#) Siehe K. STEIN a. a. O. (%), insbesondere p. 556 ff.; 8. BocHNER, 4 theorem of
analytic continuation of functions in severdl variables, « Annals of Math. », 39 (1988}, 14-18;
S. HitoruMaru, Noite on the envelope of regularity of a tube-domain, « Proc. of the Jap.
Acad.», 26 (1950), 21-25. Perner siche im allgemeineren Zusammenhang H. J. BREMERMANN
a. a. 0. (*%) und P. LeLona, La convexité ef les fes. analytiques de pl. v. c, « Journal d.
Math. ». 31 (1952}, 191-219,

(2%) Siehe H. J. BREMERMANN a. a. O. (*°) und P. LELONG a. a. O. (8).

(23) Siehe B.-Th. Bericht, Kap. 2, § 4.

(*) Siehe P. TuuLLEN, Die Regularitdtshillen, « Math. Ann.», 106 (1932), 64.76 und
Hexri CARTAN, Sur une classe remarguable de domaines, « Comptes rendus», 192 (1931),
1077-1079.

{25} Vgl. zweiter Absatz von 1,
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gelten, genau angeben (*%). Es sind diejenigen Gebiete G, die Teilgebiete mit
zusammenhingendem Rande von Regularitdtsgebieten im R sind. Insbeson-
dere gilt dieser Satz fiir alle Regularititsgebiete G im R*", weil in diesem
Falle der Rand von G stets zusammenh#ngend ist (*’). Schliesst man den R*"
wie bei OsaooD getrennt ab nach den einzelnen Veriinderlichen. so sind die
entsprechenden Aussagen komplizierter.

Aussagen diesor Art lassen sich auch fiir Gebiete G in komplex-analy-
tischen Mannigfaltigkeiten aussprechen, insbesondere in den wvollstindigen,
offenen, komplexen Mannigfaltigkeiten (abgekiirzt: vollstindige Mannigfaltig-
keiten). Dies sind 2n-dimensionale komplex-analytische Mannigfaltigkeiten M*",
die den folgenden Bedingungen gentigen (**): 1) (Separabilitit): Zu je zwei
Punkten von M*" gibt es eine in M*" regulire und eindeutige Funktion, die
in den beiden Punkten verschiedene Werte annimmt. — 2) (Fortselzbarkeit
lokaler Koordinaten): Zn jedem Punkte P von M®" gibt es ein lokales Koordi-
natensystem 27, .., 2, derart, dass die 2 sich als reguliire eindeutige
Funktionen in ganz M®" hinein fortsetzen lassen. — 3) (Reguldrkonvexitdt) :
Zu jeder kompakten Teilmenge E, von M®" gibt es eine E, umfassende
kompakte Teilmenge E, von M*", derart, dass zu jedem Punkte P von M*",
der nicht zu E, gehort, eine in M*" regulire eindeutige Funktion f existiert,
so dass

| AAP)| > Max | f(E,) |

gilt. = Ist n>> 1, so gellen fiir alle in bezug auf M*" relativ kompaklen Teil-
gebiele G mit zusammenhingendem Rande R wieder Analoga zu den Sditzen
von Hartogs-0sgood und E. E. Levi (**°).

Diese Sitze machen zugleich Aussagen tiber die topologische Struktur
der vollsttindigen Mannigfaltigkeit M*”, und awar in folgendem Sinne: Nimmt
man aus M*" ein relativ in bezug auf M®” kompaktes Gebiet G mit zusam-
menhiingendem Rande heraus, so kann M*" — G keine vollstindige Mannig-
faltigkeit sein. Aunderenfalls wiirde sich eine in M*” — & regulire Funktion
konstrunieren lassen, die den Rand von G als nattirliche Grenze besitzt. Aus

(%) Siehe F. SoMMER, Bereiche ohne geschlossene innere Singularilditemmannigfaltiy-
keiten, « Math. Ann.», 114 (1937), 441-465,

(") Siehe B. Cacciopponi, « Atti 1, congr. Univ. Mat. Ital.», (1938), 183186 und H.
BenNkE, Uber die Fortsetzbarkeit analytischer Funktionen mehrerer Verdnderlichen und
den Zusammenhang der Singularitdten, « Math. Ann.», 117 (1939), 89.97,

(*%) Siehe K. StriN, Analytische Funktionen mehverer komplewer Verdnderlichen zu
vorgegebenen Periodizitilsmoduln wnd das zweite Cousinsche Problem, « Math. Ann.», 123
(1951), 201222 sowie H. CanTAN, Séminaire 1951.52, Exp, IX.

(* ) Die Beweise werden an andever Stelle durchgefithrt werden.
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dem Satz von HARTOGS-0OsGoop wiirde aber die Fortsetzbarkeit dieser Funk-
tion ins Innere von G folgen (*°).

Sehr allgemeine Aussagen tiiber die topologische Struktur der vollstiin-
digen Mannigfaltigkeiten M*” sind von H. CARTAN und J. P. SERRE erzielt
worden (*°). Nach ihnen sind die Bettischen Gruppen B* fur k> simtlich
Null. Das bedeutet insbesondere, dass, falls n>1, jede in M*” gelegene (2n— 1)-
dimensionale geschlossene Hyperfluche in M*" beranden muss, eine Aussage,
die offenbar mit der oben von uns angegebenen in enger Beziehung steht.

Auf vollstindigen Mannigfaltigkeiten lassen sich wie in 4. analytische
Schichtflichen erkliren. In 4. ist die auf analytische Schichtflichen des
Raumes von n komplexen Veridnderlichen beziigliche Verallgemeinerung der
Severischen Aussage behandelt worden. Eine entsprechende Aussage (und
damit eine weitere Verallgemeinerung der Severischen Aussage) liisst sich
nun auch fiir analytische Schichtflichen in vollstindigen Mannigfaltigkeiten
aussprechen.

Alle diese Aussagen liefern weitere Beispiele dafiir, dass die Regula-
ritdts~ bzw. Meromorphiehtille H(A) einer Punktmenge A eine hohere Dimen.
sion als A haben kann. Die Beispiele dieses Abschnittes sind alle von
folgendem Typus: Vorgegeben ist eine Punktmenge B mit Rand R, derart
dass die Hillle H(R) die Punktmenge B umfasst. Im Abschnitt 3 haben wir
gezeigt, dass es Fille gibt, in denen R durch einen Teil R* von sich ersctst
werden darf und gleichwohl auch jetat noch H(R*) die Punktmenge B
umfasst. Die Hiille einer Punktmenge A kann also auch von hotherer Dimen-
sion als A sein, ohne dass A vollstéindiger Rand einer anderen Punktmenge
(d. h. nullhomolog) ist. Ftr den besonderen Fall, dass A ein zweimal stetig
differenzierbares Hyperflichenstiick (der Dimension 2x — 1) im R** ist,
enthilt H(A) ein 2n-dimensionales Gebiet stets dann, wenn A nicht natitirliche
Grenze analytischer Funktionen von beiden Seiten ist. Trifft dies fiir A
nicht zu, so kann H(A) = A sein (*').

Es kann avch vorkommen, dass die Dimension der Hiille H(A) einer
Punktmenge A mindestens um 2 grosser ist als die Dimension von A. Bei-
spiel: A sei die Gesamtheit der zweidimensionalen Kanten eines vierdimen-
sionalen Simplexes §8* im R*. Dann ist H{A)=8* (*).

8. Angesichts der fundamentalen Bedeutung des Kontinuitdtssatzes tritt
die Frage auf, ob die Voraussetzungen dieses Satzes simtlich wesentlich sind

(??) Zum Beweise wird der Satz von HarToes-Os¢ooD auf ein geeignetes G umfas-
sendes Gebiet ' angewandt.

(®*’) H. Carray, Séminaire 1951-52, Exp. XVIIL-XX.

9 A. a. O. (%),

() A. a. O. ().
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oder aber vielleicht noch eingeschrinkt werden konnen (**). In den obigen
Aussagen wird immer vorausgesetzt, dass die Flichen Fﬁk und F§¥ 2k-dimen-
sionale analytische Flichen sind. Lisst sich der analytische Charakter von
Fi° aufgeben ? (Das wiirde bedeuten, dass auch fast alle Fik nicht mehr als
analytische Fliichen vorausgesetzt werden konnen). Beim ersten der hier in
5. dargestellfen Beweise (nimlich des Konfinuititssatzes beziiglich reguliirer
Funktionen} wird an Eigenschaften der Fik nur benutz, dass wegen ihres
analytischen Charakters das Maximumprinzip auf ihnen gilt. Fiir jede andere
Klasse von Fliachen F, (auch ungerader Dimension), die dem Maximumprinzip
fur analytische Funktionen gentigen, ldsst sich daher auch ein Kontinuit#ts-
satz (zum mindesten fiir regulire Funktionen) aufstellen. Ist das Maximum-
prinzip auf F, nicht erfulllt, so gilt der Kontinuitiitssatz sicher nicht mehr
uneingeschrinkt (*!). Die Klassifikation der Flachen mit Maximumjrinzip im
R*» ist fiir beliebiges n bisher nicht durchgefithrt, ausser fir den Fall der
Flachen von der Dimension 2% — 1. In diesem Falle sind es genau die ana-
lytischen Schichtfliichen. Im Raume von zwei komplexen Verinderlichen
lassen sich dagegen die Flichen mit Maximumprinzip vollstindig angeben.
Es sind neben den dreidimensionalen analytischen Schichtflichen mit zwei-
dimensionalen analytischen Schichten (analytische Hyperflichen) nur noch
die zweidimensionalen analytischen Flichen. So gilt z. B. auf keiner zwei.
dimensionalen Ebene des R‘, die nicht analytische Ebene ist, das Maximum-
prinzip und damit nicht der Kontinuititssatz mit dieser Ebene als Grenz-
flache F,.

9. Der Kontinunititssatz betrifft die Fortsetzung analytischer Funktionen.
Nun gibt es ganz analoge Aussagen, die sich nicht auf analytische Funktio-
nen, sondern auf andere Objekte beziehen.

GasToN JULIA hat 1926 in seiner grossen Arbeit « Sur les familles de
fonctions analytiques de plusieurs variables » (**) einen Kontinuititssatz fir
die Normalitit von Familien reguldrer Funktionen aufgestellt und dann, wie
Harrogs und E. E. Levi fur die Regularitits- und Meromorphiegebiete,
notwendige Bedingungen fiir die Normalititsgebiete abgeleitet. Uberraschend
war damals die vollige Ubereinstimmung dieser Bedingungen. 1932 haben
dann H. CARTAN und P. THULLEN gezeigt (*°), dass die Regularititsgebiete
mit den Normalititsgebieten erster Art (*") ibereinstimmen und dass die

(®*) H. Beunke und F. Sommer, Uber die Voraussetzungen des Komtinuititssaizes,
« Math, Ann.», 121 (1950), 856-878,

(*4 A. a. O. (33), p. 864, Satz 3.

(33} « Acta math. », 47 (1926) 53.115.

(3%) Siehe die in (4%} zitierte Arbeit von H. CarTax und P. THULLEN.

(®%) Eine gleichmissig konvergente Folge regulirer Funktionen heisst eine Folge erster
bzw. zweiter Art, je nachdem die Grenzfunktion eine regultire Funktion oder die Konstante
oo ist, Eine in einem Gebiete G normale Familie F heisst dort von erster bzw. zweiter Arxt,
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Normalitiitsgebiete zweiter Art Meromorphiegebiete und zugleich meromorph-~
konvex sind. Darauf wurde 1938 von uns nachgewiesen, dass jedes meromorph-
konvexe Gebiet, falls es schlicht ist, Regularitiitsgebiet ist (**). Also ist jedes
schlichte Normalititsgebiet Existenzgebiet einer reguldren Funktion und
damit k-konvex. Das bedeutet, dass sich ganz analog wie in 5. ein allge.
meiner Kontinuititssatz fir normale Familien regulirer Funktionen aufstellen
l4asst, der den oben erwihnten Satz von JULIA — von ihm nur fir zwei
Verinderliche formuliert — umfasst. Er lautet: Fo* sei eine 2k-dimensionale
analytische Fliche in einem Gebiete B°" des E*". 6% sei ein 2k-dimensio-
nales auf F° gelegenes Gebiet, das relatlv in bezug auf F5' kompakt ist,
mit dem Rande C3'~'. Ferner sei F}', F3', ... eine Folge analytischer Flichen
in B*", die glelchmasmg gegen Fo konvergneren Auf jeder Fliche ng
(p=1, 2,..) sei ein relativ kompaktes Geblet G mit dem Rande 1‘% =
gegeben, wobei mit wachsendem p die G glelchmasslg gegen G5* und dxe
C,’Lk ~! gleichmissig gegen ciF1 konvergleren Sei ferner Z eine Familie von
Funktionen f(§,,..., £,), deren Regularititsgebiete ein schlichtes Gebiet D(Z)
als Durchschnitt besitzen. Gehtren dann alle Punkte von C3°~' sowie alle
Punkte jedes ng U ()2'c 1 g D(Z) und ist Z normal in diesen Punkten, so
gehren auch dle Punkte von G zu D\Z), und Z bleibt in allen diesen
Punkten normal. - Die Fortsetzbarkeit der Funktionen von Z in die Punkte
von G'f,k folgt unmittelbar aus dem Kontinuititssatz in 5. Die Normalitit
von Z in G ergibt sich wie in 5., indem man ausnutzt, dass das Normali-
titsgebiet von Z k-konvex ist.

Es lusst sich zeigen, was hier nicht ausgefithrt werden soll, dass die
Voraussetzung tiber die Schlichtheit von D(Z) ersetzt werden darf durch die
Forderung, dass das Gebiet B®", in welchem die analytische Fliche Fi*
gegeben ist, Regularitiitsgebiet ist.

W. SAXER hat den Kontinuititssatz von G. JuLia auf normale Familien
meromorpher Funktionen ausgedehnt (*); das bedeutet, dass die Normalitits-
gebiete meromorpher Familien ebenfalls den erwihnten Bedingungen von
JuriA bzw. Harroas-LEVI geniigen. Anders als im Falle regulirer Funktio-
nen kann hier jedoch nicht aus der Theorie von CARTAN-THULLEN die

jenachdem jede in G gleichmiissig konvergente Folge von Funktionen aus F eine Folge
erster Art ist oder aber in F mindestens eine Folge zweiter Art existiert. Das zugehtrige
Normalitiitsgebiet nennt man ein Normalititsgebiet erster bzw. sweiter Art.

(%) Vgl. die in (!4) zitierte Arbeit sowie die Arbeit der Verf.: Konvergente Folgen
nichtschlichter Begularititsbereiche, « Ann. Mat. pura appl. », Bologna, IV, 28 (1849), 317-326.
In dieser Arbeit wird die obige Aussage auf fast-endlich-bliitirige Gebiete tiber dem R**
ausgedehnt.

(3?) W. SAXER, [Tber die normalen Scharen meromorpher Funktionen mehrerer Variablen,
« Comm. math. helv.», 4 (1932), 236-267 und Sur les domaines de normalité d. fes. mérom.
d. pl. v. ¢, «J. Math. pur. appl. », IX, 31 (1952). 49-51.
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Regulir- bzw. Meromorphiekonvexitit dieser Gebiete erschlossen werden.
Doch gibt es im Falle der Funktionen zweier Verdinderlichen (auf den sich
Juria und SAxER beschrioken) einen anderen Weg, dies nachzuweisen.
K. OxA hat in seiner grundlegenden Arbeit « Domaines psendoconvexes » (*°)
gozeigt, dass Gebiete im R* die den Bedingungen von HaRTOGS-LEVI
gentigen, Regularititsgebiete sind. Mit Hilfe der.Regulirkonvexitit lisst sich
dann, gestiitzt auf den Saxerschen Kontinnititssatz, im B* das Analogon des
oben formulierten allgemeinen Kontinuititssatzes ftir normale Familien auch
im Falle meromorpher Funktionen nachweisen. Im R*", %> 2, ist die ent-
sprechende Aussage bisher noch nicht bewiesen.

Bine weitere Ubertragung des Kontinuititssatzes auf andere Objekte ist
von W. ROTHSTEIN vorgenommen worden (*'). Diese sind bei ihm analytische
Mengen von mindestens vierter Dimension im R*", n = 3. Die Aussage lautet
ganz entsprechend wie in b.; nur tritt an Stelle der Funktion [ eine rein
2l-dimensionale analytische Menge M*!, I = 2, und die Gebiete Gﬁk auf den Fﬁk
unterliegen einer gewissen Einschrinkung. Besonders zu beachten ist, dass
aus dieser Rothsteinschen Ubertragung des Kontinuititssatzes ein Analogon
zum Hartogs-Osgoodschen Satz folgt. Eine spezielle Fassung davon lautet:
Ist M*¢ eine rein 2/-dimensionale analytische Menge, {>>2, die in einer
Umgebung des Randes eines Regularititsgebietes G*" im R, n=3, n> |,
vorgegeben ist, so lisst sich M?®' in das gesamte Innere von G*” fortsetzen.
Far I=1 wird die Aussage falsch, desgleichen wenn G*” kein Regularitiis-
gebiet ist.

(#*) « The Tohoku Math. J.», 49 (1942), 15.52.

(*) W. RoTustriN, Die Forisetzung vier- und hiherdimensionaler analytischer Flichen
des R* (n=8), «Math. Ann.», 121 (1950), 340-855 und Uber die Forisetzung analytischer
Flichen, « Math. Ann.», 122 (1951}, 424-434.




