
Su una teoria generale della misul'a ( r -  1)-dimensionale 
in uno spazio ad r dimensioni (*). 

Memoria di ENsIO Dg G'IORGI (a Roma). 

$uato. .  I n  questo lavoro do una defini~ione della misur~ (r--1)-dimests/onG/e della froH. 
tiera orien~ata di un  insieme di BOREL con~enuto in  uno sp~mio euc|id¢o ad r dimc~- 
sioni e dimos~ro alpine f ra  le p i~  ~otevoli propt'i~& di b~le misstro. 

La teoria del la  misura  svi luppata  in questo  lavoro (') concerne le fron. 
t iere di insiemi di uno spazio euelideo S,.;  tali f ront iere non sono r iguardate  
come semplici insiemi di punti  ma come i , n s i e m i  or/entati,  per  i qual i  si 
definisee non solo la misura  assoluta  ma anehe la misura  re la t iva delle 
proiezioni su un qua lunque  iperpiano.  I fondament i  di ques ta  teoria sono 
staff posti recentemente  da R. CAccIoPPOLI (z) (in generale  per  la misura 
( r -  h)-dimensionale) ;  eontemporaneamente  ed indipendentemente  io ero 
pervenuto  agli stessi risultati ,  par tendo da un altro punto di vista e con 
intenti  diversi.  0ACCIOPPOLI si ~ proposto di dare  una  teoria generale  del- 
l ' in tegrazione delle forme differenziali  in pih variabil i  ed una  estensione 
eomple ta  deUe formule di GREEN-STOKES. II mio scopo inveee era  inizial- 
meute  una  generalizzazione sostanziale di cert i  problemi isoperimetr ici  e 
part ivo dal la  formula di GAUSs-GREEN come istanza a priori. 

Stabil isco eosi una  eondizione neeessar ia  e suff ieiente perehb sussis ta  una  
simile formula  re la t ivamente  ad un insieme di Boreal  E :  in tale formula  com- 
pare  una  funzione vettoriale d ' insieme a variazione l imitata  il cui differenziale 
adempie all '  uffieio che ha 1'~ e lemento ( n -  1)-dimensionale • nel easo ordi- 
nario. La  variazione totale di tale funzione additiva, che si ident if ica con la 
misura  ( r - - 1 ) - d i m e n s i o n a l e  seeondo CACCIOPPOLI della front iera o~enb~t9 
di E,  viene chiamata  in questo lavoro p e r i m e t r o  d d l ' i ~ e m e  E .  Di questo  
per imetro si d~ un'  espressione analitiea, mediante  il l imite di un  integrale 

(e) IJavoro eseguito nell'Istituto Nazionale per le Applieazioni del Calcolo. 
(l) I prineipali risultati contenuti in questo lavoro sono stati esposti nella mia nora 

Definitions ed espressione ~n~ti~ica del perime~ro di ~n insieme, , Rend. Accad. lqaz, Idncei, 
CI. Sc. fis. mat. nat. ), Serie VIII, Yol. XIV, fasc. 8 (marzo 1953), pp. 890.393. 

(z) Vedi R. CACCIOPPOLI, M ~  e int~grGsione sugZi i~siemi dimensiostalmente oriesttGti. 
• Rend. Accad. Naz. Idncei, CL So. fis. mat. nat. ,, Serie VIII, Vol. XII, fasc. 1, 2 {gen. 
naio.febbraio 1952), pp. 3-11, 137-146. 
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spaziale contenente un parametro. I1 procedimento per giungere alla detta 
funzione additiva~ d' insieme b quanto mai semplice e si fonda su una conve- 
niente approssimazione della funzione caratteristica dell ' insieme E mediante 
funzioni regolari, come limite delle quail si ritrova la funzione earatteristica 
dell ' insieme E. La formula, generale di GAUSS-GREEN si ottiene in tal mode 
come limite della formula ordinaria d' integrazione per patti. 

L'espressione analitica del perimetro permette di ottenere con relativa 
facilit~ alcuni risultati fondamentali, cui non sembra agevole pervenire 
partendo dalle definizioni originali di (~AC(HOPPOLI. I1 pifi importante a mio 
avviso ~ il seguente: il perimetro di un  insieme E ~ il min imo timite dei 
perimetr i  degli ~ insiemi potiedrici approssimanti  in  media E (cio~ le cui fun- 
zioni caratteristiche tendano in media d'ordine 1 verso la funzione caratteri- 
stica di E). Segnalerb pure la propriet~ isoperimetrica, per cui la misura di 
un insieme si limita mediante il sue perimetro, e preeisamente risulta minore 

della potenza ~ - e s i m a  del perimetro stesso. 

La presente teoria si ispira a concezioni affatto diverse da quelle che 
sono alla base di precedenti definizioni di misura dimensionale, p. es. quelle 
di GROSS e di ~.RATH~ODOR¥, le quali non sono peraltro applicabili alle 
questioni suaccennate , p. es. alia formula di GAUSS-GREEN, che dope essere 
state eompletate da qualche definizione di normale, come appunto si ~ fatto 
finora. Per quanto riguarda la definizione di CARATH~ODORY, si vede subito 
the essa fornisce in generale, per la misura della frontiera di un insieme, 
un valore maggiore del nostro, eventualmente infinite, quando il perimetro 

finite, sicchi~ tutte le frontiere di misura finita secondo ~ARA.TH]~ODORY 
sono tall secondo la nostra definiziene e non viceversa. 

Avvertirb infine che i concerti esposti in questo lavoro sono alia base 
di una tratmzione sostanzialmente nuova di certi problemi isoperimetrici, 
dei quali mi occuper0 in un prossimo lavoro 

I. Conveniamo, per semplificare l'esposizione, the ogni volta the in 
questo lavoro si parla di insiemi contenuti in uno s pazio euclideo Sr e di 
funzioni ivi definite, intenderem~) sempre parlare di insiemi di Boreal e di 
funzioni di BAIR]~. Stabiliamo'inoltre the, dati comunque due operatori Tl, T 2 
ed una funzione f(x), indieheremo con Ti T.J(x) la funzione ottenuta applicando 
a T~f(~) l'operatore T l . Consideriamo era uno spazio euclideo S t ,  il cui punto 
generico indicheremo con ~ ~ (a~l, ..., x,.) e definiamo, per ogni valore del 
parametro k, l 'operatore Wz, ponendo, per ogni funzione f(x) definita in 
tutto lo spazio S,. ed ivi limitata 

(1) W~f(x)  - -  7 : -  ~ e -  I Sl ' f (~ + V~-~)d~, ... d~,.,  

s ,  
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ore abbiamo posto [ ~ i - -  V~I -t- ... -t- ~ ed abbiamo indicato con (m + V~-~) 
il punic  di coordinate (~v,-I-V~-~ l , ..., ~,.-t-V~-~,.). Dalla (1) segue immedia- 
tamente 

r i I~1' W ~ / ( ~ )  = 1 ~ ) . ) - ~  e ~ f ( .~  + ~)d~, ... d~ ,  - -  
s ,  

(2) 

- -  ( ~ X ) - i  e ~ f (~)d~  ... d~, . .  

Dalle (2) si vede the,  per  ogni funzione l imitata f(~) e per  ogni valore 
positivo del parametro )<, la  funzione W~f(a~) r isul ta  cont inua e l imitata in 
tutto lo spazio ~,. insieme a tutte le sue derivate parziali di qualsiasi  or(line. 
Se f(w) b cont inua e l imitata in S,. ed ivi derivabile con derivate parziali 
pr ime cont inue e limitate, si verifica immedia tamente  t he  vale la 

(3) ~ W~f(~) = W~ , 

0io~ l 'operatore  Wx ~ permutabi le  con l 'operatore  ~--~. Si vede pure facil. 

mente  che, daft due numeri  positivi )., ~t, r isul ta  

(4) W~ W~f(~) = Wz+~f(x). 

Non b difficile provare che, per  ogni funzione f(w) 
quasi tutti i punti  di S,., 
(5) lira W~.f(~) ---- f(a~) ; 

X---~ 0 

l imitata, si ha., in 

se poi f(a~) ~ continua, al lora la (5) ~ verificata uniformemente  in ogni 
insieme chiuso e limitato contenuto in S,.. Si vede pure che valgono le 
relazioni 

(6) f ]  Wzf(~) ] dx, ... dx,. ~ f [ f~)  [ d~, ... ~ , . ,  
s~ s~ 

(7) x--~olim f [ W~f(~) t dx, ... dx,. = f t f(x) [ dx, ... dx,. " 
s,. s,, 

si ha inoltre, per ogni insieme limitato L, 

(8) lira f [  W x f ( ~ ) -  f i x ) [  dw t ... da:r - -  O. 
k--e.  0 J 

L 

I r isultati  f inora esposti valgono natura lmente  anche se f(w), invece di 
essere una  funzione scalare, ~ una  funzione vettoriale ad un numero qua- 
lunque  di componenti.  

A . H a l i  di  M a t ~ n t ~ o a  
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Fissiamo ora una  funzione sealare f(x)i definita in tutto S,. ed ivi 
limitata, e eonsideriamo l ' in tegra le  

(9) . / I  grad W~f~a) I d~i ... d~,. ; 

poich~ per le (3), (4)abbiamo, comunque si seelgano due numeri  positivi ),, ~, 

(10) grad Wx+J(~)-----grad We W z f ( ~ ) -  W~ grad W~f(x), 

r icordando le (6) troviamo che, per )~ e I~ positivi, si ha 

f {11) t t [grad W~+xf(a:)ldx, . . . dx , .~  lgrad Wxf(~)[ d~, ... dx,.. 

La (11) ci assicura the  l ' in tegra le  (9) ~ funzione non creseente di X e 
quindi  ~ cer tamente determinato il l imite 

(12) ~[f(x)] ~---lira / [ grad W~.f(~c) Id~ , ... dx,., 
~, - - ~  0 J s,. 

ehe potr~ essere finito o infinito. 
Dato un insieme E contenuto in S , ,  definiremo il perimetro dell'insieme E 

the  indicheremo con P(E), ponendo 

(22) P (E)  = ~[~0(~ I E)] - -  lim f [ grad Wzqo(x [ E) ] dx, ... dx,,. 
)..-* 0 . / 

8 r 

ore con ~0(wlE) abbiamo indicato la funzione earatterist ica del l ' ins ieme E. 

2. Data una funzione d ' ins ieme F~X'(B), dipendenti  da un parametro X, 
che sia eompletamente additiva, diremo che per % ~ k n la funzione Fo.'(B) 
converge debolmente verso una funzione F(B), se la relazione 

(14) ~--lim~o f g(x,)dFC~' = .Jr g(x,)dF 
S~ s~ 

verif ieata pen ogni funzione g(x) cont inua in tutto lo spazio Sr ed infini- 
tesima per  I wl ~ c~. 

Rieordiamo ora un teorema di de LA ¥ALL]~V, POUSSIN (3) the  pub essere 
enuneiato nella maniera  seguente :  data una successione di funzioni scalari 
d' insieme 
(15) ~ l (B)  ..... , ~ , ( B ) ,  ... 

(s) V e d i  de I~A VALLt~E P O U S S I N ,  • Anna le s  de l ' I n s t i t u t  H.  Poineard  , ,  (1982), Vol.  I I ,  
pp. 221.224. 
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definite per ogni insieme B ~ S,. , 
equilimitate, ~ possibile trovare una funeione addit iva d ' ins ieme ~(B) 
negativa e limitata ed una suvvessione subordinata al ia (15), 

(16) 

tali the si abbia 

(17) 

completamente additive, mai  negative ed 
mai  

l im Ithn~B) -"  It(B) 
11 ---*- OD 

per ogni insieme B sutla eui frontiera sia nulla It(B). Dal tcorema era  enun- 
ciate si deduce faci lmente the  da una successione di funcioni vettoriati 
d' ineieme, definite per ogni insieme B c'-S,., oomptetamente additive ed aventi 
le varia~ioni totati equilimitate ~ sempre possibile estrarre una  successione 
subordinata ehe eonverga debolmente. 

Servendoci  dei risultati  era esposti possiamo dimostrare  il 
TEOP,~MA I. - Data una run,lone f(a¢) definita in  tutto lo spa$io So. ed 

ivi limitata, se ~ finite ~l[f{~)] esiste una ed una sola run,lone vettoriale 
d'ineieme F(B)~-(F~(B), ..., F,.CB)) soddisfacente te condizioni seguenti : 

a) F(B) ~ definita per ogni ineieme B c" S,. ed ~ vompletamente additiva 
ed a variazione rotate l imitata ; 

b) Per ogni funzione g(~) continua in  S,. ineieme aUe sue derivate par.  
ziati prime ed infinitesima insieme ad esse per 1 ~ [ ~  ~ ,  d'ordine non infe. 
riore a quetto di ]~ I -<'+'~ risutta 

(18) f f(~) grad g(~)d~, ...dx,--~ g(~)dF. 
8 r 

DIMOSTZ~AZIO~E. - Prendiamo una suecessione di numeri  positivi ten- 
dente a zero, che indicheremo con 

(19) )'l, .. ', ) ' - ,  "" 

e eonsideriamo la successione delle funzioni vettoriali  d ' ins ieme 

(20) F~(B), ..., F~(B), ... 

definite dalle relazioni 

(21) Fh(B) = ~ f grad Wxhf(z)dz t ... dz,. (per h - -  1, 2, ...). 
1 

B 

Abbiamo visto che da una successione di funzioni vettorial i  d ' ins ieme,  
definite per  ogni insieme Be ' -S , .  eompletamente  addit ive ed aventi  le varia- 
zioni totali equil imitate  b sempre possibile estrarre  una successione subordi.  
nata ehe convenga debolmente ;  era., ,per la definizione stessa di ~[f(z)], le 
funzioni della successione (20) hanno tutte variazioni totali non superiori  

. . . ,  It B), . . .  
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ad ~[f(m)] e quindi b possibile es t rarre  dalla (20)una suecessione subordinata 

(22) F~(Bt, ..., F'~h(B), ... 

la quale converge debolmente verso una funzione additiva d'  insieme ehe 
indicheremo con F(B!. 

Avremo allora, indicando con lira' il minimo limite, 

(23) h--oolim'fldF~'~f 'dF[ 
8 r 8 r 

e quindi, poich~ le funzioni della successione (22) hanno variazioni totali 
non superiori  ad ~f(~)], sara 

(24) f idFt< ; 
s~ 

dalla (24) si vede che F(B) soddisfa la condizione a). 
Presa  era  arbi t rar iamente  una  funzione g(x) continua in S,. con le sue 

derivate parziali prime ed infini tesima insieme ad esse per ] ~ i "-" 0% d' ordine 
non inferiore a quello di t~  l - '+ t~ ,  abbiamo 

f (25) 9~)dF =li__moo g(a~)dF TM . 
s~ 

Poichb, per la definizione stessa dell' operatore W~., essendo limitata f(a~) 
r isultano equil imitata  le funzioni W~hf(~), abbiamo, r icordando le (8) n. 1 
e tenendo presente the  lira ) . h - - 0 ,  

Dalle (21) segue invece, mediante  una  integrazione per  patti ,  

/ (Wxvh/(~)) grad g(~)d~ t ... d~,. -~- 
s~ 

(27) 

=--s/g(~)gradWx~hf(~)d~t...d~,.~= g(z)dF ~ . 

Dalle (25), (26), (27) segue la (18) e i l  nostro teorema ~ dimostrato. 
Ricordando la definizione del perimetro di un insieme si trova, COmB 

case part icolare del teorema I, il seguente 
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TEORE]ffA II. - Dato un  insieme E c--S,., s e i l  suo perimetro P(E)  @ finito, 
esiste una  funzione vettoriale d' insieme ~P(BI -~ (~P,(B), ..., (b,.(B)) soddisfavente 
le condi~ioni seguenti : 

a) ~(B) @ definita per ogni insieme B ~ S,. ed @ comple~amente addit iva 
ed a varia~ione totale l imitata.  

b~ Per ogni fun~ione g(~) continua in  S,. insieme alle sue derivate par- 
~iaU prime ed inf ini tesima insieme ad esse per I ~ l--¢x~, d 'ordine  non infe. 
riore a quello di  i ~, I -°'+l~, ~is~dta 

(28) f grad ... -- . f  l E' grad "" -" f 
E S r S,.  

~(mlE) essendo la fun~ione varatteristic~ deU' insieme E. 

3. I1 teorema I pub essere invertito e completato dal 
TEOREMA I I I . -  Data una  fun~ione l imi tata  f(~), se esiste una  fun~ione 

vettoriale F(B) soddisfavente le vondi~ioni a), b) del teorema I, aUora ~[f(a~)] @ 
finito e si ha 

1 

(29) = t I dF I 
r 

DIMOSTRAZIONE.  - Dato che r isulta evidentemente 

_ ! ~ - ~ i  ~ i~-~1 ~ 
(30) gradm e ~ -~- - -  grad~ e ~ , 

ore con gradx e grad~ indicheremo rispett ivamente i gradienti  fatti rispetto 
alle variabil i  puntual i  x ~ ( x l ,  ..., ~,), ~ ~ ( ~ , . . . ,  ~,'), per la condizione b) 
del teorema I risulta, ricordando la definizione dell 'operatore W~, 

I I grad Wff(~) I = (~X)- ~ grad~ e ~ f(~)d~, ... da~,. - -  
. /  

8 r 

(31) _.  (~ . ) -  i grad~ e x ) f ( z ) d ~ . . . d ~ , . =  

"Is / " ~ ' " d F  r f  ,~-~,, 
8 r 

Dalle (31) segue 

f / f grad Wff(~) ] d~, ... d~,. ~ (~.)-  i d~, ... d~,. e x [ dF I - -  

(32) s~ s, s 
r - { 1~-~ I, % /  

=(z:~.) ' j  l d F l .  e ' d{ , . . .d{ ,  I d r [  

S r S r 
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e quindi, per la definizione di ~[f(w)], abbiamo 

(33) ~[f(w)] ~ f [ d F [ .  

8 r 

Le (33) ci assicurano the  ~[[f(w)] i~ finito e quindi vale la (24); dalla (33) 
e dalla (24) segue la (29) e il nostro teorema ~ dimostrato. 

Come caso particolare del teorema ora esposto si trova il 
TEOREMA IV. - Dato un insieme E ~ S ,  , se esiste una funzione d2(B) sod. 

disfaoente le condizioni a), b) del teorema 1I, il perimelro di E ~ finito e si ha 

(34) P(B) - -  f I d(I) 1 

S r 

4. I teoremi II, IV ci danno una condizione necessaria e sufficiente per 
l 'es is tenza di una  funzione (I)(B) soddisfacente le ipotesi a), b) del teorema I I ;  
una espressione del la  funzione (I)(B) i~ data dal 

TEOREMA V. - Dato urt i ~ i e m e  E C S,. avenle perimelro finito, 8ia dp(B) 
la fun~ione the soddisfa le ipotesi a), b) del teorema H ;  per ogni insieme L 
sutla vui fronliera sia nulla la variazione totale della funzione ~P(B) si ha allora 

° 

(35) (I)(L) --- - -  x~olim j grad Wx q0(~[E)dw I ... d~,.. 
L 

DIMOSTRAZIONE. - Indicando con ~L la frontiera di L, potremo esprimere 
il fatto c h e l a  variazione totale di (I)(B) sulla frontiera di L sia nul la  scrivendo 

(36) Jdq) l=O. 

Preso un numero positivo e piccolo a piacere, poich~ (I)(B) ha, per la 
condizione a) del teorema II, variazione totale l imitata e poichi5 vale la (36), 
sar~t cer tamente  possibile trovare due insiemi chiusi e limitati Ct, C.~, non 
aventi  punti  comuni con ffL, i quali verifichino le condizioni ' 

(37) C, C L, 

(37') 

da ffL, 

f ld¢l-- f [d l < 
L Cl 

Indicando r ispet t ivamente con ~l, 8~ le distanze degli insiemi C 4, C 2 
sia I' un dominio circolare avente il centro nel l 'or igine e raggio 
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minore del piit piccolo fra i due numeri ~l, ~ ;  esister~t certamente un 
n u m e r o  posit ivo ~ ,  tai l  che  r isul t i ,  pe r  0 < ~ < ~ ,  

r f  I~l' 
(38) (~:X) - i  e ~- d~, ... d~r > 1 - -  5, 

P 

Preso  c o m u n q u e  un  pun to  mi E C,, il dominio  c i rco la re  aven t e  il cen t ro  
in ~l e raggio ugua l e  al r a g g i o  di P ~ c e r t a m e n t e  con tenu to  in L ;  preso 
invece  un  punto  ~z E C~, il dominio  c i rco la re  di cent ro  in ~, e raggio ugua le  
a quel lo  di P ~ con tenu to  in ( S , . -  L). Avremo  a l lora  pe r  lc (38) 

(39) 1 > (~),)- ~ e ~ d~, ... d~,. > 1 - -  % per  a~ E C~, 0 <: X < ),~ 

L 

r f  1~--~t g (39') (~:X)- ~ e ~ d~, ... d~,. < % per  ~ E Us, 0 ~ ), < ),~. 
L 

Dalle  (39), (39') seguono le 

t "f f ' " "  f 1 (~ . ) -  ~ d~,.. ,  d~,. e - - - ~ @  --~ d ~  

(40) L e~ e~ 

C~ 8¢ 

(40') (~.)--~ d~, ... d~,. e ~ d ~  < ~P(E). 

L ~ 

Osserv iamo ora che dal lc  (37), (37') seguono le 

(41, I f ~ - - f ~ o l ~ f , ~ ¢ , < ,  
L Ca {L--Ca) 

r, 
] 

{S r--C~-C,) 

m e n t r c  da l la  (42) si r i eava  la 

(=x,-'f f ' °+ (43) ~ d{,.., d ~  e ~ de  < 2~. 
~s-c,-c~) 

Dalle  (40), 40'), (41), (43) si deduce  che,  pe r  ogni va lore  del  p a r a m e t r o  ~, 
posit ivo e mino re  di ~ ,  si ha  

If "f f t (44) d ~  - -  (~:),)- ~ d~, ... d~,. e---T---d(1) < ~(2P(~) + 3). 

L L 8 r 
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Poiehb @(B) soddisfa la eondizione b) del teorema II,  
abbiamo 

grad W~(~ I E) - -  (~).)- ~ grad~ e ~ d~, ... d~,. - -  

r f  I~-~il ~ (45) = - (~ , ) -  ~ grad~ e ~ d ~  ... d~,. - -  
J~ 

" f I ~-~ilu = - - ( ~ ) - ~  e ~. d ~ ;  

8 r 

Dalle (44), (45) si rode ehe, per ogni valore positive e minore di X~ 
parametro )., va le  la 

(46) 

Dalle (46), 
nostro teorema b dimostrato. 

r ieordando la (30) 

del 

I~(L)- t -  f grad W~(~ [ E)d~ ... d~  I -~- 
L 

= [ f  d~P + f grad W~.~(~[g)d~, ...d~,.l < e(2P(g)+3). 
L L 

poieh~ ¢ ~ un numero positivo arbitrario, segue la (35) e il 

5. Uno spazio euelideo S,., il eui punto generico indicheremo sempre 
con ~--~ (~j , . . . ,  ~,.), pub sempre essere considerate il prodotto topologico di 
due spazi ~ ed S,._~. Indieheremo con y--= (yj, ..., y~) il generieo punto 
di S~, con z ~- (z i , . . . ,  z,'-p) il generieo punto di S,._~,, con (y, z) il punto 
di S,. avente le coordinate (#t , . . . ,  y r ,  z4,. . . ,  z,'-:~). Dati un insieme EVe ' ' ~  
ed un insieme E Z C  S,._p, indieheremo con (E ~, E z) il prodotto topologieo 
degli insiemi E v e d  E ~, eio~ l ' ins ieme descritto dal punto (y, z) al variare 
di y in E v e di z in E ~. In  maniera  analoga a quella seguita per definite 
ropera tore  W~, possiamo definire l 'operatore W~ ponendo, per ogni funzione 
f(~) ~ f(y, z) definita in S,. ed ivi l imitata e per  ogni valore positive del 
parametro 

(47) W~.f(~) ~ W~f(y, z) -- ~-~ t e- I~l'f(y + ~/~ ~, z)d~, ... d~p. 
s~ 

Per  ogni funzione g ( ~ ) ~  g(y, z) ehe sia derivabile rispetto alle variabili  

Y,,"',Y~, indieherem° con gradv (Y'z) il vett°re di e°mp°nenti ( ~  ~ )  
]~ appena neeessario osservare ehe tutte le proprietor del l 'operatore  W~ 

che abbiamo visto nel n. 1 si estendono all' operatore W~. Possiamo pereib, 
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aeeanto al funzionale ~[f(x)], definire ~v[f(Y, z)] ponendo 

(48) ~v[f(Y, z)] - -  lira f t gradv W~f(y ,  z ) [ d y ,  ... dye, ; 
~..--~ 0 ./ 

s~ 

prora te  the  ~ determinato il limite ehe compare nella (48) 
il l imite (12). 

infatti si pub 
con un ragionamento del tutto simile a quello usato per 
Dimostriamo ora la diseguaglianza 

(49) ~[f(m)] - ,~[f(y, ~)] ~ f ~v[f(Y, ~)]d~, ... d~,._~. 
Sr - -~  

Ricordando le (6) troviamo the,  per  ogni coppia di numeri  reali  positivi 
),, ~t, vale la 

(50) 

(51) 

s : l  Wx grad v W~f(y,  z) t dy~ ... dy#dz, ... dz,._~ --" 

= / I  w~ grad v W~/Iy, ~) [ dy ,  ... d y ~ d ~  ... d~,._~ 

S r 

[ grad~ Wff (y ,  z) l dy~ ... dy~dz~ ... dz,._~ 
s 

"~ / t grad W)f(w) t dx,, ... d~,. ~ ~[f(x)]. 
a /  s 

Dalla (50), passando al l imite per ~--~ 0, si trova, r ieordando la (7), 

dz, ... dz,._~ / l gradu W~f(y ,  z) I dy  i ... dy~ ~ ~[f(~c)] 
8r--p S~ 

e quindi d'alle (51), tenendo presente la (48), per i noti teoremi sul passaggio 
al l imite sotto il segno di integrale si deduce la (49). 

6. TEORF~A VI. - Dato u n  insieme E contenuto in  uno spazio euclideo ,3. 
(con r ~ 2), ~ sempre verificata una  delle due diseguaglianze 

(52) l (mis E) r - i  ~ (P(E)" 

(mis (S,. - -  g))  "-~ ~ (P(E)) r 

D I M O S T R A Z I O N E .  - Il nostro teorema sar~t cer tamente  dimostrato se faremo 
vedere che, dati uno spazio euclideo S,. (con r ~ 1) ed una funzione ~(a~) ehe 
in ogni punto ~ E S r  preada  il valore 0 oppure il valore 1, vale una  delle 
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due relazioni 

(53) 

purch~, nel caso r ~--- 1, si a t t r ibuisca  il valore 1 al simbolo ~ 0  e il valore 0 
al simbolo 0 °. 

Cominciamo appun to  col cons idera te  il caso r ~ 1 e not iamo che, se 
nul lo uno dei due  integral i  f~(~)dx, f ( 1 -  ~($))d~, ce r tamente  r isul ta  verifi- 

cata una  delle relazioni (53). Se invece si ha 

(54) 
-t-ao --]-~ 

sar~ possibile, per  la (5), t rovare due punt i  ~, ~, tali ehe si abbia 

(55) lira W x ~ )  ---- ~ ( ~ ) -  0, lira Wz~(x) ------ ~(~) ---- 1. 
~.--~ 0 ~ 0  

(56) 

Dalle (55) segue 

~ [ ~ ) ]  = l im / d 

- - - C O  

lira [ f d WzT(m)dx~ - -  lira [ Wxc~(x)- W,,cp(;) [ " -  1 

o o  

e quindi ,  nel  caso in oui si ver i f ichino le (54), le relazioni (53) sono certa- 
mente  soddisfat te;  6 cosi provato che, per  r--~ 1, vale sempre  a lmeno una  
delle relazioni (53). Mostriamo ora che, fissato comunque  un  intero positivo m, 
se per  r - - - m  6 sempre  verif icata  una  delle  relazioni (53), cib accade anche  
per  r - - - ~ n - 4 - 1 ;  dopo di cib, poich6 le (53) equivalgono ev iden temente  
alle (52), il nostro teorema sar~ comple tamente  dimostrato.  Cominciamo percib 
con 1' osservare che uno spazio S,,,+l pub sempre  essere considerato come il 
prodotto topologico di due spaz i S,~ ed Sl ;  r ip rendendo le notazioni del n. 5, 
ind icheremo con # ~ (y i , . . . ,  Ym) il gener ico punto  di S m e  con z il gener ico 
pun to  di S~. Sia ora ~(~) -~ ¢~(y, z) una  funzione the,  in ogni pun to  ~v E Sm+~, 
prenda  il valore 0 oppure  il valore 1 e siano E~, E2, Es,  g l i  insiemi dello 
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spazio Sm caratterizzati  dalle proprietfi, s eguen t i :  

(57) 

f :p(y, z)dz :4: 0, 

/ ~(y, z)dz --~ 0 
X~ 

s j ' (1  - -  T(y, z))dz -: 0 

./(1 - -  ~ ( y ,  ~))d~ :~= 
8, 

0 per  y ~ E~ 

per  y 6 E~ 

per  y 6 E, 

ev iden temente  si ha 
(58) S m =  E, + E~ ÷ E~. 

Poich~ ~ x ) ~  ~y ,  z) pub prendere  solo i valori  0, 1, in quasi  tu t t i  i 
punt i  di (E.~, S,) si avr~, per  le (57), ~0(w)~cp(y, z ) = 0 ,  mentre ,  in quasi  
tutt i  i punt i  di (E:~, Sl) abbiamo :p(w) ~ T(Y, z) = 1. Ind icando  con it la p ih  pie- 
cola delle due quant i t~  misE~ e mis E a per  quasi  tut t i  i valori  di z si avrk 

(59) f ¢p(y,zldy, .. dy,. ~ it, f (i --  ¢~(y, ~))dyi,... , dym ~ I~; 
/ j .  

,%'m Sm 

avendo supposto ehe, per  r--~ m fosse sempre  verif ieata una  delle relazioni 
(53) avremo, r icordando la definizione di ~v[cp(y, z)], 

(60) ~v[~(Y, ~)] ~ it " 

per  quasi  tutt i  i valori  di z. D 'a l t ra  parte le (49) ei ass ieurano ehe 

(61) ~[T(w)] = ~[~(y, ~)] ~ / ~u[~(y, z)]dz 

e quindi  se ~ ~:4:0,  eio~ se nessuno dei due insiemi E~, E 3 ha misura  
nulla,  r isul ta  per  le (60), (61) 
(62) ~[~(~)] ----- + o¢ 

e le (53) sono eer tamente  verifieate.  
Consider iamo ora i punt i  y 6 E , ;  poieh~ per  r - - - I  ~ sempre  verif ieata  

una  delle relazioni (53), r ieordando la definizione di ~,[f(y, z)] e tenendo pre. 
senti le (57), t roviamo the,  per  ogni pun to  y 6 E~, vale la 

(63) ~,[?(y, ~)] ~ 1. 

Dalla (63) segue, r ieordando la (49), 

Sm E~ 

e quindi ,  se l ' ins ieme E, ha misura  infinita,  le (53) sono cer tamente  verifieate.  



2 0 4  E. D~ GmR~: Su una tcoria gcncralc della misura, ecc. 

Esaminiamo ora il easo in eui E l ha  misura  finita ed E 2 ha misura 
nu l la ;  avr~ allora misura infini ta  l ' ins ieme E 3 e quindi, per  quasi  tutti  i 
~alori di z, avremo (rieordando che in quasi tutti i punti  del l ' insieme (Es, Si) 
r isulta ~(~) = 1)  

(65) / ¢~(y, z)dy, ... dym = -t- ¢,o. 
&, 

$ 

Avendo supposto the  almeno una delle relazioni (53) fosse sempre veri. 
f icata per r = m, troviamo, tenendo presenti  le (65), 

(j , (66) (1 - -  T(Y, z)ldy, ... dym) ~ (~v[~Y, z)])" 

per quasi tutti  i valori di z. D 'a l t ra  parte, poieh~ E~ ha misura  nul la  e in 
quasi tutti  i punti  di (E3, Sl) si ha ¢p(y, z ) =  1, avremo, per  quasi tutti  i 
valori di z, 

(67) j ( 1  - -  ~(y, z))dy, ... dy,,, ~ m i s E  l . 

Dalle (64), (66), (67) segue 

~v[~Y, z)] ~ ( f ( 1 - -  z))dy, . . . d y , ) i l - ~ )  ~ 
Sm 

(68) ~ (mis E,) -  ~' (1 - -  ¢~(y, z))dyt ... dy,,, 
Sm 

(~[T(x)]) - ~  (1 - -  ¢p(y, z))dy, ... dym . 
8m 

Dalle (68), vieordando la (61) si ha 

~[~(m)] ~ f ~v[~(Y, ~)]d~ 
¢ y  81 

(69) :> (~[~,(x)l) ". (1 - -  ~y ,  . )~y ,  ... dy,,, - -  

81 Sm 

- -  (~[T(w)])-~ ( 1  - -  ~ ( x ) ) d ~ ,  . . .  dx,, ,+, ; 
8m+l 

dane  (69) segue 

(70) (~[~(~)])m÷t :~ i` f (I- ~(~))d'T,i . . .d~m.t.i) m 
8m-~i 
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e quindi ~ provato the, se ha misura nulla l ' insieme Es ed ha misura 
finita E~, la seconda delle relazioni (53) ~ verif[oata per r - - - m +  1. Se 
avesse avuto misura nulla l ' insieme E 8 ed avesse avuto misura finits E, 
avremo potuto prorate, con un ragionamento del tutto analogo a quello ora 
svolto la prima delle relazioni (53). Avendo gi~ provato che le (53) sono 
verificate quando E, ha misura infinita, oppure hanno contemporaneamente 
misure diverse da zero gli insiemi Es ed Es, possiamo concludere che, per 
r - - m - I - 1 ,  una delle relazioni (53) ~ sempre verificata; il nostro teorema 
cosi completamende dimostrato. 

7. Dato uno spaMo euclideo S,., il cui punto generico indichiamo a|  
solito con ~ =ffi (~,, . . . ,  x,.), consideriamo 1' aggregato di tutti gli insiemi con- 
tenuti in S,.; in tale aggregato introdurremo una metrioa, prendendo come 
distanza di due insiemi Et,  Es la quantith 

(71) mis (E, ~ E~ - -  E, • E~). 

Chiamiamo ~ lo spazio metrico cosi ot~enuto e stabiliamo che, quando 
in questo lavoro si parler~t di limiti di insiemi contenuti in uno spazio 
euclideo St ,  intenderemo sempre considerate tall insiemi come elementi 
dello spazio ~. 

Consideriamo una successione E, ,  E2,... eonvergente verso 1' insieme E ;  
indichiamo con ¢I~(B) la eventuale funzione additiva d ' insieme verificante 
le condizioni a), b) del teorema II, e indiehiamo con ~'~(B) l'analoga funzione 
relativa all'insieme E,,. Ricordando la definizione di eonvergenza debole (n. 2) 
possiamo enunciate il 

TEOREMA VII. - Data una  successione di insiemi 

(72) El,  ..., E,,, ... 

convergente verso u n  insieme E, si ha 

(73) lira' P(E, )  :> P(E) ; 

se ~ limitato t 'insieme dei perimetri  P(E, ) ,  la successione 

(74) ¢~'(B), .... ¢P"(B),., 

converge debolmente verso ¢P(B). 
DI~OSTRAZlONE. - Indicheremo al solito con ~ w l E )  la funzione oaratte. 

ristica del generico insieme L c-S, . .  Per ht definiMone di distanze fra due 
elementi dello spazio metrico ~., dalla relazione 

(75) lira E,, ~ E 

segue 

(76) ] l  t E) - t E,,)I dx, . . .  

% 
= 0 .  
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&vremo allora, ricordando la definizione dell' operatore Wz, 

(77) lim grad Wz~(a~ I .E , )~  grad Wxc¢(~ I E) 
n ~ ¢ O  

per ogni punto ~ E S , .  e per ogni valore del parametro X. Dalle (77)segue, 
ricordando la definizione del perimetro di un insieme ed i noti teoremi sul 
passaggio al limite sotto il segno di integrale, 

lira' P(E,) ~ lira' ; [ grad Wz~(a~(E,) I d~l ... d~r 
J s, 

(78) ~ / lira I grad Wzc~(x I E,)I dx, ... d.'vr = 

8 r 
f~ 

------ ] ]  grad Wx¢~(~ I E) I d~, ... dx,. 
, J  

s,  

e la (78) vale per ogni valore positivo del parametro ),. Dalla (78), passando 
al limite per X ~ 0, otteniamo la (73); dalla (73) si vede  che, se l ' insieme 
descritto da P(E.) al variare d i n  ~ limitato, P(E) ~ finito; detto in questo 
caso ~ l' estremo superiore dell' insieme descritto da P(E,,) al variare dell' in- 
dice n, avremo, per il teorema IV, 

(79) f l d f f P i ~  It, t" l d~"  l ~ tt (per n - -  1, 2,...). 
d s~ s~ 

Presa poi una funzione g(~) continua in 8,. ed infinitesima per I ~ ] ~  0% 
possiamo certamente, in corrispondenza ad ogni numero positivo ~, trovare 
una funzione g~(~) continua in S,. insieme alle sue derivate parziali prime, 
infinitesima insieme ad esse, per l x i ~  ~% d'ordine non inferiore a quello 
di 1 ~ t -(r+i) tale che si abbia 

(80) I g(o¢) - -  g,(~)  I ~ ~. 

Per il teorema II abbiamo, ricordando la (76), 

lira f ?(x l E.) grad g,(~)dx., ... dm,. = 

(81) s~ s,. 

=sf  '~(~ . E) grad gxx)d~' ''' d~'' -- f 

e quindi, tenendo presenti le (79), (80), (81), si ha 

g g 
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data  ~' arbitrarietfi  di e, abbiamo allora 

(s3) 2i2o [f f 
s,. s,. 

e la convergenza debole della  successione (7~) verso ¢I~(B) r isul ta  dimostrata .  

8. Date  uno spazio euclideo S,. (con r ~ 2), eonsider iamo l 'aggregato {II~ 
dei domini  con tenu t i  in S,., la cui f ront iera  ~ contenuta  nel la  somma di un  
numero  f ini to di iperpiani  ; a tall domini  da remo il nome di d o ~ i n i  p o l i g o ~ t i  
(con una  denominaz ione  affine a quel le  spesso usate  di domin i  re t tangolar i ,  
eircolari ,  eee.). Se in par t ieolare  lo spazio S,. si r iduce al piano o allo 
spazio ordinario,  i domini  poligonali  saranno r i spe t t ivamente  poligoni  o 
poliedri .  Se ora noi eonsider iamo l 'aggregato l I] I come ins ieme dello spazio  
introdotto nel  n. 7 b evidente  ehe esso ~ denso nello spazio E e, pe r  il teo- 
rema VII ,  si ha, c o m u n q u e  si p renda  an  ins ieme E C S,., 

(84) lira' P(II) ~ P(E).  

Un  r isul tato pih  preciso di quello fornito dalla (84) ~ dato dal 
TmOREMA VHI .  - Dato u n  in terne  E C S,, (con r ~ 2) il suo perimetro 

P(E)  ~ uguale al  min imo limi~e dei perimetri  dei domini  poligonali che 
approssimano in  media E;  si ha viog 

(85) lira' P(~I) - -  P(E).  
lI---~ g 

DIMOS~P~ZIONE. - Se P(E)  ~ infini to dalla  (84) segue immed ia t amen te  
la (85) e il nostro teorema ~ subito p r o r a t e ;  se inveee P(E)  ~ finito, per  i |  
t eorema VI  avr~t misura  f ini ta  uno dei due  ins iemi  E, ( S , . -  E). Suppon iamo  
ehe abbia misura  f ini ta  r i n s i e m e  F~; in tal csso la sua funzione carat ter is t iea  

~ ] E )  b sommabi le  e quindi ,  r icordando le (6), (8) avremo 

(86) lira ° / [  W ~ ( ~  [ E) - ~(~ ! E)  ] d~q ... d~,,. ~ O. 

Preso un  numero  posit ivo ~ piccolo a p iaeere  sar~ allora eer tamente  
possibile t rovare  un numero  posit ivo X tale ehe r isul t i  

(87) f I W~.~(~ t E) - -  ~(~ I E~ I d z ,  ... d~, .  ~ ~. 

s~ 
Pe r  la definizione stessa de l l ' opera to re  Wz, r isul ta  l imi ta ta  in 8,. la 

funzione ]grad  Wx~(wtE) t e quindi  sar~t f ini to il suo es t remo super iore  ehe 
1 ind icheremo con M. Prcso  a rb i t ra r iamente  un  numero  posit ive ~ ~ 7~, eonsi.  
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der iamo I' ins ieme L formate dai pun t i  di S,. nei quali  si ha 

(88) w~(z  [ E) ~ ~, 

e d imost r iamo ehe esso i~ l imitato.  Pe r  ogni numero  posit ive ~, ind ieheremo 

l ' i n to rno  di raggio ~ di L ;  inol tre  porremo ~ - - ~ .  Poiehib nei  c o n  I,(L) 
punt i  di L vMe la (88), essendo 

(89) I grad W)A0(w I E) I ~ M, 

nei  punt i  di I~.(L) avremo 

(90) W~.~(a~ l E)  ~ ~ - -  2M --  2 

e quindi sarh 

(91) f f JW;+(xlE)]d , . . . .  dxr  .mis(I (L); 
8 r " I~{L~ 

dalla (91), tenendo presente  la (87) e r ieordando ehe ~ ( x t E  ) ~ sommabi le  si 
vede ehe deve avere misura  f ini ta  l ' i n s ieme  /7~(L) e quindi  L deve essere 
l imitato.  Essendo ~ ( x l E )  una  funzione sommabi le  ed essendo L un ins ieme 
limitato,  possiamo eer tamente  t rovare  un numero  posit ive a abbastanza grande 
perehi~, detto Ta il dominie  formate  dai punt i  soddisfaeenti  le relazioni 

(92) [ xa [ ~ a (per h - -  1, ..., r), 

siano eon temporaneamente  verif ieate le formule  

f 
(93) I ~(~ ] E)dx~, ... ct~c,. < E, 

] 

(93') W).~(x [E) < (per ~ E (St - -  T~)). 

Consider iamo era, in uno spazio Sr+~ il eui punto  generieo sia 
(~ , , . . . ,  'xr, y), l ' i pe rsuper f ie ie  regolare P, indiv iduata  dalle 

(94) y =  W~.~<z,,..., z,.TE)-= ~.~(zl  E), z ~  T~. 

La funzione W).~(x, IE )  ~ cont inua  in S,. insieme alle sue der ivate  par- 
ziali pr ime,  quindi  ~ eer tamente  possibile appross imare  l ' ipe rsuper f ie ie  F, 
con una  ipersuperf ie ie  r~, ehe sia eontenuta  nella  somma di un  numero  
finite di iperpiani  e sia rappresen ta ta  dalle equazioni 

(95) y ~ g(w) ~ g(x,, ..., x,.), x = (x,,, ..., ~,.) ~ T~, 



E. ])~a (ho~t(~: Su .una teoria !tc~,.craie deibt, mlsura, etc. 

essendo g(~) una funzione continua soddisfacente le condizioni seguenti:  

(96) 0 ~ g(x) - -  Wz~(~ I E) ~ ~, 

(97) / I g(~) - -  W~(~  t E) I d~ l ... d~,. ~ e, 

/ [ grad W ~ ( ~ I E )  ] d~, ... d~,. -t- ~ ~ P(E) + ~]. 
s,. 

Poieh~ evidentemente W~(~,]E) non ~ mai negativa, g(~) sartL per le (96) 
sempre  positiva e quindi l ' insieme dei punti (~4,.-., ~r,., y) the  soddisfano le 
condizioni 
(99) 0 ~ y ~ g(~), ~ m ( ~ ,  ..., ~r,.) E T~ 

sart~ un dominie poligonale D r" ~,.+~. Tenendo present/ le (93'), (96) vediamo 
che, in ogni punto ~r appartenente alla frontiera di T~, l a  fun~ione g(~) 
minore di 2~; di conseguenza, per ogni numero reale 9 :>2~,  ] ' iperpiano 
y - - 0  incontra la frontiera del dominie D soltanto in punti appartenenti 
a P~. Indichiamo con p(0) ~ la misura ( r - -1)-d/mensionale  (intesa in sense 
elementare) della sezione di r~ col piano y - - 0  e chiamiamo r*  la porzione 
di 1~ ehe ~ contenuta nel semispazio # ~ 2~. 

Per  i teoremi elementari sulla misura delle sezioni di un insieme (teo- 
remi ehe possiamo certamente applicare all 'ipersuperficie r*  la quale, essendo 
contenuta in P~, t~ a sua volta eontenuta nella somma di un numero  finite 
di iperpiani) avremo 

+~ 

(100) r / v v d ~ - - / p ( O ) d O ,  

ore con d~ indiehiamo 1' elemento di misura r-dimensionale su r*  e con v~ 
la lunghezza della proiezione ortogonale su un iperpiano y----0 del vettore 
unitario normale alia ipersuperficie r~. Ricordando che 1~ ha le equazioni 
(95) si ha 

Dalle (98), (100), (101) segue 
QO 

(102) ~/p(O)dO < P(E)  + 

A s t m l i  d l  M a t ~ , ~ t i ~ ,  
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e quindi si ha, a maggior ragione, 
1--~ 

i .  

(103) ] p(0)d0 < P ( E )  + ~. 

Oonsideriamo era, per ogni valore di 0, la sezione del dominie D con 
Piperpiano y----0 e indiehiamola con ]I(0); se identifiehiamo l'iperpiano y = 0 
con lo spazio S r  e quiudi il generieo punto (m,, .... x,., 0) di tale iperpiano 
eel punto (m~, ..., m,.) E S,., troviamo ehe, per quasi tutti i valori di 0, l' in- 
sieme II(0), se non b vuoto, b un dominie poligonale di S,. ; si ha evidentemente 

t g(m) ~ 0 per m EII(O) 
(104) 

g(m) < 0 per m E (T~ - II(0)). 

Poioh6, per 0 ~ 2B, l ' iperpiano y---0 ineontra la frontiera di D soltanto 
in punti appartenenti a P2, per quasi tutti i valori di 0 compresi fra 2~ ed 

(1 - -~ )  (valori ehe riempiranno un intervallo, essendo per ipotesi ~ < 4 )  
# 

il perimetro P(II(0)) risulter~ uguale a ~(0). Esister~ allora per le (103) un 
valore 0, eompreso fra 2~ e ( 1 -  ~,  tale ehe risulti 

P ~ E )  + 
( lO5) = < 1 - - 3 ~  ' 

essendo inoltre ]I(0) un dominie poligonale di S , .  
D'altra parte per la (104) avremo 

g('x) - -  V(x t E) ~ 0 ~. 2~, per x E (II(0) - -  E .  1I(0)) 
(106) 

V ( a ~ t E ) - g ( m ) ~ l - 0 > ~ ,  per mE(E .T~- -E .H(0) ) ,  

mentre dalle (87), (97) segue 

(107) f I g(x,) - -  ¢p(oc I E )  ] dx ,  ... dx,.  < 2~ ; 

l 

T~ 

quindi per le (106), (107) avremo 

(108) mis (E.  T~ + II(0) - -  E-  II(0)) ~ 2_~. 

Essendo per le (83) 

(109) mis ( E -  Ta- E) < ~, 

avremo finalmente 

(110) mis E < (. 
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Data 1' arbitrariet~ con cui possono essere presi i due numer i  e, ~, 
le (105), (110) ci assicurano che vale la 

(111) lira' P(II) ~ P(E), 

quindi, r ieordando la (84), troviamo la (85) e il nostro teorema @ dimostrato. 
Dai teoremi IV, VI I I  si cede immedia tamente  che la nostra definizione 

del perimetro di un insieme ~ equivalents alla definizione data da Cacvioppoli 
della misura ( r -  1)-dimensionale della frontiera orientata dell'insieme stesso. 
Infatti ,  pereh~ un insieme E C S,. sia approssimabile in media  mediante  
domini poligonali le cui frontiere abbiano misure ( r -  1)-dimensionali  equi- 
limitate, occorre e basra che il suo perimetro sia f ini to;  in questo caso il 
suo perimetro P(E)  i~ uguale  alla variazione totale in S,. della funzione (I)(B) 
che soddisfa le condizioni a), b) del teorema II, la quale variazione coincide 
a sua volta con la misura  ( r -  1)-dimensionale secondo CAcCIOPPOLI della 
f ront iera  orientata di E (vedi loc. cit. (~)). 

9. Aecanto al perimetro P(E) di un insieme E C S r ,  p0ssiamo conside. 
rare  le proiezioni del perimetro P(E)  sugli iperpiani  coordinati, che indiche- 
remo con P~(E), ..., P,.(E) e saranno definite dalle 

(112) P h ( E ) " - l i m  f ~ W ~ ( ~ ] E )  d~, . . .d~, . ,  (per h ~ - 1 , . . . ,  r) ;  
~ . ~ 0  J s 

l 'es is tenza del limite (112) si prova in manie ra  del tutto analoga a quella 
seguita per provare l 'esistenza del limite (13). Vale evidentemente  la relazione 

(113) ~ Ph(g) ~ P(E), 

mentre,  per ogni valore dell' indice h, r isulta 

(114) P (E)  ~ Ph(E). 

Sussistono i teoremi seguent i :  
T]~OREMA IX. - Dato un insieme E c-S , . ,  se per un certo valore dell'in- 

dive h risulta finito Ph(E), esiste una funzione d'insieme ~Ph(B) soddisfavente 
le vondizioni seguenti : 

a) ~P~(B) $ definita per ogni insieme B C S,. ed ~ c~)mpletamenle additiva 
ed a variazione totals limitata. 

b) Per ogni funzione g(x) continua in S~ insieme alle sue derivate par- 
ziali prims ed infinitesima, insieme ad esse, per I x l  ~ c~, d' ordine non infe- 
riore a qnello di ['~ ]-~+", risulta 

(115) ~ ~ dx 4 ... d~r - -  g(~)d~h. 
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TEOR~MA X. - Date un  insieme E c S,. se esisle una  funzione d~h(B ) 
soddisfacente le condizioni a), b) del teorema IX,  Ph(E) d finite e risutla 

(116) P (E) = f ld®  I 
] 

s, 

TEOREMA XI. - Sia  date un  insieme E c Sr tale the, per un  verto valore 
dell'indiee h, r isulta finite Ph(E) e sia dp~(B) la funzione soddisfavente le 
vondizioni a), b) del teorema I X ;  per ogni insieme L sulle cui frontiere sia 
nul la  la variazione totale della funzione dp~(B) si ha allora 

(117) (I)a(L) = -  lira [ Wx~(~ [ E)d~, ... d$,.. 
~..--~ 0 J 

L 

Data  la sueeessione di insiemi E t ,  E~, ... convergente  verso l ' i n s i eme  E, 
per  ogni  valore de l l ' ind ice  h def in iamo la funzione d ' i n s i eme  (I) , (B)come 
nel teorema IX, e ind ich iamo con (I)ln)(B) l 'analoga fun~,ione per  l ' ins ieme E , .  
Sussis te  il 

TJ~o~I~_A XII.  - Data una  sucvessione di  insierai 

(118) E , ,  ..., E , , . . .  

convergenle verso un  insieme E, si ha 

(119) lira' Ph(/L,) 2 Pa(E) ; 
~1 ----*- C O  

se per un  certo valore detl'indic~ h ~ t imitala la suocessione 

(120) Ph(E,), ..., Pa(E,) ,  ..., 

r isul ta  debolmente convergente verso ~h(B) la successione 

(121) (I)~}(B), ..., (I)(h")(B), .... 

La  dimostrazione di questi  teoremi i~ per fe t tamente  analoga a quel la  dei 
teoremi II ,  IV, V, V I I ;  basta sost i tuire in  tut te  le considerazioni  ai gradient i  
le der ivate  parziali  r ispet to ad zn.  

Osserviamo infine ehe dal la  (113) e dai teoremi VII I ,  XII ,  si deduce  imme- 
d ia tamente  un  r isul tato (enunciate  da CAccIoPPOLI (4) c o m e  semplice presun- 
zione) che, seguendo le notazioni usate in questo lavoro pub enunciars i  nel 
mode seguente  : 

Date u n  insieme E ~  S,., se, per ogni valore dell 'indice h, ~ possibile 
vostruire una  suveessione di domini  poligonali  

(122) II~, . . . ,  lI~, ... 

(4) Vedi loc. cit. (z), Nota I, n. 8, nota (I0). 
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convergente in media verso rinsieme E, tale rite risultino equilimitate le quaniit~ 

<~:~) v,,Cn~}, . . . ,  P~Cu~), ... 

aUora P(E) ~ finito e quindi rinsteme E pub essere approssimato in media 
mediante una suc~ssione di domini poligonati.  

(124} 

aventi i perimetri 

¢125) 

equilimitati. 

N !  9 ~o* ~ I I l q  9 "°° 

P(I I , ) ,  ..., / ' ( IT,) ,  ... 


