Su una teoria generale della misura (» — 1)-dimensionale
in uno spazio ad r dimensioni (*).

Memoria di ENN10 DE GI0RGI (3 Roma).

Snuto. - In questo lavoro do una definizione della misura (r — 1)-dimensionale della fron-
tiera orientata di wn insieme dié BOReL confenulo in uno spasio euclideo ad r dimen-
sioni e dimosiro alcune fra le pits nolevoli proprietd di tale misura.

La teoria della misura sviluppata in questo lavoro (') concerne le fron-
tiere di insiemi di uno spazio euclideo S, ; tali frontiere non sono riguardate
come semplici insiemi di punti ma come insiemi orieniali, per i quali si
definisce non solo la misura assoluta ma anche la misura relativa delle
proiezioni su un qualunque iperpiano. I fondamenti di questa teoria sono
stati posti recentemente da R. Caccroppoinl (*) (in generale per la misura
(r — h)-dimensionale) ; contemporaneamente ed indipendentemente io ero
pervenuto agli stesgi risultati, partendo da un altro punto di vista e con
intenti diversi. CAccioPPOLI si & proposto di dare una feoria generale del-
I integrazione delle forme differenziali in pitt variabili ed una estensione
completa delle formule di GREEN-SToKES. Il mio scopo invece era inizial-
mente una generalizzazione sosfanziale di certi problemi isoperimetrici e
partivo dalla formula di GAUSS-GREEN come istanza a priori.

Stabilisco cosi una condizione necessaria e sufficiente perché sussista una
simile formula relativamente ad un insieme di BorEL E: in tale formula com-
pare una funzione vettoriale d’insieme a variazione limifata il cui differensiale
adempie all’ufficio che ha I’ « elemento (n — 1)-dimensionale » nel caso ordi-
nario. La variazione totale di tale funzione additiva, che si identifica con la
misura (r — 1)~dimensionale secondo CaccioproLl della frontiera orienialo
di E, viene chiamata in questo lavoro perimetro dell’insieme E. Di questo
perimetro si da un’espressione analitica, mediante il limite di un integrale

(*) Lavoro eseguito nell’Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo.

{*) I principali risultati contenuti in questo lavore sono stati esposti nella mia nota
Definizéone ed espressione analitica del perimetro di vmn insieme, « Rend. Accad. Naz. Lincei,
Cl. Se. fis. mat. nat.», Serie VIII, Vol. XIV, fase. 3 (marzo 19563), pp. 390-393.

(?) Vedi R. Cacc1oPPOLI, Misura e integrasione sugli insiemi dimensionalmente orientati.
«Rend. Accad. Naz. Lineei, Cl. Sec. fis. mat. nat.», Serie VIIL, Vol. XII, fasc. 1, 2 {(gen-
naio-febbraio 1952}, pp. 811, 137-146.
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spaziale contemente un parametro. Il procedimento per giungere alla deita
funzione additiva d’insieme & quanto mai semplice e si fonda su una conve-
niente approssimazione della funzione caratteristica dell’insieme E mediante
funzioni regolari, come limite delle quali si ritrova la funzione caratteristica
dell’ insieme E. La formula generale di GAuss-GREEN si ottiene in tal modo
come limite della formula ordinaria d’integrazione per parfi.

1’ espressione analitica del perimetro permette di oftenere con relativa
facilith alecuni risulfati fondamentali, cui non sembra agevole pervenire
partendo dalle definizioni originali di Caceropporl. Il piti importante a mio
avviso & il seguente: il perimelro di un insieme E é il minimo limile dei
perimelri degli insiemi poliedrici approssimanti in media E (ciod le cui fun-
zioni caratteristiche tendano in media d’ordine 1 verso la funzione caratteri-
stica di E). Segnalerd pure la proprietd isoperimetrica, per cui la misura di
un insieme si limita mediante il suo perimetro, e precisamente risulta minore

della potenza (1‘ r 1)—esima del perimetro stesso.

La presente teoria si ispira a concezioni affatto diverse da quelle che
sono alla base di precedenti definizioni di misura dimensionale, p. es. quelle
di Gross e di CABRATHRODORY, le quali non sono peraltro applicabili alle
questioni suaccennate, p. es. alla formula di Gauss-GREEN, che dopo essere
state completate da qualche definizione di normale, come appunto si & fatto
finora. Per quanto riguarda la definizione di CARATHEODORY, si vede subito
che essa fornisce in generale, per la misura della frontiera di un insieme,
un valore maggiore del nostro, eventualmente infinito, quando il perimetro
& finito, sicch® tufte le frontiere di misura finita secondo CARATHEODORY
sono tali secondo la nostra definizione e non viceversa.

Avvertird infine che i concetti esposti in questo lavoro sono alla base
di una trattazione sostanzialmente nuova di certi problemi isoperimetrici,
dei quali mi oceuperd in un prossimo lavoro

1. Conveniamo, per semplificare 1'esposizione, che ogni volta che in
questo lavoro si parla di insiemi contenuti in uno spazio euclideo S, e di
funzioni ivi definite, intenderemo sempre parlare di insiemi di BoRreL e di
funzioni di BAIre. Stabiliamo inoltre che, dati comunque due operatori T,, T,
ed una funzione f(x), indicheremo con TI',T,f(x) la funzione ottenuta applicando
a T,f(x) Poperatore T,. Consideriamo ora uno spazio enclideo S,, il cui punto
generico indicheremo con % = (%,,.., #,) e definiamo, per ogni valore del
parametro A, I’operatore W,, ponendo, per ogni funzione f(x) definita in
tutto lo spazio S, ed ivi limitata

ey Wif(a) = - f e” ¥ -« VXBE, ... dE,,

S,
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ove abbiamo posto |E|= V& + ..+ &% ed abbiamo indicato con (¢ + VAE)
il punto di coordinate (@, + VAE,,.., @, + VXE,). Dalla (1) segue immedia-
famente

~-r [ _l&p
Wif(@) = (=d) * f e *fl@+ E)dE, ... dE, =

S

r

—r [ =kl
=(m\) ? f e 1 fE)E, .. dE,.

S,

@)

Dalle (2) si vede che, per ogni funzione limitata f(x) e per ogni valore
positivo del parametro A, la funzione W;f(x) risulta continua e limitata in
tutto lo spazio S, insieme a tutte le sue derivate parsziali di qualsiasi ordine.
Se f(x) & continua e limitata in S, ed ivi derivabile con derivate parziali
prime continue e limitate, si verifica immediatamente che vale la

2 o
3) 52, Wif(@) = W, 5,

ciod I’ operatore W, & permutabile con I’ operatore B% Si vede pure facil-
h

mente che, dati due numeri positivi A, p, risulta
(4) Wi Wpf () = WH*Pf (1‘).
Non & difficile provare che, per ogni funzione f(x) limitata, si ha, in

quasi tutti i punti di §,,
(5) Jim Wiftw) = f) ;

se poi f(x) & continua, allora la (5) & verificata uniformemente in ogni
insieme chiuso e limitato contenuto in S,. Si vede pure che valgono le
relazioni

6) fl Whf(x)| de, ... du,. g[l fix)| dx, ... de,.,
s" Sr
() klimﬁ f | Wif (@) | d, ... de,. = f | f() | de, ... dzx,. ;
s, 8,

si ha inolfre, per ogni insieme limitato L,
(8 )\limo f | Wif (@) — f() | de, ... de, = 0.
L

I risultati finora esposti valgono naturalmente anche se f(x), invece di
essere una funzione scalare,  una funzione vettoriale ad un numero qua-
lunque di componenti.

Annali di Matematica 25
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Fisgiamo ora una funzione scalare fix), definita in futto S, ed ivi
limitata, e consideriamo 1’ integrale

9 f[grad Wif @) | da, ... dee, ;
sr

poiché per le (3), (4) abbiamo, comunque si scelgano due numeri positivi A, p,
10 grad W, f(x) = grad W, W,f(x) = W, grad W,f(x),

ricordando le (6) troviamo che, per X e p positivi, si ha

n

(11) / | grad W,p.f(e)| de, ... dee, < f | grad Wif(x)|de, ... de,..
s, g,

La (11) ci assicura che 1'integrale (9) & funzione non crescente di A e
quindi & certamente determinato il limite

(12) I fe)] ..—:;}imo f | grad W;f(x) | de, ... de,,
s,

che potrd essere finito o infinito.
Dato un insieme E contenuto in S, , definiremo il perimélro dell’insieme E

che indicheremo con P(E), ponendo

(22) PE)=Jlox|E) = ;lim‘0 [ | grad Wio(x | E) | da, ... de,
, w— ‘S.r

ove con ¢(x|E) abbiamo indicato la funzione caratteristica dell’insieme E.

2. Data una funzione &’ insieme F%(B), dipendenti da un parametro A,
che sia completamente additiva, diremo che per A — A, la funzione F™(B)
converge debolmenle verso una funzione F(B), se la relazione

(14 lim | gxdF» = [ glx)dF
A= 1o .
'Sr Sr

d verificata per ogni funzione g(x) continua in tutto lo spazio S, ed infini-
tesima per |z | — oco.

Ricordiamo ors un teorema di de LA VALLEE PoussiN (°) che pud essere
enunciato nella maniera seguente: dala una successione di funzioni scalari
d’insieme
(15) 1, (B), ey n(B), oo

(®) Vedi de Lia Varrie PoussiN, « Annales de I’Institut H. Poincaré », (1932), Vol. II,
Pp. 221.224.
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definite per ogni insieme BC S,, completamente additive, mai negalive ed
equilimitate, é possibile trovare una funzione additiva d insieme wB) mai
negativa e limitata ed una successione subordinata alla (15),

(16) P‘h;(B); ey p’hn(B)) Liad

tali che si abbia

(17 lim ps,B) = p(B)
[ T s

per ogni insieme B sulla cui frontiera sia nulle p(B). Dal teorema ora enun-
ciato si deduce facilmente che da wuna successione di funezioni wvettoriali
d’ insieme, definite per ogni insieme B S, , completamente additive ed aventi
le variazioni ftotali eguilimitate ¢ sempre possibile esirarre una successione
subordinata che convergn debolmente.
Servendoci dei risnlfati ora esposti possiamo dimostrare il
TeoREMA I. - Dala una funzione f(x) definila in tutto lo spazio S, ed
wi limitata, se é finito J[flx)] esiste una ed una sola funzione velloriale
d’insieme F(B)= (F(B),.., F.{B)) soddisfucente le condizioni sequenti:
a) F(B) ¢ definita per ogni insieme B S, ed é completamente additiva
ed a variazione tolale limitata ;
b) Per ogni funzione glx) continua in S, insieme alle sue derivate par-
ziali prime ed infinitesima insieme ad esse per || — oo, d ordine non infe-
riore o quello di |a|~"+ risulla

(18) f f (@) grad g(x)dz, ... dec, = 5[ glx)dF.
SY r

DIMOSTRAZIONE. - Prendiamo una successione di numeri positivi ten-
dente a zero, che indicheremo con

(19) Apseony Apyone
e consideriamo la successione delle funzioni vettoriali d’insieme

(20) FYB), ..., F*(B), ...

definite dalle relazioni

(21) FYB) = — [ grad W, f(x)de, ... de, (per h=1, 2,..).
B

Abbiamo visto che da una successione di funzioni vettoriali d’insieme,
definife per ogni insieme BC S, completamente additive ed aventi le varia-
zioni totali equilimitate & sempre possibile estrarre una successione subordi-
nata che convenga debolmente; ora, per la definizione stessa di J[f(x)], le
funzioni della successione (20) hanno tutte variazioni totali non superiori
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ad J[f(x)] e quindi & possibile estrarre dalla (20) una successione subordinata
(22) F*Bj, ..., F'¥B), ...

la quale converge debolmente verso una funzione addifiva d’ insieme che
indicheremo con F(B).
Avremo allora, indicando con lim’ il minimo limite,

(23) lim’ f | P | > f | dF |
h=~—s00
8, S,

e quindi, poich® le funzioni della successione (22) hanno variazioni fotali
non superiori ad J[f(x)], sara

(24) f [dF | < Jif @)} ;

S

r

dalla (24) si vede che F(B) soddisfa la condizione a).

Presa ora arbitrariamente una funzione g(x) continua in S, con le sue
derivate parziali prime ed infinitesima insieme ad esse per |x | — oo, d’ordine
non inferiore a quello di | |~"+", abbiamo

(25) f gx)dF =blim f g(x)dF™ .
— X
S"

S"

Poiche, per la definizione stessa dell’ operatore W), essendo limitata f(x)
risultano equilimitata le funzioni lehf(.'x;), abbiamo, ricordando le (8) n. 1

e tenendo presente che lim A, =0,
he—

(26) lim f (lehf (x)) grad g(x)de, ... de, = f f(x) grad g(x)de, ... dw,..
h—’wsr s"
Dalle (21) segue invece, mediante una integrazione per parti,

f (lehf(m)) grad g(m)dm, o de, =

S
27 "

= fg(w) grad kahf(w)dwg wo Oy =J gx)dF™ .
S" r

Dalle (25), (26), (27) segue la (18) e il nostro teorema & dimostrato.
Ricordando la definizione del perimefro di un insieme si trova, come
caso particolare del teorema I, il seguente
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TeoREMA IL. - Dato un insieme E C S,., se il suo perimeiro P(E) é finito,
esiste una funzione vettoriale d’insieme ®(B) = (®,(B), ..., ®,(B)) soddisfacente
le condizioni seguenti:

a) ®(B) é definita per ogni insieme BC S, ed é completamente addiliva
ed a variazione lolale limitala.

b) Per ogni funzione g(x) continua in S, insieme alle sue derivale par-
ziali prime ed infinitesima insieme ad esse per |x|— oo, d’ordine mon infe-
riore o quello di ||+, risulia

Y,
%

(28) f grad g(x)dx, ... do, = [ 9| E) grad g(x)de, ... do, = [ g(x)d®,
o s./

r r

¢(x| E) essendo la funzione caratteristica dell’ insieme E.

8. Il teorema I pud essere invertifo e completato dal

TeorEMA II1. - Data una funzione limilata f(x), se esiste una funzione
veltoriale F(B) soddisfacente le condizioni a), b) del leorema I, allora J[f(x)] é
finito e si ha

(29) Sif@)= | |dF|
s,
DIMOSTRAZIONE. - Dato che risulta evidentemente
ek _lw—tp
(30) grad,e * = —gradge * ,

ove con grad, e gradg indicheremo rispettivamente i gradienti fatti rispetto
alle variabili puntuali % = (x,,.., #,), £=(,,... §), per la condizione b)
del teorema I risunlta, ricordando la definizione dell’ operatore W,,

{z—&p

[ (\gmds e 7 )f(w)dw, o di, | =

o

| grad Wif €)| = (m2) *

r

|o—E|2
(31) =(m\) * f (grada, e X ) fle)de, ... dw,.‘:
s"
_r =P _r [ _l=—gp
=(mA) ? /e L dF | < (mh) ’fe L |dF|
s, s,
Dalle (31) segue
: _r B L 1
jlgra,d Wihf(E)| dE, ... d§, < (m)) ’[dEl ...dE,.je » |dF | =
32) S, $ 8,

r

_rr T4
= (®A) 2/5(3?3[@ % dﬁ,...d&,.zfidFI
& s.

S

¥ r
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e quindi, per la definizione di J[f(x)], abbiamo
(33) INfe)] < f | dF|.

Le (83) ci assicurano che J[f(x)] & finito e quindi vale la (24); dalla (33
e dalla (24) segue la (29) e il nostro teorema ¢ dimostrato.

Come caso particolare del teorema ora esposto si trova il

TEoOREMA IV. - Dato un insieme EC S, , se esiste una funzione ®(B) sod-
disfacente le condizioni a), b) del leorema 1I, il perimetro di E é finito e si ha

(34) PE)= j | d® |
S

4. I teoremi II, IV ci danno una condizione necessaria e sufficiente per
I’ esistenza di una funzione ®(B) soddisfacente le ipotesi a), b) del teorema II;
una espressione della funzione ®(B) & data dal

TEOREMA V. - Dato un insieme EC S, avenle perimetro finito, sia ®(B)
la funzione che soddisfa le ipolesi a), b) del teorema II; per ogni insieme L
sulla cui frontiera sia nulla la variazione totale della funzione @(B) si ha allora

(85) (L) = — lim grad Wy ¢(x| E)dx, ... dx,..
L—e0
L

DiMOSTRAZIONE. - Indicando con &L la frontiera di L, potremo esprimere
il fatto che la variazione totale di ®B) sulla frontiera di L sia nulla scrivendo

(36) :‘fld®|—0

Preso un numero positivo e piccolo a piacere, poiché ®(B) ha, per la
condizione a) del tecrema II, variazione totale limitata e poich® vale la (36),
sard certamente possibile trovare due insiemi chiusi e limitati C,, C,, non
aventi punti comuni con §L, i quali verifichino le condizioni '

37) C,ClL, f|d®|—f|d¢b|<s
L
(87 C,=(S, — L), [|d¢)|—f|dcl)|<e
(S—I)

Indicando rispettivamente con 3,, 3, le distanze degli insiemi C,. C,
da &L, sia ' un dominio circolare avente il centro nell’origine e raggio
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minore del pit piccolo fra i due numeri 8,, 3,; esisterd certamente un
numero positivo A, tali che risulti, per 0 <A <A,,

‘ r £}
(38) (mA) * f e *dE .dE, >1—c¢.
F

Preso comunque un punto «'€ C,, il dominio circolare avente il centro
in x' e raggio umguale al raggio di I' & certamente contenuto in L; preso
invece un punfo «*€ C,, il dominio circolare di centro in x* e raggio uguale
a quello di T' & contenuto in (S, — L). Avremo allora per le (38)

_r [ _l=EP
(39 1> (nd) ’[e AodE . dE.>1—e¢ per x€0,, 0 <A <A,
L

[ _letp
(89) (mA) ’fe LodE dE.<e, perx€(C,, 0<A<A,.
L
Dalle (39), (39) seguono le

r _lm—gp
o [ ae [ a0 [ <
L G G

(40)
<ef{d@1gef}d®[:sP(E),
G Sr
_r _Jo—gp
(40" (mA) * f dg, ... dE, f e d®l< eP(E).
L Gy

Osserviamo ora che dalle (37), (37") seguono le

(41) [d@—fdcp}gf;dmgq,
4 é {L—Cy
42) [ 1a0| <2,

8,~C—Cy)
mentre dalla (42) si rieava la

. r _|m—Ef2
(m)) "fd&‘... d&,.fe S d®l<2e.
L (5,~C—Cy)
Dalle (40), 40, (41), (43) si deduce che, per ogni valore del parametro X
positivo e minore di A, si ha

_r _lm—tp
(44) 1 f ad — (m\) T f &z, ... dE, f e x d€131<s(2P(E‘)+ 3).
L

L S

r

(43)
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Poiché ®(B) soddisfa la condizione b) del teorema II, ricordando la (30)
abbiamo

lo—tp

grad W,g(E | E) = (n)) ® f gradce  * dux,..de, =
E
_r =g
45) = — (mA) *? f grady,e * de, .. de,=
E
[ _|==Ep
= —(®A) ’fe 4D
8

L

Dalle (44), (45) si vede che, per ogni valore positivo e minore di A, del
parametro A, vale la

=

(@(L)+/.grad Wao(x | E)dw, ... dx,
(46) g

fdd) + fgrad Wio(E| E)dE, ... dE,-’ < & 2P(E)+- 3).
L

L

Dalle (46), poiché & & un numero positivo arbitrario, segue la (35) e il
nostro teorema & dimostrato.

5. Uno spazio euclideo §,, il cui punto generico indicheremo sempre
con %= (&,,.., £,), pud sempre essere considerato il prodotto topologico di
due spazi S, ed S,_,. Indicheremo con y = (y,, .., y,) il generico punto
di S,, con z==(z,,.., 2,._,) il generico punto di S,_,, con (y, 2) il punto
di S, avente le coordinate (y,,..., ¥,, 2,,..., 2,_p). Dati un insieme E¥C §,
ed un insieme E*CS,_,, indicheremo con (EY, E#) il prodotto topologico
degli insiemi EY ed E*, cioé I'insieme descritto dal punto (y, 2) al variare
di y in EY e di # in E* In maniera analoga a quella seguita per definire
Poperatore W,, possiamo definire ’operatore WY ponendo, per ogni funzione
f(x) = fly, 2) definita in S, ed ivi limitata e per ogni valore positivo del
parametro A

ol

@0 Wefw) = Wiy, oy == f e ""f(y + Vin, e)dy, ... d,.

Sp

Per ogni funzione g(x) = g(y, #) che sia derivabile rispetto alle variabili
% g

E appena necessario osservare che tutte le proprietd dell’ operatore W,

che abbiamo visto nel n. 1 si estendono all’operatore WY. Possiamo percid,

Y.5 ) Yp, indicheremo con grad, (y, 2) il vettore di componenti (



E. Dr Giordi: S« una teorie generale della misura, ecc. 201

accanto al funzionale J[f(x)], definire J,[f(y, 2)] ponendo

(48) Iy, )= )}31?0 [ | grad, Wf(y, #)|dy, ... dy,;
&

infatti si pud provare che & determinato il limite che compare nella (48)
con un ragionamento del tutto simile a quello usato per il limite (12)
Dimostriamo ora la diseguaglianza

(49) Jfx)] = J[fly, #)] = f I Ny, &)dz, ... d2,_,.

Sr—p

Ricordando le (6) troviamo che, per ogni coppia di numeri reali positivi
X, p, vale la

f | Wi grad, Wifiy, 2)|dy, ... dy,dz, .. d2,_, =
8

= f{ W grad, Wfly, 2)|dy, ... dy,dz, ... dz,_, <
(50) 5
<= / | grad, Wf(y, 2)|dy, ... dy,de, ... dz,_, <
15

< f | grad W,f(x) | d, ... de, << J[f(x)].
S"

Dalla (50), passando al limite per A — O, si trova, ricordando la (7),

(61) fdz, dz,.,_,,,j | grad, Wif(y, 2)| dy, ... dy, << J[f ()]
/4

Step S,

e quindi dalle (51), tenendo presente la (48), per i noti teoremi sul passaggio
al limite sotto il segno di integrale si deduce la (49).

6. TEoREMA VI. - Dato un insieme E contenuto in uno spazio euclideo S,
(con r=2), é sempre verificato una delle due diseguoglianze

(mis B)™* < (P(E)"

62) (mis (S, — E)* < (PE)"

DiMmosTRAZIONE. - Il nostro teorema sard certamente dimostrato se faremo
vedere che, dati uno spazio euclideo S, (con r = 1) ed nuna funzione ¢(x) che
in ogni punto x € S, prenda il valore O oppure il valore 1, vale una delle
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due relazioni

g ( J p(x)da, ...dm,.)r—ig(gi?(wﬂ)r

(53) ) r—i
( ( f (1 — p(x))de, dw,) < [@e@))",
s”

>

purché, nel caso r =1, si attribuisca il valore 1 al simbolo oo® e il valore 0
al simbolo 0.

Cominciamo appunto col considerare il caso » =1 e notiamo che, se &
nullo uno dei due integrali f plae)de, f (1 — o(x)dx, certamente risulta verifi-

S &
cata una delle relazioni (53). Se invece si ha

oo +co
(64) J plw)de = f plar)de = 0, f (1 — g(z))dz =0

sarh possibile, per la (5), trovare due punti x, x, tali che si abbia
(55) lim Wigle) = ow)=0,  lim Wisl(z) = (@) = 1.
— A
Dalle (55) segue

ia‘é Wig(w) | dw >

+
A= Jim, |
(56)

= lim f di Wig(@)dee | = lim | Wigle) — Wig(e) | = 1
r—e0i,) O A0

e quindi, nel caso in cui si verifichino le (54), le relazioni (53) sono certa-
mente soddisfatte; & cosi provato che, per r=1, vale sempre almeno una
delle relazioni (53). Mostriamo ora che, fissato comunque un intero positivo m,
se per r —m & sempre verificata una delle relazioni (53), ¢id accade anche
per r=m + 1; dopo di cid, poiché le (53) equivalgono evidentemente
alle (52), il nostro teorema sard completamente dimostrato. Cominciamo percid
con !’ osservare che uno spazio S,,.., pud sempre essere considerato come il
prodotto topologico di due spazi S,, ed S,; riprendendo le notazioni del n. 5,
indicheremo con ¥ =(y,, ..., Ym) il generico punto di §,, e con z il generico
punto di S,. Sia ora ¢(x) = ¢(y, 2) una funzione che, in ogni punio x€5,,,,
prenda il valore O oppure il valore 1 e siano E,, E,, E,, gli insiemi dello
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spazio §,, caratterizzati dalle proprietd seguenti:

[ Py, 2)de 0, [ (1 — oy, #))dz=0 per y € E,
S] S.l

(57) { f‘P(% 2ide =0 per y €E,
S
[(1 — oy, #)de =0 per y€E,
S

evidentemente si ha

(58) S, =E, + E,+ E,.

Poiche o¢(x) = ¢y, 2) pud prendere solo i valori 0, 1, in quasi tutti i
punti di (E,, S,) si avrd, per le (57), @)= ¢y, ) =0, mentre, in quasi
tutti i punti di (K,, S,) abbiamo (@)= ¢(y, 2) = 1. Indicando con p la pid pic-
cola delle due quantith mis B, e mis E, per quasi tutti i valori di # si avra

(59) [ P20y, - dYm =1, f (1 — oy )Y, ;.. WYm =p;
$m Sm
avendo supposto che, per r = m fosse sempre verificata una delle relazioni

(63) avremo, ricordando la definizione di J,[o(y, 2)},
m—1

(60) Iyle, d=p ™
per quasi tutti i valori di z. D’altra parte le (49) ci assicurano che

400
(61) o)) = J¢(y, 2)] = f I ey, 2)lde

e quindi se & p==0, ciod se nessuno dei due insiemi E,, E, ha misura
nulla, risulta per le (60), (61)
(62) I[p(@)] = + oo

e le (b3) sono certamente verificate.

Consideriamo ora i punti y € E,; poiché per r=1 & sempre verificata
una delle relazioni (53), ricordando la definizione di J,{f(y, #)] e tenendo pre-
senti le (57), troviamo che, per ogni punto y€ E,, vale la

(63) Iy, 9] =1.
Dalla (63) segue, ricordando la (49),

(64) Jp(@)] = f Jlely, 21y, ... dYm = [ dy, ... dy,, = mis B,
Sm B

e quindi, se 'insieme E, ha misura infinita, le (58) sono certamente verificate.
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Esaminiamo ora il caso in cui E, ha misura finita ed E, ha misura
nulla; avrd allora misura infinita l'insieme E, e quindi, per quasi tutti i
valori di #, avremo (ricordando che in quasi tutti i punti dell’insieme (E,, S,)
risulta ¢(x) =1)

(65) /-cp(y, 2)dy, ... AYpp = + co.
&m

Avendo supposto che almeno una delle relazioni (53) fosse sempre veri-
ficata per r = m, troviamo, tenendo presenti le (65),

(66) ( f (1 — 9y, 2))dy, ... dym> < (Je(y, 2™

Sm

per quasi tutti i valori di #. D’alfra parte, poiché¢ E, ha misura nulla e in
quasi tutti i punti di (&,, S,) si ha ¢(y, 2)=1, avremo, per quasi tufti i
valori di 2,

(67) [(1 — oly, 2)dy, ... dYym <mis E, .
Sm
Dalle (64), (66), (67) segue

1
I, z)]l?.(f(i — (Y, 2))dy, "'dy".’>(‘_;)2

‘Sm
1
(68) = (mis E,)_ﬁ [(1 — @y, 2))dy, ...dY, =
' S.m
_1
= Je@) ™ [ (1 — oy, 2)dy, ... Yy .
Sm

Dalle (68), ricordando la (61) si ha

o)) = f I lely, 2)de =
8§

1
(69) = Jp@)]) ™ [ ds [ (1 — ¢y, 2)3Y, ... QY =
8  Sm

1
o (8{;0(.'1})})—"' / (1 — p(x))de, ... Apy, s

Sm-H
dalle (69) segue

m
(70) (Sf[cp(m)])"'“z( [ (1 — p@)de, ... dm".+.>
.‘S*m_‘_‘
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e quindi & provato che, se ha misura nulla V'insieme E, ed ha misura
finita E,, la seconda delle relazioni (53) & verificata per r—=m + 1. Se
avesse avuto misura nulla l'insieme E, ed avesse avuto misura finita K,
avremo potuto provare, con un ragionamento del tutto analogo a quello ora
svolto la prima delle relazioni (53). Avendo gid provato che le (53) sono
verificate quando E, ha misura infinita, oppure hanno contemporaneamente
misure diverse da zero gli insiemi E, ed E,, possiamo concludere che, per
r =m + 1, una delle relazioni (53) & sempre verificata; il nostro teorema &
cosi completamende dimostrato.

7. Dato uno spazio euclideo S,, il cui punto genmerico indichiamo al
solito con x == (x,, ..., x,), consideriamo 1’ aggregato di tufti gli insiemi con-
tenuti in S, ; in tale aggregato introdurremo una metrica prendendo come
distanza di due insiemi E,, K, la quantiti

(71) mis (K, + E, — E, « ).

Chiamiamo X lo spazio metrico cosi otfenuto e stabiliamo che, quando
in questo lavoro si parlera di limiti di insiemi contenuti in uno spazio
euclideo §,, intenderemo sempre considerare tali insiemi come elementi
dello spazio Z.

Consideriamo una successione E,, E,,.. convergente verso !’insieme E;
indichiamo con ®(B) la eventuale funzione additiva d’insieme verificante
le condizioni a), b) del teorema II, e indichiamo con ®"(B) 'analoga funzione
relativa all’insieme E, . Ricordando la definizione di convergenza debole (n. 2)
possiamo enunciare il

TrEOREMA VII. - Data una successione di imsiemi

(72) E,.., E,,..

convergenie verso un insieme E, si ha

(13) lim' P(E,) = P(E);
#—C0

se ¢ limitato Uinsieme dei perimetri P(E,), la successione
(74) ®Y(B), ..., D(B), ...

converge debolmenie verso ®(B).

DimMosTRAZIONE. ~ Indicheremo al solito con (x| E) la funzione caratte-
ristica del generico insieme L S,. Per la definizione di distanze fra due
elementi dello spazio metrico X, dalla relazione
(75) lim B, =E

7 —» QO
segue

(76) lim f | o | E) — 9tx | E,) | de, ... dov,. = 0.

# we- OO
&)"
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Avremo allora, ricordando la definizione dell’ operatore W,,
70 lim grad Wipx | E,)= grad Wyo(x | E)
n — 0

per ogni punto €S, e per ogni valore del parametro A. Dalle (77) segue,
ricordando la definizione del perimetro di un insieme ed i noti teoremi sul
passaggio al limite sotto il segno di integrale,

7 i OO # w00

lim’ P(E,) = lim’ f | grad Wyp(x(E,)|dw, ... de, =
S"
(78) = j lim | grad Wag(x | E,)| dz, ... de, =
o> 0 .
s"

zflgrad Wig(x | E) | dee, ... dex,.
s"

e la (78) vale per ogni valore positivo del parametro A. Dalla (78), passando
al limite per A — 0, otteniamo la (73); dalla (73) si vede che, se I’insieme
descritto da P(E,) al variare di »n & limitato, P(F) ¢ finito; detto in questo
caso p 1’estremo superiore dell’insieme descritto da P(K,) al variare dell’in-
dice », avremo, per il teorema IV,

(79) [ld‘mél’«, fld@"[g m (per n=1, 2,...).
o Ss

r
Presa poi una funzione g(x) continua in S, ed infinitesima per | x| — oo,
possiamo certamente, in corrispondenza ad ogni numero positivo ¢, trovare
una funzione g(x) continua in S, insieme alle sue derivate parziali prime,
infinitesima insieme ad esse, per |®| — oo, d’ordine non inferiore a quello
di e |~**" tale che si abbia

(80) | glee) — go(o) | < e.

Per il teorema II abbiamo, ricordando la (76),

7no—> 00

lim f g:(x)d®" = lim f p(x | E,) grad g.(x)de, ... dz, =
0 — o0
8,

(81) ’
= f p(x | E) grad g(x)de, ... de, = f g{x)d®
S" Sf

e quindi, tenendo presenti le (79), (80), (81), si ha

(82) lim” ‘ f g)dPn — f g(x)d®
S"

n— 00

< Zep;

r
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data I arbitrarietd di e, abbiamo allora

o~ 00

(83) lim l f glacydd" — { g(w)d@l:()
s, s,
e la convergenza debole della successione (74) verso ®(B) risulta dimostrata.

8. Dato uno spazio euclideo S, (con r = 2), consideriamo I’aggregato | II |
dei domini contenuti in S,, la cui frontiera & contenuta nella somma di un
numero finito di iperpiani; a tali domini daremo il nome di domini poligonali
(con una denominazione affine a quelle spesso usate di domini rettangolari,
circolari, ecc.). Se in particolare lo spazio S, si riduce al piano o allo
spazio ordinario, i domini poligonali saranno rispeitivamente poligoni o
poliedri. Se ora noi consideriamo ’aggregato }Il| come insieme dello spazio 2
introdotto nel n. 7 & evidente che esso & denso nello spazio 2 e, per il teo-
rema VII, si ha, comunque si prenda un insieme EC §,.,

(84) lim' P() = P(E).
e E

Un risultato piit preciso di quello fornito dalla (84) & dato dal

TrorEMA VIII. - Dalo un insieme EC S, (con r=2) il suo perimetro
P(E) ¢ uguale al wminimo limile dei perimeitri dei domini poligonali che
approssimano in medio E; si ha cioé

(85) lim' PAl) = P(E).
1 S

DIMOSTRAZIONE. -~ Se P(E) ¢ infinito dalla (84) segne immediatamente
la (85) e il nostro teorema & subito provato; se invece P(E) & finito, per il
teorema VI avra misura finita uno dei due insiemi E, (S, — E). Supponiamo
che abbia misura finita ’insieme E; in tal caso la sua funzione caratteristica
¢ x| E) & sommabile e quindi, ricordando le (6), (8) avremo

(86) lim f | Waelz| BE)— ¢ | E) | dee, ... de,. == 0.
), o S"

Preso un numero positivo e piccolo a piacere sard allora certamente
possibile trovare un numero posifivo A tale che risulti

(87) f | Wop(ee | B) — @ | E) | de, ... do, < .
S‘r

Per la definizione stessa dell’operatore W,, risulta limitata in S, la
funzione |grad Wyp(w|E)| e quindi sara finito il suo estremo superiore che

indicheremo con M. Preso arbitrariamente un numero positivo % < ‘-i consi-
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deriamo 1'insieme L formafo dai punti di S, nei quali si ha
(88) Wi | E) =,

e dimostriamo che esso & limitato. Per ogni numero positivo p, indicheremo

con I(L) Yintorno di raggio ¢ di L; inoltre porremo p= Poiché nei

N
oM’
punti di L vale la (88), essendo

(89) | grad Wigw| E) | < M,

nei punti di I7(L) avremo

(90) Wigte | B) = n — éWT} ___g

e quindi sard

91) f | Wie(e | )| dac, ... divy, = [ | Wg(x | E) | de, ... dwrzg-mis (L) ;
S

L
L)

dalla (91), tenendo presente la (87) e ricordando che ¢(x|E) & sommabile si
vede che deve avere misura finita 1’insieme IF;(L) e quindi L deve essere
limitato. Essendo ¢(x|E) una funzione sommabile ed essendo L un insieme
limitato, possiamo certamente frovare un numero positivo « abbastanza grande
perche, detto 7, il dominio formato dai punti soddisfacenti le relazioni

92) oy | <o (per h=1,..., 7),
siano contemporaneamente verificate le formule
(93) [ o | E)de, ... dx, <,

8,—T,)
(93) Wagle | E) < 1 (per @ € (S, — To).

Consideriamo ora, in uno spazio S,,, il cui punto generico sia
(@, «, Ty, y), 1'ipersuperficie regolare I', individuata dalle

{94) 9= Wiglz,,..., ©,. | E)= Wye(x| E), x€T,.

La funzione Wy 9| E) & continua in §, insieme alle sue derivate par-
ziali prime, quindi & certamente possibile approssimare 1’ipersuperficie T',
con una ipersuperficie T,, che sia contenuta nella somma di un numero
finito di iperpiani e sia rappresentata dalle equazioni

(95) Y= g(w) = g(m, LR wr), €r= (m4 (L) ) € T/xa
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essendo g(x) una funzione continua soddisfacente le condizioni seguenti:
(96) 0 < g(w) — W@ | E) <7,

97) / | glx) — W | B) | de, ... do, <&,

-2

f | grad g(x) | de, ... d, <J | grad Wiplx| E)| de, ... dee,. + n <

T

(98) ,
= j | grad Wyo(x| E) | dw, ... dx,. + << P(E) + 7.
8,

¥

Poiché evidentemente Wig(x | E) non & mai negativa, g(x) sard per le (96)
sempre- positiva e quindi I’insieme dei punti (z,,.., ,, ¥) che soddisfano le
condizioni
(99) I=sy<ga), % =(,.., £)ET,

sard un dominio poligonale D S,.,,. Tenendo presenti le (93'), (96) vediamo
che, in ogni punto x appartenente alla frontiera di 7,, la. funzione gx)
minore di 2%; di conseguenza, per ogni numero reale § =2y, I iperpiano
¥ =0 incontra la frontiera del dominio D soltanto in punti appartenenti
a I',. Indichiamo con p(f) la misura (r — 1)-dimensionale (intesa in senso
elementare) della sezione di T, col piano y =6 e chiamiamo I’} la porzione
di T, che & contenuta nel semispazio y < 2.

Per i teoremi elementari sulla misura delle sezioni di un insieme (teo-
remi che possiamo certamente applicare all’ipersuperficie I'} la quale, essendo
contenuta in I',, & a sua volta contenuta nella somma di un numero finito
di iperpiani) avremo .

Qo

(100) f vydo = f p(8)db,

% )

ove con do indichiamo I’elemento di misura r-dimensionale su I'} e con v,
la lunghezza della proiezione orfogonale su un iperpiano y = 6 del vettore
unitario normale alla ipersuperficie I',. Ricordando che T, ha le equazioni
(95) si ha

(101) vy do < [ v, do = f | grad g(x) | dee, ... d,..
Ty T,
Dalle (98), (100), (101) segue
(102) f p(6)d6 < P(E) + y

o

Annali di Matematicn 27
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e quindi si ha, a maggior ragione,
1—
(103) f p(8)d0 < P(E) -+ 1.
)

Consideriamo ora, per ogni valore di 0, la sezione del dominio D con
Piperpiano y =0 e indichiamola con II(8); se identifichiamo l'iperpiano y =6
con lo spazio S, e quindi il generico punto (x,,..., x,, ) di tale iperpiano
col punto (x,,.., ,)€8,, troviamo che, per quasi tutti i valori di 8, I’in.
sieme II(6), se non & vuoto, & un dominio poligonale di S,; si ha evidentemente

glw) =0 per x € II(6)

Poichd, per 6 > 2y, I’iperpiano y = 0 inconfra la frontiera di D soltanto
in punti appartenenti a [y, per quasi tutti i valori di 6 compresi fra 2y ed
(1—m) (valori che riempiranno un intervallo, essendo per ipotesi 7y <£)
il perimetro P(I1(6)) risulterd uguale a g(0). Esisterd allora per le (103) un
valore 6, compreso fra 2n e (1 — ), tale che risulti

PE)+ 7

(105) P(I() = ol8) < ~— 57

essendo inoltre II(8) un dominio poligonale di §,..
D’ altra parte per la (104) avremo

3 g(x) — ¢z | E) =8 > 2, per € (I(6) — E . [1(6))

(106) 9| E) — gy =1—8>7, per w€(E.T,— E.1()

mentre dalle (87), (97) segue

(107) f(g(m) — x| E)| du, ... de, < 2e;
Tac

quindi per le (106), (107) avremo

(108) mis (B« T, + I(0) — E - (b)) < %}E .
Essendo per le (83)

(109) mis (E— T,-E)<s,

avremo finalmente

(110) mis (B + TI(8) — B TI(B)) < (s 4%)
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Data 1’ arbitrarietd con cui possono essere presi i due numeri &, 7,
le (105), (110) ci assicurano che vale la

(111) lim' P(I)< P(E),
o—E

quindi, ricordando la (84), troviamo la (85) e il nostro teorema & dimostrato.

Dai teoremi IV, VIII si vede immediatamente che la nostra definizione
del perimetro di un insieme é equivalenie alla definizione data da Caccioppoli
della misura (r — 1)-dimensionale della fronliera orieniata dell insieme stesso.
Infatti, perchd un insieme EC S, sia approssimabile in media mediante
domini poligonali le cui frontiere abbiano misure (r — 1)-dimensionali equi-
limitate, occorre e basta che il suo perimetro sia finito; in questo caso il
suo perimetro P(E) & uguale alla variazione totale in S, della funzione ®(B)
che soddisfa le condizioni a), b) del teorema II, la quale variazione coincide
a sua volta con la misura (r — 1)-dimensionale secondo CAccIoPPOLI della
frontiera orientata di E (vedi loc. cit. (*)).

9. Accanto al perimetro P(K) di un insieme ECS,, possiamo conside-
rare le proiezioni del perimetro P(E) sugli iperpiani coordinati, che indiche-

remo con P(E),.., P.E) e saranno definite dalle

dx, ... de,., (per b =1, ..., r);

(112) P, (E)= lim f’—aa— Wiz | E)
x—»os Xy,

I’ esistenza del limite (112) si prova in maniera del tutto analoga a quella
seguita per provare l'esistenza del limite (13). Vale evidentemente la relazione

(118) h_ﬁl P,(E)= P(E),

mentre, per ogni valore dell’indice &, risulta
(114) P(B) = Py(B).

Sussistono i teoremi seguenti :

TeoREMA IX. -~ Dafo un insieme EC S,, se per un cerio valore dell’ in-
dice h risulta finito P,(E), esiste una funzione d insieme ©,(B) soddisfacente
le condizioni seguenti:

a) ®@,(B) ¢ definita per ogni insieme B S, ed é complelamente additiva
ed a variazione fotale limitata.

b) Per ogni funzione g(x) continua in S, insieme alle sue derivate par-
ziali prime ed infinitesima, insieme ad esse, per |x| — oo, & ordine non infe-
riore a quello di |x|~"*", risulla

(116) -/ %g_ de, ... dx, = fg(w)dd)h .
g 0" s,
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TrorEMA X. - Dato un insieme EC S, se esiste una funzione ®,(B)
soddisfacente le condizioni a), b) del teorema IX, P,(E) é finilo e risulla

(116) Py(E) = [ | dD, |.
Sf

TeoreEMA XI. - Sia dato un insieme E S, lale che, per un certo valore
dellindice h, risulla finito P,(E) e sia ®,(B) lo funzione soddisfacenie le
condizioni a), b) del teorema IX; per ogni insieme L sulle cui fronliere sia
nulla la variazione lotale della funzione ®,(B) si ha allora

(117) @y(L) =— lim f L Wi | By, .. da, .
ey oy,

Data la successione di insiemi E,, E,,... convergente verso I’insieme E,
per ogni valore dell’ indice h definiamo la funzione d’ insieme ®,(B) come
nel teorema IX, e indichiamo con ®f"(B) Panaloga funzione per I'insieme E,, .
Sussiste il

TroreMA XIL - Data uno successione di insiems

(118) E,., E,,..

convergente verso un insieme E, si ho

(119) lim’ Py(E,) = Py(E);
B —C0

se per un certo valore dell indice h é limitata la successione
(120) Py(EB,), vvey Pp(Eyp), oy

risulta debolmente convergente verso ®,(B) la successione
(121) oB), ..., DP(B), ...

La dimostrazione di questi teoremi & perfettamente analoga a quella dei
teoremi II, IV, V, VII; basta sostituire in tutte le considerazioni ai gradienti
le derivate parziali rispetto ad «,.

Osserviamo infine che dalla (113) e dai teoremi VIII, XII, si deduce imme-
diatamente un risultato (enunciato da CAccioppoLl (‘) come semplice presun-
zione) che, seguendo le notazioni usate in questo lavoro pud enunciarsi nel
modo seguente:

Dato un insieme ECS,, se, per ogni valore dell’indice h, ¢ possibile
costruire una successione di domini poligonali

(122) m, .., o, ..

{¢) Vedi loc. cit. (%), Nota I, n. 8, nota (10}.
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convergente in media verso V'insieme E, lale che risuliino equilimitate le quantita
(123) Py}, ..., Py(II), ..

allora P(E) é finito e quindi 1'insieme E pud essere approssimato in media
mediante una successione di domini poligonali ,

(124) o,,.., O,,..
avenli ¢ perimetri
(125) Py, .., PAL),..

equilimitali.




