
Pres s ion i  cr i t iche  e sforzi in un  invo lucro  c i l indrico  rin- 

forzato con nervature  sol idal i  c o m u n q u e  in terva l la te  

ed e v e n t u a l m e n t e  impresse.  

~ota del prof. G. KRALL (a Roma). 

.~ 1. P r e m e s s e .  

Un problema aotevole della Teoria  dell'elasticith., par t icolarmente im- 

portante per le applicazioni navali, b indubbiamente  costituito dally r icerca 
degli sforzi e delle condizioni di stabi:lith del l 'equi l ibr io  di un i n v o h c r o  

eilindrico, chiuso agli estremi, con o senza nervature  irrigidenti, eventualmente  

impresse, soggetto a pressione idrostat ica esterna. 
A questo problema, sotto aspetti  ridotti, sono legate molte r icerche ira 

cui singolare rilievo i~ano avuto quelle di H. LOl~E~Z 1), K. v. SAI~DE~ e 
P. TSLKE 2), W. FLti~GE 3), S. TI~OS~EN~:O 4), R. V. SOUT~WELL 5), V. MISES 6), 

F. VI~ERBO 7). 
T u t t e ~ n n o  portato un contr ibuto importante  alla conoscenza delle solu- 

zioni effettive, tanto interessanti  per  il calcolo di uno scafo per sommergibile.  

Le r ieerche del LOt¢ENZ, di SOUTHWELL e v. MISES mirano in parti- 

colare alla valutazione delle pressioni critiche Pc,. ' su un involucro cilin- 

drico soggetto o no a sforzo assiale, (in generale derivante dalla pressione 

sui fondi) che infestona secondo configurazioni a'ssiali e non assialsim- 
metrlche. 

Tall r icerche b cercato qui di estendere al caso del cilindro ortotropo 
cio~ ad anisotropia ortogonale, nel senso delle b a s i e  delle generatrici.  Sono 

pervenuto cosi a formole molto semplici che in pr ima approssimazione pos- 
sono sostituire le complesse r icerche generali  del FLiIGC~E. 

La r icerca di v .  SANDEI~ e T~iLKE eonsidera, secondo la classica teoria 
delle volte sottili de] LovE, il probtema del cilindro con nervature  (ossature) 

eguali ed equidistanli; per6, quando passa a tenere conto, r iprendendo una 
precedente  memoria  di v. SAI, TDE~ e Gi I~HER 8), dello sforzo assiale conse. 

guente alla pressione sui fondi, adotta un criterio semplificativo di cui 
diremo che ~ stato espresso, accanto a varie osservazioni utili per il teenico, 

.4nnalt di M~t~matiea, S e r l e  I V .  r~omo X X I I I o  ~1 
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da F. VI~ERBO nella eitata memoria 7). Tale criterio non rispecchia comple- 

tamente la realtit. Infatti ,  poich~ con questo si b condotti  a r iportare il 

problema del l ' involucro con sforzo assiale a quello che ne ~ privo, salvo ad 

assumere,  m essendo il coefficiente di P o I s s o ~  una pressione esterna vir tuale 

2 m - -  1 
P* ~ P 2m 

in luogo di quel la  effett iva p, riesce manifesto che restano del tutto trascu- 
r~ti (il che perb, pei casi ordinari, b pra t icamente  legittimo) i momenti  

flettenti  longitudinali  dovuti  a tale sforzo, momenti  che si sviluppano inevitabili  

quando le genera trici perdono la configurazione retta. 
Una  nuova impostazione della teoria che tenga completa  considerazione 

deUo sforzo assiale costi tuisce uno scopo della, trattazione che segue. In questa  

si mira, anche pei" specifiche richieste che mi sono pervenute,  a studiare 

con ogni dettaglio l ' aspet to  non critico, ma is tessamente fondamentale,  del 
problema generale, sino ad era non.considerato~ involgente la determinazione 

degli sforzi in i nvolucri cilindrici con ossature aventi distribuzione e rigidith 
qualunque.  In queste si possono comprendere  compartin~enti stagni e anelli 

rinforzati o sottoposti eventualmente  a sforzo preliminare,  opposto alla 
pressione, esterna per un sommergibile,  interna per un tubo in pressione. 

0 avuto per fine essenziale la r icerca di procedimenti  at tuabil i  effetti- 

vamente  e presentabi l i  in forma sintet ica come appare nel § successivo in 

eui tutti  i r isultati  sono stati r iassunti  come b conveniente per  le applicazioni 

ed il lustrati  con esempi numerici .  
Cencludendo queste premesse mi b gradito esprimere cordiali ringra- 

~,iamenti al prof. M. PICONE, diret tore de lFIs t i tu to  per le Applicazioni del 

Calcolo, che mi ha dato la possibilith - -  par t icolarmente compendiata  nella 
acuta  ed efficace collaborazione del dott. D. CALIGo - -  di tentar% anche 

attraverso numerose esperienze numerich% varie vie prima di pervenire 
a lFasse t to  at tuale del lavoro, assetto che credo soddisfacente;  dalFaltro,  di 

superare  agilmente i non 1levi sviluppi algoritmici che r icorrono al § 3. 

§ 2. R i a s s u n t o  d e i  r i s u l t a t i  c o n s e g u i t i  (~). 

Sforzi in uu involucro cilindrico rinforzato con nervature  solidali comunque 

intervallate ed eventualmente  impresse (forzate) soggetto a pressione idrostatica 

esterna e sui fondi. 

(t) Non mi sembrb necessario riassumere qui i risultati del § 2~ n. 3 perchb e~identi 
nel testol i risultati ai n. 1 e 2 di detto § sono ~oti dal LORENZ~ Op. cir. 
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iN. 1. Speei f icazione dei s imbo l i .  - -  D e f i n i a m o :  

p = p ress ione  es te rna .  

1 2 m -  1 
m -~-- eoe f f i een te  di P o I s s o ~ ;  pe r  I' ace ia io  : - -  ~ 0,30, - -  - -  0,850. 

m 2m 

2m - -  1 
P* ~ P 2 m  

E ~ modu lo  d'  elasticitY. 

d - - "  l a rghezza  del l '  a la  del la  n e r v a t u r a .  

P - -  p d  - -  sforzo cen t r i f ugo  impresso  con f o r z a m e n t o  , agen te  sull '  invo. 

lu~ro in senso opposto  al la  p ress ione  p .  

N ~  sforzo long i tud ina le  per  un i th  di l unghezza  m i s u r a t a  sul la  c i rconfe-  

r enza  di raggio  +'0. Se b dovuto  aUa p ress ione  sui fondi  si i~ 

N ~-  r~up " 2rot: - -  rop  
2 

F ' = =  a rea  sezione n e r v a t u r a  (ossatura).  

d '  
J ' - - m o m e n t o  di ine rz ia  (r ispet to all '  asse ba r icen t r i co)  di F ' ,  i ' ~ : - -  

- -  spessore  d e l l ' i n v o l u c r o .  

y, '  - -  d i s tanza  del  b a r i e e n t r o  di F r dal  mezzo lamiera .  

F ~  a rea  sez ione  n e r v a t u r a  + ] amie ra  d i r e t t a m e n t e  a conta t to  con l ' a l a ,  

d u n q u e  F = 2"' + d .  5. 

y , - - d i s t a n z a  del b a r i c e n t r o  di F dal  mezzo lamiera ,  qu ind i  

1 
Y' = Y/ d .  U 

I + - -  F '  

J - - m o m e n t o  d ' i n e r z i a  di F, qu ind i  

J - - -  J '  
i'~ 1 + ~7~. ~1 

r ~ - - r a g g i o  medio  conta to  sul  mezzo lamiera .  

r ~ raggio  b a r i c e n t r i c o  di F ' .  

r' = raggio  b a r i c e n t r i c o  di F ~ F '  + d • ~. 

re = raggio  es te rno  del l '  invol, ucro.  
2b-----intervallo ne t to  t ra  le n e r v a t u r e ,  qu ind i  

le n e r v a t u r e .  
2 b + d  ~ l ' i n t e r e s s e  t ra  
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P o n i a m o  : 

n .~- 12 dunque ,  pe r  2q ~ r~J:p 
m ~ E 8  = 2ro~z' 

, .  m ~ 1 4 

n =  6m~+n3--Ipr°(b~) ~ ' E  8 

v __ (p* - -  p)d "~ r ~ 
E ~  - " ~ - '  con d* - -  d .  r~.r 

m ~ - -  1 b ~ 
~ - -  12 - -  

1 m" (818r "~ 

- -  B m ~ - 1 \ ~ / P - "  

Si c o n s i d e r a  il solo caso p r a t i c a m e n t e  i n t e r e s san t e  

n :  - - 4 ~  < 0  

dunque ,  se lo sforzo de r i va  da l la  p re s s ione  sui  fondi ,  e qu ind i  N ~  %p  

il caso 

N. 2. Caso p a r t i e o l a r e .  - -  I N ¥ O L U C R O  CILINDRIOO CON NERVATURE EGUALI 

:ED EQUIDISTA~TI  EYENTUALMENTE FOI~ZATE (cfr .  f ig.  1}. 

Pos to  

- ~ \ . '(° i V "  
/ r ",\ 

\ 

2 

? 

d d d d d 
~ - ~ 2 b - - ~ m  ~.-- .- , . --2b----~.~ . . . .  2 b - - - ~  ~ - 2 b  - - - - - ~  t .--~- 

-; 1 i J ! i 

Hill l i iHtl i t  II tlli1 I ltl~.lill till 

K 
12 p 

- ! F 
- -"  } ~  I t l f ] [ l l t t l t t  I I t I l l l t l , , t  I l l  t t I ~ t l l l l l l t t  

"| IIIfII| IIIII~tL~I|IIIIIIIIIIIIIIIIItII|IIIIII I" 
. 2 ~ T  22"_;~'27£/~ 2-_2_' :::2227T; / :  7 _° _ _~=__ 

I ~ i g .  1 
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e eonta to  o~ cos1 ehe s iano 

-~-O, ~ = 2 le sezioni di a t tacco,  
- - 1  la sezione di mezzer ia ;  posto ancora  

si h per  lo spos tamen to  w---w({) ,  

c o n  

s(~) = ~ + 

Y 

2s~t~(~~ + ~ ( S h ~ , h  + sin ~ ~ )  + ~t sin ~ cos ~ + ~ Sh ~t Ch ~t 

• { Sh ~ , .  [~, Sh ~ ( 1  - -  ~) sin ~ + ~ Ch ~ ( 1  - -  ~) cos ~{]  -t-- 

sin ~%. [ ~  Ch ~ cos ~ ( 1  - -  ~) - -  ~ Sh  ~ sin r~(1 - -  ~)]l- 

P e r  la 2 a d e r i w t a  di v si h 

- - -  2 ~ ( ~  -4- ~ ) ( S h  ~ ~ -~- sin '~ ~ )  -4- ~ sin ~ cos ~ -+- ~ Sh ~ Ch~q~ " 

• I ~, Sh ~ Sh ~,(1 ~ ~) s in ~q.2~ - -  ~q~ Sh  ~, Ch ~ ( 1  ~ ~) cos ~ -4- 

q -  ~ sin ~ Ch ~ cos ~ ( 1  - -  ~) q -  ~ sin ~q~ Sh ~ sin ~%{1 - -  ~)t. 

In '  ~ ~-- O, oio6 all '  a t tacco,  

@ ~ - ~ } .  ~l~ + ~ ) .  (~t s i n ~  c o s ~ - - ~  S h ~ C h ~ )  
d~v \ ~, , t  

cl~:~ ~=o.-- 2s~ '~(~ '  + ~ ) "  (Sh~ ~q' + sin~ ~q") -I-- ~ sin ~e cos ~ h +  ~Sh~/,ell:q," 

P e r  n - - O  si i~ 

ltb Tb  
[ ~  = / / ° ~ W \~0]" 

Poieh~  non eonsegue  n e s s u n a  sempl i f icaz ione  ul ter iore ,  a p p a r e  inut i le  la 

d~v 
sc r i t t u ra  per  disSeso del le  eo r r i sponden t i  espress ion i  di v, ~ (~). 

dZ v 
Noto , ~" ~{g} e ~ si /~ quan to  oceorre  per  i ealeol i  sueeess iv i .  

I i) Tall  espressioni  appaiono del resto negli  esempi numer ic i  a § 3 
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1} Sforzi St negli anelli irrigidenti od ossature 

St - v tO)"  ~ " E F - - E F $  v(0) 

ta) ~ speeifica in detti anelti 

8t -- E ~ v(O). 
z - - ~  r 

e quindi 

2) Sforzi secondo i paralleli dell'involucro 

v(~). E~ 
st = = E ~ .  : "~'(!), 

re r 0 

st 

3) Momenti flettenti tungo le generatrici 

m ~ E ~  ~ d ~ w _  m ~ E ~  " ~ ( ~ d ' v  
m(~) - -  m ~ -  1 12 d x  ~ m ~ -  1 12 ~b) d ~ "  

N. 3. Caso generale. - -  INVOLUCnO CILINDI~ICO CON N]ERVATURE~ FORZATE 
O NO~ COMUNQUE I~qTERVALLATE~ E CON CO~PARTIMENTI STAGNI, X)RESSION:E 

SULL'INVO~UCnO E Pm~SSIONE SUI FONDI (cfr. fig. 2). 
Si r iduce il problema al ealeolo degli sforzi in un involucro omogeneo 

indefinito soggetto a pressione p sul m a n t o e  pressione sui fondi soggetto a 

earichi X, per  uniti~ di lunghezza per i fe r ica  eoncentrat i  in corrispondenza 

alle ossature di cui essi sosti tuiscono gli effetti. 

ASSE O~ SIMMETRIA 

il TIIIIII'I Il l  Tt'I-t T,t** t tt't 

Nig. 2 

IlilltllItilIIIIIi illt?t[l 
I 

Noti, nel modo appresso indicato, quest i  carichi X~, gli sforzi, sposta- 
menti ecc. si calcolano con l 'ausi l io  di una  funzione di influenza cp che si 
passa a precisare  nei termini del valore assoluto di una sola variabile dif- 
ferenza delle coordinate x~ del punto inf[uenzato e ~t del punto influenzante. 
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Questa  funzione,  quando  sia, come u n i c a m e n t e  avv iene  nei  casi prat ici ,  
u 2 - -  4~ <~ 0 ~, con r iguardo  al le p recedent i  espress ioni  di ~ e ~.~, o re  si ponga  

: cos ~ l~[ + --  sin ~ 1~1 , 

1 e_.n~i~i (sin ~ I { t c°s  ~-~ I { [) 

P e r  ~t = 0 si 
4 

1 d~q)(~) i 
+(1) = ~ ,~(ft, d f  ~ - -  +"(~)  = ~ o  +(f~' 

c e l l  

~(~) = e-'~o~(cos r~o~ -t- sin ~0~); 

~(~) ~ e-'~o~(sin ~0~ - -  cos ~0~)- 

I n t r o d u c e n d o  la cos idet ta  l unghezza  carat ter is t ica  

4 

8 0 - -  - -  = r o ~0 m ~ - -  i r0 

la  ~ e la + si scr ivono anehe ,  poich~ 

= e  -~o c o s - -  -4- sin , 
80 

*(Xo) = e -  ~°(sin x 80 cos ~ ) .  

Pe r  invo lucr i  per  sommergibi l i ,  s ~ de lPo rd ine  di uno o due dec ime t r i ;  
lo smorzamento  di ~ ,  per  gli o rd inar i  valor i  di n, o di ¢~ e ~ ~ quindi  molto 
for te  con r igua rdo  ai valori  che  pub a s sumere  I x l .  

Nora tale funzione (I), s immet r i ca  r ispet to  a ~ = O, si calcol ino i coeff icent i  

essendo,  r ipe t iamo,  

ro  r o 
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con x:,  x 1 coordinate di due generiche ossature contate da an 'o r ig ine  qua- 

lunque, stabilita una volta per sempre. 

Cib posto, si sostituiscano alle X~ le incognite XJ cosi definite 

e si valutino i termini  

d* = ~e_ d, 
r /  

Sia infine 

Xj 

con P J - -  (P --P.d " d*, 

2m - -  1 
r e - - - r o  + ~ ,  P* = 2m P' 

P ro Oo __ 2m - -  1 pr~ * 
2 m  E ~  2 - -  E ~  ~" 

essendo 

COIl 

/ 1  per i---~j, 

~ / - -  \ 0  )> i 4=j. 

I1 sistema nelle incognite XJ, ciob nel le  Xs, b dato allora da 

~tb ~ 1 
+ = 6 ~  - -  . 

In corrispondenza ad un compart imcnto stagno, porre F + ~  oz. 

Trovate le ;(j si 

S p o s t a m e n t i  i n  x 

S f o r z i  ne l l '  i n v o l u c r o  

nel senso dei paralleli  

ncl senso dclle generatrici  

con 

2 m - l p r ~ _ O o . ~ .  
w ~ - - -  2m E S - -  

Fo 

__ ± .6re(x) 
8~ 

E • ~ • r o O" 
2 z~zs ( l ~ - - ~ s l l .  
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e O l l  

Caso p e r  n ~ O. 

P e r  n = 0 conv i ene  p o r r e  

L e  equaz ion i  ne l l e  i ncogn i t e  

si se r ivono  a l lo ra  

codPij ~--- mo~ q 

m o - -  ~ m e 

X ~  

r v~ ,~,j r ~  '~ 

~[et tendo invece  in ev i denza  le X j ,  come  in tul caso ~ forse ,  pifi p ra t ico ,  

si /~ a n c h e  
r 12 ~ r t2 

x , ~ ,  + ~o ~, x,~,., = - i p - p ) ~  ~.,  + - -  

Note  le Xi  r i s u l t a  

2 m  - l pr~ 

m E ~  

2 m - - l p r ~ .  

COIl  

2m 

E 

s~(~=~-~v(x}, 
+ 6 m ( x ~  

~ ( x ) = _ _  ~ 

mlx) - -  
80 ,~7 

~ ) S S E R V A Z I O N E  L - -  

s a t u r a  anz ich~ ~ .  =. qo(O)= 1, p o r r e  

con 

OOil  

Se non  si t r a s c u r a  la l a rghezza  d del l '  a la  de l l ' o s -  

1 - -  e -A cos  h d 
~ ( A ) =  A , A = - - . 2 s o  

A n a l o g a m e n t c ,  anaich~ ~ .  _-= 4(0) = - -  1 p o r r e  

e - ~  sin A 
~(~) = d 

2 8 ~  ' 

Annat~ d~ Mvttsmatiea, ~ e r l e  I V .  Tomo X X I I I .  $2 
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gA), ~(A) sono appresso tabellate per 

0,10 ~ h ~ 0,30. 

Per i valori di ¢~ij e ~/j, per i=}=j, le correzioni sono inessenziaIi e 
possono essere senz'altro trascurate. 

A 

0,10 
0,11 
0,12 
0,13 
0,14 
0,15 
0,16 
0,17 
0,18 
0,19 
0,20 
0,21 
0,22 
0,23 
0,24 
0,25 
0,26 
0,27 
0,28 
0,29 
0,30 

1 - -  e -a cos h 
A 

0,9968 
0,9962 
0,9955 
0,9947 
0,9939 
0,9930 
0,9921 
0,9912 
0,9901 
0,9891 
0,9879 
0,9868 
0,9856 
0,9843 
0,9830 
0,9816 
0,9802 
0,9788 
0,9773 
0,9758 
0,9742 

e - a  s i n  h 

0,9033 
0,8940 
0,8848 
0,8756 
0,8665 
0,8575 
0,8485 
0,8396 
0,8308 
0,8220 
0,8133 
0,8046 
0,7961 
0,7875 
0,7791 
0,7707 
0,7624 
0,7541 
0,7459 
0,7378 
0,7298 

OSSERVAZIO~E II. - -  qNelle cireostanze specifiche qui considerate (involucri 
per sommergibili, tubi con nervature ece.) si g (I)ij praticamente trascnrabile 
per j anche poco diverso da i e, in ogni case, (1)i,j+l o 0p~,~_l piccolo in 
raffronto a (I)~. 

Pertanto le equazioni potranno ridursi a 3 sole incognite X~-~, X,, X~+~ 
ognuna. Si ha allora in 1 a approssimazione 

r r'2 

+° - -  (p - - p ) d  FT'. 
X i  (t) 

rt~ 



r in forzato  con nerva ture  sol.idali com unq~e in terval la te  ecc. 251 

in  2 a a p p r o s s i m a z i o n e  

X z  (~) : 

(I) o - -  ( p  - - p ) d  F ~  - -  % j .~,.~ "v~ 

rv2 
o)og ) + F,-- 

l ' a p i c e  su l  s o m m a t o r i o  s t a n d o  

soli  t e r m i n i  p e r  j 4= i. A t t e s o  

l i m i t a r s i  ai  d u e  soli  t e r m i n i  

ad  i n d i c a r e  ehe  v a n n o  in  esso c o n t e m p l a t i  i 

i l  f o r t e  s m o r z a m e n t o ,  t a le  s o m m a t o r i o  po t rh  

j - - i - - 1  e ] = i + 1 .  

§ 3. E s e m p i  n u m e r i c i .  

N. 1. Caso p a r t i c  l a t e .  - -  P o n i a m o  p e r  s e m p l i c i t ~  

r ~ r o ~ r '  ~ r e = 3000 m m ,  ~ ~-- 20 m m ,  1 -= 2b = 550 m m ,  

d - -  d* - -  90 m m  ( in t e rva l l o  d '  o s s a t u r a  2b q-- d ----- 640 ram) ; o s s a t u r a  : f e r r o  a 

2 5 0 . 9 0  
bulbo --1--2-- : F '  =- 4700  m m  2 ; p r e s s i o n e  i d r o s l a t i c a :  1o = 100 m d '  a c q u a  = 0 , t  

]~g/mm~; p ----- 0, 
1 
- -  --~ 0,3 E ----- 2 t000  k g / m m L  
m 

l / ~ l o r i  n o l e v o l i  d i v e r s i  : 

2 m -  1 +n ~ -  1 
2m ==- 0,85 m2 _ 0,91 

b 
= 13,75, p = 100 m - -  0,1 k g / m m  :, F - - -~ /F '  -t- d~ --=-- 6500  m m  ~, 

p r qg~ 
--- 15 k g / m m  "2, 0 , 8 5 ~  = 12,75 kg/mm"~ 

n - -  0,73734,  ~ - -  17,34806, 

Si  h q u i n d i  

p *  ---~ 0 , 8 5 .  p --- 0 ,085  k g / m m  :, 

~" --- 1,57991. 

+-2 

n ~ - -  4~ < 0 

n 

2 = V 1 , 8 9 8 2 i -  = 1,37776 

- -  --- V 2 , 2 6 6 8 8  - -  1,50562 
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s e n  ~ ~-- 0 ,99788 

v --" 0 ,02522 e --'-- 0 ,09755 ~ = 0 ,09107 

~ - -  1,82143 v Y - -  - -  0 ,06585 

~ --" 2 ,07437 ~ ÷ ~ ~ 4 ,16510 

S h  ~i  "-- 1 ,85693 Ch ~ = 2 ,10906 S h  ~ ~ ~ 3 ,44817 

S h  ~ Ch ~ --'-- 3 ,91639 

cos  ~ ~ 0 ,065532 s e n  ~ ~ - -  0 ,99576 

s e n  ~ cos  ~ --~ 0 ,06499 

S h  ~ cos  ~z ~ 0 .12095 s e n  ~ Ch ~ = 2 ,10459 

2 ~ , ~ ( ~  -b  ~ ) ( S h  ~ ~,  -+- s e n  ~ ~ )  - -  7 ,49098 

2 ~ ( ~  + ~ ) ( S h :  ~ ,  - t -  s e n  ~ ~ )  -I- ~ l  s e n  02 cos  ~ - t -  ~ S h  ~ Ch  ~ 

1,31703 
- - ~ - -  "13,47711 - -  0 ,09772 

~v(~) ---- ~v(~) - -  1 ,82143 - -  0 ,09772 I S h  ~ [ ~  S h  ~ ( 1  - -  ~). 

• s e n  ~ -t-  ~2 Ch "~(1 - -  ~) cos  ~ ]  - t -  s e n  ~ .  

• [ ~  Ch  ~,~ c o s ~ ( 1  - -  ~ ) - -  ~2 S h ~ , ~  s e n  ~ ( 1  - -  ~ ] l  

w(0) = w(2b) ---- 1 ,82143 - -  0 ,09772 • 5 ,98613 - -  

----- 1 ,82143 - -  0 ,58499 -~ 1,23644 m m  

w(b) ---- 1,82143 - -  0 ,09772 • 3 ,08771 - -  

---~ 1 ,82143 - -  0 ,30116 ---  1,52027 m m  

v"(0) - ~  ~ v'q2) ~--- ÷ 0 ,0~53823 .  w"(O) -~ w"(2bl - -  

5 ,80704  ~ 0 ; 0 ' 3 1 2 5 5  

w"(b) - -  ~ v"(1) ---  - -  0 ,0 ' 14627 ,  

p e r  n - - 0  s i  h ~  

p *  ~ 0,085 k g / m m  ~, n ~ 0, ~ ---~ 17,34806, ~ ~ 1,57991 

"~ = ~ - -  ~ ----- - -  - -  V2108255 - -  1 ,44310 

S h  ~ 1,99881,  C h ~  2,=3501, S h  "~ ~ = 3 ,99525 

S h  ~ Ch ~ ---- 4 ,46736 

s e n  ~ ----: 0 ,99186 cos  ~q ~ 0 ,12735 s e n  ~ ~ - -  0 ,98378 

s e n  ~ cos  ~ ~-- 0 ,12630 
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Sh  ~q cos ~q ~ 0 ,25454 s en  ~ Ch ~ ~ 2,21681 

~ -~ 2,08255 ~q3 ~ 3,00533 

v ~ 0,02522 ~ ---- 0 ,09755 ~-~ - -  1,82143 

~ ( v - - ; ) - - - -  1,31703 

4e~3(Sh ~ ~ -4- sen  ~ ~) ~ 5,83884 

Sh  ~ Gh ~ + sen  ~ cos  ~ ~ 4,58988 

4 ~ 3 ( S h  ~ ~ -~- sen  ~ ~)-1- s en  ~ cos  ~ -t- Sh  ~ Ch ~ - -  

1,31703 
~ - ~ -  1 0 ~ 2 8 7 3  - -  ~ 0 ,12629 

w(~) ~-- 1 , 8 2 1 4 3 - - 0 , 1 2 6 2 9 .  I S h ~ [ S h ~ ( 1  - - ~ } s e n ~  + C h ~ ( 1 - - ~ ) .  cos  ~ ]  + 

-I- s en  ~[Ch ~}~ cos  ~(1 - -  ~) - -  S h  ~ sen  ~(1 - -  ~)] l 

- - ( / )=  ~ v ( 1 ) =  t . 82143  - -  0 . 1 2 6 2 9 . 2 , 4 7 1 3 5  = 7V ~ 

--- 1,82143 - -  0 ,31210 ----- 1,50932 

w{O) " -  w(l) ~--- ~v(O)'~'~ 1,82143 - -  0 , 1 2 6 2 9 . 4 , 5 9 3 5 7  ~--- 

- -  1,82143 - -  0 ,58012 --~ 1,24131 

0 ,12629 
v"(O) ---- -4 • 4 , 1 6 5 1 0 . 4 , 3 4 1 0 5  ~-- 

75625 

---- 0,0~695 • 4 ,34105 --~ 0,0~302 

w " ( 1 2 ) = b ~ V " ( t ) = - - O , O ~ 6 9 5 . 1 , 9 6 2 2 7  = - -  0,0~136. 

C o n f r o n t a n d o  i r i s u l t a f i  t r o v i a m o ,  p e r / 9  ~ 100 m d ' a c q u a :  

t )  ,, {t 
n --- 0 w(O) ----- w(l) : 1,241 w ~ -~- 1,509 w"(O) - -  w " ( l ) :  0 ,0 '302  w [~)~--- - - 0 , 0 ' 1 3 6  

n=]=O w(O)-~-w(1)--=1,236 w ~ : 1,520 w"(O)-----w"(1)--O,O'313 w 1 ~ ) = = - - - 0 , 0 ' 1 4 6  

C o m e  si cons t a t a ,  l ' i n f l u e n z a  de l lo  s forzo  a s s i a l e  si r e n d e  sens ib i l e ,  n o n  

r a g g i u n g e n d o  p e r 6  n e a n c h e  il  10 °/o p e r  i m o m e n t i  f l e t t en t i .  C o n s i d e r a n d o  la  

press io~le  di  3 0 0 m ,  q u e s t a  i n f l u e n z a  si a c c e n t u a .  

T r o v i a m o  i n f a t t i  

p. == 0,3 k g / m m  :, n ~ 2,21203, n '2 - -  4~ ~ 0 
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S e g u e  

2 

Y P* r° --- 0,27321 - -  0 ,07566 ; 

v - - ~ - ~ -  ~ 0 ,19755 ; ~ ~--- 0 ,09755 

~i = - - -  V 1 , 5 2 9 f f d - -  1,23675 

] / .5 ,  27116 __ V2 ,63556  1,62344 

] /  n ~ 1 V i 6 , 1 2 4 7 8  = 2,00778 

+ = = 4 , 1 6 5 1 o  

S h  ~l --~ 1 ,57703;  Ch ~ ~ 1 ,86735;  Sh2 ~h ~ 2,48703 

sen  ~ --- 0,99861 ; cos  712 ---~ - -  0 ,052619 ;  sen"- ~-2 -~  0 ,99723 

S h  ~ Ch ~L - "  2 ,94488 sen  ~2.2 cos  ~2 -~  - -  0 ,05255 

2 ~ ( ~  -t- ~ ) ( S h  ~ ~ -4- sen  ~ ~2) - -  5,68475.  

v(~) ~ 0,27321 1 0 . 4 ~  {1 '19755 1,577031t ,23674 Sh  ~,(1 - -  ~) . sen  ~ ÷ 

+ 1 ,62344 Ch ~ ( 1  - -  ~) cos  ~ ]  + 0 ,99861[1 ,23675.  

• Ch ~,~ cos ~ ( 1  ~) - -  1 ,6 ,344  Sh  ~ sen  ~ ( i  ~ ~)] l ~ 

0,27321 - -  { 0 ,03705 S h  "~(1 - -  ~) s e n  ~ + 0 ,04863.  

• Ch ~ ( t  - -  ~) cos  ~ + 0 ,02346 Ch ~ cos  ~ ( 1  - -  ~) - -  

- -  0 ,03079  S h  ~ s en  ~ ( 1  - -  ~) t 
e q u i n d i  

w(O) - -  ~v(O) --- 5 ,46429 - -  1,79151 ---- 3 ,67278 m m  

w(l) - -  ~v(2) - -  5 ,46429 - -  0 ,37989(0,32325 - -  4 ,75436 - -  

- -  0 ,38823 + 9,53521) ~--- 5 ,46429 - -  1 ,7915i  ----- 3 ,67278 m m  ~-  ~(0) 

w(~)  : ~ v ( 1 ) - - 5 , 4 6 4 2 9 -  0 ,82495 : 4 ,63934 ram. 

I n t r o d u c e n d o  i +a lo r i  n u m e r i c i  h e l l e  e s p r e s s i o n i  di w" o t t e n i a m o  

w"(O) - -  20 v"(O) ~ - t  2 0 . 0 , 1 9 7 5 5 . 4 , 1 6 5 1  
75625 7 5 6 2 5 . 1 0 , 4 0 0 6 1  { 1 ,62344 .  

16,45672 
• 2 ,94488 + 1 ,23674 -  0 ,05255 } - -  7-86545,375 " 

• 4 ,845829 = 0,0~2093 • 4 ,84583 = 0,0~1014 

~v"(~) = w"(o) = o ,o~to14  

,,[t \ ~_ 
w [~) - -  ~ v"(1) ~-- - -  0 , 0 ' 2 0 9 .  (0,13472 4 -  2,30625) = - -  0 ,0 '5107.  
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E s a m i n i a m o  o r a  il c a so  I i m i t e  'Jr ~ 0. Si  ~t 

t 

V Y _  1,44310 
V2 

"-- 2,75 V__273 __ 2,75 • 0 ,52476 = 1 ,44310 
V6O 

~ ~ 2 ,08255 ~ ~ 3 ,00534 

sen  ~ ~ 0 ,99186 cos  ~ ~ 0 ,12734 sen  ~ ~ =:  0 ,98378 

Sh  ~ ~--- 1,99881 Ch ~ ---- 2 ,23500 Sh  ~ ~ = :  3 ,99525 

S h  ?l Ch ~ ~ 4 ,46473 sen  ~ cos  ~ ~ 0,12631. 

S h  ~ cos  ~ -~-- 0 ,25454  Ch  ~ s en  ~ - -  2 ,216808 

S h  ~ ~ + s e n  ~ -q ----- 4 ,97903 

w(0) --- v(0)~ = 5 ,46429 1 , 9 7 5 5 4 . 2  t 0 , 4 3 2 5 0  ~{ 4 ,46735 + 0,12631 I ~ 

- -  5 .46429 - -  0 ,37873 • 4 ,59366 - -  3 ,72453 

w = ~v(1) - -  5 ,46429 - -  0 ; 3 7 8 7 3 . 2 , 4 7 1 3 5  ----- 4 ,52831 

4 , 1 6 5 1 0 . 2 0 . 0 , 1 9 7 5 5  
W"(O) --- -~ V"(O) - -  w"(l)  - -  - -  7 5 6 2 5 . 1 0 , 4 3 2 5 0  " 

• { - -  4 ,46735 + 0 ,12630 } ~--- + 0 , 0 4 2 0 8 . 4 , 3 4 1 0 5  : 0 . 0 ' 9 0 9 8  

w ~ )  = ~ " ( 1 )  = - 0 , 0 ' 2 0 8 . 1 , 9 6 2 2 7  = - 0,0~409. 

R a c c o g l i e n d o  i r i s u l t a t i  o t t e n i a m o  il 

s t a te  r i p o r t a t e  a n c h e  le c a l c o l a z i o n i  f a t t e  

VITERBO c he  n a t u r a l m e n t e  c o i n c i d o n o  

s e g u e n t e  s p e c c h i e t t o  ne l  q u a l e  sono  

s e c o n d o  le f o r m o l e  di  V. SA:NDEN- 

s p o s t a m e n t i  : 

agl i  e s t r e m i  

in  m e z z e r i a  

m o m e n l i  : 

agl i  e s t r e m i  

i n  m e z z e r i a  

V. SANDEN-VITERBO 

w(O) - -  w(1) -~- 3,724 

~v ~ - - 4 , 5 2 8  

,o"(o)= ~v"(0=+o,o4911 
w"(~) = - -  0,04409 

n ~ 0  

w(0) = w(2b) ~--- 3,725 

w(b) = 4,528 

w " ( O ) = w " ( 2 b ) =  +O,O~910  

w"(b) --~ - -  0,04409 

n4:0 

w(O) = w(2b) --- 3,673 m m  

w(b) --- 4,639 m m  

w"(O)~-w"(2b)  --- .+ 0,031013 

w"(b) ~ - -  0,04511 



256 G. K ~ :  Press ion i  cr i t iche e s forz i  in ~n involuero  ci l indrico 

Si cons ta ta  ehe, e f f e t t i vamen te ,  ne l le  e i r cos tanze  o rd i n a r i e  qua l i  sono 

que l le  qui  cons idera te ,  l ' e f f~ t to  del lo sforzo ass ia le  r agg iungc  al pifi il 25°/'° 

saI va lo re  dei  moment i .  Si cons t a t a  anehe  che, p e r  n ~ 0, le nos t rc  f o rmo l e  

danno,  n a t u r a l m e n t e ,  i r i su l t a t i  di v. SA~DEN-VITERBO. P e r  a n  magg io r  in- 

t e rva l lo  di o s sa tu ra  l ' i n f l u e n z a  del lo sforzo ass ia le  d iv iene  pifi sens ib i le  e 

cosi p u r e  o re  venisse  fa t to  di c o n s i d e r a r e  p ress ion i  pifi e levate .  

N. 2. @aso genera le .  - -  Cons ider iamo,  secondo il me todo  g e n e r a l e  indicato ,  

a t i tolo di esempio  e di control lo ,  il caso gi~ t r a t t a to  d a v .  SANDE~-¥I~:Em30, 

ciob degli  inf in i t i  anel l i  egual i  ed equ id i s tan t i .  "Allora si pub a f f e r m a r e  a 

p r io r i  che  tu t t e  le Xj s a r anno  egual i  e le equa~ioni  ne l le  Xj ,  pe r  n---~0. 

porgono  
2 m  - -  l r ~ _ ( l _ -p~ r'~ 

X~ ~--- X - ~  17 r,~ 

Ammesso  con r i gua rdo  a l t ' e s e m p i o  p r e c e d e n t e  

p - -  0,30 k g m m  -~, p ~ 0 

r ~ r '  ~ r ~ 3000 mm, ~ ~ 20 mm, F '  == 4700 mm "2 

l -~  d --" 550 -4- 90 ----- 640 mm, E - "  21000 k g m m  -~ 

t- 
- -  ~ 0 , 3  

t r ov i amo  

2m - -  i r20 _ 3,8250 • 10~mm, r'2 2m ~ d ~ - -  1 ,7234.  105ram 

3m~ 1(_~) ~ r'~ 
- -  ----- 1,1807 • 103, F- ~ - -  1,9149 • i0  ~ 

( ° ° -  2 m ~ 

s0=H0-- = r0 g m  ~ - -  1 = 190,561 ram. 

P e r  ca l eo la re  poi i va lo r i  %j pon iamo,  o r d i n a t a m e n t e ,  ne l la  funz ione  

¢~ ~ e ~ " ~o cos ~ ~ + s i n  ~ ~- 

e s0(eos - -  -+ sin x 
So 

~ 0 ,  ~ - - - 6 4 , 0 0 c m ,  ~ 2 . 6 4 , 0 0 e m ,  ~ - - 3 . 6 4 , 0 0 e m  eee, 
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ciob 

x O, x 3,3585, x ~ .~ , - - ~ -  - - =  - - = 6 , 7 1 ~ 0 ,  - -~ - -10 ,075  ecc . .  
8 o 8 0 8 .  8 0 

Ot ten iamo ,  r e s t a n d o  e o n f e r m a t a  l ' a s s e r z i o n e  t h e  in  g e n e r a l e  6 su f f i e i en t e  

a c e o n t e n t a r s i  de l  solo t e r m i n e  %.~+~ o %,~_~, 

~io ----- 1 

q~a - -  e-3'3~SS[sin 3,3585 -t- cos 3,3585] = - -  0,04146 

%~ - -  e-6.7~7°[sin 6,7170 d -  cos 6,7170] = 0,021606 

~3  = e-~°'°755[ s in 10,0755 d-  cos 10,0755] ----- - -  0,0~5899 

%4 ~--- e-'3'~8~°[ s in 13,4340 + cos 13,4340] = -4- 0,052064. 

A t t e sa  la  s i m m e t r i a  de l l a  q) r i spe t to  a x = 0, r i s u l t a  

Y'.j %j = %o + 2 ( ~  + %~ -t- ...) = 0,92018. 

Segue  in c o n f o r m i t h  con  ques t i  va lo r i  

X~ = X - -  3 ,825-  1@ - -  1 ,7234 .105  
1,1807 • 103 • 0,9202 -t -~ 1,9149 • 103 " p  --= 70,0213 . p .  

Quindi ,  pe r  p = 0,30 k g / m m  ~, 

X = 7 0 , 0 2 1 3 . 0 , 3 0  - -  21,00639 k g / e m .  

Lo  s p o s t a m e n t o  r i su l t a ,~ad  es. in a~---0,  

w(O) 2m ~ 1 p r  ~ ¢oo~ 
- -  m E~ - E - ' X ' E J ~ J :  

: 5,46439 - -  1 ,18108 .0 ,9202  = 4,3776 ram. 

Se si t i ene  eonto  de l la  r i p a r t i z i o n e  di X ~sul t r a t to  < d >  di a la  del 

f e r ro  a bulbo,  po ieh~  

d 9,00 
2s -= 2 • 19,056"--  0,236 

s ~ 0 983 

e a p p l i e a n d o  il eoe f f i c i en te  ~ a d d i r i t t u r a  a l l '  i n t e ro  va lo r e  di w(O), r i s u l t a  

w(0) ---~ 0,983 • 4,3776 = 4,303 into. 

Conf ron t ando  ques to  va l o r e  con que l lo  t rova to  secondo  la t eo r i a  spee i f i ca  
si e o n s t a t a  u n  b u o n  aeeordo .  

Anna~i d/t Matomatioa, $er i e  IV,  Tomo X g I I I .  3~ 
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Va segnalato par t ieolarmente  ehe, seeondo il metodo generale si possono 

r icavare al~rettanto agevolmente i risultati  nei cam pitt eomplessi pratiea° 

mente non affrontabili  per  altre vie. 

§ 4. R i c h i a m o  a l i a  t e o r i a  d i  R .  L o r e n z  
p e r  u n  c i l i n d r o  i s o t r o p o  s e n z a  n e r v a t u r e .  

N. 1. Equazione del problema. - -  Consideriamo con riferimen~o alla fig. 3, 

un elemento 

d F -~ ,o t d ? d x  

di un involuero cilindrieo di spessore g soggetto a pressione esterna p. 

i . / .  

8-d~ +.. 

Fig. 3 

[ndiehiamo con a t e c~o~ le sollecitazioni normali seeondo i paralleli  ri- 

spet t ivamente seeondo i meridiani (le generatriei  si snppongono inflesse}; 

con % e % le solleeitazioni di taglio sulle faeee ,a t • d ? .  ~ e d x .  8. 

Per  l 'equi l ibr io  ella traslazione del l 'Memento d F  si dovrh avere 

Ora, se pensiamo questo elemen~o come appar tenente  ad una p i a s l r a ,  il 
ehe, se si escludono, come vogliamo fare, gli spostamenti  tengenziali, 6 in 
ogni easo legittim% possiamo rifarei  senz 'a l t ro  alle teoria di quel l ' impor-  

tante sistema eostruttivo. 
Questa si esprime in una unica equazione; precisamente,  se q 6 il enrico 

gormalmente  diret~o al piano median% w lo spostamento, misurato nel senso 
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di q, si i~ 

Is) 
c o n  

(2a) 

e 

(2b) 

R h A w  = q 

m ~ E~ ~ 
B -  

in  ~ - -  1 12 

~4}V ~4~'V ~ V  
~ v  = - ~ -  + 2 =-~,~=~ + ~y~" d ~ d y  

Ci6 posto, r i andando  al caso di cui  si ~ratta, mi su r i amo  w nel  senso dei 

raggi  c re scen t i ;  sarh a l lora  

e qu ind i  in virtfi del la  (1), posto dy  = gt" d~ la (2) d iv iene  

(3) R . \ ~  + ~ ~ x ~  + i~ ~ ¢  ] - p ~ ~ + . ~. 

1 
Ri levando  t he  la c u r v a t u r a  - - ,  in coord ina te  po l a r i :  r, % vale,  con 

~t 
suf f ic ien te  appross imazione ,  a]meno per  r poco d i scos to ,  da un  va lore  co- 

s tan te  ro, 

1 1 1 3~r 

t~t ~ r r ~ ~ '  

quindi ,  pc1 r =:-ro A - w ,  ro essendo il raggio  del  c i l indro indeformato ,  

ed inf ine  ehe 

1 1 w 1 ~%v 
2 2 

~t r0 ro ro ~ 2  

ro P 

si ot t iene,  con faci l i  t r as formazion i  del la  (3), 

(3a) R \~-~- + + ~ - -  \w + . 
r~ ~x~ ~ ro ~4 ] ro ~qo~ ] 2roU ~x~ 

]~ ques t a  l' equaz ione  del LoI~E~z che s intet izza il p rob lema  del la  stabilittL 
de l l ' equ i l i b r i o  e las t ico  di un  invo lucro  isotropo.  
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~.  2. Rieerca  di soluzioni della (3a). Yalutazione del le  press ioni  er i t iehe .  - -  
Per  la r icerca di soluzioni della (3a) vien fatto spontaneo di porre 

(~) w(x,  ~) = C .  v(x) . sin v~ 

con v = v(x) funzione della sola x e v numero intero. 
Tale espressione (4) introdotta nella (3a) porge per l a v  F equazione 

differenziale l ineare a coefficenti cos~anti 

Idly 2 ~d~v v~ ) P (1 ¢')v P d~v 
(3b) R \ d x 4  re v ~d~ + ~ v  - - - - - -  - -  . r o re 2ro7: d x  ~ 

Di tale equazione si cercano soluzioni, soddisfacenti condizioni ai limiti 
tipiche per una trave elastica (corrente su un mezzo elastico) quindi :  

(5) Pe r  il cilindro indefini te:  sforzi limitati all'cx~; 

per il cilindro di lunghezza finita L, 

d~v I v(o) = v (L)  = O, h~ -  ~- = o,  
~:0~ L 

(5a) 

quando b fissato a snodo (cerniera) sui d iaframmi di ehiusura  agli estrelni, 

oppure 

I (Sb) v(O) =,J(Lt  = O, ~ ;  = 0 
w=O~ L 

quando si considera l ' incas t ro  in luogo della cerniera. 
Se il cilindro b indefinite,  come ammette  il LottE~z, si pub porre 

v(x)--~ sin k;v con k da de terminare  co$i che risulti minimo, per  un assegnato 
valore intero di v, il valore d i p  per  cui si hanno soluzioni non nulle. 

In t roducendo siffatta espressione nella (3b) otteniamo l' equazione in k e v, 

( 2.T~- o k ' v ~ v 4 )  1 - -v~  P k~ = 0 .  
(6) R k ~ + -I- ~o + p r, 2ro= 

Passando alia r icerca che abbiamo in vista, consideriamo ordinatamente 

i seguenti  casi. 
6~) IL CILIIqDRO ~ SOGG-ETTO A SOLO S F O R Z O  A S S I A L E .  

Dunque  
p : O ,  P = # o .  

La (6) porge 

r o h r o 
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(7) 

(6b) 

Quindi ,  posto 

27:R (× + v~) ~ 

r 0 x 

I1 min&mo di P r ispet to  a z si ~ per  

OVVel'O 

d u n q u e  per  

(s) 

2(x + v:)~ - (~ + v'T = O, 

(z + v~)(2x - -  x - v ~) = O, 

2 2 V ~  x _ k r o - -  

Segue, sos t i tuendo ne l la  (6b), 

(9) p ~ .  = R 2= (v~ +v~ v~)~ ---- ro--R 8~v~" 

Esc ludendo  il valore  v - - 1 ,  cui  corr isponde mani fes tamen~e una  trasla- 

zione p u r a  del la  sezione circolar% r isul ta ,  espl ic i tando R, 

m ~ 2~ E5 3 
(9a) P~.  - -  - -  v ~ (v =: 2, 3, ... 3. 

m ~ -  1 3 r0 

b) IL OlLII~DRO 1~ SOGGET~O AI~LA 

Dunque  

L a  (6) porge 

SOLA P R E S S I O I ~ E  S U L  MANTO. 

p @ 0  e P = 0 .  

(6c) p - - - - - -  R - -  

ovvero, per  la posizione (7), 

(6d) 

k2v 2 y ~ 
k 4 -i- 2 - -5-  -+- :~ 

r o ro 

V ~ -  1 

ro  

R~+~)~  
P~--- "~ v ~ ....... 1 " 

Qui conviene procedere  nei  t e rmin i  seguent i :  

Suppon iamo  che il c i l indro abbia lunghezza  f in i ta  eguale  ad L. 

Al lora  occorre a s sumere  per  il caso (5a) dello snodo agli es i remi  

(10) k --~- L '  

per  il caso (5b) de lF incas t ro ,  si pub porre 

v(x) = (t - cos  kx) 
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c o n  

(lOa) 
~7~ 

P e r  tall  pos iz ioni  (10) e (10a) la (7) porge  

(Ta) 

/ /  ?"~o7i: 2 
L~ . . .per  lo snodo, / 

= \ 4 r ~  ~ 
"\ L :  "'" p e r  l' incastro.  

Ed ora, min imizz i amo  r i spe t to  a v ~. R i su l t a  

e qu ind i  
~(z + v~)(v ~ - 1) - (~ + ~:)~ = o 

V ~ = ~ -it- % 

tale  eguag l i anza  dovendos i  i n t e n d e r e  nel  senso che  v deve  essere  scelto come 

in te ro  i n f e r i o r m e n t e  pifl v ic ino  a ~¢'2 + x. 

Segue  in ogni  caso la  l imi taz ione  in fe r iore  per  la p ress ione  cr i t icu  

~2 -4- 4 R  
(10b) p~.  ~ ~ - -  (z -t- 1) 

r o z -~- 1 - -  ~ r  o 

ovvero,  a t t e sa  l ' e s p r e s s i o n e  (7a) di % 

/ / (  ~ 4 R  1 + - ~ - ]  ... p e r  Io snodo, 

(10o) Per. ~ ~ - "  
~o 

\ 1 -4- ~ ... per  l' incas tro;  

po tendos i  a s s u m e r e  il segno di eguag l i anza  a fa,vore de l la  stabilitY. 

P e r  il c i l indro  indef in i to ,  passando  al l imi te  pe r  L ~ c ~ ,  r i su l t a  

4R m ~ E~ 3 
~10d) P~" ~ ~ "-- m ~ 1 3r~ " 

C) I L  CILIND]~O E SOGGETTO ALLA PRESSIONE SUL ~¢IA~TO p ::~ 0 E AD 

UNA EGUALE PBESSIO]~E SUI FONDI~ C]{E DA QUINDI LUOGO AD UNO SFORZO 

ASSIALE 
P -~- r~up. 

(11} 

L a  (6} porge,  con la sol i ta  posiz ione per  z, 

R (z + v~ ' 

r° v ~ - - 1 + 2  
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Ri tenendo ,  per  il e i l indro  f ini te ,  x date  da t la  17a), qu ind i  non concor-  

r en t e  al minhno,  de r iv i amo  rispett, o a v ~. R i su l t a  

2 ( × + v  ~) v ~ - 1 + ~  

e qu ind i  

d u n q u e  

( l la} 

Segue  con l ' i n t e s a  fa t t a  ne l la  deduz ione  del la  (10b}, 

R (x + 21 ~ _ 2R (z ~- ~% 
LT r o re 1+-~ 

r~°=~ ...per ~o snodo, / 2.+ ~ 1  
p~ .  ~__ ~.~ " \ 

r o 
\ ( 2 + 4 r i ? ~ - ) . . . p e r  l ' i n cas t ro ;  

e per  L ~ c x %  t i e6  per  il c i l indro  indef in i te ,  ancora  come in assenza  di sforzo 

long i tud ina le ,  

4R 1 +n ~ E~ :~ 
- -  3 • Per. > r o~ - -  3 m 2 ~ 1 r o 

Passando  invece  al l imi te  ne l la  (11), ponendo  pifl p r o p r i a m e n t e  v = 2 e 

qu ind i  v 2 - -  4 (anzichi~ v~-----2) si a v r e b b e  il va lo re  n o t e v o h n e n t e  s u p e r i e r e  

R 16 4 m ~ E~ ~ 

p~r. = re ~ ~ -  § m '~ - -  i re 

N. 3. Esten~ione del la  t eo r i a  del Lorenz al caso d e l l ' i n v o l u c r o  c i l i nd r i co  

anisot l :opo (or~otropo) - -  S ia  i~ il m o m e a t o  di inerz ia  de l la  s t r i sc ia  u n i t a r i a  

uel senso di x, i+ il va lore  medio  del momen~o di inerz ia  nel  senso del le  
basi,  da  r i cava re  come r appor to  

0 2 )  i+ J 

t ra  il m e m e n t o  di ine rz ia  J ~da d e t e r m i n a r e  e v e n t a a l m e n t e  con r i g u a rd o  

a l l ' e f f e t t o  de l la  e u r v a t u r a  9 ) d e l  complesso  nerva lu ra -+-  las t ra ,  e ]a d i s tanza  l 

t ra  le n e r v a t u r e  stesse.  Cib posto r i c o rd i a mo  che l ' e q u a z i o n e  per  la super-  

f ic ie  w d ' i n f l e s s i o n e  di u n a  p i o s t r a  or lo trvpa,  che  i n t e r v i e n e  in p a r t i e o l a r e  

ne l le  cos t ruz ion i  in cemen to  a rma to  b~ con r i f e r i m e n t o  a due  assi ca r t e s i an i  
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x, y, se i~ ed iu sono 
spe t t ivamente  di y, 

Tt$ ~ 

(13) m '~ - -  1 

i momen t i  di inerzia  del la  l as t ra  nel  senso di x, ri- 

~4~v . . ~4~v ~4~v] 

essendo q, even tua l e  funzione del  posto, il car ieo per  uni t~ di superf ic ie .  

i--u la (13) d iv iene  Se si pone i - - i ~ ,  j = i ~ ,  

In  base a ques ta  p remessa  l ' equaz ione  per  lo spos tamento  rad ia le  w di 
un  ei l indro soggetto a press ione  e s t e rna  p si serive senza difficolt~. 

Si ha  p rec i samente ,  convenendo  di por re  

~ i ~  . m 2 

i - =  1-2' i = J '  R - ~  m ~ - -  1 El ,  

(13b) /¢ [~-~ ÷ (1 + j) r~o~x~  + ~ ] - ~  w ~- ~ ] 2 r j :  ~ x ,  ~ " 

Di q-aesta equazione,  genera l izza ta  del la  (3a,), ce rch iamo soluzioni,  non  

assicdsimmelriche,  del tipo (4), p ree i samente ,  separando  le variabil i ,  

w -= C .  v (x) .  s i n  v~. 

Tale  posizione por ta  a l I ' equaz ione  in v 

Id ,v  1 v , ( 1  ., d %  v 4 1 P d% 
+ j) ~ A- ~ ro 2rd: d~  ~" (14~ RLax,, ro ~ j v  -- P (1--v~).v 

Di qaes t a  si cercano  soluzioni hel le  condizioni  (5), (5a), (5b) gi/~ considerate .  

Posto aneora  
v(x) = sin kx  

eons ider iamo i easi  speeif ieat i  per  il c i l indro isotropo. Risul ta  

a) p = 0 ,  P::t::0. 

(15) p __ R 27: k~r4° + (1 + j)k~r~v ~ -+-jr ~ 
r0 k~ro ~ 

Con la posizione (7), 
X-----= 2 2  k r 0 

siamo r idot t i  a ce rca re  il minimo,  r ispet to  a z, de i l ' e sp ress ione  

x ~ + ( i  ÷ j ) ~ v  ~ + j r '  
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L a  de r iva ta  p r ima  r ispet to  a x posta  egual  zero d~t 

z --jr' = 0 

cio~ 

x == V jr".  
Ne segue 

(15a) p... _= R 27:(1 + Vj:) * • v'. 
ro  

P e r  j = i si r ieade n a t u r a l m e n t e  ne l la  (9) 

b) p ~ : O ,  P = O .  
Si ha  

R x ~ ~I + j ) z v '  + j r '  
(16) P = ::~ v ~ 1 

I 0 

T: 27: 
Da qui  segue, r i t enendo  k fisso, eguale  a r o T nei  casi dello snodo o 

de l l ' i neas t ro  e qu ind i  x espresso dalle (7a), con u n a  der ivazione  r ispet to  a v ~ 

ed eguagl iando  a zero la der iva ta  o t tenuta ,  

[(1 + j ) ×  + 2jv~](v ' - -  1) - -  z 2 " (1 + j ) × v  2 - - j r '  - -  0 

eiob, l ' equaz ione  algebrica,  di 2 ° grado in v ~, 

jv 4 - -  2 j r  ~ - -  (1 + j)x 1 + - - 0 .  

Pe r  j --~ 1 si r ieade n a t u r a l m e n t e  ne l la  v ~ = 2 + x. Tut to  ~ ormai  r idot to 

di tale equazione onde va lu ta re  quel  a r icercare  la pitl p iccola  radice Vo 

numero  intero,  ~ 2 che pitt  b vicino, res tandogl i  superiore,  a %. 

Ma, aceon ten tandoc i  d i u n a  l imi taz ione  infer iore ,  porremo senz ' a l t ro  

(16a) 

c o n  

R x ~ + (1 + j )xv~ + j v $  
?'o Vo - -  

/ r ~ : '  . . .per lo snodo, 
~_~ / L ~ 

\ 4r~7:' 
\ -L ' - -""  per  l' incastro. 

P e r  L - - o %  eio~ per  il c i l indro indef ini to ,  

(16b) R 
P°~" ~ ~ ~ 1 

~e Ve -- 

A~ali d{ Mate~ t i ca ,  Ser*e IV~ Tome X X I I I .  34 
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COIl 

Vo - - -  2 .  

Si av rebbe  qu ind i  la r ad ice  v, ~ V2, da cui  segue  la l imi taz ione  in fe r io re  

4R . 1 E~ ~ . 
- -  ~.  

(17) 

c) S i  considera lo sforzo assiale dovuto al la  press ione di  fondo. 

Risu l t a  

R ~' + (1 ÷ j ) z v ' -  + j r  ~ 
P ~ . - x  x 

r ,  v ~ - -  l q - ~  

D a  qui  segue,  t enendo  fisso x e de r ivando  r i spe t to  a v ~, 

[(l + ])x -l- 2jv'](v'  - -  l q -  2) - -  z '  - -  (l q-  j)xv' - -  j v '  - -  O 

ovvero  1' equaz ione  di 2 ° g rado  in  v '  

jv ~ + j v ' ( x  - -  2) + (1 + j I x  ~ - -  i - -  1 X )=o. 
*~ la m i n i m a  rad ice ,  la l imi taz ione  in fe r io re ,  Si ~ cosi, i n d i c a n d o n e  con % 

(17a) 
l q -  

c o n  

/r~rc_" ... per  lo snodo, 
/ L ~ 

z = , , ,  4 r D '  
"\  L '  ""per  l' incaslro. 

§ 5. S o l l e c i t a z l o n i  i n  u n  | n v o l u c r o  c o n  n e r v a t u r e  d i  r l n f o r z o  

s o g g e t t o  a s f o r z o  a s s i a l e  e d  a p r e s s i o n e  s u l  m a n t o .  

N. 1. E q u a z i o n e  del  p r o b l e m a .  - -  Dopo a v e r  e s a mi n a t a  g loba lmen te  la  sta- 

bilit~ del l 'equi l ibrio d e l l ' i n v o l u c r o  c i l indr ico  isot ropo od o r to t ropo  di cu i  si 

t ra t ta ,  occor re  cons ide r a r e  le condiz ioni  pa r t i co l a r i  di c imento  a cui  6 sotto- 
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posto il sistema, anche se tale stabilith r isul ta  largamente assicurata.  Conviene 

precisament% come gih si b detto nelle premesse, abbandonare il criterio 

della riduzione delle nervature ad una semplice ortotropia d ' u n a  lastra per 

una impostazione che tenga separatamente conto dei due componenti il 

complesso~ lastra e nervatura~ sintetizzate ognuna da una o pifi equazioni 

differenziali, la congruenza essendo espressa attraverso il concatenamento 

delle corr ispondenti-soluzioni .  La  trattazione che segue mira, non gi~ alia 

valutazione pifi o meno rigorosa delle pressioni critiche ma a quella, al tret tanto 

importante, delle sollecitazioni specifiche che misurano il cimento a cui 

sottoposto il materiale~ cimento che r isul ta  sensibile part icolarmente all 'at-  

tacco tra lamiera e nervatura  e tanto da portare soventemente al pericolo 

assai prima d' arrivare alla instabilith dell' equilibrio. 

In merito esiste, ben nota, una ampia trattazion% gi~ citat% di v. SANDE~- 
GtlzNTttER ed una, di VITERBO, nello stesso indirizzo e molto esauriente. 

In queste ricerche perb, si considerano gli anelli  ad intervallo costante 
e tutt i  egualmente dimensionati .  La  trattazione generale, per intervalli  e 

nervature  quali si vogliono~ compreso il caso del forzamento artificiale e la 

valutazione, sino ad ora trascurata,  della flessione dovuta allo sforzo assiale 

conseguente alia pressione sui fondi, ~ scopo specifico dei seguenti §§. 

I1 criterio di v. SANDE~ ~, sostanzialmente, quello che molto sovente 

adottano i tecnici nel calcolo dei sistemi elastici a due dimensioni, criterio 

che sta hello scomporre il sistema, (nel caso nostro, il cosidetto fasciame se 

si tratta di un sommergibile), in due sottosistemi trattabili  come lineari (uni- 

dimensionali) indipendenti  ma cosl sollecitati da portare a configurazioni 

congruenti  o pressoch~. 1Nel caso di una piastra, ad esempio rettangolare,  i 

due sistemi si identificano coa una doppia serie ortogonale di travi solidali 

nei nodi, poggiate sui lati  per imetral i ;  nel caso di un cilindro, si h una 

serie di travi elementari,  con asse coincidente con le generatrici,  correnti su 
anelli sovrapposti. 

Gli anelli  essendo elastici realizzano per ogni trave un vero suolo elastico, 

ad elasticit~ diffusa e costante se non ci sono anelli irrigidenti,  ad elasticith 

variabile con discontinuith a tratt i  nel caso diverso, usuale nei sommergibili, 

in cui si ~nno sempre ossature irrigidenti  o nei tubi in pressione preventi- 

vamente cerchiati.  Is t i tuire le equazioni cui soddisfano le deformate degli 

anelli (paralleli) e delle travi (le generatrici) riesce immediato. 

S e i l  cilindro ha raggio r, la pressione ~ p, ~ lo spessore, E i l  modulo 
di elasticith~ m il coefficiente di PoIssoN, il raggio varia, come si s~, per due 
contributi  di segno opposto. 
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Os) 

I1 primo ~ dovuto allo sforzo St----pro nei paralleli  e vale 

w' ~ St" 2ro~: . 1 __ pr~ 
E~  2= E~  " 

I1 seeondo, prodotto dal raceoreiamento speeifieo nel senso delle generatrici  

e conseguente allo sforzo assiale, vale 

(18a) ,,, pr~j: 1 • 2r0~z. t pr~o 
n - - - - 2 r o ~ . E ~ .  2 ~  2Em~" 

Oosl si & per Ia variazione totale del raggio 

2m - -  1 pr~ 
(18b) w = w ' +  w" ----- 

2m E ~ "  

Da qui consegue~ confrontando con l ' espress ione di w', che, per la presenza 

dello sforzo assiale, la variazione del raggio b quel la  che si avrebbe in 
assenza dello sforzo suddetto ma, anzieh~ per la pressione p effettivamente 

agente sul manto, per la pressione virtuale, ridotta~ 

2 m -  1 
P * - -  2m P" 

E qui, scostandoci dalla trattazione ordinaria notiamo che una tale con- 

ctusione non  deve portare  ad inferire che le eose vadano come se lo sforzo 

p 

Fig. 

Iongitudinale pifl non sussistesse. Agli effetti della valutazione delle ~ ridotte 

cib i ) leggit t imo,  ma non agli effetti del l 'u l ter iore  comportamento del com- 
plesso. Infat t i ;  la presenza di nervature  irrigidenti genera, anche in condi- 
zioni d i  equil ibrio stabile, uno stato di flessione lungo le generatrici  che 
porta ad eccentrieit& dello sforzo e quindi a momenti  fiettenti,  di cui b bene 

sapere valutare l 'effe t to  (cfr. fig. 4). 
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L 'equaz ione  per la deformata  di una striscia lungo le generatriei  
manifes tamente  aneora quel la  di una lastra elast ica corrente su suolo elastieo 

(costituito dagli anelli) soggetta a sforzo assiale di compressione N;  agli 
effetti della deformazione, alla pressione p*. 

Tale equazione si scrive 

d 2 (E~ ~ m* d'w~ _ d~w p ,  
(19) d~c2\ i2 m 2 -  1 d x  2] + 2 t ~  : - -  ~ v  + 

essendo ~ il coefficiente di elasticit'~ del suolo elastieo suddetto. 

Tale coefficiente ~ caratterizzato dalta pressione ehe produce la variazione 

uni tar ia  del raggio;  si i~ quindi, poichb la pressione p varia il raggio di 

A --- -pr~* 
E ~ '  

E ~  
~ =  +.~ . 

L'equaz ione  (19), ehe differisee da quella  di v. SANDE~-VITERBO per il 
termine 

N d~+v 
~ "  

diviene in definit iva 

( ~  }"~'a" d~w +u ~ -  1 12 _ d~w m ~ -  1 12 p ,  12 m - ~ - 1  
+ m~ E~ ~ ¢ J ~ -  + w = dx--; m ~ r ~  ~ Z~: '  m ~ 

A titolo di i l iustrazione delia neeessiti L almeno eoneettuale,  di introdurre  
il termine 

N a+>, d x  2 

si consideri  il s is tema indicato a fig. 5.~ 

,V 

?Pig. 5 

Un 'a s t a  di lunghezza 1 a sezione quadra ta  di lato d ~ soggetta ad uno 
sforzo assiale di compressione N. Su due facce opposte di ques t ' a s ta  paral- 

telopipeda, per  tut ta  la lunghezza t, agisca una pressione p. Se __i 6 il coef- 
m 
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ficiente di contrazione o di PoIssoy~, baster/~ scegliere p cosi che sia 

1 N 
" - -  "- -  - -  f i t  COll.  ~ t  "-"  d--/  19 m 

1 
perch~ la ~ assia]e ridotta~ ciob z ~ i a - - z l - - P m ,  risulti  addir i t tura  nulla  st~ 

tutta la sezione e venga fatto d ' inferir% usando ad es. un deformometro, che 

non vi b presenza di sforzo assiale. 
Ora, se l ' a s t a  viene inflessa secondo una qua lunque  deformata 

w=w(x~)  in 0 ~ / = 2 b  

il momento fletten~e in x sarh sempre N .  w ~ darh luogo a sollecitazioni 

longitudinali  agisca o no sul l ' involucro ]a pressione p. 
Cib posto, r iandiamo alla (19a) e consideriamo le seguenti  posizioni 

+n ~ - -  1 N b 2 
(20) x - - ~ . b ,  w - - v . $ ,  n - ~ 1 2  m ~ E ~ '  2b~--l, 

12 m ~ - I  b ~ 12 m ~ - I  4. 
m ~ ~ r 0 m 2 E 

e notiamo che, se lo sforzo N deriva dalla pressione sui fondi, si h~ 

n = 6 m~ - -  l p r° (~) E 

La (i9a) diviene atlora 
(19b} d~v d'2v 

d -+ ~ aT~ ~ -4- ~v = v. 

N. 2. Digressione sul la  (19b) nel easo d e l i o  s n o d o  sulle ossa ture ;  espressioni 

anal i t iche  per  gli autovalor i  n~.  - -  P r ima  di passare alla scr i t tura  delle 
a¢ 

soluzioni della (19b) corrispondenti  alle non sempliei condizioni di vincolo 

del problema in esame, soluzioni che avranno un aspetto diverso a seconda 

> soffermiamoci the  il discr iminante n2- -4~  delI 'equazione earat ter is t ica b ~ 0, 

a considerare te soluzioni corrispondenti  al easo dello snodo sulle ossature 

ehe riterremo, per ora, anche eompletamente  rigide, ciob prive di deforma- 

zione radiale. 
Dappr ima eonsideriamo, per  l e  eondizioni di vineolo eonformi alle ipo- 

tesi fatte, preeisamente  le 

v{O) = v(2) = 0 ;  v"(O) = v"~2) = 0 ; 

quei  valori na d i n  per cui si 'hnno soluzioni non nulle delle (19b) per j - - O .  
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Con questo intento poniamo 
kT~ 

v -~ C sin ~ x, 

C essendo una costante moltiplicativa.  
Si constata agevolmente che C r isul ta  diverso 

se n corrisponde ad uno dei valori, a u t o v a l o r i  della {19b), 

(k = 1, 2, ...) 

da zero solo e soltanto 

e quindi 

(.~1) 

s~,.-- 8 -V31m ~ w l )  Er0  

e, se N deriva dalla pressione sui fondi, lu pressione idrostat ica critica 
risulta, poich~ 

r;v; pro 
N~ = 2-Vo= p = ~ - ,  

m e 

(4), 
Int roducendo addir i t tura  siffatto va, lore - -  a.nzich~ F intero ad esso pifi 

prossimo - -  nella espressione di n~ r isul ta  

e quindi, per le posizioni (20) 

Le solleeitazioni speeifiehe longitudinali  erit iehe sono in eonformit/~ 

Interesse pratico h natura~tmente il minimo tra tutti gli n~ ( k - - l ,  2,. . .)  

qui caratterizzati  in fanzione del l ' in tero k. 
Derivando nh rispetto a k si 

(?)' 
'~  = {k ,~ ~ = k ~  ~ ~ + 4 - 4  w + ~ ~ , ( k = 1 , 2 , . . . ) .  

\ 9 . ]  
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Pos to  

E -"  2,1 • 106 k g c m  -~, r - -  300 cm, s - -  2,0 cm, 

10 m ~ - -  1 

l = 2b ---- 55,0 cm, m - -  -3- ' m ~  - -  0,91, 

2,0 
~ r  - -  V ~  • 2,1 • 106 • ~ = 7709 k g c m - '  

2 
Pc~ = ~ V0,91 • 2 ,1 .106  • ~300] - -  102.79 k g c m - ' .  

A t i tolo di r agguag l io  s u l l ' i n t e r e s s e  che  pub ave re  ques to  va lo re  c r i t ico  

di pa ,  d e s a n t o  in condiz ioni  di s i m m e t r i a  assiale ,  in  r a f f r o n t o  ad a l t r i  va lo r i  

cr i t ic i ,  ad  esempio  pe r  oval i zzaz ione  del fasc iame,  o de l le  ossa ture ,  r i po r t i amo  

qu i  a l cun i  dat i  numer ic i .  

L a  p ress ione  c r i t i ca  del  f a sc i ame  6, secondo la f o rmo l a  di LORENZ 

2 • 0,91 2,1 • 106 • 2,0 ~ 
( 3 ® ~ ' ~ )  12 • 2 +  

Pc,. ~ - - 3 0 0  ~ ~ - -  

7,644 (2 -t- 293,9) ~ 69,73 k g c m  -~. 
- -  32,4 " 

U n a  no ta  fo rmola  di v. MISES dh 

p ~  ~ 52,00 kgcm -~. 

L ' o s s a t u r a ,  i n d i p e n d e n t e  dal  fasc iame,  si ovalizz~ secondo Fi$•PL, poich~ 

il m omen to  di i ae rz i a  ~ J - - 5 8 0 0  cm ', pe r  u n  car ico  di 1430 k g c m -~ qu ind i  

ad u n a  p ress ione  

1430 
/o~ -~ 64 - -  22,34 k g c m -~. 

Secondo  la fo rmola  (16c) del  c i l indro  or to t ropo,  poich~ 

5800 

j is 64 69,600 135,9 
- -  l ~ 23 - -  0,512 J 

12 

l ' ova l i zzaz ione  d e l l ' o s s a t u r a - l - f a s c i a m e  c o r r i s p o n d e r e b b e  ad u n a  p ress ione  

1 2 , 1 . 1 0  G - 23 2283,1 28,18 k g c m  -2. 
Per - - 2 "  300 ~ • 1 3 5 , 9 ~  81 " -  
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InfiI le ,  iv s f i b r a m e n t o  d e l l ' o s s a t u r a  si avrebbe ,  se con ~, i nd i ch i amo  

la z co r r i sponden te ,  pe r  

Avendos i  

r i su l t a  

p .  (2b + d) • r0 ~ s ,  • r .  ( F '  + bS). 

(F '  + bS) = 47,0 -t- 9 , 0 . 2  = 65,0 cm ~, r ~ 289,7 era, 

2b ~- d = 64,0 cm, % = 4100 k g c m -~ 

65,0 13,88 k g c m - L  
p ,  = 4100 300,0 . 64,0 - -  

) Io l t i  sono qu ind i  i pe r i co l i  che  dov rebbe ro  essere  supe ra t i  pe rch6  quel lo  

c o r r i s p o n d e n t e  al la  p~,. d ianzi  speci f iea ta ,  possa  p resen ta r s i .  Ma cib 6 del 

res to  ne l l a  n a t u r a  del le  cose, in  q u a n t o  i carichi critici di un involucro 

per configurazione assialsimmetriche sono di gra~ lunga superiori a quetli 

in  condizioni assimmetriche (ovalizzazioni), a n c h e  t enendo  conto  de l le  ossa tu re  

che p r a t i c a m e n t e  v ien  fa t to  di cons ide ra re .  

T u t t a v i a  la  noz ione  del va lore  cr i t ieo  n~ test6 t rova to  h in t e resse  f o r m a l e  

no tevole  come gi/~ 6 s ta to  messo in r i l i evo  da  TI~IOSltENKO hel lo  s tudio  

de l la  t r ave  su suolo e las t ico  a s s i a lmen te  ca r ica ta .  

Cons ide r i amo infa t t i  un  c a r i c o  d i s t r ibu i to  

kT~ 
~" = % sin ~-  (i = I, 2, . . .) .  

C O I l  

P e r  n = 0 si ~ i m m e d i a t a m e n t e  da l la  (19b), 

k= 
v = Vo s i n  y 

~o 

P e r  n=4 :0  si i~ i nvece  u n  %* 

V * -  ~'o _ _  V0 - -  V0 

° - - [ k T : \ '  [ ~ k V  - -  n p + l - - -p= 

da  qu i  segue  che, per  n ~ n a  l ' i n f l u e n z a  su v d o v u t a  allo sforzo ass ia le  

piccola .  

An~ag* d i  M'a,~ew~a.t~ea, 8 o r l e  I V .  T o m o  ~ X I I I .  35 
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Ad una profondit~t di 
r isulta 

10Ore, ii corrispondente fattore di amplifica~ione 

1 1 
- -  1 0  - -  1 , i 0 8 .  

1 P 1 - - - - - -  
p¢~ 102,(~ 

Consideranclo una profondith, tre volte superiore il fattore di amplifica- 
zione diviene 

1 
30 --  1,412. 

1 
102,8 

Consegue da quanto detto che, se in condizioni ordinarie la flessione 

dovuta atlo sforzo assiale b poco rilevante, pub non esser cosi nelle condi- 
zioni di snervamento.  

Naturalmente,  questi dati soao riferiti  alle condizioni dello snodo anzichb 
deWincastro,  per il quale la sensibiliti~ (allo sforzo assiale) r isulta at tenuata,  
pifi grande essendo il valore di p~, almeno se l ' increspamento  nelle condizioni 
crit iche ~t luogo su una lunghezza d ~onda k noa piccola in raffronto a 2b. 

2b 
(Non v i b  dubbio che, in ]inea asintotica, per ~- .cxD cio~ per un finissimo 

increspamento la 
agli estremi). 

Pe r  valutare 
di ),, 

pressione crit ica pa r isulta indipendente dalle condizioni 

), basra osservare che deve essere, per l 'ovvia  definizione 

k~ 2re 
sin 2-~ w ~ sin -~- x 

dovendosi porre per k il valore dato dal l 'espressione (21) o, pifi precisamente,  
l ' in tero  ad esso pifi prossimo. Si ~ quindi, con la prima posizione, 

4b r c l  2 • ] / 1  m ~ 
k - - - k ~ - 4 b .  ~ - ~  12m~ l ¥~oro . 

Questa dtt, nel caso attualo 

V 1 X = 2 ~  "12.0,91 - -  V300 .2 ,0  - 84,5 em, 

lunghezza non adattabile alla distanza 2 b - - 5 5  era. 
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quindi 

L ' in te ro  k' pifi prossimo a k ~, poich~ 

m ~ _ l  b 
k--~:2 17 m~ Vr,~ 

2 ~ 27,5 
- - - - -  V t 2 . 0 , 9 1  - -  1,3,  

7: \,' 300 .2  

kP ~ 1~ 

4b 
_ _ 110 era. 

1 

La lunghezza d ~ onda b dunque il doppio xtell ' interasse siczh~, t ' increspa- 
mento dell' involucre /~ luogo adir i t tura  senza nodo ; 1' influenza dell' incastro 
quindi s icuramente  notevole; il carico eritico si pub elevare, almeno ragionando 
con il criterio usuale, a 4 volte il valore eorrispondente alle cerniere agli 
estremi, con chi~ si pub presmnere,  pur  non sussistendo pifi l 'espressione 
trovata per  il fattore di aumento,  una  at tenuazione dell 'effet to flessionale, 
ora ealcolato, dovuto allo sforzo assiale. Gli esenipi numeric i  delle premesse 
confortano queste conclusioni. Tuttd cib eonsiderato, auche se .per i materiali  
e le pressioni di collaudo at tualmento considerate la flessione per sforzo 
assiale non risulta presumibi lmente molto r i levante (incondizioni di snerva- 
mento un aumento del 25 °/0 sui momenti  f let tenti  in mezzeria, il 12°/0 su 
quelli  all ' ineastro),  per  completezza r iport iamo qui le soluzioni della (19b) 
per  n=4=0; da queste si ~nno immediatamente,  per  n----0, salvo qualehe 
eambiamento di variabili  le formole di v. SANDEN-VITERBO. 

N.  3. T r a t t a z i o n e  s p e c i f l c a  di a l e u n i  cas i .  - -  Consideriamo dapprima il caso 
del cilindro indefinito con pressione sui f o n d i e  nervature  equidistanti,  even- 
tua lmente  tutte impresse cio~, soggette ad uno sforzo prel iminare periferico 
rivolto verso l ' es te rno  (centrifugo). 

A questo caso effet t ivamente possono pensarsi  ridotti  quelti  che inter- 
vengono nella realt~ almeno pi~t f requentemente .  

Si b cost portati  a considerate  il solo tratto fra due "nervature con con- 
dizioni ai l imiti  par t icolarmente semplici per ovvie ragioni di simmetria.  
Tall  condizioni sono: 

Lo spostamento in ~ - ' 0  vale la variazione del raggio de l l ' ane l lo -  
nervatura .  Questo spostamento i~, se r ne ~ il raggio~ 

p r  2 
7 , - -  E F  

con P carieo per unit~ di lunghezza (misurata sulla circonferenza di raggio r') 
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agente sul l 'anel lo,  F area della corr ispondente sezione resistente, data come 
somma de l l ' a rea  F '  del profilato piil quella  della lamiera sotidale con l 'a la .  

Ora questo carico P r isul ta  dalla somma di due o al pi/t tre termini ;  

preeisamente  : 
1) dal valore del taglio, cambiato di segno, in ~ ~ 0: valore che di~ 

la misura de11'azione eserci tata dalla -trave (si intende su suolo elastico) a 

cui, sostanzialmente, 6 rido~ta la generatrice.  Pe r  le clue travi contigue ed 

eguali  poggianti  sulla nervatura  si avr'~ quindi, per  unith di circonferenza, 

un carico 

2 • m~ ~ E J  d x  3 ~,=o' 

2) da[la pressione esterna d i r e t t a m e n l e  agente su t l ' a la  de1 profilato che 
costi tuisce [ 'anetlo, quindi, s e d  ne 6 la larghezza, dal termine p d ;  

3) se sul l 'anel lo  si applica, (cfr. fig. 1} centrifugo, cio6 agente verso 

l 'esterno,  uno sforzo - - p d  ~- P ,  basteri~ porre (p - - p )  • d in luogo di p • d. 

Si rilovi infine che per d converrh sosti tuire il valore d* d re ~ -  • - -  c o n  
r 

che si r iferisce atta cireonferenza di raggio r la pressione p agente sulla 

circonferenza esterna di raggio r~. Naturahnente  sar'~ d 'uopo  riferire allora 

la pressione artificiale p a r e. 
Sommando le azioni 1), 2), 3) otteniamo per il valore P, da int rodurre  

nella espressione di w, 
m 2 ~ .  d3+v i 

- -  z g  ~--2~ I + ( p  - -  p } d * .  P =. 2 ~ a x  /~=o 

Si dovr~ avere quindi 

- -  2 m ~ l  E J  J S  ~-.o + ( p  - -  p ) d *  
• r 2 . (22) w(0) = E F  

Ovvero, r icordando le posizioni (20), esprimendosi  in termini di v e ~, 

2 - - - - -  

(22a) v(O) - -  (p - - p } d *  r2 m ~ - -  1 83 r 2 dSv J 
E F ~  12 b ~ F d~ s' ~=o" 

Convenendo di por te  

(22b) (p -- / ) )d* 
E~ 

d* = d • r~ 
r 
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la (22a) diviene in definitiva 

(22c) vt0) --  v d3v I 
• - ~ a g L 0  

Questa eondizione va-assoeia ta  a quella  di tangente nulla  spet tante alla 
eireostan~a delle (pratieamente) infinite (eguali ed egualmente earieate) cam- 
pate eontigue, danque  alla 

(23) dVd_~ ~=o=0. 

In ~ = 2, cio6 al l 'a l t ro  estremo, sussistono le stesse condizioni. 3fa, per  

s immetria  del sistema e del carico, si possono sostituire in ~ = 1, cio~ in 
mezzeria, le condizioni di tangente e taglio nulli, dunque  

dv d~v l (24~ ~ ~ o, ag ~ o. 

Cib posto oeeorre considerare le 3 eircostanzo in cui r isulta 

(25)  n ~ - -  4[~ > 2 0 

c'io5, con riguardo aile posizioni {'-0), 

~ - ]  \~] \%~--]  - 4 . 1 2  ~ - > - o  

OVVOFO 

(25a} 

od anche, ponendo per 
sui fondi~ dato da 

( 2 5 b )  

Per  

N>l/  
N il suo effettivo valore derivante dalla pressione 

N = pratt = pr? 
2r0r¢ 2 ' 

E < m ~ - -  i " 
lO 

m = - 3 ,  E = 2 , I . 1 0  ~kgem -2, ~ = 2 , 0 0 c m ,  r , - - 3 0 0 c m  si ~t dalla t25a) 

z ~ 91 300 = 8500 kgcm-L 

Come si vede, ~ ampiamente  sufficiente considerare per i materiali  attuali  
e per  le costruzioni di cui si t rat ta  la sola eventualit/~ 

n ~ - -  4 ~  < O. 
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Tut tav ia ,  pe r  completezza,  onde t enere  conto di c i reos tanze  speeial i ,  speri- 

menta l i  ad es., fuor i  d a l l ' a m b i t o  speci f ico  qui  cons idera to  r ipor t i amo le solu- 

zioni per  tut t i  i 3 casi.  

P e r  
n :  - -  4~ > 0 

posto 

si k per  1' e sp res s ione  di v, 

n,  = + -~ ¥ n ~ - 4~, 

- -  ~ V n  ~ - 4 ~ ,  

¥ 

• 1 - I :  , sin ~ s~n ~ 

e de l la  sua  de r iva ta  seeonda  

d~v ~dl~(v - -  ~) 
(271 d-~ : *l, eotg ~, --  7, cotg 7~ - -  S*h~(~  - -  ~ ) "  

~, cos ~,(1 - -  ~) + 7~ cos 7~(1 - -  ~)I 
• - -  s i n ~ t  s i n T ~  t '  

ehe in ~ : 0 d iv iene  

d2v 

Per 

ovvero  per  

posto 

n '  - -  4~ : O, 

V ~  
~ =  -~, 

~ ( ~ )  s in~ cOs ~{t -~}A-~ eOs:q cos ~ ( 1 - ~ ) + 7 ( 1 - ~ ) t d n ~  s inr~( t -~)  
(2Gal v ( ~ ) =  + ~ -  

7 "+" 2~73 sin2 7 "4- sin 7 cos 

(27a) d-~ 2 : 7 -~- 2¢~ 3 sin~ ~q "~- sin ~ cos 7 " 

• [sin ~ cos 7(1 - -  {) --  ~ cos ~ cos ~(1 - -  {) - -  7(1 - -  ~) sin ~ -  sin ~t(1 - -  ~)] 
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e quindi  

In f ine ,  

ovvero pe r  

posto 

(26b) 

~/-~ I¢=o = ~ + 2s~ ~ sin ~ ~ -+- sin ~ cos . [ s i n  ~ cos ~ - -  ~]. 

per  

n ~ - -  4~  < 0,  

Y 

(27b) 

• t ~, S h ~  S h ~ d l  - -~)  sin ~h~ A-~, s in*h C h ~  cos r~(1- -  ~) - - ~  sin~ h • 
• Sh ~ sin ~ (1  --  ~) + Vh Sh ~ Ch ~ (1  - -  ~) cos ~ ,~/ ,  

d{ ~ - -  2~707~(~9~ q-  ~7~}(Sh~ ~h + sin~ ~h) -4- ~'h s i n %  cos ~h-t- ~ h Sh~ h Ch~ h 
• t ~ Sh ~t Sh ~,(1 - -  ~) sin ~,~ - -  ~ 2  Sh ~, Ch ~,(1 - -  ~) cos ~,~ -4- 
-4- ~t sin ~ Ch ~ cos ~,(1 - -  ~) -I- ~ sin ~ Sh ~ sin ~7~(1 - - -  ~) }. 

I n  ~ - -  O, cio6 a l l ' a t tacco ,  

/ v \  

d2v I \ i - /  

k=0 ~,~2(~+~,~)(Sh ~ + s i n ~ )  t - ~ , s i n ~ % c o s ~ - 4 - ~ S h ~ t O h ~  

P e r  n = 0 (caso di v. SX~qDI~N-VI~Em30) bas ta  porre  

Y ~  ] /  m ~ - - i ( ? )  '" 

d2v 
v({) o ~ 2  si /~ quan to  occorro per  i calcoli  successivi .  

P r e c i s a m o n t e :  

1) Gli s forz i  negli  anel l i  i r r ig ident i  sono 

= v(O) . . E F _ _  s F  
r r 

(28) 

Noto 

(29} 
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con che la a specifiea r isul ta  in conformit~ 

St _ E v(0), 
r 

a meno di non usare  formole piil precise che diane i valori delle sollecita- 

zioni specifiche al horde di intradosso e di estradosso corr ispondentemente  a 
una variazione v(0)-~ del raggio medic (anzi esterno), formole ben note sulle 

quali  non vogtiamo insistere. 

2) Gli  s forz i  st  nei  p a r a l l e t i  del l '  i nvo lucre  l ) ropr iamente  delto, sono 

(30) s t :  v(~) . 8 . E~  E~ . ~ 

e quindi, quasi  con rigore, poichb 8 < <  re,  

(31) % - - ~ - - -  re 

3) I m o m e n l i  f lettenti  lunge  le generatr ic i ,  sono infine 

(32) mx(~) -- m2 - - 1 F ~ a  d2~v --  m ' Z ~  E~' (;) ' d2v 
12 d x  ~ 12 ~ " 

d2~ . 
Attese le espressioni (26), (27), di v, ~-~2 m un punto generic-" e in ~ : 0, 

= 1, il nostro problems r isul ta  completamente  risolto. 

N. 4. Problema generale, nerva ture  eomunque in terval la te  a ca ra t te r i s t i che  

differenti  una da i l ' a i t ra .  - -  Se l ' in terval lo  tra le ossature on b pi~ co- 
stante e se queste  si ammettono tra lore diverse, si pub procedere nei  

termini  seguenti .  
Indicate  con i -  1, i, i A-1 tre campate contigue ed applicati  tali indici 

ad ogni ente che ad esse si r iferisce (ascisse x confute dall ' inizio, a sinistra 
di ogni campata,  spostamenti  w, spessori ~) si avr~t, indicando con /~_~,~, 
d~_~, ~, r~_~, ~, 1' area, 1' ala, il raggio b aricentrico, della sezione dell' ossatura 

comune a i - - 1  ed i, in luogo della (22), 

(22a) 

_ _  1 2 ( m  ~ - -  l i  [ 

w,_ , (2b ,_ , )  - -  w,(O) = 

I _ _  + , 

dx:~_i xi_~=2bi_, dx',, x i = 0  
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Se le ossature si ammettono rigide alla torsione, sarh ancora:  

dw~ I d~v~ 1 
d$i  x i : O  "-~ dx i  x i : 2 b t  "-~ O. 

In tal guisa, dunqae,  le 4 costanti  arbitrarie C~ ~, C~ ~, C~ ~, C4 ~ che inter- 
vengono nella soluzione generale ~v~ relat iva alia campata  i ~'a si concatenano 

con quelle delle 2 campate contigue ( i - - 1 )  ~ma e (i ÷ 1) lma. 
5~a i calcoli cui s i v a  incontro sono es t remamente  complessi  per  le 

applicazioni numeriche.  Conviene percib procedere per una via diversa che 

passo ad esporre. 

Consideriamo un involucro cilindrieo indefinito, riaforzato da ossature co- 
muaque  intcrvallate,  soggetto alia pressioue idrostatic~ p sul m a n t o e  sui fondi. 

Conveniamo di dare ora l ' indice i non calla campata, ma al l 'ossatura;  
sia quindi F~ l ' a rea  della sezione resistente, r~ il raggio misurato al bari- 
centro, pd~ il carieo per  unith di lunghezza periferica derivante dalla pres- 

sione p sull ~ ala di larghezza d~, - -p ,d ,  il carico centrifugo eventuale  provocato 
con forzamento dew  ossatura  ne l l ' involucro ;  infine con 

P~ -~ (p --p~}d~ 

il carico r isul tante  per  uniti~ di lunghezza perifer ica sut l 'ossatura .  Cib posto, 

cerchiamo Ia deformata  che corrisponde ad un carico lineare~ P~----1 per  

uniti~ di lunghezza periferica, app]icato su tutto il parallelo x, ~-cost .  del. 
l ' involucrq liberato da tulte le ossature. 

Indi( ~amo con w(x~ ~c,} tale deformata  (di cui catcoleremo tra un mo- 
mento l 'espj 'essione esplicita), con 

(33) k~ =_ r(~ 
E F (  

la variazion~ det raggio prodotta datla forza radiale P ~ - 1  per  unith di 
lunghezza periferica sull~ossatura i *'~ (~). 

Sia al solito w,, il raeeorciamento del raggio r0 del l ' involucro considerato 
indefinito, privo di nervature,  prodotto dalla pressione p sul manto e sui fondi. 

Indichi  (cfr, fig. 2) X, la forza radiale eserei tata  sul l ' involucro  dal l 'anel lo  i "°  
{cui corrisponde l ' asc issa  x~--cos t ) .  Sarh altora P , -+-X,  la forza (per uniti~ 

(~) che p e n s e r e m o  ora,  con r i g u a r d o  at la  schemat i zzaz ione  fatta~ cos t i tu i ta  dal  solo 
prof i lo  F / '  anzich~ da  F¢ == F~,' + d • 5 a n e h e  se~ t)ra*icamente~ pub  v e n i r  futto di  r i t e n e r e  
p u t  s e m p r e  co l l abo ran t e  il t r a t to  d .  ~ con F /  

~enali d, ~M~te~at~c~, Serie IV, Tomo XXII][, 3~ 
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di lunghezza) agente sul l 'anel lo  di cui, se P~ < 0 (b eiob centr i fugo per virtfi 
di s f o r z i  ar t i f ic icdi  p r e v e n t i v i  s i s l emat i c i )  l ' espansione b ostacolat% attra- 
v:erso X~ dal l ' involacro.  

La condizione di congruenza impone ohe sia, eonfando come positivi 

gli spostamenti  radiali  centripeti ,  

(34) w,, -- ~ . j X ~ w ( ~ ,  %) = + 

]~ questo un sistemn di equazioni algebriche~ lineari, non omogenee helle 

incognite Xj ,  per  il quale, salvo la condizione eccezionale cri t ica in cui si 
annul la  il discriminante,  si ha s icuramente  una univoca soluzione. 

Trovate te Xj~ la deformata  della genera trice e gli forzi in ogni sezione 
generiea restano senz' altro caratterizzati. Prec isamente :  

La deformata b espressa, per il principio della s o v r a p p o s i z i o n e  degl i  

effett i ,  dalla relazione 

Da qui si calcolano gli sforzi tangenziali nel l ' involucro con la relazione 

E~ 
(36) s t  = - -  ~v(x), 

ed i momenti  [lettenti, nel senso delle generatrici,  con la 

m 2 E:)3 d'Zw 
(37) m~(x) : • m 2 - -  1 12 d~c ~ 

Pe r  arrivare a formole adimensionali,  conviene operate  oppor tunamente  

sulle (34). 
Al l 'uopo osserviamo che con le posizioni (20) in cui~ ora, possiamo as- 

sumere in luogo di b una base qualunque,  ad esempio il raggio r0, 

(20a) 
~.i"2 

2 m  - -  1 pr'- o ~ = 12 m~- -  1 r~ 
w m = v . ~ ' ~  2 ~  ES '  m ~ b 2 

potremo serivere le (34) nella forrna 

)~ (X, + P~)~ (34a) v , ,  - - E j X j v ( ~ ,  ~ )  = ~- 
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(34b) 

coi l .  

ovvero anche, raeeogliendo a sinistra le incognite X~, a destra i termini noti, 

/ 0  per i =~ j ,  P, - - ( p - - p , ) d , *  
re ~ = \ 1  per i - - j ,  d,* = 7, d,~ . 

(19c) 

c o n  

Per la scrit~ura dei coeffieienti occorre calcolare ]a w(x~, x~)-~ ~. v@, x~J, 
v(x, x~) essendo soluzione dell 'equazione t19b), precisamente, nella variabile 

~- x " ro, della 
d~v d~v 

n - ~  12 m2--  1 N (ro~ 2 _  6 m  2 -  1 p~(rot '~  
m? E~ \ ~ ) - -  m ~ E ~ \ ~ / " 

La w(x, x~) deve soddisfare alle condizioni limiti seguenti: 
In x = x j ,  eiob nel punto di applieazione della forza, si deve avere: 

1) tangente nulla~ eiob 

dxdW x~-x¢ = O. 

2) una discontinuit~ nel taglio eguale all 'unith. 
Per ~'agioni di simmetria, tale condizione si esprime eompendiosamente 

scrivendo che 

m~ E ~  d~-W I]x=xs = 1 - -  , 

m ~ -  1 12 d x  3 2 

Infine, deve essere limitata all'c~. 
In termini di v, le condizioni 1)~ 2), divengono: 

dd~ i~=~f~" O, 

dove, con riguardo alle (20a), 

d 3 v  ¢o 

ferma restando la eondizione di limitazione alt'c~, 
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Introducendo la variabile ~' = { - -  {a tali eondizioni ai limiti si esprimono 
anche con 

dv '~'=0----- dav ~'=0 ; 8  d~' O, ~ = - ,  

e v(~) limitato. 
Passando al calcolo della soluzione cercata (cfr. fig. 6) che indicheremo 

con v -- b,({, {~), risultano per le radici al,~,~,~ del l 'equazione caratteristiea 
le seguenti espressioni 

[ /1( - 2) ] ~(V~ 2)] 

/n 
% , ~ , ~ , ~ = + i l / ~ = + . ~ - i ¥ ' ~ ,  per n ~ - - 4 ~ = O .  

Da qui si riconosee agevolmente ehe, nella eircostanza e, come vedremo 
subito, soltanto in questa, in eui 

si ha una soluzione soddisfaeente le eondizioni volute. Essa 6 data, eve si 
ponga 

e per semplieit~ si assuma adirittura 

~ = 0 ,  
dall' espressione 

(1} 
{39) v(~, O) -----~.  q~{~.), 

C O n  

(39a) 

= . . . . .  cos ~.2~ + -- sin ~q~ i '  

d~ 2 = ~ ' { ~ } -  2 \ ~ ~, / 

Per n 2 >~ 4~, 
sui fondi (di area r~z) b tale che 

eiob nelle eondizioni per le quali la pressione p agente 
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non si possono soddisfare l e ' eondiz ion i  volute poieh6 .restano a disposizione 

le sole soluzioni part icolari  a,d esponente immaginario,  q uindi le sole fun- 
zioni trigonometriehe, Viene quindi meno iI proeedimento indicate. 

Si rilevi ehe tale impossibitit/~ si identifiea con condizioni manifeste  di 

inslabilit& spettanti  a tall valori d i p .  ~ infatti  notissimo che ad uno sfofzo 
assiale 

o 1 /  'm~ Per = P , . r ; r c = 2 ~  3(m ~ - 1 ) "  E~'° 

eorrispondono eonfigurazioni instabili  ass ia ls immetr iche  di un cilindro di 
infinita, ma ques te /  pratieamente,  non interessano lunghezza pra t icamente  

nel case nostro. 

Pe r  n . : O  si h 

e Ie (39a) divengono 

t40} 

OOll 

t41t 

Poich6 

si potNt porre 

4 

1/i Ill : ~.2 : : ~o 

1 

d ' ~  1 
d ~  = + +(~) 

~?(~} -- e-'ao~(cos ~0~ -}- sin li0~ ). 

+it) = e-'~0%in ~o~ - -  cos ~0~}. 

ro 

8o 
0Oll 

4 

.o Ii .+ ("I' (42) 8o --  ~ ro =- 
~o m 2 - -  1 \ro/ 

definente una lunghezza ehe chiameremo lunghezza  caratteris t ica richiaman- 

doci~ come 6 qui spontaneo, alla teoria della trave elastica su suolo elastico 
s e c o n d o  ZIMME~MA:N:N. 

Le q~ e + si possono serivere in conformit~ per  x 

~¢ = e -  ~ COSs-- + sin , 
(4Ia) 
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La tunghezza s 0 6 par t ieolarmente signifieativa in quanto earatterizza 
immediatamente lo smorzamento delte ~ e + % per gli ordinari valori di n, 

di (I) e W col crescere di x. Ad es. se s 0 = 2 0 c m  e la distanza tra le 
ossature 6 di 60 cm si constata subito che il coefficiente di indici diversi, 

poniamo (I)~,2 6 delFordine  di e -3 . (I)~; ff)~ delFordine  di e -~ "q)lJ eec..  
Ora s o 6 in generale, per  gli involucri  di sommergibili~ delFordine  di 

10 
grandezza indicato;  per r 0 = 300 cm, m = ~ - ,  8 = 2,0 cm si h ad esempio 

~/~ 100 (2,00~ ~ 
so = 300 91-  \300-] = 19,10 era. 

Cib posto, r iprendiamo il s istema (34b) e applichiamo le posizioni (20a). 

Otteniamo 

~ X ( .ri:~_~ E~ F ri ~ 2 m - -  1 pr~ (34c) 
- E8 

che, at traverso le posizioni 

(20e) Xj _ P~ 

(I)°-- 2m E'/"-- E 

si r iduce all' espressione adimensionale cercata 

• ~ i  r i  = 

(34d) Ej X7 <o. ~ij -+- al + F~ - - ;  - - -  - -  7 L  - + -  ( I )  o .  

importante r i levare ehe gii sviluppi the  precedono si riferiseono ad 
ossature ideali, lineari. In  realttt l 'appoggio che queste  costituiseono diffonde 

la loro reazione sulla larghezza d. Questa circostanza porta a modifieare sensi- 

bihnente  i coeffieienti  di influenza +~ e qJ~ di eguaI indiee. Infatti ,  ore  si osservi 

l ' andamento  della • e part ieolarmente della ~I~' nel punto x = I x~ ~ x, l =  0 
si constata che, se la larghezza d non 6 piccola in raffronto alla lun. 

ghezza r0 che misura lo smorzamento~ il valore (I)~ e W~ deve sostituirsi  con 

d d 
il valor medio della +, r ispet t ivamente della W, nell' intervatto - - ~  ~ ~ ~ 2  o 

Si viene a sostituire quindi q),~ e qZi¢ con 
d d 

(~(x4 dx  o q; (~)d~ 

d ' d 
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c o n  

Per  n - - 0  si i~ 
q)~* = g A ) ~ ,  

1 ~ e -A  c o s  h 
~(A) - -  A ' 

d 
2s 

essendo, come risulta dalle (40) e (4t) 

1 

e -~ sin h 
~(a) = a 

1 

Per  quanto r iguarda i dati definitivi w(x), s(x), re(x)e io~ spostamenti.  
sforzi negli anelli  e momenti  flettenti  lungo le generatr ici  si h, per le (35), 
(36}, (37) in termini  di X, essendo ~ - - ~ .  ro, 

(35a} 
c o n  

(36a) 

2m - -  1 E~ 

E ~ w(x) s,(xl = -;~ 

dunque 

(37a) 

r e ( x ) :  m ~ E~ ~ m z - I  ~. 

re(x) : E .  ~- ro 

(~SERVAZIO:NE. - -  ~ ]  importante ri levare che, (~) i coefficienti (I) 0 e W~j si 
a t tenuano fortemente col differire di i d a  j, piceola essendo la lun. 

ghezza r~ in raffronto agli intervalli  ! x ~ - - ~  I. 

Ne conscgue l 'u t i l i th  dcl metodo di iterazione per risoivere il sistema 
(34b) o una delle sue varianti  (34c, d}. 

Si "~ in prima approssimazione, prendendo riguardo al sistema t34d) 

ri+ 3 

(i) per  gti  o rd inar i  va lo r i  d i n  per  i qual i  ~ ampiamente  soddisfat ta  la eondizione 
~ ~ ~ ,  sicch~ pra$icamente si pub porre  anzi  n~-0~  
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In seeonda, e ia ogai caso sufficiente, approssimazione, 

r i  ~2 

~i(2) 

toffPiff -+- - - -  

l ' aecento  ' sul sommatorio stando ad indicare che in esso va, escluso il ter- 

mine per  i ~- j .  
Atteso lo smorzamento fortissimo si potrh porre 

.Note le X~ si ~, 

== " • ~ - l ' ~ , ~ - ~  -+ Xi~)~i~ * -~- A~+I ~,i+~), 

m ( x ) ~  E to ,  e) + "  *" 

0SSEI~VAZlO:~L - -  Si rilevi che la risolubili th del sistema t34d) implica 

che sia =~ 0 il discriminante corrispondente. Percib occorre e basra che n 
sin diverso dalle radici nk del l 'equazione t raseendente  in n che interviene 

nei coefficenti  qb~j, precisamente  

'~II 01 per  per  ii--J'=F3 
rl 

~o . O~j(n) + ~ d  F~-7 = O, ~ d  = < _ _ .  

Queste radici nh, k - - 1 ,  2,.-,  sono s icuramente  - -  come ~ facile provare 

in base a generali teoremi sugli a u t o v a l o r i -  eguali o superiori al limi, te V ~  

prima precisato. 
Rileviamo ancora ehe se si volessero considerare condizioni agli estremi 

prefissanti  anche il valore della tangente alle generatrici  occorrerebbe ia- 
t rodurre  i momenti  f lettenti  iperstatici,  Mt ed M~T (ore gli indici 1 ed N si 
riferiscano, per ipotesi, agli anelli  estremi), tall da portare gli estremi snd- 
detti, assoeiati a tutto il comp]esso di forze agenti, a spostamenti  e rotazioni 

prefissate, quindi nulle se. si tra tta di attacco per incastro. 
l~][a ri leviamo subito che non appare troppo r imunerat iva  una tale ulte- 

riore complicazione del l 'or iginario sistema (34b), e cib, in quanto la eondi- 
zione che gli spostamenti  sieno nulli  ai fondi ~ gih suffieiente per ottener¢ 

nna b~aona approssimazion¢ della realth, 
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Infatti, l ' ineastro elastico realizzato dalla continuiti~ (il tube si suppone 
indefinitoi approssima le condizioni effettive pressapoco come l ' incastro 
perfetto. 

~ m  b l  . ~  

fTr 
]Pig. 6 

0sserviamo ancora, concludendo, che g possibile considerare anche il 
case in cui gli anelli sopportano la torsione. 

questa sostanziatmente uua quest ione analoga a quella, ben elemen- 
tare nell 'aspetto,  del l 'asta su suolo elastico, soggetta a sforzo assiale, cor- 
rente su appoggi el~stiei reagenti alla torsione che b~ pifi generale, mani- 
festamente, di quella {riportata su fig. 6) che qui abbiamo risolta in cui la 
reazione a tale torsione non si considera. 

N 
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