
Le frequeuze di vibrazione dei s istemi elastici 

soggetti  a sollecitazioni di punta,. 

)Iemoria di ERNESTO STAG~I (a Bologna). 

]~ noto che nei problemi comunemente  studiati  nella Scienza delle Costru- 

zioni, e eio~ di stabilith lineare, il regime di vibrazione l ibera di un sistema 

elastico pub essere studiato senza tenet  eonto delle forze ehe agiscono stati- 

camente sul sistema stesso. Pe r  es., per una trave orizzontale soggetta a masse 
pesanti,  il regime di vibrazione viene determiL~ato tenendo bensi  conto delle 

masse, ma non dei pesi, come cio~ se il sistema fosse sottratto alla graviti~. 

Ed infatt i  si dimostra che il regime di vibrazione, qualora si tenga eonto dei 

pesi o, in generale, detle forze applicate, non cambia, salvo a computare  gli 

spostamenti  dei punti  della trave eonsiderata a pal:tire dalla posizione d 'equi-  

librio statico; ma restano in ogni easo le stesse, cib che pil:l interessa agli 

seopi pratici, le frequenze di vibrazione. 

Questa propriet~ eosti tuisce una semplificazione notevolissima per i pro- 
blemi di vibrazione:  su tale argomento ci intrat terremo nel Cap. I, richia- 

mando eoncetti  gi~ noti e mettendo in evidenza, inoltre, la proprietk di 
minimo delle frequenze, proprietor che riesce part icolarmente utile per  la 
r icerca delle frequenze stesse con metodi approssimaii,  nella gran parte dei 

casi della tecnica. 

Ma la semplificazione anzidetta non ~ pi~t legitt ima qnalora si esca dal 

eampo della stabilit~ lineare, introdueendo cio~ nel i 'equazione del l 'equi l ibr io  

termini di 2 ° ordine ed oltre. ]~ il caso, per termini non superiori  al 2 ° or- 

dine, dei carichi di puuta ;  per  termini oltre i[ 2 ° ordiue si hanno altri  casi 

pifi complessi  (strutture scatolari) che qui non tratteremo. In generale l ' in- 
troduzione di termini superiori  al 1 ° ordine caratterizza ii case dei sistemi 
elastici in cui pub verificarsi,  per un eerto valore eritico dei carichi applicati ,  
instabilit~ dell' equilibrio. 

Si uoti, iaoltre, che, ne l l ' ambi to  della Scienza delle Costruzioni, si pub 
t rascurare  il problema del l ' instabi l i th  se i l  verifiearsi  dell 'instabiliti~ stessa 
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esee dal eampo usuale di variabilitg dei cariehi ;  mentre  nei problemi di 
vibrazione, anehe nel l 'ambito di questo eampo e pur r imanendo lontani datte 
eondizioni critiche, il valore delte forze applicate pub influire sensibilmente 
sutle frequenze di vibrazione. 

Con eib i problemi di vibrazione si eomplieano enormemente,  poichb si 
hanno regimi diversi per ogni diverso vatore dei carichi agenti :  ~ questo il 
caso dei portali, degli arehi, delle lastre eompresse, in generale di tutte te 
s t rut ture  soggette a flessione e sforzo normale. 

I1 problema stesso ~ perb grandemente  facilitate qualora si sin gih 
risolto, per i sistemi in istudio, il problema dell 'instabilit 'h del l 'equil ibrio 
elastieo. 

I due problemi sono tra di loro in t imamente  legati:  per questo ei dilun- 
gheremo, nel Cap. II, sul problema dell ' instabilith,  in parte trat tando concerti 
noti, ma mette~do in luee, per i! nostro seopo, aleuni aspetti particolari  della 
rieerca. In  partieolare si r i leverh come i- eariehi di punta  non modifichino 
l'a~mwnicit~ dei moti, e eio~ la forma lineaxe delle equazioni del moto, 
malgrado l ' introduzione dei termini  di 2 ° ordine:  eondizione necessaria questa 
pereh~ possa ancora parlarsi  di frequenze di vibrazione. 

Si vedr~ inoltre come alla proprieth di minimo delle frequenze di vi- 
brazione eorrisponda la proprieth di minimo dei eariehi eritiei (si noterh 
l 'analogia  delle due dimostrazioni), ques t 'u l t ima deducibile, in definitiva, 
dalla prima. 

Dalle eonsiderazioni del Cap. I I  ~ facile t rarre  i risultati  del Cap. I[I .  
La rela~ione l ineare ira i quadrat i  delle frequenze ed il valore dei eariehi  
esatta soltanto per  il easo del l ' as ta  omogenea appoggiata, soggetta a sforzo 
normale eostante, ma per moltissimi altri sistemi ~ talmente approssimata 
- -  almeno per la frequenza fondamentale  - -  da poter essere usata come 
esatta;  in ogni easo, ed in partieolare per  le frequenze superiori, ~ sempre 
possibile, qualora interessi, de terminare  in modo preeiso i limiti eli variabilith 
delle frequenze eercate. 

In  definit iva ~ aneora possibile, per la gran parte dei easi della tecniea, 
studiare il problema di vibrazione faeendo astrazione dal valore delle forze 
applieate, ma ~ neeessario perb eonoseere il valore eritieo delle forze stesse. 

Questi risultati  si prestano anehe alle determina~ioni sper imental i :  a 
queste ~ necessario r icorrere isi tratti  di prove su modelli o su s t rut ture  gih 
costruite) qualora non sia possibile determinare  per via analitiea, nel easo 
di sistemi elastici molto complessi, la f requenza di vibrazione attorno alla 
eonfigurazione natura le  (cio~ faeendo astrazione delle forze) e la condizione 
critiea di enrico. 
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I. L a  r i c e r c a  d e l l e  f r e q u e n z e  d i  v i b r a z i o n e  

p e r  i p r o b l e m i  d i  s t a b i l i t a  l i n e a r e .  

1. Abbiasi un sis tema etastieo, eostituito da uno o pi~ corpi elastici tall 

che in ogni punto materiale sia soddisfatta la legge di .HooKE generalizzata 

(dipendenza l ineare tra tensioni interne ~ e dilatazioni ~) e soggetto a vincoli 

qualsiasi  non dipendenti  dal tempo. 

Quando il sistema elastieo non ~ soggetto ad a leuna forza (comprese le 

forze di massa, cio~ come se fosse sottratto al l 'azione della gravith) esso si 

dispone secondo la sua configurazione naturctle. Si consideri ora il sistema 

in istato di vibrazione l ibera attorno allg sua eonfigurazione naturale :  scelte 

le eondizioni iniziali del moto, tes ta  determinato in funzione del tempo t lo 

spostamento u, di componenti  u~, u~, u~, per ogni punto del sistema di 

coordinate x~ y, z; eio~ la configurazione del s is tema in ogni istante t, che 

indiehiamo generieamen:te con u(x, y, z; tt. 
Per  ognuno di questi  moti attorno alla configurazione naturale  deve 

valere il principio di HA~IILTON~ seritto nella forma variazionale:  

t~ 

{1) 0 
# 
t1 

T essendo l ' energia  cinetica e V l ' energ ia  elastica, e dove le variazioni ~T 

e ~V corrispondono, seeondo la definizione consueta, ad una variazione vir- 

tuale sinerona ~u del moto nel l ' in terval lo  di tempo t .z--t~,  ma nulla negli 
istanti iniziale e finale t~ e t 2. Con l ' indice  (0, u) vogliamo indicare che T 

e V si r iferiscono ad un moto attorno alla configurazione naturale  u : 0, 
presa cio~ per origine degli spostamenti  u. 

L 'espress ione  del l ' energia  cinetica T ~ del t ipo: 

1 '  d u  (2) T = ~ ] p dS 
J 
8 

l l ' integrale  essendo esteso a tutto lo spazio S occupato dal sistema elastico), 
mentre  l ' espress ione de l l ' energ ia  elastica V pub seriversi :  

(3) V : ~ f W(E~, ~)dS 
S 

Ann~i d~ MatemaUca~ Serie IV, Tomo XXIII. 24 
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l ' in tegra le  avendo lo stesso signifieato the  nel l 'espressione precedente,  e 
dove la W(E~,  e2} sta ad indicare gener ieamente  una funzione quadrat ica 

omogenea delle dilatazioni l ineari  s ~funzioni, a lor volta, delle Ux, u v,  u,), i 

cui coefficienti  contengono E (modulo d'elasticit~t normale) e ~ (modulo di 

Po~sso~). 
Eventualmente  vi sar~l da aggiungere, nella (5}, un termine V(0 ) indicante 

Fenerg ia  elastiea corr ispondente ad uno stato di costrizione interna del si- 

sterna preesistente alle deformazioni u. 

2. Consideriamo ora lo stesso sistema elastico soggetto ad un sistema di 
forze ~ eostanti nel tempo, comunque dis~ribuite {in esse comprese le forze 

di massa); supponiamo inoltre che tale sistema di forze, per qualsiasi valore 
delle forze stesse, si mantenga  sempre simile ad un sistema unitario 3 , ,  
fiel senso che tutte le forze siano proporzionali ad uno stesso fattore scalare K 
e siano sempre applicate negli stessi punt i :  potremo quindi scrivere simbo- 

l icamente ~ = K ~  i . 
Ad un certo valore del fat tore K, il sistema si dispone in una certa  

configurazione d 'equi l ibr io u'-~dx , y, z) rispetto alla configurazione naturale.  
Per  questa configurazione d 'equil ibrio deve valere il principio della minima 

energia potenziale : 

(4) 38(~,~) - -  8V(.o)~ a L(,,o)= 0 

dove, essendo L il lavoro compiuto dalle forze 3 per gli spostamenti uo, la 

variazione corrisponde ad uno spostamento virtuale ~ u della configurazione u0. 
L 'espressione del lavoro esterno L ~ del tipo: 

(5) L - -  u dA u d S  

A 8 

dove F sono le forze concentrate,  -q l e  forze distribuite su l l ' a rea  esterna A, 

~ l e  forze di massa, e dove "u si riferisce, in ogni caso, ai punti  d 'applica- 
zione delle forze che f igurano nella (5) stessa. 

Stante la proporzionalit~ di tut te le forze al fattore K, pub scriversi :  

(5.a) L = K L j  

L l essendo il lavoro che compete al sistema unitario ~ l '  
Pe r  qualsiasi moto di vibrazione del nostro sistema attorno alia confi- 

gurazione d' equilibrio u 0 definita dalla (4), deve valere 1' equazione variazio- 
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nale di HA~ILTOX in cui figura, oltre a T e d  a V, il lavoro esterno L, e cio6: 

~2 

/[ ] 
tl 

dove con l ' indiee  (u0, u) si vuole indicare un qualsiasi  moto u(t)  attorno alia 

configurazione d ~ equilibrio u o . 
questa  la condizione pi~ generale a cui deve soddisfare un moto vibra- 

torio, e la (l-a) sar~ quindi pres a per base delle nostre considerazioni. 

Come variabil i  dipendenti  dalle x, y, z assumeremo le componenti  di u se- 
condo gli assi (si ometter~, da qui in avanti, la notazione vettorialej :  per una 

data configurazione del sistema sono quindi determinate  le funzioni 

u~(x~ y, z); uy(x, y, z); u~(x, y, z). 

Ma, in generale, queste tre funzioni non sono tra di loro indipendenti ,  

in virtfi delle relazioni che debbono intercorrere tra le ux,  uu, u~ e le dila- 

tazioni l ineari  z. Per  es ,  se si hanno vibrazioni di sola flessione, con sposta- 

menti uy e u~, lo spostamento secondo la restante direzione, u~,, a nzieh~ 
dipendere diret tamente dalle x, y, z dipende dalle uy e u~ ; si ha eio~: 

u g x ,  y, z) - -  u~(u , ,  u~) 

dove l ' espress ione al secondo membro pub essere un 'espress ione  integrale 

contenente le uu,  ua,  le loro derivate, ecc..  Cosi, in generale, per  tutti  gli 

stati  di vibrazione the  comprendono spostamenti  in pifi direzioni. 

Questa precisazione ~ essenziale, come vedrem% per  l ' espress ione del 

termine ~L, qualora in una delle u~ per es. Ia u~, f igurino le uv e u ,  o le 

loro derivate in termini di grado superiore al primo. 

3. Consideriamo d a p p r i m a  i problemi di stabilit/~ lineare, e cio~ quei si- 

stemi elastici per cui possa ammettersi  una dipendenza l ineare tra l e a  e le u, 
nella nota forma:  

(6) 
l ~U~ ~U v ~ U y  ~U~ ~ttz ~ x  

Da queste relazioni non possono dedursi  dipendenze tra le varie u ehe 
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non siano I inear i ;  per es. (i): 
g y 

o o 

Qualunque sia il moto vibratorio, si avrh quindi sempre, stante Fespres- 

sione lineaTe di qualsiasi u :  
~L~ 

(5-b) 8L(~o, ,,) : K E  ~u- 8u 

(ta sommatoria essendo estesa alle tre ux,  uu, uz). Ossia la variazione del 
lavoro corrispondente ad uno spostamento virtuale 8u, 6 la stessa per qual- 

siasi posizione u attorno ad u . ,  poich6 ogni derivata ~ - ~  rispetto allo spo- 

stamento di un punto, non 6 the  ]a forzn in quel punto (teor. di CASTIGLIA~O 
inverso)~ col valore che compete al sistema unitario ~ .  In  particolare sarh 
8L(uo,~ 0 : 8L(u0), e, per il principio della minima energia potenziale (4), app]i- 

cato alia posizione d ~ equilibrio Uo : 

(7) 8L(~ 0 : 8L(~0) : 8 V(~0) 

(al l ' indice (u0, u) abbiamo sostituito quello pifl semplice (u), poich6 sia V 
che L dipendono soltanto dalla configurazione). Si ha quindi :  

~8(,) = 8 V(,,) - -  8L(,~,) --  8 V(~,) - -  ~ V(~) • 

A sua volta il 8V pub espr imersi :  

(3.a) 
¢ )  
S 

dove la IV'(E~, ~ S e ) :  E ~IVSe (la sommatoria 6 estesa a tutte le ~) sta ad 

indicate  una funzione l ineare omogenea nelle eSe. 3Ia~ stante la proporziona- 
lit'~ tra le ~ e le derivate di u, secondo le (6), la W', per un dato sposta- 
mento 8u; sarh pure l ineare omogenea nelle u, e pertanto sarh legittimo 
scrivere (6 indifferente  mettere  Findice  u oppure u', poieh6 ad ogni u' corri- 
sponde una sola u~ a meno di uno spostamento rigido): 

v( , , )  - v( 0) = 

ossia : 
8 V(~)-  8L(~) ----- 8 V(,,_~o). 

(l) ~ e l  caso di u n a  ¢rave in f l e s sa  secondo y, q u e s t ' e s p r e s s i o n e  dh lo spos t amen to  so, 
condo x d i p e n d e n t e  dagl i  spos t amen t i  ( abbassamen t i )  secondo y (cfr. n. ° preced,  di ques to  

Gapitolo). 
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E poieh6, stante l ' espress ione (2 )de l l ' ene rg i a  cinetiea, il ~T(+~o,~) 6 ov- 

viamente uguale al ~T(0.~_,~,,), possiamo affermare che l ' equazione  di HA. 

~ I I ~ o ~  (l-a), scrit ta per i moti u attorno alla posizione d~equilibrio uo, 6 

formalmente  identica alla (1} - -  pr iva cio6 del termine ~L - -  scrit ta per  i 

moti u - - u  0 attorno alla configurazione naturale.  Da qui ]a proprieth notis- 
sima dei moti vibratori  nei problemi di stabilith lineare, e eio6 ehe le vibra- 

zioni attorno nd una posizione d 'equi l ibr io  qualsiasi  sono identiche alle 

vibrazioni attorno alia con[igurazione naturale, come cio6 se sul sistema non 
agisse forza alcuna. 

4. Questa propriet'h permette dunque di determinare il regime di vibra- 

zioni per un problema di stabilith lineare, una volta nora la posizione d 'equi-  
librio u . ,  mediante l ' equazione  : 

t2 
f .  

[ [~ T - -  ~ V(~,_,,o)]dt = (1.b) 0 
] 

ti 

dove l ' energia  elastica V va caleolata, anzich6 per gli spostamenti  u, come 

sarebbe il suo proprio significato, per gli spostamenti  u - - u  o attorno alla 
configurazione d~equilibrio statico. 

]~ facile vedere come ]a (l-b) caratterizzi sempre vibrazioni armoniche. 

Si ritorni a lFespress ione  t2t de l l ' energ ia  cinetica e (3) de l t ' energ ia  elastica, 
quest '  ul t ima scritta per u -  u0: 

T = 2 J ~ v }  as; v = ~t w(E~, ( u ' -  ~o')~)as. 
S 

Separiamo ora le variabili  x, y~ z daIla variabile t, ponendo:  

(8) u - -  u0 = f(x, y, z; l) = v(x, y, z)q(t) 

essendo q funzione del tempo e v una configurazione di vibrazione spontanea 

del sistema; la posizione (8) corrisponde infatti  alia r icerca delle condizioni 

di moto stazionario, tali cio6 ehe tutti  i punti  del sistema vibrino sineroni- 
camente.  Si ha quindi :  

1 /dq \  ~ / ~ 1 T,(dq~ 0- 

(9) 
/ 1 

V = ~ q~ W(E~, v'~)dS = 2 V*q ~- 
,J 

S 

dove le quantith 2/'* e V* sono indipendenti  dal tempo, dipendendo soltanto 
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dalla configurazione di vibrazione v(x, y, z), ancora iacognita.  ]~ chiaro allora 
ehe, qua lunque  sia la v, le I9) caratterizzano un moto armonico,  di equazione:  

(10) d=q V* 
dt = %- ~- .q  = 0 

il eui integrale  generale  ~ q = a sen ~ot + b cos o~t, essendo il quadrato  della  
frequenza definito, a meno del fat tore 4=2, da:  

(11) 
JW'IE , v'=)dS 

V* z 0 , } 2 - - - - ~  
T* f v=dS 

quant i th  che pure  d ipende  dalla configurazione v(x, y, z). 
Restano ora a determinars i ,  tra tut te  quelle possibili  soddisfacenti  alle 

eondizioni agli es~remi, le effett ive configura~ioni di vibrazione v(x, y, z )he l l e  

eondizioni di moto stazionario. 
Ricorr iamo percib ancora a l l ' equazione  di HAMILTON ed e~primiamo le 

variazioni sotto il segno d ' in tegra le .  Si ha :  

t2 t~ 

\ - i i  h i  - + ' ' ' + ' ' "  
t] t l S  

in tegrando per  part i  e tenendo eonto ehe ~, per  il signifieato stesso del l ' in-  

tegrale di HA~III~ON, ~u- - -0  negli  istanti  t~ e t.~: 

t~. t~ 

, : 

t, h \ dr= iu= + . . .  + 

Per  il te rmine ~V, par tendo da lFespress ione  (3-a): 

te t2 

 vat=ffw'{E , u'~u'}dSdt. 
1 h S 

In  vir t~ della  posizione (8} di separa~:ione delle variabil i  e delle espres- 

sioni (9), si ha :  
t~ t~ 

- -  ~d~ ~ T* dt 
h tl 

to. t~ 

~ V d t - - " / q 2 ~ W ~ d t  

tt  
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La (l-b) si t raduce quindi nella condizione: 

(10.a) d2q ~ V* 
dt +q~T ~-=°" 

Perch~ dunque la v(x, y, z) sia l ' e f fe t t iva  configurazione di vibrazione, 

occorre, dal confronto della (101 con la (10-a), che sia: 

V* V* 
(12~ ~ T ~ - -  T- ~ ossia ~ V * ~  a)~T * ' -  0. 

)][a cib equivale alla condizione che la effet t iva v(x, y, z), tra tutte quelle 

possibili  soddisfaeenti  ai vincoli, renda minimo o)2: ed infatti  la variazione 
del l 'espress ione (11), per una  variazione ~v della configurazione, ~ data da:  

T*~ V* ~ V*~T* 
(12.a) ~(to) ~ ---- T ,  ~ 

espressione che si annulla  se ~ verif icata la (12). 

Pe r  dimostrare che 1' annullarsi  della variazione ~(to) 2 in corrispondenza 

del l 'e f fe t t iva  v(x, y, z) rende effet t ivamente minimo (o 2, si ~ ricondotti  a di- 
mostrare che la stessa v rende minimo Fintegra le  di I-IA~ILTO2¢. 

noto inoltre che l 'equazione variazionale (12) ammette  come soluzioni 

una  successione infinita di configurazioni v~, ve,. . .  (autofunzioni), a cui cor- 
risponde una successione infinita di frequenze di vibrazione ~%, o)2,... (auto- 

valori). Di queste, la pr ima autofunzione v, rende effet t ivamente minima la 

frequenza ¢o, {frequenza fondamentale);  la seconda autofunzione v 2 rende 
minima (o.~ sotto la condizione di ortogonalit~ tra v~ e la v.2, e cio~ alla 

condizione eh~ si annulli  l ' i n tegra le :  

v ,%dS  
# 

e cosi di seguito. 

II. L ' i n t r o d u z i o n e  d e i  t e r m i n i  d i  s e c o n d o  o r d i n e .  
L a  r l e e r e a  d e l l e  c o n d i z i o n i  c r i t i e h e  d i  e a r i e o .  

1. E noto dalla teoria dell 'elasticit '~ che le espressioni (6) delle ~ in ter- 
mini l ineari delle u corrispondono a considerare come quantith piccole del 

primo ordine lo spostamento u e le derivate delle sue componenti  rispetto 
agli assi, t rascurandone le potenze di 2 ° grado ed oltre ed i mutui  prodotti. 

Dalla fig. 1 si ha infatti  c h e s e ,  per es., un. elemento doe dopo la defor. 
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m a z i o n e  a s s u m e  la  c o n f i g u r a z i o n e  dx ' ,  1' e s p r e s s i o n e  e s a t t a  d e l l a  d i l a t a z i o n e  

l i n e a r e  ~xx ~ la  s e g u e n t e :  

e ~  - -  d ~  - -  ~x ] - -  1 

e s p r e s s i o n e  che,  s v i l u p p a t a  in  s e r i e  f ino  a i  t e r m i n i  di  2 ° o rd ine ,  e q u i v a l e  a (~): 

~u~, 1 ~u~ ~z 

II eons ide ra re  gli spos tamen t i  u come quantit/~ del p r imo  ordin% traseu-  

rando  qu ind i  i t e rmin i  di ordine  super io re  M t ° J~el t 'espressione de l le  ~, 
eor r i sponde  no to r i amen te  a t r a s e u r a r e  gli spos tamen t i  u stessi  agli effet t i  

del la  d i s t r ibuz ione  del le  tens ioni  in te rne  ~:  tale  d is t r ibu~ione  v iene  infat t i  

va lu t a t a  in base al la  eon.figurazione na tura le ,  eio6 non deformata .  Cib por ta  
ad u n a  re laz ione  di l inear i t~  ira  t ensmni  in t e rne  ~ e forze F ;  quindi ,  in 

virtfi della, legge di I{OO~E genera l izza ta  e del le  espress ion i  (6), ad una  rela- 

zione di linearit/~ ~ra le forze F ,  o megl io  il fat, tore  mol~iplieat ivo K,  e gli 

(~) Infatti si sviluppi in serie fino ai termini di 2 ° ordine l' espressione 
i 

= [(I ÷ p ) ~  -¢- q~]~-- i 

~u x __ ~uy ~uz perch6 l'espressione 6 simmetrica rispetto a si pone p = ~ - ;  q - - ~ =  e si omette Tx- 

~-~ e ~x l" 
Si ha : 

--A 
( ~ ) o ~ [ ( l + p ) ~ + q  ~] ~(14-p)~--t ;  

3 

aP~lo [ ( i + P )  "2÷q~] ~( t+p '~)+ 

+ [ ( t + . p ) ~ + q  "2] ~ = - - i + 1 - ~ - 0 :  

~s as 2 / ~ ~ ~/as2~ l 
s = (s0)_t~ p(~)o+ q(~)o-+_ 1[ ~/a~' 

(~)o = i - i = o; 

o~- [(1-+-p)2 + q~] ~ q - - 0 ;  
3 

_ i  +~[(l÷p)2+q ~] ~==0-~-I==I; 

- -  [(1 + p)~ + q~]- ~ (1 + p)q = O. 

Quindi : 1 

I1 primo termine successive dello sviluppo non rialto 
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spostamenti  u. Da qui il principio di sovrapposizione degli effetti, nonch~ 
l 'unic i th  e stabilith delle configurazioni d~equilibrio, carat ter is t iche queste  

dei problemi di stabilit& lineare. 

Tener  conto dei termini d' ordine superiore al 1 ° n e l l e  espressioni delle 

significa dunque  prendere in considerazione la possibilitfi~ di configurazioni 

Y 

dUx Y 
]~ig. I 

d 'equi l ibr io  instabile, per cui cio~ l ' energ ia  potenziale ~ del s is tema elastico 
sin massima anzich~ minima. 

La stabilitfi, o meno di una certa configurazione u 0 d 'equi l ibr io  - -  per  
cui dunque  sin soddisfatta 1' equazione (4} deI l 'energia  potenziale : ~$ = 0 - -  

pub pertanto riconoscersi  dal segno (positivo, se stabile) della variazione se- 
conda ~:~ de l l ' energ ia  potenziale stessa (teorema di DIRm~LE~}. Ifi partico- 

lare si r icereheranno quelle confignrazioni di equilibrio indifferente,  o cri- 

tiche, u~., per  cui @ ~ - - 0 ;  e che separano un campo di configurazioui 
d 'equi l ibr io  stabile da uu campo di configurazioni instabili. 

5~elle considerazioni che seguono noi ei porremo espressamente nel caso 

che helle relazioni tra le ~ e le u figurino soltanto termini di l ° e  2 ° ordine. 

esclude~do quindi qualsiasi  termine di-3 ° ordine ed oltre. 

Prenderemo quindi per base la (6-b) ed analoghe, da cui risulta ehe il 

contr ibute di 2 ° ordine, per  es. alle ~ ,  e quindi l ' eventua le  instabilit~t, pub 

soltanto sussisterc in virtfl delle uy e uz ;  pertanto un sistema di forze o, pifl 
in generale, uuo stato di sollecitazione ehe dia luogo a dilatazioni seeondo 

una data direzione, per  es. x, pub provocare soltanto condizioni d ' instabi l i t~  
caratterizzate da spostamenti  in direzione ortogonale, per es. y e z. ]~ il caso 
tipico dei carichi di punta,  e di tutti  i casi d ' instabi l i t~ che possono ricon- 
dursi a questo tipo. 

In tutti  questi  casi non 6 pifl lecito, come per i problemi di stabilit~t 
lineare, r icondursi  allo studio delle vibrazioni attorno alla configurazione 
naturale,  come cio~ se non agissero le forze. 

~nnc~l~ d~ Matemat~cc~, Serie IV, Tomo XXIII, ~ 
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2. Cib posto, r icaviamo dalla (6.a): 

(6-b) u~ 

x x 

e scriviamo percib, mettendo in evidenza i termini di secondo ordine:  

(6-a) ~ -  ~x + ~ '  

(6-b) .u x - - / ' e x x d X  ~ u("z) 05 * 

o 

]~ ehiaro ehe i termini di 2 ° ordine non possono sussistere contempora- 

neamente nella (6-a) e nella (6-b}: infatti  se i vincoli sono tali da impedire 

gli spostamenti  di 2 ° ordine seeondo x, sparisce senz 'al tro il termine .~  (~t 

dalla (6-b), e r imane la {6-a). Se invece i vincoli permettono gli spostamenti  u~ z), 

~Ux 
resta la (6-b) che, a sua volta, sosti tuita nel termine ~ -  nella (6-a), fa spa- 

U~ 
r i te  il termine ~ -is), in quanto questo ~ uguale a - - -  

Cib corrisponde, nel case semplice de l l ' as ta  caricata di punta,  che pren- 

deremo sempre per  guida delle nostre considerazioni, a due modi distinti  di 

considerare i vincoli. 
Nel primo case gti appoggi sono a distanza invariabile (fig. 2-a), tale da 

costr ingere assialmente 1' asta con ano sforzo di compressione P :  sono dunque 

Fig. 2 

nulli gli u(~), restando sol~anto gli spostamenti di I ° ordine dei punti d'appli. 
eazione delle forze come F ;  per  centre uno spostamente trasversale de l l ' as ta  
di~ luogo ad una dilatazione assiale 8 (2) di 2 ° ordine. Nel secondo case (fig. 2.b), 
uno degli appoggi ~ libero di spostarsi in sense ass ia le :  il punto d 'applica- 
zione del carico di punta  P pub quindi avere, per uno spostamento trasver.  
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sale, spos tament i  u (z' di 2 ° ordine,  ma  non pub esservi  a l cuna  s (~), poieh6 

l' as ta  inf lessa  conserva  la sua  ]unghezza aeeorc iando la corda.  

I1 ease a) ha  rag ione  di esser  preso in considerazione sol tanto nel  case 

di aste o las t re  ad appoggi fissi, specie quando  la sol leci tazione di pun~a 

da ta  da azioni in terne,  per  es. da azioni termiche,  ri t iro,  ece.:  la  corrispon- 

dente  energ ia  e las t ica  ~ al lora  da r igua rda r s i  come il t e rmine  ~0), a f fe ren te  

al la conf iguraz ione  na tu ra le ,  come si b visto al Cap. I, n. 1. In  tut t i  gli 

a l t r i  problemi  del la  prat ica ,  come, per  es., por ta l i  e te lai  di quals ias i  tipo, 

archi ,  ecc., si ver i f ica  n o r m a l m e n t e  il case b). 

3. Torn iamo era  al problen/'u dell '  instabiliti~ dell '  equi l ibr io  ed espr imiamo,  

in conformi th  del t eorema di DIRICHLE% la var iaz ione  seconda ~ --- ~2 V ~  ~ L ,  

per  uno  spos tamento  v i r tua le  ~u a par t i re  da  u n a  posizione d ' equ i l i b r i o  uo. 

Si ha, r i cordando  la (3) e la (5) del Cap. p receden te  (col solito s igni f ica to  

per  le sommator ie) :  

' j 
~e =- i i u  d S  t==(=)dS 

s (13) ': 
tL~ t u 

) [en t re  nel  case a) spar isce il t e rmine  ~ L ,  non essendovi  a lcuno spo- 

s tamento  u (2) di 2 ° ordine,  nel  case b} ~ n u l o  il secondo te rmine  del la  ~2V, 

essendo nu l l a  ogni s (~). D' era  in avant i  p rende remo in cons ideraz ione  sol tanto 

il ease b), eio6 suppor remo t h e  i vineoli  consen tano  gli spos tament i  di 2 ° or- 
d ine  (3). R, esta qu ind i :  

(13-a) ~2~ = j ~  ~ W/De \5 ~L, ~ u d s -  

s 

P e r  il pr imo te rmine  basra r icprdare  l ' e sp ress ione  ( 2 ) d e l l ' e n e r g i a  ela- 
stica,  e der ivare  due volte la W r ispet to  alle ~, per  avere :  

~ v = ['w(Et~, ~ ) d S  = V(~) (14) 
J 

s 

dove con V(~-u) s ' i n t e n d e  l ' e n e r g i a  e las t ica  caleolata,  anzich~ per  le u, per  

le var iazioni  ~u at torno ad uo, te rmine ,  quindi ,  sempre  posit ive.  S tan te  

(3) ]~ facile vedere che, a meno di termini di 3 ° ordine, il seconde termine della ~ V si 
identifica col termine ~eL, eve si identifichi il carico di punta P con la risultante, cambiata 

~W dovute alla costrizione dell' asta causata dai vincoli fissi. di segn% delle z--~ ~"-Z 
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l ' e s c l u s i o n e  dei t e rmin i  di 2 ° o rd ine  dal le  espress ion i  del le  s, i 8s~ non sono 

ehe  i \ - ~ ] ,  qu ind i  la V(+~ e, a pa r i th  di spos t amen t i  8u, i n 4 i p e n d e n t e  da l la  

pos iz ione u0 di par tenza .  

A n a l o g a m e n t e  si d imos t r a  che il t e rmi n e  82L non  ~ ehe  il lavoro com- 

p iu to  da l le  forze  ~ pe r  i soli  spos t amen t i  8u ~ di secondo ordine .  Ed  infa t t i  

si t enga  p re sen te  l ' e s p r e s s i o n e  (5-b) del la  va r i az ione  p r i m a  ~L, e si r icordi ,  
3L~ 

come gi~, osserva to  al n ° 3 del  Cap. I, che ogni de r iva t a  ~U- non  ~ che la 

forza  del s i s tema un i t a r io  ~ nel  pun to  di cui  si va lu ta  la u ;  si ha  pe rc ib :  

~L, 
(5.c) ~2L - -  K E y~-  8~u. 

A sua vol ta  la 8~u non  pub ehe  r i f e r i r s i  al le  sole u ~s) di 2 ° ordine ,  che  

sono sempre  pos i t i ve ;  se le forze del s i s t ema  u n i t a r i o  h a n n o  sense  eoncomi-  

t an te  con le u (~), i t e rmin i  del la  s o m m a t o r i a  sono tu t t i  posi t ivi  e ]a 8.2L ha  

lo stesso segno di K ;  inol t re ,  poich~ le u C~) sono q u a d r a t i e h e  omogenee  

~u . . . . .  ne l le  ~ ,  la 8.,u_ sarh pu re  q u a d r a t i c a  omogenea  hel le  ~SUc~x ' eosiech~ si potr'~ 

scr ivere ,  per  ana log ia  con la V(+~) ne l la  (14): 

(5-c) ~oL = K E ~L~ ~ (.2} r~L/2 I 
~ ~ U  ~v(~u)  ~ ~t~ l ( ~ u )  

espress ione  a n c o r a  i n d i p e n d e n t e  da l la  u.  di par tenza ,  come gih la V(~). 

D u n q u e  la condiz ione  c r i t i ca  di car ico  sar~t da t a  da :  

_ rzr("z) ~ ( ~ )  - -  V(+~0 ~ ( ~ , )  = 0 ,  
da  eui  : 

(15) 
r ( ~ )  • ~l(~'u) 

Po ich~  n u m e r a t o r e  e d e n o m i n a t o r e  del  r appor to  non  con tengono  la uo 

di equ i l ib r io  s ta t i co , - i l  Kc~. - -  per  u n a  da ta  ~u - -  non  pub essere  che  u n i c o ;  

inol t re ,  poichb V(+~) e ~(~u) sono sempre  posit ivi ,  il Ke,. b sempre  posi t ive ,  

in q u a n t o  ta le  da da r  luogo a forze concomi t an t i  con le u (:> come si b pre- 

suppos to :  ma poic,h~ le u (z) f igurano  sempre  col segno meno  n e l F e s p r e s s i o n e  

de l la  u to ta le  (6-b)~ il K¢~ sarh  ta le  da  d a r  tuogo ad s nega t ive ,  cio~ di 

compres s ione  (~}. 

(4) Si comprende fin d'ora come non rientrino nella categoria di problemi da noi consi- 
derati quei sistemi che ammettono due vaIori di Kcr di segno di~cerso; per es. due valori 
simmetriei~ come nel case classico del tube cilindrico inflesso (vedi B E L L U Z Z I ,  (~ ]~ieerche 
d' Ingegneria ~ 1933, n. 3). Per questi problemi entrano in giuoco, helle equazioni dell' equi. 
libri% termini di 3 ° ordine. 
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4. La (15) non 6, di per s~, sufficiente, alla determinazione di K~r. 0c- 
corre infatti  eonsiderare che lo spostamento ~u 6 pure funzione di x, y, z, in 
quanto rappresenta  la configurazione inf ini tamente  vicina alla u~r che il 
sistema tende ad assumere al sopraggiungere delle condizioni critiche, ossia 
la configurazione d'instabilit~t. Per  ogni part icolare funzione ~u(x, y, z) si ha, 
nella 415), un diverso valore di Kcr; ma soltanto l 'ef fe t t iva  configurazione 
d' instabilit~ ~u darh, nella (t5}, il K~. vero. 

0ceorre  dunque un 'u l te r iore  condizione variazionale che permetta  di 
identificare,  tra tutte quelle possibili soddisfacenti ai vincoli, le effettive 
configurazioni di instabilith 5u(x, y, z). Questa eondizione ~ data dal ratio 
che, se uer ~ una configurazione di equilibrio indifferente,  anche 'la configu- 
razione inf ini tamente vicina uc~-~-~u 6 d 'equi l ibr io:  condizione questa che 
si esprime con l 'equazione:  

(15-a) °~,~+)$(~+~0 --  0 

dove la variazione va presa rispetto alle ~u, che sono da considerarsi  come 
le uniche variabili nelF espressione d i $ .  

Se sviluppiamo in serie di TAYLOR la ~(u0+su) fino ai termini  di 2 ° or- 
dine, abbiamo : 

(16) $(,~ ~,,) --  $(~o) + ~ ~u + ~ - -  ~u .  

La variazione ~ nulla per i l  primo termine, ohe non oontiene le ~u; i l  
7~ 

seoondo termine ~ nullo per qualsiasi ~u, poich~ sono mil le tutte le ~ per 

ogni posizione d 'equi l ibr io u0; testa quindi Ia variazione rispetto alle ~u det 
termine di 2 ° ordine:  ma questo termine non 6 c h e l a  variazione seconda ~28(~+), 
che ha F espressione (15). Dunque per K ' - K c r  la (15-a) potrh scriversi :  

(15.b) ~(+~)$(~+~+.+~) : ~(~)[~$(+~)] 

- -  licv~(~u)x~ i(~u ) --- O. 

E cio~, in corrispondenza del veto K~ ,  l ' e f fe t t iva  ~u deve essere tale da 
rendere  ]a :~ nulla, per la (15}, e, ad un tempo, minima rispetto a tutte le 
altre possibili ~u, per la (15-b). Perch~ la ~u(x, y, z) sin F effettiva configura- 
zione d'instabiliti~, dovr'~ dunque essere, dal confronto della (t5) con la (15-b): 

~L(~!..-- LI~) tl~uj l(~u) 
ossia : 

V ~ K ~ L ~  ~) - -  0 
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(~ super f luo  qui  l ' i nd i ce  (~u) sotto il segno di variazione,  poieh~ le ~u sono 

le sole var iabi l i  che f igurano  nelFespress ione) .  

Ma questo equiva le  a l la  condizione che F ef fe t t iva  ~u(~, y, z), t ra  ~utte 

quel le  possibil i  soddis facent i  ai vineoli ,  r enda  minimo i l / ~  : ed infa t t i  la (15-c) 

non ~, in d iversa  forma~ ehe it n u m e r a t o r e  del ia  var iaz ione  ~K~. de l l ' espres-  

sione (15) (~). 
Analogamen~e a quanto  si ~ visto per  it min imo ~ a l m  e 4 de1 Cap. I~ 

per  d imos t ra re  che si tratt~ e f f e t t ivamen te  di u n  min imo  (in va lore  assolut~o) 

per  K ~  si ~ r icondot t i  a d imos t ra re  che l ' e n e r g i a  potenziale  ~ ~ effett iva- 

mente  m i n i m a  per  F effet~iva conf iguraz ione  ~u a t torno ad uer~ r ispet to  a 

tu t te  le a l t re  possibil i  ~u, ossia che l ' equaz ione  w r i a z i o n a l e  (15-a) def in isee  

un  min imo  {~). 
P u r e  ana logamen te  al  ease degli  ¢o ~, 1' equazione var iaz ionale  (15-c), ana- 

loga al la  (12), ammet t e  u n a  success ione  di inf in i te  soluzioni ~u~, ~ u ~ . . . ,  a 

cui  corr isponde u n a  in f in i t a  success ione di car ichi  cri t ici  Kcr~, K ~ . . .  ; anche  

in ques to  case F n - e s i m a  soluzione ~u.  rende  min imo  il Ii:~,~ sotto la condi- 

zione di ortogone~lit~ r ispet to  al le p reeedent i  soluzioni  ~u~, ~u~,.. . ,  ~u,~_~. 

5. Poieh~ sia V che L sono quadra t i c  i nel le  u, ~ nul la ,  dope la  se- 

conda,  ogni de r iva ta  success iva  del ia  $ r ispet to  alte u s tesse :  per tan to  Io 

svi tuppo (16) r appresen ta  lo svi luppo complete  del la  ~ aaehe  se ad uno  spo- 

s tamento  inf in i tes imo 8u si sost i tu isce  uno spos tamento  di ampiezza e o mu n q u e  

f in i ta  u --- u - -  u~r. 
Nelle  eonsiderazioni  svelte al n. ° p recedente  pub qu indi  sost i tu i rs i  legit- 

t imamente ,  al la var iaz ione ~u, uno spos tamento  f in i te  ~ : u - - u ~ ,  in quanto ,  
se u n a  conf iguraz ione  uc~ ~ ~u ~ d ' e q u i l i b r i o  ind i f fe ren te ,  lo ~ anche  u n a  

eonf iguraz ione  u~.-~ it, c o m u n q u e  d is tan te  da  u~,., purch~ la u(x, y, z) sia 
a f f ine  al la  ~u(x, y, z), d e t e r m i n a t a  dal la  (15). I n  par t ieo la re  la  eondizione (15.b) 

d iven ta  : ~V(~) z ~ r ( ~ ) -  - -  ~x ~ ~(~) --  0 .  

Cib cor r i sponde  ovviamente ,  p. es., nel  case  d e l F a s t a  ca r ica ta  di punta ,  

(~) Questu dimos~razione ~ dovata aI proL ODONB BELLUZZI : 6'$*I criterio ene~'geticoper 
la dsterminazione dei ca~'ichi critici, ~ R. AecademAa delle Scienze ~, Bologna, t9;[2-43; e 
figurerh nel 2 ° volume, a£tuatmente in preparazione~ del iibro: Scienza de~te costruzioni, di 
cui ~ state pubblicuto reeentement.e i l i  ~ volume (Prof. O. BELLUZZt~ Scienza deHe costruzioni~ 
vet. I~ ed. Zanichetli~ 19~1, Bologna.). 

(6) A questo proposite si noti che mentre F equazione ~(~)~-~-0 caratterizza una po- 
sizione d'equilibrio indiffereate~ la u~r, l'equazione ~(~u)$~0 earatterizza una posizione 
d'equilibrio stabile~ e eio~ Ia ~t effettiva configurazione d~equillbri% rispetto a tutte le 
~tre possibili ~u. 
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a r i t enere  che, per  il valore  cri t ico del  carico, l ' equ i l ib r io  si m a n t e n g a  indif .  

fe ren te  per  ogni valore  del la  f r eee i a :  errore che der iva  no tor iamente  dal 

por te  la c u r v a t u r a  del la  l inea elautica ugua le  al la  der iva ta  seconda degli  

spostament i ,  t r a seu rando  cio6 te rmin i  d ' o r d i n e  super iore  al s econdo .  

Not iamo al lora  che V(~) e ~ ( ~ )  assumono il s ignif icato  di aumen to  del- 

l ' e n e r g i a  e las t ica  e, r i spe t t ivamente ,  lavoro compiuto  dal le  forze appl icate ,  

ma per  i soli spos tament i  di 2 ° ordine,  co r r i sponden temen te  ad uno sposta- 

mento  ~-e r ispet to  al la eonf iguraz ione  d ' equ i l ib r io .  Si deduce  qu ind i  dal teo- 

r ema  di DIRICKLET, a t t raverso  le eons ideraz ioni  precedent / ,  l ' e n u n c i a t o  di 
BYRAN-TI~IOSRENKO per  la r i ce rca  dei  K ~  ~). 

Al la  ~proprieth per  cui  l ' equ i l ib r io  ind i f fe ren te  si ma n t i e n e  per  uno 

spos tamento  u di ampiezza finita,  ne  cor r i sponde  u n ' a l t r a  ana loga  nel  

campo dinamieo,  e cio6 ehe le vibrazioni  a t torno ad una  quals ias i  confi- 

guraz ione  d' equi l ibr io  res tano a rmonich  G maIgrado  l ' i n t roduz ione  dei t e rmin i  
di 2 ° ordine.  

Ed infat t i ,  per  l ' e sc lus ione  delle ~(:> dalI '  espress ione delle e, il t e rmine  8V 

6 lo stesso che nel  case del ia  stabil i t~ l iueare ,  e si potr~ scr ivere anco ra :  

A sua volta,  il ~L{.) potr~ espr imers i  ne l la  f o r ma :  

~ t~)  -}- 

Limit, a~amente al ia  par te  di 1 ° ordine,  i nd ipenden te  dal la  configura-  

8r(O ~r(O Pe r  zione u, sar~t appl icabi le  la (7), e cio6 (v. n ° 3, Cap. I): ~(~,)-- _~(~,0}. 

essere u+ posizione d ' equ i l ib r io ,  e s tan te  la proporzional i th  del ~LI~ { al le u, 
si ha  : 

8r{ ~) ~ r ( ~  . ~L(u) - -  ~r~} ~r(2) ~L(~) v("0) = + + "I--.0) + (..) 

da cui, in  de f in i t iva :  

o~(, 0 - -  8K~.) ~L(~ 0 = ~ V ( . _ . o ) -  ~r (2} 

(7) Attraverso queste considerazioni si elimina un'apparente diversit'~ tra il teorem~t di 
Dirichlet e l'enuaeiato di Byran-Timoshenko (detto ane, he ~, principio energetico >~). Si deve 
per5 notare che~ mentre il teorema di Dirichlet ha valore generale~ l'enunciato Byran- 
Timoshenko vale soltanto ore si trascurino i termini oltre il ~o ordine {non vale quindi 
per il tubo cilindrico inflesso, volta Zeyss-Diwidagg e simili) e c h e  il lavoro corrispon. 
dente allo spostamento u 6, in ogni eas% il solo lav6ro che compete alle u (2 di 2 ° ordine 
rlspetto alle ~ stesse. 
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L' equazione di HA3tlL~ON per questi moti si seriver'~ dunque nella forma:  

(1.e) f[ T V,o_.o, + - -  ~L(~_~o)]dt = 0 
. ]  

ta 

che ovviamente c~efinisce un moto armonico al pari della (l-b) poich~ i ter- 

mini ~V e ~L (2) sono entrambi  lineari omogenei nelle u - - u 0 .  
Valgono pertanto anche per questi  m o t i l e  considerazioni svolte al n ° 4 

del Cap. I circa il minimo autovalore to 2, ova si sosti tuisca alla V(~_~0) 

i' espressione pi~t completa, ma ancora quadra t ica  omogenea nelle u - - u 0 :  

g(u-uo) r (~) 

]~ pressochg superfluo ri levare che nella (i-c) f igura soltanto il ~L (2) e 

non il ~L<'; pertanto influisce sul periodi di vibrazione solo il valore dei 
carichi che danno luogo a spostamenti  di 2 ° ordine, mentre  non ha alcuna. 
influenza il valore dei cariehi i cui punti  d ~ applicazione subiscono soltanto 

spostamenti  di 1 ° ordine. 
A.11'armonicit~ dei moti si arriva, naturalmente,  aache considerando il 

caso a) della fig. 2 (err. ]a nora (~) al n ° 3). 

III .  L a  r i e e r e a  d e l l a  f r e q u e n z e  d i  v i b r a z i o n e  

p e r  u n  v a l o r e  d e i  e a r i e h i  t r a  z e r o  e d  i l  v a l o r e  e r i t i c o .  

1. L 'equaz ione  di partenza per i moti ehe ora studiamo b dunque  la (l-c), 

t he  qui r iseriviamo introducendo il fattore K: 

t2 

(I '° (1.c) ~ T -  ~ V(~-~,0) + K~L((~,_~,o)]dt = 0 

tl 

in cui i termini ~V e tLt  (2) sono lineari omogenei nelle u - - u  o. 

Confrontando ques t 'equazione con la tl-b) valevole per  i moti u - - u o  

" 0 '  " attorao alla conf1~,urazlone naturMe, ossia per  K - - 0 ~  avremo che, men,re  

allora gti autovMori ~o z erano dati dMla (ll), come visto al n ° 4 del Cap. I, 
nel caso attuale, ciob per K ~  0, dovremo scrivere 1' espressione pifi completa:  

V* - -  K L :  (~) 
(ll.a~ ¢o ~ = - 

T* 

dove L] t~), medio.nte la solita posizione [8} di separazione delle variabili,  non 

ehe l 'espressione d e l l a v o r o  esterno eompiuto dM sistema di forze unitario 
per i soli spostamenti  di 2 ° ordine, dove alia u - - u 0  si sostituiseano le v, 
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funzioni solo delle x, y, z e non pifi del tempo t. I1 valore di to 2 dil?ende na- 

turalmente  datla configurazione v(x, y, z}. 

Osserviamo subito che le V* ed L~ ('21 non sono che le V ed L~ ¢2~ del n ° 4 

del cap. precedente, in quanto le v non sono che le ~ attorno ad uo: e cib 

perch~ nelle eonsiderazioni sul l ' ins tabi l i th  non entrava in alcun modo la 

variabile tempo. Per questa stessa ragione d' ora in avanti useremo l' asterisco 

solo per T*, omettendolo ~nvece per V e d  L l ,  ed esprimeremo queste ul t ime 

indifferentemente nelle v o helle ,~-~. 

Supponiamo ora di trovarci nelle condizioni eritiche, considerando percib 

la ~o 2, eonforme alla (ll-a), in cui sia K--Kc~- .  Stante la proprieth di minimo 

degli autovalori ~2, ~ facile rendersi  conto c h e l a  configurazione di vibrazione 

per K : K ¢ + .  non pub che coincidere con l ' e f fe t t iva  eonfigurazione d ' insta-  

bilit~, ~-e(x, y, z), in quanto questa rende nulla~ per la (15) e, ad un tempo, 

minima rispetto a tutte le altre l?ossibili v, per la (15-b), la V ~  KL~ <~, e 

quindi  la ~ .  Cib si ~ visto al n ° 4 del cap. precedente, stante 1 ~ identit~t, per 

i sistemi elastici da noi considerati,  tra la ~ e la V - - K L ~  (~) 

Si ha quindi che al primo carico critico, K¢+.~, si annul la  la frequenza 

fondamentale;  al secondo carico critico, Kc~,  si annul la  la 2 a frequenza, ecc.: 

a lFn-es imo enrico critico si annul la  l ' n - e s i m a  frequenza~ essendo gih nulle 

le frequenze da 1 a n - -  1, e l?otendo sussistere soltanto le frequenze d a n  ~ 1 

in avanti. Si pub dare in questo senso una definizione l?i~ coml?rensiva dei 

carichi critici sul?eriori , e eio~ come quelIe condizioni di carieo che annullano 
la frequenza di vibrazione di un  dato ordine. 

Si ha inoltre c h e s e  le configurazioni d ~instabilit~ ~e si considerano come 

non altro che le configurazioni che annul lano la corrispondente frequenza, 

la prol?rieth delle ~-~ di rendere minimo il K ~  r ientra  nella prol?riet'~ generale 

di cui o'ode un~effettiva configurazione v di vibrazione (autofunzione), e cio~ 

di rendere minimo il corrispondente ~o 2. Sotto questo aspetto la dimostrazione 

per il minimo K~. al n ° 4 del Ca,l?. I I  pub dedursi  diret tamente dalla dimo- 

strazione per il minimo ~o 2, al n. ° 4 del Cap. I, ore si l?onga, natnralmente ,  

V - - L i  (~ al l?osto della sola V. 

2. Se la configurazione di vibrazione v(x, y, z) si mantenesse la stessa per 

ogni condizione di enrico K, i termini V, L~ (~> e T* conserverebbero lo stesso 

valore per ogni K, e quindi si avrebbe, per un  K generico, come si deduce 

immediatamente  dalla (ll-a} del n. ° precedente:  

dove co o 6 l 'autovalore  the  compete alla configurazione naturale,  clog K =  O. 

.4nnati d~ Matemat~ca, Secle  IV,  To~o  XXII~ 2~ 
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Ora si noti che le configurazioni di vibrazione vo attorno alla configura- 
zione naturale  sono definite, come gih visto al n. ° 4 del cap. I, dal l 'equa-  

zione variazionale (12t, che qui r iscriviamo nella forma:  

~V V 
(12t ~T* --  ~/* 

mentre  le vh attorno ad una qualsiasi  altra configurazione d 'equil ibr io,  corri- 

spondente ad uu dato K, saranno definite da una equazione analoga:  

(12-a) ~ V -- K~LI <~) V - -  KL~ (~) 
~ T* - -  T* 

Pe, rbh~ le due equazioni siafi.o formalmente  identiche, basta che entrambi  

i membri  siano variati  hello stesso rapporto, e cio~ che s ia :  

(15-c) ~ L ' ( ~ ' -  L'(~'' 
~ V - -  V "  

~[a questa non ~ che 1' equazione variazional% gii~ vista al n. ° 4 del cap. I, 
ehe definisee la eonfigurazione d'instabilit/~ i~ attorno alla posizione u~+.. Ab- 

biamo pereib che, se la configurazione v0 attorno alla configurazione naturale  
coincide con la eonfigurazione d'instabilith~ ,u attorno ad u,~, sono pure uguali  
tut te  le configurazioni di vibrazione v~ per valori di K intermedi.  

Una stessa eonfigurazione deve percib soddisfare sia alla (12) che alla (15-c), 

V V 
e cio~ rendere minimo sia il Kcr--L-I~ ~ c h e l a  ¢o~ - - - ~ .  Cib potri~ verifiearsi  

soltanto se T* e L f  2>, e quindi anche ~T* e ~L~ ('~, hanno un 'espress ione  for- 
malmente  identiea, salvo tuft ,al  pit1 una costante da portarsi  fuori del segno 

d' integrale. 
Limit iamoei  a eonsiderare il caso del l 'as ta ,  di lunghezza l, orientata se- 

condo x e soggetta ad oseillazioni secondo y ;  non si tenga conto, al solito, 

delle deformazioni dovute al taglio (la semplificazione ~ tanto pifi lecita quanto 
pifi l ' a s t a  ~ sottile), ammettendo quindi la sezione piana. 

Si ha (per v si sott intende vy): 

1 
1 / 2 (17t T* --- ~ lmv dx 

0 

e, per  it lavoro L~ (~'" 

t 

~ T + - - / m v ~ v d x  

0 

~2 

P i /v'~ dx 

0 



soggetti a sottecitazioni di p~nta 203 

dove d - -  • I' - - d x '  "~ ~ ordinata di ogni carico assiale P~ (l ' indice 1 ,significa, al 

solit% che ci si riferisce al sistema unitario ~,) ;  m la massa per unit~ di 

lunghezza. 

Introducendo lo sforzo normale N funzione di m: 

{18) 

l l 

1 , - - fY~v'Sv 'dm.  L ,  ca) - -  ~ f N i v  'dx  ; 8L f z' 

o o 

Integrando per parti  si ot t iene:  

' l 
I 1 vl ~ / f ~  (L¥iVt)VdX~ " L , + =  2[N, vv]o--~ 

(18.a) 0 

t~L<~ , =[N~v'~v]Z fez (N,v')~vdx, 
o J d x  

dove i primi termini rappresen~ano condizioni ai l imiti  per m : 0 e x = 1. 

Fermiamo ora l 'a t tenzione sutle espressioni di T* e di L~ c~) : pereh~ siano 

formahnente  identiehe occorre in primo luogo ehe sihno nulli  i termini  ai limiti, 

il ehe si verifiea soltanto per estremi appoggiati (v : 0) o incastrat i  ( v ' :  0), 

ma non per es~remi tiberi in eai si ha sempre v=#=0 e v ' = ~ 0 ;  resta quindi 

fin d 'o ra  eseluso il caso della trave a mensola. 

Inoltre i termini m nella (17) e hr~ nella (18-a) debbono potersi portare 

fuori del segno d'integrale~ e eio~ debbono essere eostanti h n g o  l ' a s ta  la 

massa m per unit~h di lunghezza e lo sforzo normale 'N {ossia i eariehi di 

punta  debbono essere interamente applicati agli estremi dell' asta, non in punti  

intermedi). A queste eondizioni r i su l ta :  

v 1 f ,, 1 ~dm ; - -  T* = ~ m L, (=~ ~ !V, l vv am. 
, 2  

o o 

L ' iden t i tg  formale delte due espressioni ~ quindi ricondotta a l l 'u l ter iore  

condizione ehe sia~ pure a meno di costanti, v - - v " ,  e cio~: 

(19) d=v - -  + "(~v 
dm~ - -  __ 

d o v e  ~, ~ u n a  c o s t a n t e  o p p o r t n n a .  

Per  quanto si 6 detto sopra, basra verificare la ( t9)per  la configurazione 

di vibrazione attorno alla eonfigurazione naturale.  L~equazione di questa 

configurazione ~ la sol i ta:  
(12) 8 V - -  ~o~T * - -  0 
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e s send o  : ( J  m o m e n t o  d ' i n e r M a  de l l '  asta)  

1 l 

V-- fEJv" dx;  Y=fEJv%v% x. 
0 0 

Si o s s e rva  subi to  che, p e r  g i u n g e r e  ad  u n ' e q u a z i o ~ e  come  la  (19), cio~ 

l i n e a r e  a coe f f i c i en t i  cos tant i ,  n~lF e s p r e s s i o n e  di ~V non  deve  f i g u r a r e  a l c u n  

t e r m i n e  e s p re s s o  i n  t e r m i n i  de l le  v a r i a b i l i  x ;  pe rc ib  a n c h e  la  rigiditi~ E J ,  

come  gi~ si ~ v i s to  p e r  la  m a s s a  m e p e r  lo sforzo n o r m a l e  _~, non  pub  che  

e s se re  co s t an t e  l u n g e  l ' a s t a .  

Le  so luz ioni  de l la  (19) possono  so l tan to  e s s e r e :  

i v - -  a sen  7x -}- b cos 7 x ;  
(20) 

i o p p u r e  
v 0 = a s enh  7x -}- b cosh  7x. 

U n a  so luz ione  c o n t e n e n t e  i soli  seno e coseno  ipe rbo l i c i  non  pub  m a i  

sodd i s f a re  a l le  condiz ion i  degl i  e s t r e m i  v = 0 p e r  x - - 0  e .~ = l ;  o se po tesse  

essere ,  p e r  es. v = ~ 0  p e r  x~-~ l ( t rave  a raensola)  non  p o t r e b b e  es se re  con tem-  

p o r a n e a m e n t e  v---= 0 e v ' - - 0  pe r  x = 0. A sua  vo l t a  un  ~espress ione  v conte-  

n e n t e  i soil  s e n o e  coseno  c i rco la r i ,  se deve  e s se re  in un  e s t r e m o  v - - 0 ,  es ige  

a n c h e  che sia~ in quel lo  s tesso es t remo,  v ' :# :  0 e v" ~ 0. 

So l t an to  l ' a s t a  l i b e r a m e n t e  a p p o g g i a t a  od i n c e r n i e r a t a  agl i  e s t r e m i  sod- 

d i s fa  a ques t e  condiz ioni  (s); p e r t a n t o  solo nel  caso  di u n ' a s t a  l i b e r a m e n t e  

(s} Ed infatti, partendo dall'equazione dell 'asta omogenea: 

d~v ( 
(a) dx ~ - -  7~v ~ 0 ; ~;~ ~o~m~ 

si ha la soluzione generale: 

v =: a sen 7x A- b cos 7x 4- c senh 7x -4- d cosh 7x. 

Per  l 'asta appoggiaia dev'essere v = v ' ~ - 0  per x ~ 0  e x : l ;  quindi dev'essere 

b = c = d ~ 0 ;  v ~ a s e n T x ,  essendo 7 ~ - ;  da cui gli autovalori 

{nr~' E J  
¢')~ =- k-i-] m "  

N dev 
O v e  s ' i n t r o d u c a  n e l l a  ( 1 2 ) a n  t e r m i n e  ~L (e), e q u i n d i  u n  t e r m i n e  E~Jdx-- ~ a e l l a  (a), 

nT~ 
facile vedere ehe la  soluzione ~ ancora v ~--a s e n ~ - ~  purch~ sia: 

l 7 4 == 4 ~ E-J ~ 
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appoggiata ,  omogenea  (e c i@ aven te  r igidi t~ E J  costante  e massa  uni forme-  

mente  dis tr ibui ta) ,  uno sforzo assiale costante  non modif ica  le conf igurazioni  

di vibrazione,  cosicch~ tu t te  le f requenze,  per  un  dato valore  K del la  forza 

assiale,  va r i ano  secondo la (16) e eio~ (9): 

K 
(16) ¢o, - -  %,, 1 K~r," 

Pe r  quals ias i  a l t ra  condizione di vincolo,  la  (16) non  ~ pit1 esat ta ,  poich6 

uno sforzo normale  N, sia pure  cos tante  lungo l ' a s t a ,  modif ica  ~e autofun-  

zioni v(~v); ed infa t t i  ~ note che helle espressioni  delle au to funz ion i  v 0 a t torno 

al la  conf iguraz ione  na tu r a l e  f igurano  sempre  (salvoch~ nel caso d e l F a s t a  

appoggiata)  sia le funzioni  e i rcolar i  che le funzioni  iperbotiche,  men t re  ques te  

u l t ime  non f igurano  mai  hel le  espress ioni  del le  conf iguraz ioni  ,(~ d ' ins tab i l i th .  

A maggior  rag ione  non vale la (16) se io sforzo normale  N non b costante  

lungo F asta, oppure  se l' as ta  stessa non ~ omogenea  r ispet to  ai t e rmin i  m e d  EJ. 

3. Se ~ vero c h e l a  relazione (16) t ra  le f requenze  di vibrazione ~ esa t ta  

sot tanto per  l ' a s t a  appoggia ta  omogenea  sogget ta  a sforzo normale  costante,  

pure  ve to  che, per  quas i  tu t t i  gli al tr i  easi che in te ressano  la teenica,  

la (16) r i su l t a  - -  a lmeno per la f r equenza  f o n d a m e n t a l e  - -  t a lmen te  appros- 
s imata  da  poter  essere usa ta  con p iena  t ranqui l l i th .  

Si consider i  infa t t i  un  quals ias i  s i s tema elast ico soggetto ad un  deter .  

minato  s i s tema di forze ~, nel senso indicato  ai nn. 1 e 2 del Cap. I, e 

supponiamo di fa r  var iare  i valori  delle forze f ino ad u n a  condizione di 

carico tale per  cui  si mani fes t i  u n ' i n s t a b i l i t h :  si faceia  eio~ va r ia re  K da  

zero al valore  Kcr, ment re  res tano  invece  invar ia te  la fo rma del s i s tema e 
la d is t r ibuzione  delle masse.  

Traec iamo al lora  un  d i a g r a m m a  (v. fig. 3) avente  i valori  di  K in ascisse 

e i quad ra t i  delle f requenz% ~ ,  in  o rd ina te :  ce rch iamo di d e t e r m i n a t e  la 

curva  delle f requenze  o) ~ - -  f (K)  nel  campo di valori  da  zero a K~,.. 

il che equivale a porre~ per la (a): 

, " 

Per nn ~esauriente trattazione dei regimi di vibrazione dell'asta helle retie eondizioni 
di vincolo si veda: ~RALL, Meccanica Tecnica delle Vibrazio~i~ cap. XIII,~ (§ 1), pag. 279 
e segg. del 2 ° volume. 

(~) La proprieth vale "anche per un' asta omogenea appoggiata~ continua su campate di 
ugual luce, ma per le sole vibrazioni antisimmet~'iShe rispeCto ad un appoggio (v. KaALL~ 
op. eit., cap. XIII,  § 37 pagg. 307 e segg. d~l 2 ° volume). 
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Pre f i s sa t a  una  quals ias i  conf iguraz ione  v', soddisfaeente  i v, incoli ,  cal- 

col iamo gli ~o 2 med ian te  la  re laz ione :  

V -  KL~ (~ 
(ll-b} to 2 --  

T* 

va lu tando  V, L~ ¢z) e T* in base al la  conf iguraz ione  v' per  ogni valore di K :  

non sono quest i  i veri  ¢~, ma  degli ¢o '~ fittizi,  come cio~ se il s is tema fosse 

Fig, 3 

costretto, da vincoli  esterni ,  a vibrare  seeondo la conf iguraz ione  v' anzichb 

s e c ondo  le vere conf igurazioni  di v ibrazione l ibera  def in i te  dal le  equazioni  

var iaz ional i  (t2) e (12-b). D ' o r a  in avbnt i  le v' ed +' con l ' bp ice  s ta ranno  ad 

indicare  delle f requenze  o conf iguraz ioni  fi t t izie,  men t re  l e v  o so con un  

ind i te ,  per  es. vk, sono le vere conf iguraz ioni  o f requenze.  
Pe r  quest i  ~o '2 fi t t izi  la l inea  delte f requenze  in funz ione  f l i  K 6= d u n q u e  

u n a  tetra,  cor r i spondente  ad u n ' e q u a z i o n e  del tipo (t6), re t ta  che ind ieh iamo 

sempl icemente  come re t t a  v' (v. fig. 3). 
Tra  tu t t e  le possibil i  v cons ider iamo quel le  conf iguraz ioni  che sono 

e f fe t t ivamente  conf iguraz ioni  di vibrazione,  ciob au to funz ion i  def in i te  da l la  

(12-b), e che indichibmo con vk, in cor r i spondenza  di u n  certo vblore di K~ 

trb zero e K~,.  L a  curva  (o ~ - -  f (K)  cercbtb non  b che 1' invi luppo delle re t te  v~. 

T r a  le re t te  vk, cons ider iamo orb in pr imo luogo la te t ra  Vo~ corrispon- 

dente  cio6 a l l ' a u t o f u n z i o n e  a t torno al la  conf iguraz ione  na tura le .  Questa  re t t a  
segnerh  su l l ' a s se  delle ord ina te  il vero ¢o~0~ ma segnerh su l l ' a s se  delle ascisse 

un K'¢,. fittizio, maggiore  del vero K ~ ,  per  quanto  visto al n ° 4 del  Cap; II .  

Ana logamen te  la re t ta  v~r, cor r i spondente  ciob alF au to funz ione  at torno a]la 

conf iguraz ione  eri t iea,  ossia al la  conf iguraz ione  d ' ins tab i l i th  che f inora  abo 
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blame inclieato con ~, seguer£ sull' asse delle" ascisse il K~,. vero, ma segner~t 
sulF asse delle ordinate un ¢o'~ fittizio, maggiore del vero o)~. Pere ib  le due 

rette v o e v¢~ dovranno incontrarsi  in un punto M (v. fig. 3). 
La  c u r v a  cercata  (o N -  f(K) ~ certamente inferiore alia bi latera  (~)~MK~.~ 

poieh~ questa, salvoeh~ per K - - 0  e K :  K~,.: segna, per  valori intermedi 
di K, dei vatori ¢o '2 fittizi, quindi maggiori  dei veri (o 2. 

D 'a l t ra  parte una  tetra qualsiasi  va~ mentre  segnerh~ per  un certo K 
intermedio, un valore o) ~ vero, quindi inferiore alla bilatera, dovr/~ segnare, 

per  K - - 0 ,  un altro valore fittizio, quindi superiore al veto o)20; e cosi pure  
pel; K - -  K ~  segnerh un 0) '2 fittizio, quindi maggiore di zero, e pereib segnerh. 

pure, sutl '  asse delle aseisse, un K' fit.tizio maggiore del K ~  vero (~o). Percib  

una ret ta  vk non potr'~ che avere un andamento simile a quello della ret ta  

trat teggiata in fig. 3, tale cio~ da incontrare l' asse delle ordinate in un punto 
intermedio al segmento (o'~ - -  ~o~, e l' asse delle ascisse in un punto intermedio 

al segmento K'~,.--Kc~. Non potrh quindi una retta vk essere inferiore alla 
retta che congiunge il veto ¢O~o col vero K ~  (segnata, nella fig. 3, a tratto e 

punto) e ciob alla ret ta  che ha effet t ivamente per  equazione la {16}; recta che, 
bene notarlo, non eorrisponde ad alcuna configurazione v possibile. 

Dunque  la eurva ~0 ~--  f(K~ ~ certamente eompresa nel triangolo o)~MK~: 
il valore di (0~ date dalla (16) ~ pertanto approssimato in difetto per  K in. 
termedio tra zero e K ~ .  

4 E chiaro che l ' e r rore  che si commette usando la (16) ~ ~anto pifi 
piccolo quanto pifi sono piccole le differenze:  

differenze ehe, nei easi par~icolari, non sono mai superiori  al 10 °/o (almeno 

per la frequenza fondamentale).  L~errore massimo sarh cer tamente minore 
del segmento vert icale e (v. fig. 4) ealato dal punto M fine ad incontrare la 

ret ta  <o~K~., t ie6 la {16). Riferendo questo errore 31 valore o)~ si dimostra, 

con considerazioni elemental+i, ohe l ' e r rore  pereentuale  6 cer tamente minore 
di: (nella fig. 4 si b posto q-~(o~, b - - A +  ~, p : K ~ ,  a - - A K i n )  

~21) A°)2 t A~o~ 2 CO° ~ "~ 

~D 0 

{10) Si  not i ,  in  ques to  pass.aggio, la co inoidonza  clelte proloriet~ di m i n i m o  degl i  co 2 e 
dei  Kcr .  
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naturale  che gli errori pifi notevoli potranno aversi, per  quanto visto 
al n. ° 2 di questo capitolo, quando le forze assiali non siano costanti  lungo 

% 
p a 

~ig. 

l 'as ta ,  oppure il s istema non sia omogeneo per quanto r iguarda la distribu- 

zione delle masse o le carat ter is t iche elastiche. 
Trat t iamo percib subito l ' esempio  di fig. 5, cio~ dell' asta incernierata  o 

appoggiata con carico di punta  in mezzeria:  si nota che, in questo caso, lo 

sforzo assiale rende asimmetriche le configurazioni di vibrazione. 

Fig. 5 

Consideriamo la f requenza fondamentale  : per 1 ~autofunzione v0 attorno 

alla configurazione naturale  si h a :  

vo : sen - / x  ; o~; = m 

per questa  v0 si ha un valore fittizio del carico critico P ~  : 

1 

E J  sen 
V 7 7 x d x  

P cr .._ i(~i . - o~ - -  2 

0 
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(22) 

Dete rmin iamo  ora la conf iguraz ione  v+~. ponendo,  secondo il metodo di RITz: 

~z 2~z 
vc,. ~- a sen ~ x -{- b sen -/- x. 

b 
I1 min imo valore  di P~,. si t rova per  - ~  0,066; poss iamo supporre  che 

6~ 

a ques ta  conf iguraz ione  cor r i sponda  il P ~  vero, che r i su l t a :  

[ \ 77 2 

A ques ta  s~essa eonf iguraz ione  v~ corrisponcle, per  la f requenza  re la t iva  

a l la  eonf iguraz ione  na tu ra le ,  nn  valore f i t t izio:  

Si ha  d u n q u e :  

,2 V t 0 1 7 / ~  *EJ 
~ ° = T  * =  ' \ l ]  m" 

--~- -= 1,7 °/' o ; K~,. - -  5,2 °/o. 
(0 o 

L ' e r r o r e  pe rcen tua le  mass imo 6 quindi ,  per  la (21), minore  d i :  

1,7 i 1,7 -I- 5,2 - -  1,3°/o 

r idueib i le  a c i rca  la meth, eio6 0,65o/°, qua lora  si r i fer isea  al la  f requenza  o) o 
anzieh6 al suo quadra~o (o~. 

Faee iamo ora il easo del la  p r ima  armoniea .  In  base a l l ' a u t o f u n z i o n e  

a t torno a l la  eonf iguraz ione  n a t u r a l e :  

si ha : 

2 ~  
V o ~ sell- T 3~ 

b 

Per  la de te rminaz ione  del  vero Kc~ si seelga 

gonale  (v. n ° 4, Cap. I) a l la  p recedente  {21), e cio6: 

2re 3r~ 
v~----- a sen ~-  x ~- b sen ~ - x .  

Pe r  b ---0,263 si ha  il valore  m i n i m o :  

una  conf iguraz ione  orto- 

PC,, ----- 0,76 P'~,, - -  1,52 T E J  

Anna l$  d~ Matemat~ca, ~er~e IV, Tomo XXIII 27 
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nonchb il valore fittizio: 

c0 '~ = 1,26 - -  - - .  

L ' e r ro re  massimo ~ dunque  minore di: 

( 26 1 26 + 24 

r idueibile a circa il 6 ,5% qualora si r i fer isea alla freqnenza anzieh~ al suo 

quadrato:  errore 10 volte maggiore ehe nel easo della frequenza fondamentale.  
Per  le verifiehe di stabilit~ nei easi della teeniea ques t ' e r ro re  pub essere 

aneora aeeettabile, trattandosi di un' armoniea e, supratutto,  di errore in difetto. 

Oeeorre ora aggiungere ehe nell 'eselnpio eonsiderato il earieo P agente 

su l t ' a s ta  non b prodotto da una massa, od almeno ~ prodotto da una massa 

ehe non par teeipa alle oseillazioni del l 'as ta .  Se inveee, come in molti easi 

dei problemi pratiei,  la forza P fosse prodotta da una massa par teeipante  

integralmente alle oseillazioni del l 'asta ,  oeeorrerebbe tener eonto di questa 
massa nel l 'espress ione della frequenza c% in eonfigurazione naturale.  

~ faerie ehiarire la questione con un esempio. Si eonsideri aneora 
un ' a s t a  ineernierata,  gravata  da una massa M in mezzeria. Traseurando,  per 

semplieith, la massa de l l ' as ta  in confront0 della massa M, la frequenza in 

eonfigurazione naturale, preseindendo dal peso M 9 (e eio~ per l ' a s ta  disposta 

orizzontalmente, nulla  essendo eosi ta forza di punta) ~ notoriamente:  

48EJ 
~o~ = M l  3 . 

Se ora disponiamo 1' asta vert icalmente,  agisce in mezzeria il ear ico di 

punta  Mg. Dunque la frequenza de lFas ta  vertieale si esprimerh con: 

Ma il earieo eritieo, per quanto gih visto, ~ dato da : '  

2EJ = 18,7 (Mg)~-- 1,896 /~-. 

Per tanto la frequenza ~, salvo la nota approssimazione:  

48EJ / Mgl-' ~ 48EJ 48 g 
~ 2 _  M~ ~1 18 ,7EJ]-  =~ll ~ 18,7 l"  

Ovviamente, il non t rascurare  la massa ed il peso propri de l l ' as ta  porte- 

rebbe soltanto a maggiori difficolth nella determinazione di o) 0 e Kcr. 
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5. Un altro sistema in cui pub prevedersi  un notevole scostamento 
dalla (16) ~ la trave a mensola caricata di punta  (fig. 6): ci6 in quanto la 
eonfigurazione vo attorno alla configurazione naturale  e la configurazione 
d'instabilit~, a ovvero v,+. non soddisfano alle stesse condizioni per quanto 

I~ig. 6 

r iguarda  l ' es t remo tibero (si veda quanto gig osservato a questo proposito 
a[ n ° 2 di questo capitolo). Infat t i  mentre  per la prima ~ v " :  v " ' :  O, per 
la seconda ~ v " =  0 ma v ' " ~ 0 .  

Cib posto, si tenga presente c h e l a  frequenza fondamentale in eonfigu- 
razione naturale  ~ data da:  

12,5 E J  

e la relativs configurazione di vibrazione: 

0~ a3 
so --  sen 1,875 - / - -  senh 1,875 l 

- -  1,365(cos ~ ,~o  . . . .  x : /_  

I1 carico critico vero ~ dato da:  

P~. = ~ E J =  2,47EJ 

e la configurazione d ' instabil i th:  
7~ 

v~r--  1 - - c o s ~ x .  

cosh 1 ,875/ ) .  

La frequenza fittizia corrispondente alia v~.: 

13,2 E J  
o)'~= l~ m,' 

mentre  il carico critico fittizio corrispondente alla v0 

Si ha quindi:  

2,61 
K'¢+.-- ~ EJ .  

A g6,~, 
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per  cui l ' e r ro re  massimo 6 minore di: 

5,6 ) = 2,8% (1,4°/0 riferito a %). 5,6 1 5,6 q- 5,7 

Vediamo ora il caso della stessa trave a mensola, ma con carico di punta  
a meth lunghezza (fig. 7). In  questo caso Io sforzo normale  non 6 eostante 

. . . . .  

2 
F i g .  7 

lungo 1' asta, m a l e  configurazioni v 0 e ve~ soddisfanno entrambe alia con. 
dizione v " - - 0  per F estremo libero. 

La frequenza +o e la eonfigurazione v 0 sono ovviamente le stesse che 
nel caso preeedente,  mentre  il carico cHtieo 6 ora dato da:  

Ke~ = ~.~.) ~ -  E J  

e la configurazione d'instabiliti~: 

V~r--" 1 --COS~X, 

7~ 
v~,, = 1 + ~ ( ~ -  ~, 

l 
per O < x < ~  

1 
per ~ < m < l .  

La frequenza fittizia corrispondente a questa v~,, r isul ta:  

13,45 E J  
+'~- Z ~ m 

mentre  il carieo eritico fittizio corrispondente alia v°: 

10,05 E J  
l s 

]~ dunque : 

~0'~- 7,5 °/0" 

e t ' e r ro re  massimo 6 minore di: 

A g c , t  ~ 
gcr --  1'8% 

7,5 ) --  1,4°/Q (0,7 °/0 se riferito ad %}, 7,5 I 7,5 -{- 1,8 
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Si ha quindi un errore minore ehe nel easo dello sforzo assiale eostante:  

eib evidentemente per  le eondizioni a l l 'es t remo libero ehe qui sono soddi- 

sfatte sia dalla v0 the  dalla v~r. 

Negli esempi sopra riportati  l 'e.rrore afferente alla (16)~ sempre eon- 

tenuto in limiti tolterabili, tanto pifi se si eonsidera l ' e r rore  relativo alla 

f requenza % a~a~ich~ al suo quadrato.  Dal punto di vista delle applicazioni 

pratiche, il fatto che si tragti di errore in difetto non preoecupa eceessiva- 

mente per  i casi della tecnica, in cui si tratta, per  lo pii~, di assicurarsi  ehe 
la frequenza delle azioni solleeitanti  noa raggiunga mai la frequenza propria  
delle strutture.  


