
Sul  t eorema fondamenta le  dei s i s temi  contit~ui di curve 

sopra mm superficie algeb~'ica. 

.~¢~emoria di FRANCESC0 SEVERI (a Roma). 

Santo. - L a  Memoria  t ra t ta  del teorema couce~mente la completezza della serie caratterist ica 
di un  s is tema continuo di curve sopra una  superficie. Avverti to che il  teorema non vale 
per tut t i  i sistemi continui,  l'A. lo dimostra per le curve emiregolari. L a  Memoria si 
chiude con ampie  riflessioni critiche sulle ragioni  che hanno in passato indotto ad 
affermare l 'assoluta validit~e del teorema. 

Dopo la mia  ~ e m o r i a  del  1941 su l la  t eo r i a  dei s is temi  con t inu i  di c u rv e  

d~una supe r f i c i e  (~}, qua l che  c r i t i ca  di F.  E~RIQvl~s a c c o m p a g n a t a  da un  

t en ta t ivo  di s emp i i f i c a r e  la d imos t r az ione  del t e o r e ma  f o n d a m e n t a l e  (~), m~in - 

dusse  a t o r n a r e  s u l l ' a n n o s a  e de l i ca t i s s ima  ques t ione ,  sin pe r  r i s p o n d e r e  al le  

c r i t iche ,  come pe r  p r o r a t e  t ' i n s u s s i s t e n z a  de l l~accenna ta  sempl i f i caz ione  (3). 

M ' a c c o r s i  perb  a l lo ra  d~un fat to  ben  pifl g rave :  e cio~ c h e l a  d imost ra-  

z ione da ta  da  B. S E i n E  (4) del  t e o r e m a  f o n d a m e n t a l e  sui s is temi  rego la r i  

( ch ' io  avevo  ce rca to  in  13/ di e s t e n d e re  ai  s i s temi  sovrabbondanti)~ cadeva, 

(come scrissi) in segui to  ~ a inaspe t t a t i  f e n o me n i  in f in i t es imal i ,  che si mani-  

f e s t an  quando  si ha  da  fa re  con r a mi  o fa lde  ana l i t i che  non  l i nea r i  o tan- 

genti ,  qua l i  si p r e s e n t a n o  in  un  pifl p ro fondo  r i e s a me  de l la  ques t i one  ~. 

Ne deducevo  c h e l a  ques t i one  r i m a n e v a  al p u n t o  o re  l ' a v e v a  lasc ia ta  

un  mio lavoro  del 1921 (~) e cio5 la s i cu ra  acqu i s iz ione  del t e o r e m a  fonda- 

(~) F. SEVnRI, L a  teoria generale dei sistemi co~tinui  di  curve sopra u n a  superficie 
algebriea (~ Memorie della R. Ace. d'Italia ~. -col. XII~ 1941, pp. 337-430). Questa ~¢[emoria 
vien in seguito designata con M. 

(~) F. E~RIQUES~ Sui  sistemi cont inui  di curve appartenent i  ad una  superficie algebrica 
(~ Commentarii mathematici helvetici ,,~ vol 15~ 194fl, 13. fl26). 

(3) ~. Ssvnl¢I~ ~ntorno ai sistemi cont inui  di curve sopra una  superficie algebrica 
(~, Commentarii mathematici helvetici ,~ vol. 15~ J.943~ 13. 238). 

(~) B. SE~RE, Un teorema fondamentale  della geometria sulle superficie algebriche ed il  
pr incipio di  spezzamento ((~ Annali di Matematiea ~)~ 1938). 

(5) F. SEYERI~ Sul la  teoria degl ' iutegrali  semplici  di p r i m a  specie appartenent i  ad una  
superficie algebrica (~ota V) (,, Rend. della 1:~. Ace. ~az. dei Lincei ~ 1 ° sere. 1921~ p- 297). 
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mentale, conceruente  la eompletezza d e l l a  serie caratterist ica d' an  sistema 
eontinuo completo di carve, soltanto nel caso della curva generica C, irri- 
dueibil% priva di punti  multipli  e arilmetica+vtente effettiva, di an  sistema 

continuo eoml~leto I C}. Tra i sistemi di questo tipo r ientrano in part icolare 

i sistemi regolari. 
Addaeevo anche esempi di sistemi continui eompleti a serie carat ter is t iea 

effettiva (di ordine ~ 0 )  incompleta. Ma si trat tava di sistemi oz ° (ridotti 
eio~ ad ana  sola curva), onde si poteva sperare ehe qualche ipotesi lieve. 

mente  restri t t iva mettesse a posto tutto. 
Continuando le mie riflessioni sulF argomento, che in pifi di quaranta  

aunt ha r ichiamato tante volte la mia attenzione, mi convinsi che ulteriori  
eccezioni dovevan presentarsi  anche per sistemi continui propr iamente  detti 
(e cio~ almeno ~ )  ed in tal senso mi espressi in una nota aggiunta alle 
bozze di stampa della mia comunieazione ai ~ Commentari i  t telvet iei  >> (red. 
p. 248 della citata comunieazione). Richiamata  l' attenzione del valente mio 

discepolo e assistente Prof. GUIDO ZAPPA sulla opportuniti~ di cercare esempi 
signifieativi in proposito, gli manifestai  l 'opinione ehe essi potessero rin. 
t raeciarsi  anche sulle superfieie rigate (irraziona]i), che meglio si conoscono 

e si dominano. Cosi fu nel fatto. I1 primo esempio trovato da ZAt'PA ~ gi~ 
pubblicato (~) e l 'eccezione ~ relativa, com'io supponevo, ad una eurva che 

bensi irr iducibile e priva di punti  multipli, al par t  della generica curva del 
sistema, ma ~ (entro questo) in un senso ben preeisato, un elemento singolare. 

Perb la mia presunzione che a cast simili si dovessero l imitare le ec- 

cezioni non fu confermata  dalle indagini ul teriori  di ZAP~A, il quale trovb 
sopra una rigata un faseio completo come sistema continuo ed il cut gruppo 
base sulla generica curva del sistema individua una serie l ineare infinita;  
sicch~ la serie carat ter is t iea di questo sistema completo ~ b incompleta 

sulla gener iea  curva (~). 
In  seguito a eib ho tentato di del imitate  per via a lgebrico-geometr iea  

il campo di validit~ del teorema e di acquisirlo intanto pet sistemi regolari, 
pet quali esso fu r igorosamente stabilito, come ho accennato nel mio lavoro 
del 1921, sul fondamento di un teorema d 'es is tenza dimostrato da POINCAR~ 
(1910-11), coll 'uso degli integrali  semplici di pr ima specie appar tenent i  alla 

superficie. 

(~) G. Z~ePA, Su.ll~esistenza di  curve a lgebr icamente  non  isolate a serie .carat teris t ica 
non  completa,  sopra  u n a  r i g a t a  cdgeb~'ica (~ Acta  del la  Pont i f ic ia  Academia  Sciont iarum ,,~ 

vol.  VI I ,  1943, 1). 1). 
(~) Rinv io  in proposito ad una  b reve  iorossima 2~ota di ZAPPA. 
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Ma alla sostituzione di questo elemento trascendente con un elemento 

algebrico-geometrico non son potuto per ora pervenire. Credo istruttivo d ~in- 

dicare alcune delle difficolth che mi hanno sbarrato la via: lo farb in ultimo. 

Ho perb potuto intanto conseguire un risultato positivo" la deduzione 

ciob del teorema per le curve emiregolari (a ser~ie caratterist ica effettiva) a 

partire dal teorema stesso pei sistemi regolari. 

Chiamo emiregolare una curva C (per ora mi limito alle curve irridu- 

cibili, prive di punti  multipli) stdla quale Ie curve eanoniche ( i m p u r e ) K  

della superficie data F seghino una serie l ineare completa;  e cib tanto se 

la C @ speciale, come non speciale. Dato un sistema l ineare f C-I regolare (') 

a curva generica irriducibile,  priva di punti  multipli,  ogni sua C irriducibile 
priva di punti  mnltipli  b emiregolare. 

Una curva C 6 o no emiregolare in s@, indipendentemente  ciob dalla cono- 

scenza del sistema lineare completo ]C] da essa individuato, che potrebbe 

essere anche c<)°; men,re  la regolarith di C implica la regolarith di IC t ,  

perch@ fa entrare in giuoco 1 ~intera serie caratterist ica di ]C].  

Per le curve emiregolari  vale inoltre il teorema di unicith e di esistenza 

contenuto nella mia Memoria M:  nel senso ciob che basta sapere che sopra 

una C emiregolare esist6 la serie carat terist ica effettiva (di ordine > 0} per 

poter concludere che C appart iene ad uno e ad un solo sistema continuo 

completo l C I, la cui serie caratterist ica su C 6 completa e che passa per C 
con una falda lineare. 

L 'es tens ione  alle curve con nodi o comunque riducibili  sarh ripresa in 

esame in altro lavoro, insieme ad una revisione delle proprieth che richiedono 

l ' impiego del teorema fondamentale~ il quale resta cosi oggi conosciuto 

soltanto nel caso delle curve emiregolari e detle curve ar i tmeticamente 

effettive (le curve regolari sono comuni alle due categoric). 

P r i m e  p r o p r i e t i ~  g e n e r a l i  d e i  s i s t e m i  e o n t i n u i  
d i  c u r v e  d e l  p i a n o .  

1. Innanzi  di affrontare la questione della completezza della serie carat- 
teristica d ' u n  sistema continuo completo di curve algebriche sopra una 

~} lo son solito di chiamar regolare un sistema lineare I C] di curve irridueibili~ prive 
di punti multipli~ sulla cui C generiea le K seghino ttna serie comlo]eta e ]a cui serie carat. 
teristica abbia la deficienza {massima) uguale atl'irregolarit~ q di F; e eib tanto se C ~ s~)e- 
¢ia|e~ come se non 1o 6, 
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superf ic ie  algebrica,  convieu approfond i re  a lcune  sempl ic i  propr ie th  differen- 

ziali  dei s is temi cont inu i  di curve  d ' u n  piano o d' u n a  superf ic ie .  

Ci r i f e r i r emo ai sistemi ana l i t ic i  di curve  algebriche~ ma molte  delle 

propr ie th  si t r a spor tan  f ac ihnen te  ai s is temi  anal i t ic i  di curve anal i t iche .  

2. Anzi tu t to  qua lche  r i ch iamo sui rami  anal i t ic i  in uno spazio l ineare  

proiet t ivo (complesso) S,. (J). Son propr ie th  note, p resen ta te  in fo rma ut i le  

al le successive applicazioni ,  che r ich iedono coordinate  omogenee.  Sia 

(1) x i  = ai~ + a , t  + c~i~t ~ + ... (i----0, 1,..., r), 

ore  x 0, w~,..., x,. ,son coordina te  omogenee di punto  in S, . ,  la rappresenta-  

zione pa rame t r i ca  d ' u n  ramo anal i t ico  ~, di or igine O(aoo, a~o,...,a,~o). I se- 

condi  membr i  son serie di potenze di t avent i  un  comune  cerchio di conver- 

genza di centro  t - - 0  e di raggio non nullo.  I l  ca ra t te re  a lgebroide deI ramo 

n e l l ' i n t o r n o  di 0 (cio~ la presenza  in ~ soltanto d ' u n  numero  f ini to di pun t i  

mul t ip l i  suceessivi  ad 0 dei var i  ordini) ass icura  1' es is tenza di t ras formazioni  

bi razional i  di S,. in un  al tro spazio proiet t ivo,  mu t a n t i  ~ in un  r a m o  l i neare :  

ossia in un  ramo tagl ia to  in un  sol punto  da u n  iperp iano qua ]unque  ab- 

bas tanza  pross imo a l l ' o r ig ine  O, ma  non a l la  t angen te  in O; un  ramo in- 

somma avente  in 0 un  punto  semplice.  
E siccome un  ramo l ineare  si pa ramet r izza  subito rego la rmente  (p. es. 

segandolo con un  fascio gener ico  d ' iperpiani},  in guisa  che il pa rame t ro  t 

sia funzione  u n i f o r m e  del pun to  del ramo, per  un  ramo q u a l u n q u e  si pub 

sempre  in tendere  c h e t  sia un  pa ramet ro  regola re :  anzi, se si vuole, u n a  

funzione  raz ionale  del punto  var iabi le  sul  ramo. 
I r ami  ana l i t ic i  cos t i tu iscon per tan to  una  sola classe r ispet to  alle tra- 

s formazioni  bi razional i  o pifi gene rahnen t e  pseudoconformi ,  b iun ivoche  senza 

eccezione f ra  g l ' i n t o r n i  delle or igini  di due  rami  cor r i sponden t i :  son cio~, 

secondo il concet to  da  me al t rove in t rodot to  in generale ,  di ordine  inva- 

r iant ivo  1. 
I1 fat to analogo non sussis te  per  le fa lde ana l i t i che  a due o pifi dimen- 

sioni (reali o complesse), di cui  par le remo in seguito.  

(i) Ved. per es. SEVER~ e SCORZA, Lezioni di Analisi  (Bologna, Zanichelli, 1942-XX), 
vol. II~ parte I~ laagg. 82-87 e pifi speclalmenfe, per cib the eoncerno i rami analitici nel 
campo complesso, SEVEnr~ Trattato di geometria algebrica (Bologna, Zanichelli, 1926), vol. I~ 
parte I, pag. 78 e segg, pag. 309 e segg.. Ivi trovansi definiti anche i caratteri proiotti~i 
di un ramo (ordine e ranghi). 
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3. Corn'0 noto, i cara t te r i  proiet t ivi  di un  ramo ~, del qua le  suppon iamo 

d ' o r a  innanzi  che (1) cos t i tu isca  ann  rappresen taz ionc  regolare ,  si o t tengono 

cons iderando la mol tepl ic i th  d~intersezione~ via via crescente  fino a c h e  

possibile,  di ~, con a n  ipe rp iano :  

(2) ~ ~x~ = 0 

passan te  per  l ' o r ig ine ,  cio~ avente  ]e )~, legate  da l l ' equaz ione  l ineare  

(3) ~ ~a ,o  = 0 ; 

e si sa al tresi ,  in base al t eo rema  di oont inu i th  delle funzioni  anal i t iche ,  

t h e  quel ta  mol tepl ic i t8  d ' i n t e r sez ione  eguag l ia  il numero  delle in tersezioni  

d is t in te  del ramo con un  iperp iano  abbas tanza  prossimo al considerato.  

Sos t i tuendo  in (2) gli svi luppi  (1) si ha  l ' equaz ione  ana l i t i ca  in l :  

E )~a,0 --e t E )~a ,  -t-- t ~ E )~a~ -~ ... = O. 

L ' o r d i n e  ~ eli °~, mol tepl ic i t~  d ' i n t e r sez ione  di ~ con un iperp iano  gener ico 

per  O, ~ espresso da l l ' e sponen t e  del la  p r ima  potenza di t che ha  il coeffi- 

c iente  non  nullo,  q u a l u n q u e  sieno le ),, sotto la condizione (3). Cib equiva le  
a dire  che le equaz ion i :  

E ~ a ~  = O, E ~iai2 = 0,..., E ),~ai,~-i = 0 

son conseguenze  della. (3), sicchb i coeff ic ient i  di c i a scuna  di ques te  eqaa .  

zioni son proporzional i  a l le  a~0 (o in par t ico la re  son  tu t t i  nulli). 
Se ne t rae  in tan to  che :  

La  condizioue necessaria e sufficiente, perchO un ramo rappresentato 
regolarmente da ( i ) s i n  superlineare, ~ che i coeffieient;~ a~ della pr ima po- 
tenza di t sieno proporzionali ai termini a,o indipendenti da t (in partieolare 
sieno tutti nulli). 

0SSERV~ZIO~E 1 a. - -  Se qua l cuna  delle a,~ ~ non  nu l l a  la rappresenta-  
zione (1) ~ certo regolare,  pe rch , ,  se per  un dato i~ a~ ~ diverso da zero~ la 
serie (1) ~ inver t ib i le  e se ne r icava  t funzione  ana l i t i ca  di ~, .  

OSSERVAZIONE 2 a. - -  Se ne l l ' o r ig ine  del ramo ~ x~ una  delle w non 

nulle ,  posto y~ = ~  si ot t iene la rappresen taz ione  pa rame t r i ca  del ramo in 
~ o  

coordina te  non omogenee.  Tra t t a s i  sempre  d ~una rappresen taz ione  regolare  e 
in  tal  caso la condizione che il ramo sin super l ineare  ~ espressa  da l l ' an -  

nu l l a r s i  in t == 0 di tu t te  le dy~ 
dr" 

4. L a  re t t a  t angen te  al ramo ~ ne lFo r ig ine  O, def in i ta  al modo con- 

sueto come posizione l i m i t e d '  una recta secante  per  O, congiunge  i due pun t i  

Aanal~ d~ Ma~ema, t~c(~, Sume IV,  Tomo X X I I I .  20 
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distinti  O(aoo, a~o,..., a,.o), O~(ao~, a~, . . . ,  a~ )  e uu iperpiano (2) generico fra 
cluelli passanti  per  la tangents,  le cui k, verifican dunquc  soltanto le equa. 

zioni indipendenti  

ha con ~ in 0 molteplicith d ' in tersezione ~ + a~, ore  a~ ~ t ~ il primo 

rango di ~. Questa molteplicit~ d ' intersezione eguaglia F esponente della 
prima potenza di t, suecessiva a t ~, she ha il cocfficiente non hullo, qua- 

]unque sieno le k, sotto le eondizioni (4). 

Cib equivale  a dire che le equazioni 

son conseguenza delle (4}, sicch6 i coefficienti di e iascuna di queste  son 
combinazioni l ineari  dei corrispondenti  coefficienti  delle (4). 

I1 piano osculatore al ramo ~ in O, definito al modo consueto come po- 

sizione limite di un piano passante per  la tangents  e per  un punto del ramo 

che tenda ad O, congiunge i tre punt i  indipendenti  

O(a00, a,o,..,, a,.0}, O~.(ao~, a,~,..., a,.~), O=+=~(a0, =+~,,..., a,,  ~+~,). 

E cosi proseguendo, nei r iguardi  dei ranghi successivi  ~,, as,.., conncssi 
agti S~, S~,... osculatori  a ~ in O, fino all' ultimo rango ~,._~: L ' ipe rp iano  

osculatore n l ramo in 0 ha con ~ molteplici tk d' intersezione z¢ -t- z¢~ 4- ... + ~,-_~. 
Siccome i punti  successivi ad 0 sul ramo ~, negli intorni infinitesimali  

dei vari ordini, hanno le coordinate:  

aio + d x i ,  a,o + d x ~ - d ~ x i ,  a~o-~-dx~ " , - d ~ x ~ - d ~ x ~ ,  ... 

e i differenziali  dx~, dSx,, dSx~ .... son proporzionali ai coefficienti  di t, t ~, t*,... 

nello sviluppo (1), le proprieth precedenti  si posson esprimere, con linguaggio 

infini tesimals abbreviat% cosi: 
Se 0:, ~ ,  ~ .... son o i caratteri  proiet t ivi  di  un  ramo, i pun~i degli ordini  

1, 2,..., ~ - -  1 in f in i tamente  vicini  al l 'or igins  O, coincidon con questa ; i p u n t i  

degli ordini  ~, ~-~-1, .... ~ - 1 - ~ 1  stanno sulla tangents; i p u n t i  degli 

ordini  v. d= ~ ,..., ~ -~- ~ + ~.~ - -  1 snl  p iano  osculatore ; e cosi via. 

Condizione ~ecessaria e snfficiente perch& il  ramo sia superlineare (~ ~ 1) 
che i l  successivo ad 0 del pr imo ordine coincida con 0 (o sia indetermi~ato,  

se l e a ,  son tutte nulls). 

5. Pass iamo a considerare ua  ramo analitico ~ di curve algebriche piane 

d 'o rd ine  m, concepite come punti  dello spazio proiettivo S~-- (N--m(m~-3) ) , -1  
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in cui son coordina te  omogenee di pun to  gli _¥-t- 1 coeff ic ient i  X di un  poli- 

nomio di ordine  m in  x, y. 

I coeff ic ient i  X di una cu rva  var iab i le  in ~ son funzioni  olomorfe X(t)  
d i - u n  pa ramet ro  t, che supponiamo regolare,  per  gu isa  che l ' equaz ione  del la  

curva  stessa presentas i  sotto la f o r m a :  

(5) f (x,  y;  t)---O, 

le curve  del s i s tema essendo in cor r i spondenza  b iun ivoca  col valori  de1 para- 

metro a t torno a t -~  0, cui  corr isponde la curva  f(x,  y; 0)--= O, origine del ramo. 

Segae  i m m e d i a t a m e n t e  da quanto  si ~ detto sui r ami  anal i t ic i  in uno 

spazio proiet t ivo c h e :  

Condizione necessaria e sufficiente perch~ il  ramo analitico {5), di ori- 
ginc f(x, y;  O} ~---O, entro to SN delle curve d' ordine m, s ia  superlineare, ~ che 
ft'(x, y;  0). differisca da f{x, y;  O) per un  fattore costante (eventualmenle hullo). 

Invero ,  a l lora  e sol tanto a l lora  i coeff ic ient i  X'(0) di ft'(x~ y;  0) cio~ i 

coeff ic ient i  della p r ima  potenza di t negl i  svi luppi  in serie dei coeff ic ient i  X(t), 
at torno a t - - -0 ,  son proporzional i  agli X(0). 

0SSERVAZlONE l a. -- Si avvertir '~ c h e l a  proprieth ~ indipendente  dalla 
scelta del para+netro regolare l, giaech~ se da  t si passa  ad un altro para- 

met ro  regolare  % in guisa  d u n q u e  che n e g l ' i n t o r n i  di t ~ - 0 ,  z - - - 0  ognuno 

dei due  pa rame t r i  ~ funzione o lomorfa  de l t ' a l t ro ,  necessa r i amen te  a deri- 

r a t a  non  nul la ,  r i su l t a  f,'(x, y;  t ) ~  ft'(x, y;  t) dt dz"  donde segue che i pol inomii  

f,'(x, y ; 0), ft'(x, y ; 0) si annu l l ano  o no ins ieme su f(x, y ; O) == O. 
OSSERVAZlONE 2 a. - -  t)erch6 il ramo t5) sia lineare oceo~+re dunque e basra 

che il pol inomio ft'(x, y;  O) (~) non sia divisibile per  f(x, y;  0); e cib anche se 
i due pol inomii  non sono p r i m i  ossict se hanno qualche faltore comune d' or. 
dine > O. Resta  n a t u r a l m e n t e  escluso con questo che ft'(x, y;  0) sia ident ica-  
mente  hullo.  

Si agg iunga  che quando  si sa che ft'(x, y ;  0) non si a n n u l l a  su f(x, y ;  0), 

il Lparamelro t riesce automaticamente regolare, pereh~ q u a l c u n a  delle X'I0) 
certo d iversa  da zero (n. 2, 0ss.). 

6. Dic iamo Ct una  eu rva  var iab i le  nel  ramo l ineare  o super l inea re  ~. I1 

ramo ha  su C o un  de te rmina to  gruppo caratleristico, ne l l ' accez ione  in t rodot ta  
da  SEVERI nel  1904: ~ il l imi te  del gruppo (Ct, Q) per  l ~ 0 ('~). 

(1) Che ~ semi)re d'ordine m in coordinate omogenee di punto nel piano. 
(~) Questo timite esiste sempr% loerch~; come ~ gih stato esplicitamente notato da SEVERI~ 

I fondamenti della geometria numerativa.~ ~( Annali di Matematica 2, X I X  (1940), pagg. 153-242, 
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]~ facile t rovare questo gruppo. Sia 

-}-~:~ t v 
f (x,  y; l ) =  y; o) + ..... y 

~=tv  ! 
:0), 

lo sviluppo di f(x,  y;  t) in serie di TAYLOR-CAvcH¥ attorno a t : 0 .  II ramo 

sia d 'o rd ine  ~, epperb le derivate ft'(x, y;  0), ..., ft(~.-~)(x, y;  0) {a norma del n. 3) 
differiscano ciascuna da f(x~ y; O) per un fattore costante. Risulta  a l lora:  

(6) f (x ,  y;  t ) = f ( x ,  y;  0)[1 + - k , t ÷ k o t  ~ + . . . + k ~ _ , t ~ - q  + E --r~(~)(x y;. O) 
* y ~ C t  V ! I ) 

l ' equazione di Ct. E poich~ il gruppo (Ct, Co) sta per ogni t::~0 sulla eurva:  

f (x,  y ;  t) - f(x, y;  0)[1 +-k i t  .d-k~t ~ d- . . .  + k~_, t~- ']_~O,  
t ~ 

la quale ha per  limite la curva 

ft(~)(X, y;  O) --~ O, 

che non swn i sce  identicamente n~ coincide con Q ,  cosi il gruppo (Co, Co)-~. 
lira (Ct, Q) ~ comune alle curve:  

t ~ O  

~7) f{x, y; O) =: O, f?~'(x, y;  O) = 0 

e coincide anzi  col gruppo delle loro intersezioni, perch~ le due curve sono 

(proiettivamente) d ~ordine m. 
Questo, nell ' ipotesi  che le (7) non abbiano una eomponente comune, il- 

che, nel caso in esame, nou pub avvenire se non quaudo C~ ~ riducibile. 
Lasciamo in disparte questa  possibilit~t che non ha interesse pel seguito ('). 

Nel caso in  cui il ramo ~ ~ lineare il gruppo caratteristieo di C,,, come 
curva di  ~, ~ segato su. C, dal la  ft'(x~ y; 0) ~ 0. Ricordando l' enunciato finale 
del n. 4, si conclude altresi che :  Le equazioni del fascio tangenle, della rele 

un  en te  v a r i a b i l e  in  u n  r amo  anal i t ico  t e n d e  ognora  ad  u n  l imi te  de t e rmina to ,  q u a n d o  il  
p a r a m e t r o  che Io i n d i v i d u a  ne l  r a m o  t e n d e  al ya lo re  co r r i sponden t e  a l l ' o r ig ine .  Ci5 deriva,  
e s senz i a lmen te  dal fat to  che u n a  funz ione  ana l i t i ca  d' un  pa rome t ro  t~ o lomorfa  o m e r o m o r f a  
a t t o rno  a t-----O, poss iede  l imi te  de terminat%,  f in i to  o inf in i to ,  p e r  t - -~0.  Se  si tratCa i n v e c e  
di u n a  funz ione  ana l i t i ca  di due  v a r i a b i l i  t l, ts,  m e r o m o r f a  a t torno a t,-~t.z~O, essa  pub  
non  t e n d e r e  a l imi te  pe r  (t,, t2)--~ (0, 0), perch~ il  pun to  di cui  t r a t t a s i  pub  esser  d ' i n d e t e r .  

minaz ione .  
(t) N o n  ~ di f f ic i le  d e t e r m i n a r e  {Co, Co) anche  q u a n d o  C O ~ r iducibi le .  ~[on pub  i n v e r o  

da r s i  che u n a  pa r l e  di  C o s t ia  su f~)(x~ y;  0)-~-0 pe r  q u a l u n q u e  v~ senza  che queI la  pa r l e  
g iacc ia  sa  Ct p e r  ogn i  t ; i l  che  poss iamo esc ludere ,  f acendo  a s t r az ione  del te  pa r t l  f isse di Ct. 
Si d e t e r m i n a  in  cons eguenza  f a c i h n e n t e  la  pa r t e  di  (C0~ C0) che s ta  su ogni  c o m p o n e n t e  di C 0. 
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osculatr ice ,  det s i s t e m a  ~ osculatore, . . ,  a d  u n  r a m o  (5) di  curve  algebriche sono : 

f (x ,  y ;  O) -~ ),ft(~)(x, y ; 0) ~ 0, f(x, y ; 0) +- ),ft(~){x, y ;  0) + ~ft(~+~)(x, y ;  O) = O, 

ove ~., :¢~, ~ , . . .  son  l ' o r d i n e  e i r a n g h i  suecess iv i  del ramo .  

(s) 

Risu l t a  an~itut to : 

7. Le  proprieti~ deI n. 5 sono s tate  cons idera te  nel  campo  p ro ie t t i vo ;  ma  
agevole  ed essenzia le  pel  segui to  di r enders i  conto del loro cara t te re  iuva- 

r iante  r i spe t to  alle t ras formazion i  c r emon iane  piane,  per  le qual i  la cu rva  C O 

or ig ine  del  ramo ~ non sia n~ tu t t a  n~ in par te  (se ~ r i d u c i b i l e ) f o n d a m e n t a l e ,  
e non con tenga  pun t i  fondamenta l i  d ivers i  dagl i  even tua l i  pun t i  base  di ~. 

Invero ,  a l lora  la cu rva  t r a s fo rma ta  di C o ~ la cu rva  totale origine  del ramo 

t r a s fo rmato  di ~ e tra il s i s tema (5) e il s i s tema t rasformato ,  cons idera t i  come 

rami  hel lo  SN e hel lo  SN,, r app re sen ta t i v i  del te  cu rve  d ' o r d i n e  m' t r a s fo rma te  
di que l le  d ' o r d i n e  m. nasce  una  cor r i spondenza  pseudoconfo rme ,  perch~ su- 
b o r d i n , t a  da un~ cor r i spondenza  a lgebr ica ,  b iun ivoca  senza eccezione.  L ~ equa- 

zione della t r a s fo rma ta  di (5) si o t t iene med ian t e  13 sost i tuzione razionale  
inver t ib i l e  : 

x '  = x ' (x ,  y), x, = x(x ' ,  y~) 

y' ~--- y '(x,  y), y : y(x',  y'). 

(9) f(x, y; t ) =  F(~', ~' ; t) 
~(x', y '  ; t) ' 

ore  .F ~ un  pol inomio d'o:cdine m' in x', y' e ~(x', y ' ;  0) un pol inomio non 

iden t i camen te  nullo,  siech~ per  It] abbas t anza  piccolo,  anche  ~(x'~ y';  t') non 
iden t i camen te  hullo.  Cib t r aduce  F ipo te s i  che C o non sia neanche  in pa r te  

fondamenta le .  I1 s i s tema t ras fo rmato  di (5) med ian te  (8) ~ d u n q u e :  

(10) F(x ' ,  y ' ;  t) = 0 

e il p a r a m e t r o  t ~ regolare  anche  r i spe t to  a ques to  s is tema.  Calcola ta  
f t '(x,  y ;  t~ median te  la (9) essa  v iene  espressa  su  (10) da 

F~'(x', y'; t). 
~(~', y'; t~ ' 

e ques t a  mos t ra  che Ft'(x' ,  y' ;  O) s ' a n n u l l a  sul la  (10) a l lora  e sol tanto a l lora  
che ft '(x, y ;  O) si annu l l a  su  C 0. 

R ipe tendo  il calco!o per  le de r iva te  success ive  si g iunge  ad ana loga  
conc lus ione  q u a l u n q u e  sia ] ' o rd ine  di der ivazione.  Sicch~:  

L ' o r d i n e  di  u n  r a m o  ana l i l i co  di  curve  algebriche p i t tne  ~ i n v a r i a n t e  di  
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fronte alle trasformazioni eremoniane per le quali la curva origine del ramo 

si muta nella curva totale origine del ramo trasformato. 

8. Un espressivo significato geometrico del l 'ordine d ' un  ramo analitico 

di curve algebriche plane, ne mostra a priori  il carat tere invariante di 
fronte alle trasformazioni cremoniane. Proviamo invero che: 

L'ordine ~ d 'un  ramo analitico di curve algebriche piane ~ uguale al- 

l' indice (in piccolo) del ramo. 

Sia (5) il ramo di eui si tratta. II suo fascio tangente nel l 'or igine Co 

ha (n. 6) l' equazione: 
y; o) + y; o ) =  o 

e il gruppo base di questo fascio, supposta  C o irriducibile,  cade nel gruppo 

caratterist ico (Co, Co), definito dal ramo ~. 
Percib  il s istema lineare c~ lv-I delle curve d 'ordine  m passanti  per  un 

punto 0 di Co, don appar tenente  al gruppo {C0~ Co) ' contiene l 'or igine Co 
del ramo, ma non il fascio tangente ed ha dunque  col ramo nel l 'or igine,  

entro lo spazio SN, molteplicith d ' intersezione a. 
~Ne deriva che il sistema tineare c~ N-t delle curve d' ordine m passanti  

per  un punto 0 ~icinissimo ad 0 ha  comune con ~ esat tamente a curve 

distinte vic imssime a C0, perch~ trattasi  di un iperpiano di SN prossimo 
all' origine, ma non alla tangente al ramo. Insomma per un punto vicinissimo 

a Q ,  ma non al gruppo caratleristico del sistema ~ di cui Co ~ origine, 

passano :¢ curve di questo, che tendono a Co quando il punto va in C o: 

l ' indiee (in piccolo) e insieme l 'ord ine  del ramo. 
Se la curva Q ~ riducibile, pub darsi che ft(~>(~c, y; O) si annulli  copra 

una parte di Co., ma non sa  tutta la curva, se no, a norma del n. 3, 1' ordine 
del ramo sarebbe maggiore d i g .  Le parti  di Co su cui ft(~)(x, y;  O)si annulta, 
si distaccan come componenti  fisse dalle curve del fdscio tangente. Vi 

perb ahneno una parte non fissa pel fascio,  sulla quale esiste dunque  un 
numero finito di punti  del gruppo caratterist ieo virtuale (Co. Co), apparte- 
nente ad ft<¢)~x~ y; O)=-= O. Un punto 0 di una eomponente non fissa pel 
faseio tangente e diverso dai punti  caratterist ici  sostituisee, a tutti  gli effetti, 

il punto O, che abbiamo sopra eonsiderato nel easo di una C0 irr i4ueibi le;  

onde 1' indice (in piccolo) del ramo ~, anche quando C o ~ riducibile, coincide 

cotl'ordine del ramo, purch~ nel caso di una Co riducibile s ' intend~ di as- 

sumere il punto, con cui si determina l'indiee del sistema, vicino ad una 

posizione non caratteristica copra una componente di Co, non fissa pel fascio 

tangente in Co al sislema. 
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II teorema, d imost ra to  conduce  scnz ' a l t ro  di nuovo al la  conclusionq f ina le  

del  n. p r e c ,  perch6 una  trasform~ozione c r emon iaua  ehe mut i  C o nel la  curva  

totale origine del  ramo t rasformato ,  conserva  le propr ie th  in f in i t e s imal i  del 

ramo ~ ne l l ' i n to rno  di un punto  gener ico di ogni componente  di C 0. 

9. Pass i amo  a cons iderare  i s is temi anal i t ic i  pifi volte inf in i t i  di curve 

a lgebr iche  plane .  
0ccor re  a l l ' uopo  qtmlche osservazione prelimina.re su]le falde anal i t iche.  

Una  fa lda  analit ica c~ a, avente  U origine in un punto  dato 0 di uno 

spazio proiet t ivo complesso S,., 6, ne l la  pifl genera le  accezione,  u n a  varieti~ 

ana l i t i ca  di d imcns ione  d, co:ntencnte O, i r r idue ib i l e  in piccolo, a t torno ad 0. 

Essa, 6 i n somma  un  ins ieme di punt i  di S , ,  che si proie t ta  gener icamente ,  

da un  S , - a - 2  di S~. in un  Sd+l, nel la  total i t~ degli  zeri di una  funzione  
olomorf  G i r r iducib i le  a t torno a l  pun to  0' proiezione di 0. 

Se d-----1, l ' i n s i e m e  eonsiderato  non 6 al t ro che un  ramo di curva  

anal i t ica ,  gi~ def ini to  al n. 2 con. una  rappresen taz i0ne  pa rame t r i ca  regolare.  

D ive r samen te  procedon le cose per  d ~ 1. 

]~ ben noto che gi~ per  d ~--2 una  fa lda  a, na l i t i ca  supcrf ic ia le  non pub 

sempre  esser  r app re sen ta t a  p a r a m e t r i c a m e n t e  uguag l i ando  le coordina te  

omogenee Xo, x~,..., x,. de' suoi pun t i  a funzioni  olomorfe ( funz iona lmente  

ind ipenden t i  ) di due  pa rame t r i  [~, t~. Perch6  cib sia possibile oecorre ehe il 

cono (algebrico) t angen te  al la  fa lda  n e l l ' o r i g i n e  sia raz iona le :  il che, anche  

per  u n a  fa lda  di superf ic ie  algebrica,  si ver i f ica  in casi molto part ico.  
la r i  (l). 

~Ia a n e h e  qua.ndo ]a fa lda  ammet t e  una  rappresen taz ione  pa ramet r i ca ,  

nel  senso espresso, se ques ta  rappresen taz ione  non  6 regolare,  se cio6 un  

gruppo di valor i  dei pa rame t r i  proviene  da pifl di un  punto  del la  falda,  non  

6 detto che si possa sempre  ot tenere  u n a  rappresen taz ione  regolare,  come 

per  d ~ 1. Gi~ nel  caso bana le  di un  pun to  doppio conico 0 (necessar iamente  
isolato} di una  superf ic ie  a lgebr ica  di $3, l ' i n to rno  di 0 sul la  superf ie ie  

cos t i tu isce  una  falda,  che amme t t e  una  rappresen taz ione  pa rame t r i ca  per  

funzioni  olomorfe di t~, t.2, ma non una  rapprcsen taz ione  regolare  (.2). 

{t) Si ricordi per6 the (come risulta dalla risoluzione delle singolarith d'una superficie 
algebriea) l'intorno di un punto d'una tal superficie si pub ottenere con un numero finito 
di rappresentazioni parametriche del tipo indicato: anzi cosi posson ottenersi addirittura 
tutti i punfi della, superficie. 

(') Ofr. per es.  EbTRIQUES-CI=IISINI, Teoria geometrica delle eq~+azioni (Bologna~ Zani- 
chelli, 1918), -cot. II; pagg. 649-653. Ved. anche il n. ° suceessiYo, 
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10. Pel nostro scopo basta  considerare le falde ammettent i  rappresentazioni 

parame~riche regolari  (i), tra cui r ientran senz 'al t ro tutte le falde lineari. 

Sia dunque  : 
(11) ~ = x~{t~ , t~,..., ta}, ( i - -O,  1,..., r), 

la rappresentazione parametr ica  regolare d ' u n a  falda ~, ~oa, di origine 
O(w0 c, x~°,..., x~ °) in S,.. L 'o r ig ine  corrisponda al punic  O'(t~:t.2 . . . .  : t a -~ -O)  
nello Sa rappresentat ivo dei parametri .  Le x~, 6 superfluo dirlo, son serie 

di potenze intere di t~,..., ta convergenti  in un comune campo a d dimensioni 

(complesse) attorno ad 0'. 
Contrar iamente a quel che avviene per d ~--1, quando d ~ 1 pub benis. 

simo aecadere che la corrispondenza fra E e l ' in torno di O' sia generalmente 
biunivoca, e che vi sieno eceezioni alla biunivocith, in relazione a punti  di 

e di Sd situati  in variet~ subordinate  dei rispettivi  ambienti  co ~. Allorch6 
queste  eccezioni si presentano diremo ehe la rappresentazione 6 generalmente 
regolare, mentre  la diremo assolutamente regolare se la biunivocith della corri- 

spondenza non ammette  eccezioni. 
Conviene a questo punto passare a coordinate non omogenee. Poich6 non 

tutte le ~ si annullano in 0', s i ap .  es. x0(0, 0,..., 0) =~ 0 e quindi x,.(ti ,..., ta) =4= 0 
in tutto un intorno di 0'. Assumeremo allora a coordinate non omogenee 

g5 i y~ ~ - -  (i--~ 1,..., r). Con cib la rappresentazione parametr ica  di E testa  rego- 
~o y 

lare e le 
112) y ,  = y (t, ,..., (i = 1,.. . ,  r), 

son ancora serie di poten~e intere di t~,..., ta, convergenti  in un intorno di 0', 
le quali  assumono in O' i valori y o,..., y,O delle coordinate non omogenee di O. 

Ad an ramo ~' di origine O' traeciato in Sa corrisponde un ramo ~ di 

origine 0 "tracciato in ~ e, se il ramo ~' ~ generico, la corrispondenza fra ~, ~' 
biunivoca, anche se la (12) b generalmente regolare. Percib un parametro 

regolare su ~' ~ regolare su ~ e il ramo ~ 5 l ineare soltanto se non si annullano 

dy~ (n. 2, Oss. 2% Questo in •-----0 (cui corrisponda su ~' 1' origine 0') tutte le ~ -  

3y~ dt~ ~, 
implica che in O' non si annullino tutte le ~ e tutte le dz-z' onde ~ lineare. 

~Y~ Viceversa, se in O' non si annullano tutte le ~ ~ possibile eostruire 

sopra ~, un ramo ~ di origine O, lineare~ corrispondente ad un ramo lineare ~' 

(~) Cfr. SEViZRI, Vo'rlesungen i~ber algebraische Geomet~'ie (Leipzig, Teubiler~ 1921), p. 309. 
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di S a. Invero, con una sostituzione l ineare e omogenea a modulo non hullo, 
sulle t~ si pub ottenere, senza venir  meno a nessuna  delle ipotesi, che sia 

~Y, diversa da zero in O' p. es. ~T~ e che la ret ta  t2----t 3 . . . . .  t d O  non appar- 

tenga alla eventuale varieth dei punti  di Sa che fanno eccezione alla biuni- 

vocith della corrispondenza. Ad ua  intorno ~' di O' su qne]la ret ta  r isponde 

allora su E un ramo lineare ~. Concludendo: 

Affinch~ sopra E esista qualche ramo lineare ~ di origine 0 trasformato 

di un  ramo lineare ~' di Sa e in corrispondenza biunivoca con questo, occorre 

e basra che in O' non si annul l ino  tutte le ~t--~" 

Si verif ica poi agevolmente che :  

Una fa tda  E, di cui la (12) costituisca una rappresentazione generalmente 

regolare colle ~ non tutte nulle nell' origine, ~ segata de+ un  iperpiano gene- 

rico per l' origine secondo una  sola fa lda  (~). 
Sia 

t13) ~)~, tY, --  Y, °) -= 0 

un iperpiano per O. I1 luogo dei punti  di Sa imagini delle intersezioni di X 
con (13) costituisce, attorno ad O', un ' ipersuper f ic ie  la cui equazione ~ data 
dalla (13) ore al posto delle y, si pongano le (12). 

Dico che, se (13} ~ generieo, quest '  ipersuperf icie  "ha in O' una sola falda 

l ineare ~'. in quanto passa per O' semplicemente.  Infat t i  le derivate in O' del 
primo membro della (13) rispetto ai parametr i  t, uguagliate a zero, dhnno un 

sistema d i d  equazioni l ineari omogenee fra le ~, la cui matrice non svanisce 

identicamente,  essendo non nullo in O' qualcuno de' suoi termini ~Y-~'. 

D'a l t ronde,  attesa ]a generieit~ di (13), la sezione di (13) con X non pub 
neppure  coincidere con qualcuno di quei laoghi eccezionali (in numero finito} 

di dimensione ~ d - - 1 ,  ore vien meno la biunivocitfi~ della corrispondenza 
fra E ed Sa.  Si conclude che atla falda l ineare ~ '  r isponde in E una  sola 
falda seziol~e di E <~olI'iperpiano 113). 

Le considerazioni di questo n. ° non sono necessarie  pel seguito. Ci siamo 
su esse fermati  soltanto per sottolineare la delicatezza e molteplicith delle 
questioni concernenti  le falde superlineari .  

(~) Si ritrova cosi, in particotare, ehe la  rappresentazione parametrica dell'intorno di 
nn punto doppio conico-d'una superficie non pub esser i'egolure. 

,4~tvto~h d~ Mc~tew~c~t~ca, ~ r t e  i V ,  Tomo X X I I I ,  21 



162 F. S]~vnR.I: ,~*ul teorema fondamental.e dei s.istemi continui di curve 

1l. D 'o ra  innanzi ci r i fer iremo ad una falda l ineare E rappresenta ta  

dalle (1.1) o dalle (12). 
Si pub supporre c h e l a  rappresentazione sia assolutamente regolare, perehb 

ogni falda lineare, in quanto si proiet ta  b iunivocamente  senza eccezioni sopra 
un Sa da un S,.-a-~, generico di S,., ammette rappresentazioni assolutamente 

regolari. 
Dimostr iamo che : 
Nella corrispondenza biunivoca senza eccezioni chela rappresentaziorte asso- 

lutctmertle reqolare (11) o {12) pone tra la fald~ lineare E, c,o a, e l ' inlorno di 
un punto di Sa due rami corrispondertli hanno lo stesso ordine. 

Come si 5 visto nel n. ° prec. l ' equaz ione  (13) r a p p r e s e n t a  una  falda li- 

neare (I)' di origine 0' dello Sd, sempreeh~ le )~ non soddisfacciano al s is tema: 

(14) E X {aY~ - - 0  (/----- 1 .... , d), 

o' ore  \~-j.]~, denota il valore di ~ in 

GViperpiani  i cui coefficienti  ). verif icano (14) son quelli  passanti  per  

lo S~ tangente a E in 0 eosieeh~ la matriee \~tj]ol[ r isulta diversa da zero 

in eonseguenza delle ipotesi).  

Cib posto, siano ~, ~' due rami omologhi di E, S~ e ~, £ denotino i loro 
ordini. Un  ilSerpiano (13) non tangente a ~ non tocca E ed ha con ~ in 0 

molteplicith, d~intersezione ~. Ad esso risponde in S~ una falda lineare (I)' 

non tangente a ~', per  la continuith della eorrispondenza, sicch~ ap' ha con ~' 

in O' molteplicith d ' intersezione uguale al prodotto de1 suo ordine per l 'or- 

dine del ramo, cio~ ad £. 
Spostando leggermente l ' iperp iano  (13) in guisa che non passi per  O, 

1 ~ipersuperficie omologa (I)' non passa pifi per  O' e F iperpiano e (I)' segano ~. 
~' in un eguat numero di .punti vicini ad O, 0', a eausa deWassolu ta  biuni- 

vocith della corrispondenza. Onde g =: £. 
In part ieolare sort omologhi'i  rctmi lineari di E e di 3~. 

I~. Preraesse queste generalit/~ sulle falde ~ ,  consideriamo nel piano 

il s istema analitico E, c<~g: 

(15) f(x, y; t,, t~ ,..., t~)-~ 0 

di curve d ~ordine m, eosti tuente una falda lineare ~ a  nello spazio SN delle 
curve d 'ord ine  m. I coeffieienti  della curva variabil% coordinate omogenee 
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di punto in SN, son funzioni olomorfe di t~,..., ta attorno ad O'f t i : t .2  : . . . = t a = O ) ,  

non tutte nulle in 0'. In tenderemo che t~,..., t a sieno parametr i  d ' u n a  rap- 
presentazione a s soh t amen te  regolare di Z. C ' b i n s o m m a  corrispondenza biu- 
nivoea cont inua senza eceezioni fra i gruppi  di valori dei p a r a m e t r i e  le 

curve C del sistema~ attorno alla eurva origine Co di equazione:  

(16) f (x ,  y;  O, 0,..., O ) =  O. 

Dimostriamo che:  

Se il  siste.ma anali~ico Y di  curve (15) d 'ord ine  m costituisce, hello SN 

delle curve d 'o rd ine  m, unc~ [a lda  l ineare attorno al la  curva  origine (16) e i 

grul)pi  di  valori  t~ , . . ,  t a dei p a r a m e t r i  at torno a t~ -~ t.z - -  - -  t a == 0 son in  

corr ispondenza biunivoca senza eccezioni cotle curve di  E~ il  s i s tema l ineare 

117) Z X~ : 0 

ha la d imensione  d -  1 e nessuna  delle sue curve coincide colla (16.). 

Invero, supposto ehe per  convenienti  valori .non tutti  nulli delle k la i17) 

sia ident icamente soddisfatta sulla curva Co, costruiscasi  in S a un ramo 
l ineare ~' di origine 0', la cai  tangente abbia i parametr i  direttori  propor- 

zionali a ).i ,..., ka e sin z un parametro regolare in ~'. A ~' r isponde in ~ un 

sistema analitico ~; cx~ l, di origine Co, a parametro regolare z, pel quale 

d f  d ~f 
- -  - ~ k Z  ~ - -  , (d~)o ~=1 (~t~)0 (k costante :4= 0), 

e siccome ~ 0 si annulla sopra Co, il ramo ~ ~ superl ineare (n. 5). Ma cib 

eontrasta  (n. 11) coll ' ipotesi  che Y~ sin una falda lineare. 

11 teorema dimostrato pub anehe enuneiarsi  sotto la forma segucnte:  

Se la f a l d a  (i5) d" l ineare, le curve in f in i tamente  vicine del 1 ° ordine 

a l l 'or ig ine  Co son l inearmente  i nd ipenden i i  e d is t in te  da  Co. 

Ne diseende senz 'al t ro il carat tere invariante della linearith della faida 

non soltanto di fronte nile trasformazioni proiettiv% il che ~ ovvio, ma anche 
di fronte ad ogni trasformazione cremoniana del piano per ]a quale la curva 

origine della falda si muti nella eurva origine totale della falda t rasformata 
(efr. anche col n. 7). Ritorneremo su questa  proprieth nel successivo n. 14. 

13. Conserviamo l ' ipotesi  ehe il sistema (15) sin una falda l ineare attorno 

a C~ e supponiamo inoItre ehe Co sin irriducibile.  Dal n. 6 segue allora ehe 
il gruppo carat ter is t ico di Y~ suIla eurva Co, in quanto la eurva C di E si 
muova  descrivendo un ramo l ineare ~ di origine C0~ su cui z sin un para- 
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(dr) 
metro regolare,  ~ il gruppo s~accato su Co dal la  eurva  ~/} 0 :  0, cio6 da u n a  

eurva  ben  de t e rmina t a  del s i s tema (17), per  la quale  i pa rame t r i  ~. a s sumon 

i valor i  ~.~ ~---\~]o, non  tu t t i  null i ,  appunto  per  I ' ipotes i  del la  l inea r i th  di ~. 

Cio~ : 

L a  serie caratleristica di E su Co, in  quanto si consideri come luogo dei 
l imit i  dei gruppi  (C~ Co) allorch~ C si muove in  rami  lineari di E, ~ staccata 
su C~ dat  sistema (17} ed ha la dimensione d -  1. 

0SSERVAZIOlqE i a. - -  Se ci si muove  invece con C verso C o sopra  u n  

ramo super l ineare  di or igine C0, poichb la C in f in i t amen te  vicina del 1 ° or- 

di'ne a C0 sul  ramo,  coincide con C~, per  t rovare  il gruppo carat ter is t ico,  t h e  

esiste ben de te rmina to  anche  in tal cas% bisogna p render  in considerazione 

der iva te  di ordine  superiore .  P r e c i s a m e n t e :  Se il ramo ~ di or igine C O su cui 

ci si muove  per  avvic inars i  con C a Co, ~ d ~ordine ~, des ignato  aneora  con 

un  pa ramet ro  regolare  su ~, il l imite  di (C, Co) per "~ ~ 0  ~ s taccato su Co 

= da \d~]o 0 (n. 6). Perb il gruppo cara t te r i s t ico  cosi o t tenuto  r i su l ta  fra quell i  

ot tenibi l i  colla var iabi l i th  di C in rami  l inear i  per  ~. Bas ta  invero seeglicre 

in E un  ramo l ineare  ~' t angen te  n ~ in Co, c:io~ un  ramo l ineare  tale che 

(dr)  IdOl  p e r c h ~ s i o t t e n g a ,  c o n C  se z' ~ pa ramet ro  regolare  in ~' r isul t i  ~ o ~  \d~]o, 

var iabi le  su ~', verso Co, lo stesso gruppo cara t ter is t ico di quello ot tenibi le  

con C var iabi le  s opra ~. 
OSSERVAZ~O~E 2 a. - -  Si noti  che il sisle~,a lineare tangente alla fa lda 

lineare (15) nell' origine C o ~ : 

f(~, y; O, ... O) +- ~x~ ~ o-= O, 

perch~ esso cont iene  tut t i  i fasci  t angen t i  ai rami  l inear i  di or igine C~ appar- 

t enen t i  a E (nn. 6, 8). 

14. Anche  pei s is temi E a pill d i m e n s i o n i  vale  u n a  propr ie t~ che 6stende 

quel ta  del n. 8 pei s is temi cx~ ~ e dh pit'~ in t ima  ragione  dell '  i nva r i anza  cui  

s ~  accennato  al la  f ine  del n. 12. 
L' ordine di una  fa lda a.na.liticce qualu+tqus ocJ t, di curve p iane  d~ ordine +n~ 

uguaglict l' i+tdice (in piccolo) della falda.  
Indice in piccolo d' u n a  fa lda  E, c~ ~, di curve  d ~ ordine  m ~ n a t u r a l m e n t e  

il numero  ~ delle curve  del la  fa lda  che passano per  d pun t i  v ic iniss imi  a d 

pun t i  gener ic i  0 , , . . . ,  Os de l l ' o r ig ine  C 0. Le  curve  d ' o r d i n e  ~+ passant i  per  
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0~, 0~, . . . ,  0 a formano in SN un sistema lineare E', c~ x-d, che contiene Co. 

D 'a l t ronde  il sistema algebrico luogo dei fasci tangenti a E in Co, ha la 

dimensione d, sicch~ esso stacca su Co una serie algebrica di gruppi di punti, 

avente al pifi la d i m e n s i o n e d  --  ~, in quanto ogni gruppo ~ staccato da tutto 

un fascio di curve del predetto sistema algebrico. 

Pei punti  0~, ... ,- Od non passa dunque  alcun fascio tangente a E in Co; 
epperb la molteplicith d ' intersezione della falda Y, col sistema l ineare E' 

uguaglia t 'ordine £ della falda. Questo vuol dire che il sistema lineare vZ' 

delle curve d 'ord ine  m passan~i pei punti  0-j, . . . ,  Od' fuori di Co, ma vici- 

nissimi ad O~ .... , 0~, ha comune con E esattamente £ curve dist inte;  onde 

In particolare, se E ~ una falda lineare, basta assumere i punti 0~, ..., Oa 
in guisa che per essi non passi alcun gruppo della serie earatterist ica c~ a-~ 

considerata ne] n. prec., perehb pei punti  0~,..., O~ passi una sola curva di E. 

T r a s p o r t o  a l l e  s u p c r f i c i e  d e l l e  p r o p r i e t a  i n f l n i t e s h n a l i  
d e i  s i s t e m i  c o n t i n u l  d i  c u r v e  ,p lane .  

15. Le propriet'~ iufinitesimali  sviluppate pei sistemi di curve plane si 

trasportano ai sistemi continui di curve sopra una superficie algebrica irri- 

dueibiIe F d 'ordine  n (~}, mediante la proiezione generica di F sopra un 

piano n-ple. 

Si t rat ta  dello studio delle proprieth infinitesimali  di un sistema con- 

tinuo E z di curve C/, he l l ' in te rne  di una sua curva partico]are Cr, the  sup- 

porremo {per semplicit~ e pereh~ questo ci basta) dotata di sell nodi. Sic- 

come 17 pub imaginarsi  proveniente per proiezione generica da una superficie 

di un iperspazio priva di singolarith, possiamo supporre c h e l a  curva C r non 

coincida (n~ in tutto n~ in parte, se ~ riducibile} colla ]inea doppia di 17. La 

see]ta generica del centre di proiezione P della F sul piano multiple con- 

sente poi di supporre C/ 'non coincidente {n6 tut ta n~ in parte) col eontorno 

apparente di 17 rispetto a P, perch0, variando P, questo contorno descrive 

su 17 un sistema lineare c~ ~, privo di componenti fisse {anzi irriducibile). 

Ne deriva che l ' in torno su F di un punto generieo di C~ si proietta biu- 

nivocamente, senza eccezione, he l l ' in te rne  del punto del piano proiezione di 

quello, e the la falda di F su cui giace C/ proiettasi biunivocamente hell ' in- 

(~) Che supponiamo, senza essenziale i'estrizione, immersa in S 3 e do~ata di singolarith 
ordinarie, ciob linea doppia o punti triloli e ctlspidali ordlnari. 
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torno piano della curva C proiezione di C/. Eccezioni alla. biunivoeith della. 

corrispondenza tra C e C/ si hanno soltan~o nei punti  doppi di C the  non 
provengon da nodi di Cr: eio~ nei nodi di C proiezioni dei punti  doppi appa- 
renti di C/. Questi nodi li chiameremo i nodi appare~di di C, in quanto i due 

rami di C the  s ~ineroeiano in uno di essi appartengono a due fogli diversi 
del piano n-plo e, in questo senso, un nodo apparente  non ~ intersezione 

effett iva eli due rami di C. 

La biunivocith della eorrispondenza fra gl ' intorni  dei punti  di C sul piano 

e gl ' in torni  omologhi dei punti  di C z su F viene altresi a /nancare negl ' in- 

torni dei punti  di eontatto di C colla curva di diramazione A del piano, proie- 

~ione del contorno apparente  di /7'. Perb la biunivocith non cessa, in questo 

easo, se si limita agl ~intorni sopra C e sopra C / d i  due punti  omologhi siffatti. 

Una  fa.lda E r eli curve 'Cr di F, avente l" origine Cr, si rappresenta  eosl 

biunivocamente,  senza eccezione, in una falda Y. di curve piane C, avente 
l 'or igine C. Designata con d la dimensione delle due falde, tante son le curve 

di E/ the  passan per d punti  di F vicinissimi a d punt i  generici di C/, quante 

le curve C passant, i per  d punti  del piano vicinissimi a d punt i  generiei  di C: 

eio~ le due falde hanno lo stesso indice in piccolo. 

Questo comune valore dell ' indiee,  ehe ~ poi l' ordine della falda E in. 14), 

si assumerh come ordine della fa, lda v-E/su 2\  I1 earat tere eos] definito b mani- 

festamente invarian~e per  trasformazioni birazionali di F, the  mutino la 

curva C/ nella curva tolale origine della falda trasformata, in guisa che vi sia 

corrispondenza biunivoca senza eceezioni fra le due falde. In  part icolare si 
hanno su _Fle  falde del 1 ° ordine o falde lineari di curve e, se d-~-1, i rami 
lineari. 

I1 gruppo (C/, Cr) segato dalla generica C-r di Er, si proietta in una parte 

del gruppo ( ~  C} e preeisaraente in quella  che non contiene puut i  degl ' in- 

torni dove vien meno la bitmivocit/~ della corrispondenza; e cib per la gene- 
ricit/~ della proiezione di F rispetto alla falda v z da studiarsi. 

Se Cz tende a C r lungo un ramo di Er (it quale si pub supporre l ineare;  

n. 13, Oss. 1~), il gruppo {C/, Cr} tende ad un gruppo (C}, Ci) della serie carat- 

terist ica di Ez su C r e d  il gruppo (C, C i a d  un gruppo della serie earatteri- 
stica di C in E, il quale si seinde nella proiezione del gruppo caratterist ico 
tCr, C/), nel gruppo delle topple  -assorbite dai nodi apparenti  di C, che si 
dovra~no considerare intersezioni apparenti di C con una curva infini tamente 
vicina (in quanto C si r iguardi come curva sul pial,o multiplo)~ 0 nei punti  
di contatto di C con A, ehe sono altre intersezioni apparent i  di C colla pre- 

detta eurva infini tamente vicina. 
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I1 gruppo proiezione di (Cf, C/) si assumeri~ a gruppo caralteristico di C, 

come curve del p iano multiplo. 
La conchs ione  ~ che: 

Le propriet& infinitesimali  d' una  falda Ef di curve Cf d' una superficie F 
si rispecchiano in propriet& identiche d'unc~ faldc~ E dello stesso ordine di 

curve piane C, proiezione generica di v.Er, fatta e.~clusio~e delle intersezioni 

apparenti  di due curve C infinitamente vicine. 

P r o p r i e t O r  d '  u n  s l s t e m a  l i n e a r e  d i  c u r v e  s o p r a  u n a  s u p e r f i c i e ,  
c o n s i d e r a t o  c o m e  d i f f e r e n z a  d i  d u e  a l t r i .  

16. Alle premesse finora esposte oeeorre aggiungerne altre di earat tere 
algebrieo, innanzi di passare ella dimostrazione de1 teorema fondamentale.  

Riprendiamo con qualehe essenziale complemento gli sviluppi dei nn. 16, 17 
della mia ~[emoria M. 

Riferiamoei ad una curve irr idueibile C, priva di punti  multipli  sopra la 

superfieie _/7, pur  essa priva di punti  multipli  nello spazio lineare S eui appar- 

tiene Supponiamo ehe C sia dotata di serie caratteristica effettiva (nel senso 

di SSVEm), pur  non eseludendo che il sistema lineare eompleto I CI possa 
essere cx~'. 

Le f o r m e d '  ordine 1 abbastanza alto delto spazio S segan su/7'  un sistema 

lineare completo regolare ]El, .senza punti  base, che eentiene parziahnente C e 
sega ivi una serie complete  non speciale, sieeh~ il sistema residuo [D i = [ E - -  C] 

pur  esso regolare, senza punti  base. 

Indiehiamo con n, p grado e genere (v i r tua l i - -e f fe t t iv i )  di C; con v, 7:; 
N, P i carat ter i  analoghi di D, E;  con ~---~[C, D] il numero dei punti  del 

gruppo I ' = ( C ,  D) comune a C e a d  una D (irridueibile e priva di punti  
multipli) genericamente fissata in ] D [; 'con i l ' indice  di speeialith d' un gruppo 

(C. C); con j P indiee  di specialith di C. A norma del teorema di RIEMANbT- 

ROOl~ sulla F,' le dimensioni r, p, R di i C1, [D[, [E I sono espresse da 

(18) r = n  - p  + p ~ d - l - - j + ~  ( ~ 0 ) ,  
(19) p - -  v --  r~ + p a  -t- 1, 

(20} R = N - -  P + Pa -1- 1, 

ove p~ ~ il genere ari tmetico di F e z la sow'abbondanza di ]C[. 

L e / ~  per F segan su C, fuori di F, ]a serie carat ter is t ica complete  ](C, C)[ 
e su D una serie lineare contenuta totalmente nella serie carat ter is t ica com- 
plete (D,  D) i o coincidente con questa. I1 gruppo F presenta  alle E ~ == ~ - -  i 
condizioni distinte di passaggio e pub ripartirsi  in due gruppi  I', e F~, di 5, 
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e di i punti, il primo dei quali offre alle E tutte le ~ condizioni indipen- 
denti di passaggio offerte da r e le E per  I" contengon in conseguenza P~. 

Ne deriva c h e l a  serie I(C, C) q- r~ I, segata su C dallc E per I'~, fuori di r~, 

completa  non speciale ed ha il gruppo fisso P2o 

17. Cerchiamo ora la dimensione della 8erie l ineare completa I(D, D) + P~ ! 
contenente totalmente quelIa segata s u / ) ,  fuori di P~, dalle E per  P,.  Quest '  ul- 

t ima serie ha, per quanto precede, il gruppo fisso F.2, ma non percib questo 

gruppo 6 fisso per  la serie completa [(D, D ) +  P~[. 
Per  trovar la dimensione della serie completa [(D, D ) +  P~ I, che ha I' or- 

dine v q- i ,  occorre conoscerne l ' indice di specialith. Supponiamo in primo 
luogo che esistan su F curve canoniche impure K, effettive. Pel  gruppo F~ 
passano intanto le j ( ~  0t curve K indipendenti  che contengono C. Dico che 

vi passan soltanto queste. Sia invero, se 6 possibile, K una K passante per  P2 

diversa dalle precedent i ;  / )  una generica D, che stacchi su C il gruppo (C, D) 

non avente punti  comuni con F; /~ una generica E passante per  (C, D) e G 

il gruppo (C, C) staccato su C da E fuori  di (C, D). Risul ta  allora 

(E  + O) - -  (/), C) = G + C), 

eio6 E - t - K  sega su C, fuori di {/), C}, up gruppo canonico G + (K. C}, the  
contiene dunque G 4= ~2, contrar iamente  alla non specialit'h della serie 

I(C, C)-t-F 2 [. L' ipotes i  dell' esistenza di K 6 pereib assurda. 
Se su F non esiston curve ' K  effettive (sicch6 6 pg-=-0), la conclusione 

r imane immutata  ~j =: 0). 
Ne deriva che un gruppo ID, D) J F 2 ha sopra D l ' indice di speciai i thj .  

Infat t i  le K segan su D, a causa della regolarith di ]D I, la serie l ineare com. 
pleta res idua di (D, D) rispetto alla serie canonica di D; onde i gruppi cano- 

nici indipendenti  per  ~D, D)4-P~  son tanti quante le K per F~. Se p g -  0 la 

serie [(D, D)-I-P~ [ 6 non speciale, perch~ lo 6 !(D, D)I. 
Concludendo : la serie completa i (D, D) 4- F~ I, d' ordine v -~- i e d' indiee 

di specialith j, ha ta dimensione v -  ~ + i q- j ,  sicch6 la serie segata su D 
dalle E per P~ - -  o cib che 6 lo stesso per  (C, D) - -  ha la dimensione 

(21) ,+ - -  ~ + i + j - -  X 
ore  X 6 la sua deficienza. 

E sicoome la dimensione del sistema delle E per F, 4 uguale ad R - - ~  q- i  
e le E per P~ segan su D una serie di dimensione (21) e fra csse quelle che 

contengon D laseian come resto il sistema C] di dimensione r, tenuto conto 
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delle (20), (21) e delle:  

2¢ = n + v + 2~, P = p -+- r: -+- ~ - -  i 

r isul ta:  

r ----- n - - p  - [ - P a  - ~  1 - - j  + X, 

cio~, in virtfi della (18): 

In conchs ione  : 

L'indice di specicdit~ e la deficienza della serie segata su D, fuori di F~, 
dalle E per F,, uguaglian rispettivamente l 'indice di specialil~t e la sovrab. 
bondanza di l C [. 

Ne deriva che:  

Condizione necessaria e sufficie~le affinch~ le E per F, seghin su D, 
fuori di F,, una serie lineare completer (avente il gruppo fisso F.~) ~ che il 
sistema [ CI sia regolare (~ -- 0). 

18. Pe]~ seguito interessa determinare  pit1 generalmente quand '~  che il 

gruppo F 2 ~ fisso per  la serie l ineare completa  I(D, D)-t-F~ I, a prescinder  
dalla completezza o meno della serie segata su D, fuori di F~, dalle E per  F~. 

Definiremo al l 'uopo come emiregolare una curva C, irriducibile,  priva di 
punti  multipli, quando su essa il sistema canonico impuro IKI di F sega una 

serie lineare completa (residua della serie carat ter is t ica di C rispetto alla serie 

canonica della stessa curva, cosicch~, se pg -~-- 0, 1' essere emiregolare equivale 
per  C al fatto che la sua serie carat ter is t ica ~ non speciale). 

Una curva C ~ o non ~ emiregolare in s~, indipendentemente  dal sistema 

lineare I C[ da essa individuato;  mentre  una curva C ~ regolare se tale ~ I C]. 

Comunque, una curva C regolare ~ una part icolare curva emiregolare, perch~ 
su essa K sega una serie completa, ma di pifi, nel easo di una curva rego- 
late, I C I sega su C una serie avente ta deficenza massima, uguale al l ' i r re .  
golariti~ q di F. 

Una curva emiregolare C pub, al pari di nna curva regolare, essere spe. 
ciale o non speeiale, secondo che ~ j ~ 0 o j ---~ 0. Una curva non emiregolare 
si diri~ irregolare; mentre si dirk sovrabbondante una curva ~aon regolare. 

Cib premesso, proviamo ehe:  

Condizione necessaria e sufficiente perch~ la serie complela t (D, D) -c F2] 
individuala dai gruppi slaccati 8u D, fuori di F~, dalle E per F,, abbia il 
gruppo fisso F~, ~ che C sict emiregolare. 

Designata invero con ":(~0) la deficienza della serie staccata d a l K  t 
sopra una C anche irregolare, poieh~ la serie medesima ha la dimensione 

Annal* d* vic~te,+*at*ca, Seine IV,  Tomo XXI I I .  92 
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pq - j - -  1, meutre  la serie eompleta c h e l a  eontiene ha la dimensione i - - 1 ,  

risult, a : 
i~---pq - ] + ~:, cio~ ~ i - ~ - j : p g  + x. 

0 a d e  la dimensione della serie completa I (D, D) -t- F~ I, che, seeondo quanto 
sopra provammo ~ v ...... ~z ~-i-~-j ,  ~ altresi espressa d a v - - ~  + P a  + x .  E 
siccome Ia serie completa i(D, D)! ,  attesa la regolarith di I D I, ha la dimen- 

sioue v -- r: t-p~. il gruppo I~.2 ~ fisso per ia serie completa I(D, D) t- l~ 1 
allora e soltanto allora ehe z ~--0. 

0SSER~VAZIONE. Poich~, come subito si vede e com'~ ben note, 

ore q'--~ q - -  k(k ~ 0 ) ,  ~ la defieienza della serie carat ter is t ica di I C I, per 

un sistema emiregolare la sovrabbondanza viene uguale a ~. 

II  t e o r e m a  f o n d a m e n t a l e .  

19. Proiet t iamo genericamente la super~ieie F,  supposta  priva di punt i  
multipli  in un iperspazio, sopra un $3, in modo c h e l a  proiezione della 

curva E0 z C + D non coincida n~ tut ta  n~ in parte colla linen doppia della 

superficie proiezione F '  (eosa del resto non essenziale!) e proiett iamo indi F '  
da un punto generieo 0 sopra un piano multiplo, in guisa c h e l a  proiezione 

di E0 su F '  non eoineida n~ tutta n~ in parte col contorno apparente  di F '  

dal centro 0 (eosa essenziale!). 
Cosi son soddisfatte le condizioni del n. 15 nei r iguardi  della eorrispon- 

denza fra r i n to rno  di un ptlnto di E0 sopra F e l ' in torno del punto eorri- 

spondente della eurva proiezione sul piano multiplo. 
Assumeremo addir i t tura il piano multiplo a modello di F, conservando 

per le curve proiezioni le notazioni usate per le curve obiettive. La C ha dL 
nodi apparen~i, il eui gruppo indicheremo con ~ ;  e similmente D ha d~ 
nodi apparenti ,  formanti  il gruppo ~ .  Le intersezioni delle C, D si ripar- 
t iseono net gruppo F ~ i~- t -1~ e .nel gruppo ~ di m ~ -  ~ intersezioni appa- 

renti {m, a ordini di C, D). 
Inoltre C, D toecan la eurva di diramazione h del piano multipto rispet- 

t ivamente nei gruppi  0~, O~ tdi q~, q.~ eontatti  semplici, distinti). 

20. S u p p o n g a s i  che C sin u n a  curva  emiregolare tirriducibile, priva di 

punti  multipli). 
Se C ~ emiregolare, d' indice di specialit~ j~ il gruppo F~ consta di i - - p a  - - j  

pnnti  e la serie completa I(D, D)-+ F~I , ha l ' ind ice  di specialith j .  
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Cib posto, ricordiamo the  i nodi della curva ridueibile E0, d ~ ordine m + ~, 

presentano condizioni indipendenti  alle curve d' ordine tn + ~t ~). In  partieolare 

il gruppo ~ + ~q2 t l?~, ehe comprende aleuni nodi di Eo, presenta alle dette 

curve condizioni indipendenti .  Ora le curve d 'ord ine  m + t~ passanti  per 

g-) + ~-)2 + I~, son aggiunte a D e passano inoltre per un gruppo ~ . +  I'~, di 

punti  sempliei di D. Esse segnan pertanto su D, fuori del gruppo base, una 

serie completa, che ~ poi non speeiale, appunto perchb il gruppo ~+~Q~ + F ~  

offre alle curve d ~ordine m + ~ condizioni indipendenti .  

La  serie segata su D, fuori del gruppo base assegnato, b la serie com- 

pleta I(D, D) +F.2 A- Q.2 I- Poich~ (D, D) ~ F~ ha l ' indice di speeialith ], 

mentre (D, D} A- F~ A- Q~ ('~ non speci'ale, cib significa the  Q~ presenta alle 

curve d 'ord ine  m4~ t~, passanti  per ~ + O. 2 + I ' ~ ,  q ~ - - j  condizioni indipen- 

denti, invece di q-2; ed b quindi possibile trovare in Q-2 un gruppo R.2 di q.~--j 

punti  offrenti  condizioni indipendenti~ in guisa che ]e curve d~ordine m + 

per ~ 2 + g ] ~ + R . z + F ~ ,  passan in conseguenza per S , ~ Q 2 - - R ~  e la serie 

segata su D fuori del gruppo base ha il gruppo fisso S.2 

La  serie residua, tolto S~, ~ I{D, D) + F2j, che) per esser C emiregolare, 

ha il gruppo fisso Pc. Percib le curve d~ordinc m + t ~  passanti per 

~ -1- ~-~.~ + R.~ + i'~, passan in eonseguenza per S~ + D.2. 

5Tel sistema l ineare 4i queste curve quelle ehe passano per Q~ t ~ ,  

forman un sistema subordinato al quale appartengono curve spezzate in D e 

helle curve di ordine m aggiunte a C passanti  per Q~. 0nde le curve d'or- 

dine m + ~  passanti  per O, + ~ 2 ~ + ~ 2 ~ + Q ~  + B ~ + P ~  e quindi anche per 

S~ d- l '~ ,  segan su C, fuori dei punti  fissi, una serie completa, che ha l ' indiee  

di specialiti~ i - - ~ p . q - - j ,  come la serie segata su C dalle curve aggiunte di 
ordine m~ passanti  per Q~. 

E siccome la serie segata su C da tutte le aggiunte d~ordine m ~ non 

speciale, esiste in Q~ un gruppo R~ di q ~ - - p q - t - j  punti  tali che il gruppo 

presenta alle curve di ordine m - e  ~ condizioni indipendenti:  cio~ 

(23) (m~ --  ~) + d, + d.~ + (q, --p.q ÷ j )  -I- (q~ -- j ) -~-  ~ = 

-~ q~ + q.~ -~ d~ -~ d~ ~- m~ --  2pa ÷ j  

(J) Ved. le mie Lezioni sulle Serie, sistemi di equivale~za e corrispondenze algebriche 
sulle variet~ algebriche (raccolte da F. CONFORTO ed E. ~¢[ARTINELLI~ :Rom K, Cremonese, 19~2~ 
vol. I, p. 183). Dicendo che pifi punti presentan condizioni indipendenti alle curve di un 
certo ordine, intendiamo che essi presentino tante condizioni indipendenti di passaggio 
quant'b il loro numero. 
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condi~ioni (tenuto conto che ~ - - ~ - - - - - i - ~ p ~ - - j )  e le curve d 'o rd ine  m q- 

passanti  pel gruppo (22) passan in conseguenza pei gruppi S~ -~ Q~ / ~ ,  S~, I'~. 
Valutiamo la dimensione del sistema iineare E delle curve d 'ord ine  

m + ~t soddisfacenti  alle predet te  condizioni. Per  evitare lunga, ggini nei 

calcoli, osserviamo che le curve di ordine m ~ - ~  in quanto posson derivarsi  

dalla curva C q - D  considerando vir tualmente  iuesistenti  tutti  i suoi nodi, 

hanno il genere pq-z~  ~- dt q- d.~ + - m ~  1 e forman quindi un sistema 

l ineare di dimensione 

3 ( m + ~ ) - ~ ( p + z ~ + d ~  ~ d ~ q - m t ~ - - 1 ) - - l .  

I1 sistema E ha in eonseguenza la dimensione 

( 3 m ~ p  - i - - q ~  + p a - - j )  + t 3 ~  + u - 1  - q: + p a ) .  

21. Consideriamo per ogni nodo di E0, nel gruppo O q - ~  + ~ , q - l ~ ,  la 

totalit~ delle curve E, d ~ordine m q-~t, prossime ad E 0 ed aventi un nodo 

prossimo a quelio considerato;  e, per  ogni contatto di Eo con 5 nel gruppo 

R~ ÷ Rs,  la totalit~ delle E~ d 'ord ine  m d ~. ~, prossime ad E o ed aventi un 

contatto con h prossimo al eonsiderato. Si ottengon in tal guisa hello spazio 

l ineare SN delle J~ d ~ ordine m + ~t tante falde lineari a<~ N-1 quanti  sono i 
puut i  del gruppo (22); e gFiperpiani  tangenti  a queste falde nell ~origine E o 

sono l inearmente indipendenti,  percbg si segano in uno spazio l iueare E di 

dimensione normale. 15erci~b quelle falde s ' incontrano in una falda l ineare W (~) 

di dimensione s~ avente per  origine E0 e per  spazio t angente iv i il s istema E. 

2~. 0sserviamo ora che il sistema delle curve d 'ord ine  ~ prossime a D 

con nodi prossimi a quelli  di D e q~-tangenti alia curva di diramazione in 
punti  prossimi ai punti  di Q2~ formano uaa  falda l ineare ~ di dimensione 

appunto perch~ D, essendo regolare~ appart iene ad un sistema continuo com. 

pleto I Dt di dimensione v -  z~-q-pa q- 1, la cui eurva generica D b origine 
d ' u n a  falda l ineare ed ha dome eurva di I DI,  la serie carat ter is t ica completa. 

La falda lineare 0-2 sul piano multiple non ~ c h e l a  proiezione della falda 

l ineare con cui 1DI passa per  D. 

(~) Cfr. le mie eitate Vorlesungen~ pug. 309. 
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Inol t re  (I)z coincide colla fa lda  l ineare  (I) 2' di tu t te  le curve pross ime a D 

che hanno  nodi prossimi  a qae l l i  di D e toccano h in un  gruppo prossijno 

ad un  gruppo T d i ~ q ~ - - p g  punt i  di Q~ che p resen t ino  condizioni  indipen- 

dent i  al le agg iun te  a D d ' o r d i n e  ~. L a  ~.~' ~ l ineare ,  perch~ Ie condizioni  di 

passaggio delle curve di ordine ~t per  ~ + T sono ind ipendent i .  La  sua di- 

mensione,  che sabi to s] calcola, r i su l ta  ugua le  a i la  d imens ione  di ~ e sic- 

come ques ta  falda,  per  la sun stessa def iniz ione ~ eon tenu ta  in (P.2', cosi q)j 

coincide con 49~. I n s o m m a :  le curve  di q)~' toccano in conseguenza  h anche 

nei  pun t i  di un  gruppo prossimo a Q 2 - - T .  

Alla  sua  vol ta  C appar t i ene  s imi lmente  ad u n a  fa lda  l ineare  q)~ di curve  

d ~ordine m ad essa v ic ine  con nodi  pross imi  a quel l i  di ~ e tangent i  a h 

in punt i  vic ini  a quet t i  d i / / , .  La  d imens ione  di ques ta  fa lda ~ 3m -~-p - -  1 - -  

q, + P g  --j .  
Le ca rve  r i su l t an t i  dall '  accoppiare  a due  a due le curve di O~, (I)~ costi- 

tu iscono u n a  fa lda  l ineare  q) (') di  d imens ione  s. Si osserver'~ t he  le curve  

di (I) hanno  a u t o m a t i c a m e n t e  nodi  pross imi  ai pun t i  di F, +-1~ + ~ .  Esse 

ins(~mma cost i tuiscono una  fa]da con teuu ta  nel la  total i t~ delle curve  d 'or-  

d ine  m + ~ t  con nodi pross imi  a que l l i  di ~ + - Q ~ A - ~ - t - F ~  e t angen t i  a A 

in pun t i  pross imi  a quel l i  di R ~ - 4 - ~ ,  la quale  b la fa lda  l ineare  W, di egual  

d imens ione  s. Ne der iva  che (I) e W coincidono.  

R ia s sumendo :  le curve di W son tu t te  spezzate;  hanno  nodi  prossimi  a 

quel l i  di F~ e toccano in conseguenza  A in pun t i  pross imi  a quel t i  di S~. 

Ora, a t tesa  la regolarit/~ di E~ le curve  de1 s is tema l ineare  I Et  appartcn-  

gono ad un  s is tema cont inuo t E l  di d imens ionc :  

¢24) 3 ( m +  ~) + (p + ~ + ~ - -  1 ) - -  1 - -  (q~ + q~ - -pa) ,  

e quel le  t ra  esse che son dotate di ~ nodi  pross imi  a F, fo rmano un  s is tema 

cont inuo di d imens ione  inferi 'ore e sa t t amen te  di ~1 unith,  e non meno, a l la  ~24}, 

e cib perch~ il gruppo F~ p resen ta  condizioni  ind ipenden t i  al le E di F .  

~ e  der iva  che sul  piano mui t ip lo  il s i s tcma deIle E di I E I  pross ime 

ad E 0 con ~ nodi pross imi  ai punt i  di F~, le qual i  hanno  au toma t i camen te  

nodi prossimi  ai punt i  di Q + .q~ + Q: c son tangen t i  a A in punt i  pross imi  

a pun t i  di Q~ + Q~ (~), fo rmano  un  s is tema (I)' di d imens ione  infer iore  di ~ 

(~) La linearit~ di • risulta subito dalla rappresentazione analitica delle falde lineari 
o dal fatto c h e •  ha l'indice (in piccolo) 1 come (P~, %. 

(~) Un~ E di I E f tocca h in tanti punti quanti la Eo, che ~ una particolare E di I.E} 
ed ha dt-~-d~ + (m~L- 6) nodi apparenti~ quanti ne ha E 0. 
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unith a (24). Tenuto eonto ehe ~ - -  ~ == i -~p~ - - j ,  si t rova c h e l a  dimensione 

del sistema (I)' ~ ancera  s. 

M a l e  curve di (I)' soddisfanno alla definizione delle cucve di W cio~ di (I): 

dunque (I)' ~ contenuto in • e coincide pertanto con (I). 
L a  conclusiene ~ che le curve d ~ordine m vicine a C con nodi prossimi 

a quelIi di ~2~, e contatti  con 5 prossimi a quelli  di ~ ,  toccano in conse- 
guenza A in punti  prossimi a quelli di S~ e, per quanto gi~t dicemmo, for- 

mane una falda l ineare (I)~ di dimensione 

3m ÷ p - -  1 - -  q, -t-pq - - j  ~ n --1) -t-t)g -~- 1 - - j .  

Sopra C la serie carat ter is t ica di q)~ risulta cosi di dimensione n ~ p  + p z - - j  e, 

poich~ ha l ' indice  di speciali ta Pa - J, essa ~ completa. Si pub pertanto enun- 
ciare il scguente teorema fondamenlale di unicit&, di esistenza e di complelezza : 

Una curva emiregolare C (irriducibile e priva di punt i  multipli) a serie 

caratteristica effettiva (d'ordine _~_ O) tracciala sopre~ una .superficie F, indi. 

vidua ivi un sistema continue complete I CI, che passa per C con unq falda 

lineare. La serie caratleristica di questo s istemce su C ~ completa. 

R i f l e s s i o n i  c r i t i e h e .  

23. Le riflessioni che seguono non r iguardano quel che finora si 

esposto, ma si riferiscono ad alcuni tentativi per  el iminar dalla dimostrazione 

l ' e lemento  trascendente ricordato nell ~introduzione. 
La conoscenza delle diffieolt/~ e delle insidie ehe sbarrano la via~ deve 

giovare~ nel mio intendimento, ad orientar  meglio qualche lettore, che voglia 

r iprender  l ' a rgomento  cosi at t raente ed importante. 

24. I1 concerto di B. S]~oRE b quello di dimostrare (ahneno nel case di 

curve regolari  C e ragionando diret tamente sulla superficie F)  la riducibili th 

delle curve E prossime ad Eo-~ C-4-D e con 51 nodi prossimi ai punti  di F~ 
(el r iferiamo alle notazioni del n. 16) provando che la dimensione della serie 
carat ter is t ica completa g sopra una di quelle curve E~ supposta  irriducibile,  

nel passaggio al limite per E ~ E o ,  dovrebbe diminuire :  cosa assurda. E 

percib egli cerca di provare fin parte nella Memoria originaria ed in par te  
mediante un lemma complementare,  come he accennato in M ) c h e  ogni 
gruppo limite, quando C ~ regolare, eontiene il gruppo P~ ---~ [(~ D) --  Fj] una 
volta su C e una volta su D~ tanto s e i l  limite b staccato su E, da una 
eurva H .  (limite di una H c h e l a  E variabile si trascini dietro) non avente 

a lcuna parte  comune con E0~ quanto se He contiene C o D. 
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Nella prima al ternativa la deduzione ~ s ieura ed ovvia;  nella seconda 

delicata e ineffieiente. ]~ appunto ques t ' ineff ie ienza  c h e l a  mia critica ha 

accertato, come era  dirb. 

25. Passe  sopra alia necessit~t., gig segnalate in M, ehe le curve E, H,  

del eui gruppo comune (E, HJ si eerca il limite, ~ieno funzioni olomorfe di 

una medesima variabile t, senza d i c h e  non si pub parlare  del limite 

di (E, H}, the  potrebbe esser anehe indeterminate:  he gig mostrato come a 

questa  eautela  si possa in ogni ease ottemperare.  

Un ulteriore esame prova perb (e qui affermo, senza indugiarmi sulle 

precisazioni} ehe non tutti i gruppi  della, serie limite di g son conseguibili  

con tall passaggi al limite, ma che occorre tenet  conto al~resi dei gruppi 

definibili  come elementi di aecumulazione e non come limiti;  i quali  gruppi  

non pub affatto affermarsi  che sieno anehe elementi di accumulazione di 

gruppi limiti. 
]~ istruttivo che nel campo algebrico, il quale  sembra il dominic della 

piena validitY, del l 'operazione di limite, si affaceino difficoltg di questo genere! 

26. Constatato cib, io cereai, in una trattazione inedita, che non ha 

sboccato nella c o n c h s i o n e  desiderata, di pervenire a l l ' assurdo dell ' i r r iduei-  

bilit'g delle E, at tuando in altro mode il tentative di B. SInCeRE. Ed ecco come. 

La dimensione d i g  ~ espressa da 

u - -  hr - -  p + p g  - -  ~ ,  ~ ( n  - -  p + ~ - -  ~) -+- (v - -  T: + p g }  + 1 

ossia, tenuto conic che ~ -  ~ .= i, indice di specialith di (C, C) su C~ da 

u ~ r '  + ~ '  + l, 

eve r', ~' son le dimensioni delle serie earat ter is t iche complete su C, D. 

Se la E generica con 8~ nodi si suppone irriducibile,  poieh~ esiste in 

essa un gruppo earatterist ioo passante per  r' + ~' -k- 1 punt i  generioi~ qualora 

si assuma E funzione olomorfa di t e si riesea a fissare in E (cosa agevol- 

meute attua~)ile} un gruppo eli r ' -+  ~ ' +  1 punti  generiei, pur  esso funzione 

olomorfa di t, e ehe abbia come limite, per  E ~ E o ,  un gruppo X di r'-+- 1 

punti  generiei  di C ed un gruppo Y di ~' punti  generiei di D, oi si dovr~t 
imbat ter  nell 'assurflo cereato, determinando il limite del gruppo di 9, ehe 

passa per  quegli  r ' +  ~ ' +  1 punti  di E. 
Anohe cosi non si evita di oercar il limite del gruppo (E, tt), comune 

ad E e a d  un ' a l t r a  eurva H, funzione olomorfa di t, ehe serva a staooarlo; 
ma l ' impostazione non oontraddiee a priori a l l 'essenza della ricerca. Tutto 
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riducesi  insomma, in pieua legittimith,, alia, r icerea del limitc di (E, H) 
quando le curve limiti Eo , / t 0  hanno una parte  eomune. In  questo senso 

eercai di spinger 1' indagine. 

Una  pr ima fallace eireostanza infinitesimale indicai in una breve Nota (~); 

ma essa non era la sola apparenza ingannevole. Trat tandosi  d ' u n a  questione 

infinitesimale relat iva a curve analit iehe (algebriehe), ehe dunque  faceva 

intervenire i termini soltanto fino ad un eerto ordine, pareva  lecito di sosti- 

tuire alle E, H, nel l ' in torno di un punto eomune nile curve limiti, due co- 

niche nel l ' in torne d ' u n  punto del Ioro piano, comune nile coniehe limiti. 

L ' e lementa re  calcolo fu svolto nel easo in cui i coefficienti delle equazioni 

delle due eoniehe soddisfanno solamente a condizioni compatibili  eolla 

genericit~ delle E, H ed il r isultato ~, da questo punto di vista, inec- 
eepibile. 

Ma, cosi limitato, non basta, pcrch~ non si riesce a vedere se la gene- 

rieith delle E, It, intesa in qnesto senso, sin compatibile cogli altri dati della 

quest ione;  e d 'a l t ronde  non ~ possibile limitarsi al <~ caso generale >> per 

appliearne poi le conclusioni ad ogni <~ easo partieolare >>, pereh~ nell' infi- 

nitesimo si presenta  il fatto paradossale ehe non spettano ad ogni easo 

part icotare tutte le propriet~ valevoli in generale. E la ragione intima 
questa. 

Della genericit~ delle E, H o per meglio dire dei sistemi c~ l in eui esse 

variano, non si pub parlare finch6 questi  sistemi non dipen~tono alla lor 

volta da un parametro (almeno); sicehb in fondo (E, H) non 6 pifi funzione 

di una, ma di due variabil i  (almeno) e il passaggio al limite pub pertanto 

dar  luogo ad indeterminazioni,  in ordine alle singolarit~ inessenziali di 

2 a specie delle funzioni anali t iche di pit't variabili.  

0ccor reva  dunque r iprender  la que~tione de1 limite del gruppo (E, H)  

n o n  trascurando a priori nessun termine delle equazioni delle E, H, che 

frattanto avevo ricondotto, in modo pienamente rigoroso (indicato nei nn. 15, 19), 

a due curve piane;  e eib senza al terare i termini sostanziali del problema. 
Non occorre insistere, dopo le precisazioni della prima parte di questa 

Memoria, sulla necessit~ the  Ia carva E varii  in un ralno l ineare s, avente 
per  origine E0 e per fascio tangente ivi un faseio irriducibile del sistema IEI. 

Senza di questo non si potrebbe asserire, come oceorre, ehe la E infinita- 

mente vicina ad Eo in s non contiene nb C n b  D. Comunque a queste con- 
dizione si pub nel fatto soddisfare, senza indebite limitazioni. 

(i} ¢ ~ e n d i e o n t i  de l l a  R. A c c a d e m i ~  d ' I t a l i a  ~>, 16 g e n n a i o  1942, p. 1, 
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27. Vediamo dunqne che 

quando non si trascuri alcun 

(25) gx,  y; 
(26) ~(x, y;  

delle E~ H~ funzioni olomorfe 

cosa pub dirsi di preeiso del limite di tE, H), 

termine delia equazioni 

t} ~_ , ~ s ÷  t~(x, y; t) = o 
t) ~ ~,), +- t+(x, y ;  t) = O, 

del parametro t. L ' ipotes i  6 che la curva infi- 

ni tamente vicina all' origine E0 :-= C +  D nel ramo ~ (y :=  0, ~ := 0 son le 

equazioni di C, D e t = 0 d~ l ' o r ig ine .de l  ramo) non contenga n6 C 116 D, 

sideh6 ~(a3, y ;  0) non s ' annu l l a  identieamente n6 su C n6 su D e i l  ramo e 6 

l ineare;  e inoltre si suppone the  la curva H per t ==0 riducasi alia curv~ 

tIo - -  C + L (). = 0 equazione di L). 

I1 gruppo (E, H) sta nella curva 

t 

onde al limite esso giace sulla curva N: 

(27) ),+(x, y ; 0 )  --  ~+(x, y;  0 ) =  0; 

e si pu6 dunque facilmente determinate  la parte del limite the  sta su C se 

.L¥ non contiene alla sua volta C. Qualora potessimo escluder questa parti- 

eolarit~, tenuto conto che su C non 6 ident icamente ~(x, y; 0 ) =  0, si sboc- 

cherebbe senz'altro nel l 'assurdo cui si a l h s e  al principio del n. 26 e la 

ricerca sarebbe compiuta. Ma 6 proprio la difficolt~ di escluder questa 

particolarit~ -- perfino quando C appartiene ad un sistema regolare - -  che 

non rende ]ecita ]a deduzione circa la s t ru t tura  del gruppo limite, fat ta (< in 

generale >> quando N non contiene C. B. SE~RE nei f0gli manoscritt i  (ricordati 

in M} a complemento della sua Memoria, si l imitava in proposito ad un'af-  

fermazione equivalente al l 'esclusione del l ' indica ta  part icoiari th;  e cib sulla 

base della < generica >> scelta di carte curve da lui considerate. Ma in realt/~ 

non era dimostrato che da quella certa genericit~ di scelta conseguisse la 

desiderata, esclusione. 

Si pub aggiungere qai cite, se non accade c h e l a  curva 

) , ~ ,  y ;  t) - -  ~+(a~, y ;  t) = 0 

contenga C per ogni valore di t Ill che, nel nostro caso, potri~ forse esclu- 

dersi senza grande difficotth) esiste, in forza dello sviluppo di Mac LAumN, 

un pr imo  valore di ! tale che 

),~)(~, y;  O ) -  5++tx, y;  0) 

AJ~al~ di Maremat~ca, ~ e m e  I V .  '[IOlIIO X X I I I ,  28 
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non si annulla ident ieamente su C, onde il gruppo limite sta sulla curva:  

~'~'lx,  y; O) - -  ~++(x, y;  O) = o, 

ore ~(~), ~(t~ denotan simboti di derivazione rispetto a t. Perb la determina- 

zione della parte del gruppo limite situata su C~ cessa di egser significativa 

ai fini della nostra ricerca, non appena si debban far intervenire derivate 

d 'ord iue  l ~__. 1; sicch~ neppur  questa  considerazione pcrmette di conseguire 

lo scopo. 

28. Pr ima d ' indicare  qualche ulteriore aspetto della questione, ci ferme- 

remo sopra talune circostanze paradossal i  a cui d~nno luogo i rapporti  infi- 

n[tesimali che entrano in giuoco. 

Supposto che i rami (25), (26) sieno ambedue tineari, posson lc due 

curve E~, H~ infinitamente vicine aIle origini E0, H0, incontrarsi  in un 
punto della, curva C, senza ehe questo punto appar tenga al limite di (E, H ) ?  

A priori parrebbe di poter r isponder negat ivamente ;  ma questa  r isposta 

illusoria. E valga il veto. Dire che E~, H~ s ' incontrano in un punto 0 

eli C, equivale a dire che in quel punto si tagtian le curve 

~(0c, y;  0) ---~ 0, +(x, y; 0) = 0, 

be quail  non svaniscono per la linearitR dei due rami. Ebbene,  s e i l  poli- 

nomio (27) non svanisee su C, si conclude giustamente che O fa par te  del 
limite di (E, H);  ma se (27) si annulla  su C la conclusione non ~ gene- 
ralmente vera. 

Consideriamo invero le (25), (26) come equazioni di due superficie anali- 
tiche nello spazio S~(x, y, t); e sieno x - - y  ~---t =: 0 le coordinate di 0. In un 

punto P(x, y) di C, che ~ sezione parziale delle due superficie col piano t = 0, 

~-~-- 7~'(x, y)8(oc, Yb ~--y-~ 7u'(w, y)~(x, y), ~.~- ~ix, y; 0), 

~x y / ( x ,  y)X(x, y), ~ -  ' 

0nde, se 0 ~ semplice per C, come supporremo, e non sta su D t L, le 
due superficie passan semplicemente per 0. I loro piani tangenti in P sono: 

( X  - -  x)~:~'~ - ( Y - - y ~ y y ' ~  + T~tx~, y;  O) -=0  
( X  - -  ~)-;~'), - -  ( Y ~ y)~,v')~ + T p ( x ,  y ;  0~ = O, 

e siccome, a eausa deWannul la rs i  di i27} su C, ta prima di queste equazioni 
molt ipl icata pel fat tore k, non nullo in 0, si r iduce alla seconda moltiplicata 
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pel fattore non nullo ~, le due supefficie si toecano in O, come in ogui 

altro generico punto di C. Non s4 pub pertanto concludere che le (25), (26) 

s ' incontr ino in 0 lungo una curva diversa da C, perch~ C ~ gi~t lore inter- 

sezione doppia. Anzi in generale esse non s ' incontreranno fuori di C, nell ' in- 

torno di 0, come aecadrebbe se O stesse sul limite di (E, H). 

29. Eceo ora un ' a l t r a  circostanza paradossale:  un sistema di curve sopra 

una superficie o sopra uu piano, pub goder della proprietor che sono spezzate 

tutte le sue curve inf ini tamente vicine ad una curva spezzata del sistema, 

senza che Ia generica curva del sistema sin spezzata. 

Un esempio del genere si ottiene subito r iprendendo la falda l ineare (P 

del u. 22, costituit.a dalle coppie di curve delle falde lineari d)t, g92, riempite 

dalle curve prossime a C, D, che hanno nodi vicini a quelli di C, D e toccan h 

in gruppi rispetti~camente vicini a" Q~, Q~. La (I) ha la dimensione s, uguale 

a quella del proprio sistema l ineare tangente E, che ~ irriducibile, contenendo 

esso le proiezioni delle curve i r r iducibi l i -E di F, passanti  pel gruppo F~. 

D'al t ronde,  poiehb (I) ~ lineare, tutte le curve in essa inf ini tamente  vicine 

ad E o ~ C-4-D, stanno in E ed esse abbraccian la totalith delle curve di E 

inf ini tamente vicine ad Eo, le quali dunque ri%ultano eiascuna spezzata in 

una curva inf ini tamente vicina a C ed in una curva inf ini tamente vicina a D. 

La  circostanza apparisee paradossale, perch, ,  essendo v irriducibile, le 

sue curve spezzate formano una yariet~t subordinata, che ha dunque meno 

che ~ s - ~  curve inf ini tamente vicine a d E 0 ;  onde presa in E una curva infi- 

ni tamente vicina ad Eo, fuori di quella varieth subordinata,  essa deve risul- 

tare irriducibile.  E cosi ~ nel fatto. 

La  spiegazione del paradosso ~ questa:  La condizione di spezzamento non 

t~ esprimibile in termini infinitesimati .  Si pub c io~ dire che una curva infi- 

ni tamente vicina ad Eo, come curva di un dato sistema continuo, ~ spezzata 

soltanto Me ci si pub avvicinare ad E 0 entro un sistema di curve spezzate, 

subordinate al dato. 0nde una c~rva inf ini tamente vieina ad E 0 pub essere 

spezzata come curva di un dato sistema continuo e irriducibile come curva 

di un altro. 

Cosi accade di una curva generica di E, inf ini tamente  vicina ad Eo, che 

irriducibile come curva di E (in quanto ad essa non ci si pub approssimare 

in Y~ entro un sistema subordinato di curve spezzate) e spezzala come curva 

di ¢P. 

g0. Per  la r icerca del limite della aerie g !n. 241 si pub tentare quest ~ al tra 

via. Essendosi ridotta la questione a sistemi continui di curve plan% si pub 
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osservare e h e l a  serie g ~ contenata  parzialmente nella serie caratterist ica g, 

segata dalle curve di ordine m +-~  sulla eurva E vir tualmente priva di nodi 

e precisamente g ~ il resto, rispetto a g, del gruppo dei q~ -+-q~ contatti  di E 

con h e detle coppie di punti  assorbite dagli m ~ - - ~  ÷ d ~  q - d ~ ÷ ~ ,  nodi di E. 

I1 passaggio al limite sembra in tal modo debba riescir pifl agevole, es- 

sendo ben determinato il gruppo Q + Q~ -+ ~ ÷ P~ ÷ Q~ ÷ Q-2 limite del gruppo 

dei nodi di E e del gruppo dei eontatti  di E con A. 

)[a appena si comineia a muoversi su questa via ci si accorge di un ~altra 

anomalia:  ed ~ ehe per trovare il l imite della serie g le quindi di g) non si 

pub far nessuna utile leva sul l imite (facilraente determinabile) del sistema 

lineare segante la serie variabilel  E vediamo perch, .  

della serie l ineare (neutra, vir tualmente comple t a )g  La  dimensione 

espressa da 

o r e  

e== (m-~-~) ~" - - ( p - t - ~ +  m~ - 1), 

- ( m - - 1 ) ( . , - -  2) - ( ~ - - 1 ) ( ~ - - 2 )  
P -~ 2 , 7:---- 2 

La  dimensione eo della serie di equivalenza segata su E o ~ C + D dal 

sistema limite di quetlo ehe sega g, e che ~ il sistema lineare fisso S di tutte 

le curve d 'ordine  m q-~t. si valuta smlz'altro osservando che queste curve 

segano su C una serie vir tualmente completa di dimensione m(mq-~ t t - - l o  e 

che quelle fra esse ehe contengono un gruppo (C~ E) dipendono da ~(~t-~-3) ~ 2 - - - + 1  

parametri .  Si rieonosce cosi che e o --~ e. 

Naturalmente  nella serie di equivalenza limite go si contano auche i 

gruppi di accumulazione di quelli staccati su E o da S. Essi, come risulta 

dalla teoria delle serie d'equivalen~a~ son tutt i  e soli i gruppi eccezionali 

di go. La serie go non ~ per6 completa (tranne il caso m ~ t~ ~ 1), come serie 

d 'equivalenza sulla E o (ore C, D si considerino vir tualmente privi di nodi), 

in quanto la serie completa c h e l a  contiene ha la dimensione 

m ( m  + ~) - - ~ o  + ~ ( m  + ~) - -  ~: - -  e + m ~  - -  1. 

Quel che rende impraticabile la via ehe si vorrebbe seguire non ~ perb l ' in- 

completezza di go, m a i l  fatto e h e l a  serie go determinata  dat sistema S, non 

costituisce da sola per E - +  E o i l  limite delia serie g determinata su E dallo 

stesso sistema. 
Basra per convincersene ricorrere ad un esempio banale. Suppongasi_ 

invero che E sia una conica irriducibile e C, D sieno due rette. Su E l a g  
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segate~ dalle eoniche eomprende tutte le ~ quaderne di punti  di E. Su Cd-D 

la g~, segata dalle coniche eomprende s oltanto le quaderne di punti  di E0 otte- 
nute assoeiando le eoppie di punti  di C alle eoppie di punti  di D (ivi com- 
prese le quaderne di aeeumulazione) e costituisee pereib soltanto una par~e 

del limite, che si spezza in einque serie ~ .  In questo easo il limite d i g  
priori visibile, perehb la serie b definibile intrinsecamente su E, indipen. 

den~eme~te dal sistema segante. 
Quest 'esempio mostra come la questione del limite d i g  sia notevolmente 

pii~ eomplessa di quel ehe non apparisce neI programma originario di rieerea, 
fissato da B. SEGRE. I0 resto persino dubbioso e h e l a  conoseenza eompleta 
di questo limite possa eondurre ~ll 'assurdo eercato, seeondo il concerto di 
questo autore; e credo ehe valga meglio concentrare gli sforzi sopra una 
dimostrazione algebrica o topologiea del prineipio generule di spezzumento 
dovuto appunto a, B. SEC-gE. 


