
Limess~tze bei geometrischen Ordnungeu. 
Herrn CONST~NTIN 0AR&THEODORY Ztlm siebenzigsten C~eburtstag gewidmet. 

Y o n  OTTO HAUPT in  (Erlangen). 

E I N L E I T U N G  

In  e iner  f r t lheren  Note (~t wu r d e n  gewisse Vollst i~ndigkeitsprobleme bei 

geomet r i schen  0 r d n u n g e n  besprochen  und  Satze tiber den  0 r d n u n g s w e r t  des 

L i m e s  e iner  Folge  yon  K o n t i n u e n  mit  gegebenen Ordnungswer t en  {ira 

euk l id i schen  R (~)) aufges te l l t .  Diese S'atze (vgl. nachs t ehend  Nr. 4.5. und  

Nr. 5.1.) sol len zusammen  mi t  e inem S t ruk tu r sa t z  (vgl. Nr. 3.1.) in  Fo lgenden  

bewiesen werden  (~). I n d e m  wi t  im t ibr igen auf  die Ause inande r se t zungen  

a l lgemeine re r  Na tu r  in der  oben g e n a n n t e n  Note sowie auf  wei tere  dort  

angeschn i t t ene  F r a g e n  (*) verweisen,  bemerken  w i t  h ier  n u r  Fo lgendes :  

Die nacbs t ehend  behande l t en  S~itze beziehen sich n u r  auf  K o n t i n u a  (7); 

sie l iessen sich indes  auch  uuf  gewisse (unbeschrl inkte)  ubgeschlossene 
P u n k t m e n g e n  a u s d e h u e n  ~4}. 

Bei den in Rede s t ehenden  Si~tzen h a n d e l t  es sich um sogenannte  

(~ schwache  >> Ordnungen ,  d. h.. die Or d n u n g s we r t e  der  be t r aeh te t en  Gebilde 

{Kontinuen) werden  n ich t  fiir al le  0 r d n u n g s c h a r a k t e r i s t i k e n  des zu Grunde  

ge legten  Sys tems  m yon O r d n u n g s c h a r a k t e r i s t i k e n "  vorgeschr ieben,  sondern  

jewei ls  n u r  bis auf  eine in m n i rgends  dichte  Au s n a h me me n g e .  Dass diese 

F a s s u n g  des 0 r d n u n g s b e g r i f f e s  die unse ren  Si~tzen nagemessene  ist, wurde  
seinerzei t  (~) an  Beisp ie len  dargetan .  

0 r d n u n g s c h a r a k t e r i s t i k e n  s ind bier  stets die H y p e r e b e n e n  des R (n~. 

V e r a l l g e m e i n e r u n g e n  der  Siitze h ins i ch t l i ch  der  0 r d n u n g s c h a r a k t e r i s t i k e n  

(t) I-~A.UPT, Vollst(~ndigke#sprobleme bei geometrischen Ordnungen~ ~ Sitz.-Ber. d. bayer. 
Akad. d. ~Viss. math.-naturw. Abt. ~, Jahrg. t941; 57 ff ,  insbes. ~r. 3.1.1. und 3.~. bzw. 3.1..2. 

(2~ Der Satz in ~Tr. 4.5 des Textes stellt eine Verallgemeinerun~ der a. a. 0. 0), :5Tr. 3.1,1. 
und 3.4. angegebenen S~tze dar. 

(a) Vgl. a. a. 0. (l~ z. B. ~r.  3.3.2. und 4.2. Es kommen ferner Anwendungen auf reelte 
Funktionen in Betracht. Eine Untersuchung zu ~rr. 3.3.2. wird demnliehst verSffentlieht werden. 

(4) VgL etwa ~[AUP% Ueber die S truktur  gewisser abgeschlossener Punktmengen~ (, Sitz.- 
Ber. d. bayer. Akad. d. Wiss, math.-naturw. Abt. ~), Iahrg. 1932~ 71 ff.. 
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(hier der Hyperebenen)  sowie hinsieht l ich des Grundraumes  (bier der R (~)) 
l iegen nahe, sollen aber in vorl iegender Arbeit noeh unerSrter t  bleiben. 

Dagegen sei auf einen Zusammenhang hingewiesen, welcher zwischen 
Spezialfi~llen des einen unserer  Satze (l'qr. 5.1.) und dem bekannten  Konver- 

genzsatz yon Her rn  B_~ASc~Kn ftir konvexe K6rper besteht. 

Der Einfaehhei t  wegen beschrltnken wit  uns dabei auf den R (~). 
Die Begrenzung eines konvexes K6rpers ]asst sich, wenn man die ebenen 

Flitchensttieke einbezieht, kennzeiehnen als (( Flache ~>, deren schwaeher  
(Punkt)-Ordnungswert  (~) bezttglich des Systems tier Geraden als Ordungs- 

charakter is t iken nicht  gr(isser ist als Zwei. Dabei ist der Ordnungswert  Zwei 
der absolut kle[nste ftir n ieht -ebene Fl~chen. Der Blasehke ' sehe  Satz besagt 
also: Der Limes einer konvergenten Folge yon Fli~chen mit sehwachen 
(Punkt) -Ordnungswer ten  ~ 2 (beztiglieh der Geraden) besitzt selbst einen 
sehwachen Ordnungswert  ~__ 2. Fragt  man nach einem Gegenstiick zu diesem 
Satze etwa fa r  Kurven,  so hat  man die Geraden (als Ordnungscharakters i t iken)  

zu ersetzen dureh die Ebenen;  der absolut kleinste, n ieht- t r ivia le  0 rdnungswer t  
fa r  Kurven ist dann Drei. Daher  wird ein Gegensttick der gewtinsehten Art 
geliefert  dureh den Satz der lgr. 5.1. ftir n ~ 3, weleher  speziell ftir Kurven  

besagt:  Der Limes einer konvergenten Folge yon Kurven mit schwaehen 
(Pankt ) -Ordnungswer ten  ~ 3 (bezttgl.ich der Ebenen) besitzt einen schwaehen 

Ordnungswert  ~ 3. 

§ 1. V o r b e r e i t e n d e  B e m e r k u n g e n .  

1.1. ~kllem Folgenden zu Grunde gelegt ist ein euklidiseher, n-dimensio-  
naler  Raum R (') mit n > 2. Als q-Ebenen im R (') bezeichnen wir die q-dimen.  
sionalen, l inearen Manni'gfaltigkeiten des R "~' mit 1 ~ q ~ n - - 1 ,  und speziell 

als Hyperebenen die ( n -  1)-Ebenen. 
Da uasere  Bet rachtungen sich s~mtlich innerhalb eiues festen, abgeschlos- 

senen, n-d imens ionalen  Wiirfels W ('" des 1~(') abspielen, brauchen nur  die 
Durchschni t te  der q-Ebenen mit W (') in Betracht  gezogen zu werden ;  diese 
Durchschni t te  ki3nnen als Punk te  eines Kompaktums (6) E(q) gedeutet  werden, 
indem man  die Abweiehung zweier Punk tmengen  aus W (') ats Ent fe rnung  
zu Grunde legt. Der Ktirze wegen sprechen wir start vom Durchschni t t  einer 
q-Ebene mit W (~) meist yon der q-Ebene sehlechthin. W e n n  ktinftig z. B. you 

(5) Beziigl. des Begriffes  ~ P u n k t - O r d n u n g s w e r t  ~ vgl. im Text  ~Nr. 1.~. 
(~) U n t e r  e inem K o m p a k t u m  wi rd  eine me~risch% i~ sich kompakte  Punktme~lge 

ve rs tanden ,  
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abgeschlossenen, offenen, nirgends dichten u. s. w. Mengen van q-Ebenen  
sowie van Ebenen-Umgebungen einer q -Ebene  die Rede ist. bezieht sieh dies 

stets auf E (~. Die q-Ebenen,  welche s~mtlieh ein festes Tei lkompaktum des 1¥ <"> 

treffen, bilden ihrerseits  ein Kompaktum im E (~. 

1.'L Unter  der Konvergenz einer ) iengenfolge {M~} ist die topologische 

zu verstehen,  welche gekennzeiehnet  wird durch die Uebere ins t immung de~je- 

nigen beiden ~Iengen aller Punkte,  gegen welehe Punk te  aus schliesslich 

alien bzw. aus unendl ieh vielen 1~I, sich h~ufen. ~I 0 ~ lira ]}I~ ist dann diese 

Hattfungsmenge.  Da w i r e s  stets mit Kompakten  zu tun haben, ist die Kon- 

vergenz zugleieh metrisch ; auch ist dann der Limes einer konvergenten Folge 

van Kontinuert  (7) se[bst ein Kontinuum, [alls dieser Limes mehrpunktig ist C2s). 

1.3. Es sei I eine (nicht Ieere) Punktmenge  (des R+'). Ferner  sei 

A ~ A~-t-... d-A,.,  wobei die Ae abgeschlossen in A und paarweise  fremd 

sind, ? ~ 1 , . . . ,  r ;  r > 2 .  Dann bezeichne man jedes  nicht leere unter  den A s 

als ein S t  t i c k  van A und die Darstel lung A ~ A, ~= ... q -A, .  als eine 

Z e r s t C t e k e l u n g  van A oder als eine S p a l t u n g  v o n A  in S tacke  As(:=~0). 

Es soll A selbst als triviales StOck van A gelten. Eine Teilmenge T van A 

ist also ein (nicht-triviales) StOck van A dann und nu t  dann, wenn T und 

( A - - T )  beide nicht leer, abgeschlossen in A sowie zueinander fremd sind. 

Ist  A = A ~  + . . .  ~-A~. eine Zers taeke lung  van A und sind mindestens 
zwei der  (s) A~B nicht leer, so ist AB ~ A,B-+-...  -+- A~.B eine nicht- t r iviale  

Zers tackelung van AB ; ist wei ter  A~ --  Ap1-4- ,.. + A~ts eine Zers tackelung yon 

A~, so ist auch A----- A~, + ... =~- t~t~ + A.~ +- ... + A~t~. eine Zerst t tckelung van A. 

Ist I ein Kompaktum,  so besitzen die S tacke  einer Spal tung yon A 
posit iven Abstand van einander. 

1.3.1. Es ist A zusammenhangend dann und nur dann, w.enn A nicht in 
zwei (oder mehr) Staeke spal tbar  ist. Jede  Komponente  (s) eines Sttiekes yon A 
ist Komponente  aueh yon A. 

Ist A in q St~cke spaltbar, so besit~t A mindestens q Komponenten ( q > 2 ) .  

{7) Als  K o n  t i n u u m w i r d  j e d e s  mehrpunktige Id. h. m e h r  als e inen  P u n k t  e n t h a l t e n d e )  
z u s a m m e n h ~ n g e n d e  K o m p a k t u m  bezeichnet .  

(s) tVfit AB ode r  a u c h  A-B w i r d  de r  D u r c h s c h n i t ~  de r  b e i d e n  19unk~mengen A, B 
beze ichne t ,  mi t  A b z w .  m i t  A die a b g e s c h l o s s e n e  ~ l l l e  bzw.  de r  o f f  e r i e  K e r n  v a n  A. 

(9) K o m p o n e n t e e ine r  P n n k t m e n g e  A is t  j ede  n i e h t  leere,  gr~sste,  zusammenh~ ingende  
Teilmeiqge v a n  A. J e d e  K o m p o n e n t e  v a n  A is t  a b g e s c h l o s s e n  in  A. Va t .  z. ]3. ]L HAUSDORFF, 
Mengenleh~'e, 3. A u f l ,  ]3er l in  1935, 152. 
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Umgekehr t  gilt : 

Besitzt A (mindestens) q versohiedene Komponenten K-~ )~ ~ 1,.., q, we 

q ~ 2 eine nati~rliche Zahl ist, so ist A in q Sti~cke spaltbar. 
In der Tat :  Jedenfal ls  ist A nicht zusammenh'~ngend (~0)~ also in zwei 

Stticke spal tbar :  A-----A, + A o. Die Beh. ist daher richtig ftir q =  2. 5~un 
lii sst sieh vollst~ndige Indukt ion anwenden. Es sei ni~mlich die Beh. sehon 

bewiesen ftlr q ~ 2,.., q' und es sei q = q' + 1 gesetzt. Wi r  betraehten die 

Zerst t ickelung A -~ A~ -~- A~. Da jede  der 1(~., ). = 1,..., q' + t, in genau einem 

der Aj, j ~ 1, 2, enthalten sein muss, so gilt : Entweder  sind alle K). in einem 

der A j enthalten, etwa in A~; dann sind die K~ Komponenten auch yon A,, 

sodass nach Indukt ionsannahme A, in q' Stticke spal tbar  ist, woraus (gem~iss 

Nr. t.3.) die Beh. folgt. Oder es sind in _A~ genau q~ der K~. enthalten, 

wobei q~ ~ 1, j ~ 1, 2, und qL -~- q~ ~ q; dann ist nach Indukt ionsannahme Aj 

in q~ Stticke spaltbar~ woraus  die Beh. folgt. 

Besitzt A endlich viele Komponenten,  so ist A in seine Komponenten 

zersttickelbar, also jede ein Sttick yon A (~). 

1.3.2. Ist  C eine Komponente yon A: u n d i s t  CB nicht leer, so ist in @B 

(mindestens) eine Komponente  yon AB enthal ten;  und jede Komponente  yon @B 

ist Komponente  yon l B .  

1.3.3. Es sei L eine (beschrankte) Punktmenge ,  deren oftener Kern ganz 

auf der einen Seite (1~) der  Hyperebene  E liegt (und deren abgeschlossene 

Htille nieht fremd ist zu E). l~erner besitze ( L -  E) mindestens r ~ 2 Kom- 

ponenten, welche in E mtlnden (':~). 
B e h .  Ftir jede,~zu E hinreichend benaehbar te  Hyperebene  E' besitzt LE' 

mindestens r Komponenten  sofern Erstens LE' nicht leer ist, Zweitens LE 
in E ganz auf der einen Seite yon EE' liegt;  dabei gilt (( Zweitens  ~ als 

erfttllt iusbesondere danh, wenn E und E' parallel  sind. 
B ew.  Die in E mtindenden Komponenten K~,..., K~. yon { L - - E ) s i n d  

paarweise  fremd und nicht leer. Fllr jede, zu E (ira E (n-~)) h inreiehend 

benaehbar te  Hyperebene  E' yon der in der Beh. geforderten Art enthi~lt 

(,o) ~Veil mindestens zwei Komponenten vorhanden sind. 
(") Vgl. I-IAUSDOaFF, a. a. 0. (9). 
(12) Lrnter einer Se i te  einer t-Iyperebene E ~¢erstehe man einen der beiden offenen 

(untereinander fremden zusammenhangenden Halbr}iume, in welche (R ('~) --E) zersttickelbar ist. 
(i3) Nine Punktmenge P intender in der Punktmenge Q, wenn Q P ~ 0 ,  d. h. wenn 

]=[i~ufungspunkte yon P zu Q gehSren. 
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jede Kp Punkte  auf versehiedenen Seiten yon E'. Daher (~)ist  K'p----I(eE'=4=0 ~ 

~ 1, .... r. Mit tYilfe yon Nr. 1.3.2. folgt jetzt die Beh. 

1.3.4. Ein Kompaktum ist diskontinuierl ieh 1 ~5) dann und nur  dann, wenn 

es punkthaf t  ~5) ist. Ein Kompaktum mit genau bzw. mit h(iehstens m 

Komponenten,  enth~lt daher, wenn es diskontinuierl ieh ist, genau bzw. 
hi~chstens m Punkte.  

1.4. E r k l t t r u n g e n .  Es sei M eine Punktmenge  !im W c')) und E eine 

~n- -1) -Ebene .  Unter  dem K o m p o n e n t e n - L , _ ~ - O r d n u n g s w e r t  y o n  M 

b e z tl g 1 i c h E, kurz. K-O r d n u n g s w e r t, verstehen wir die Anzahl (Kardi- 

nalzahl) der Komponenten yon liE. Ist ME punktha'ft, so wird der K-Ord. 
nuugswert  als P u n k t - L , _ ~ - O r d n u n g s w e r t .  kurz P - 0 r d n u n g s w e r t ,  
yon ]I beztiglieh E bezeichnet. 

1.4.1. Jetzt sei m eine (beliebige) Menge yon ( n -  1)-Ebenen. Exist iert  

dann das ) [ax imum der K-0 rdnungswer t e  yon M beztiglich aller ( n - - l t -  
Ebenen aus m, so wird dieses Maximum als s t a r k e r  K o m p o n e n t e n -  

O r d n u n g s w e r t  y o n  ~I b e z t i g l i c h  m bezeichnet, ktirzer s tarker t K l m  )- 

0 rdnungswer t  oder st. ( K ] m } - 0 r d .  Ist  ME p~nklhaft fi~r.Iede E e m, so 

wird das ) [ax imum der P-Ordnungswer te  yon M beztiglieh aller E s m 

(falls dieses Maximum existiert) als s t a r k e r  { P l m ) - O r d n u n g s w e r t  
yon M, kiirzer st. ( P t m ) - 0 r d . ,  bezeichnet. 

1.4.2. g ingegen  bezeichne man als s c h w a c h e n  { K l m ) - 0 r d n u u g s w e r t  

y o n  M, ktirzer s c h w .  (K ! m)-Ord . ,  die kleinste (Kardinal)-Zahl  z derart, dass 

die ~ e n g e  der t typerebenen  aus m, beztigiich deren ]tl einen K-Ordnungs .  

weft  gr(isser a]s z besitzt, nirgends dicht ist in m. Exist iert  eine in m nir- 

gends dichte Teilmenge n yon m derart,  dass ME punkthaf t  ist far  jede 

E s (m- -n ) ,  so werde als s c h w a c h e r  ( P i m ) - O r d n u n g s w e r t  y o n  M, 

kiirzer s e h w .  (P im) -Ord . ,  bezeichnet die kleinste Zahl z, ftir welehe die 

~ienge derjenigen Hyperebenen E e ( m - - n )  nirgends dieht ist in (m--n},  

beztlglich deren M eineu P-Ordnungswer t  gr(isser als z besitzt ;  im Falle M 

ein Kompaktum ist, kann ( diskontinuier l ieh ~ an Stelle yon <~ punkthaf t  )> 

treten. Ist em starker oder sehwaeher  Ordnungswert  eine natlirl iche Zahl~ 
so spreehen wir kurz yon b e s c h r ~ t n k t e m  Ordnungswert.  

tl~) Vgl. HAUSDO~Fr. a. 8. 0. (*), 153. 
(t~) Vgl. HAUSDORFF, 0~. a. 0 ~9), 152 und 160. Eine Punktmenge heisst d i s k o n t i .  

n u i e r l i c h  bzw. p u n k t h a f t ,  wenlt sie kein Kontinuum enth~lt bzw. wenn al]e ihre 
Komponentert einpunktig sind. 
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1.5. Die Definition des sehwachen (P[ m)-Ordmmgswer tes  ist (wegen des 

Auftretens der Menge n) nicht symmetr isch zu der des schwachen (K] m)- 

Ordnungswertes.  Daher ist folgende Bemerkung  nicht ganz selbstversti~ndlich: 

Besitzt M den s tarken bzw. schwachen (P[m)-Ordnungswer t  k, so aueh 

den starken bzw. schwachen (K[m)-Ordnungswer t  k. 
B e w .  Die Beh. braucht  nur beztiglich des schw. 0rd.  bewiesen zu werden. 

Dazu gentigt der Naehwei£, dass die Menge aller Hyperebenen  E e m mit (~) 

M ( M E ) ~ k +  1 nirgends dieht ist in ~. m, nicht aber die Menge q aller E e m 
mit M ( M E ) ~  k. Nun ist aber n nirgends dicht in m, ferner ist die Menge p 

aller Hyperebenen  E ~ (m-= n) mit M ( M E ) ~  k nirgends dicht in ( m - - n ) ;  

daher ist (n + p) nirgends dich in m. Ware  ferner  nirgends dicht in m, so 

ware ~ ( m - - n ) q  nirgends dicht in (m ~ n )  far  in m nirgends dichtes n. Dies 

ist nicht miiglich, wenn M den schw. (P/m)-Ord.  k besitzen soil. 
Da, w i e  eben gezeigt, q hirgends dicht ist in m, so folgt noch:  Besitzt M 

den schw. (P] m) -0 rdnungswer t  k, so gibt es eine in m offene Menge 0 derart, 
dass die Hyperebenen  E z m mit M ( ~ I E ) : k  dieht liegen in 0. Entspreehendes  

gilt f[lr den Fall  schw. (K 1 m)-Ord..  

§ 2. K o m p o n e n t e n o r d n u n g  e i n e s  K o n t i n u u m s .  

~.1. Die Punktmenge  M des W ~ ,  deren Ordnungswerte  beztiglich der 

Menge m yon Hyperebenen  betrachtet  wird, sei fortan stets ein K o n t i n u u m  K. 

Ist E eine Hyperebene,  so sind folglich die Komponenten  yon KE entweder  

einpunktig oder Kontinua,  faUs KE =~ 0, was wir stets annehmen, soweit nicht 

ausdri'~cklich anderes bemerkt wird. Ist  K in E enthalten, so ist der Kompo, 

nenten-bzw,  der Punk to rdnungswer t  yon K beztiglich E bekaant ,  n~mlich 
gleich Eins bzw. gleich Unendlich. Wir  brauchen  daher und werden im Fol- 

genden beg der Unlersuchung yon KE immer nut  den Fall ins Auge [assert, 

dass KE # K. 
Z u  jedem Sti~ck S yon KE gibt es (mindestens) eine Komponente yon (K - -  E), 

welche in S mi~ndet (~3). In der Tat :  Ist KE -- S ~ S':4: 0, so existiert  eine Kom. 
ponente yon K - -  E ~ K - -  S - -  S', welche in S (und zugleieh in S') mtindet (~). 

Fal ls  K E -  S-~-0 ist, folgt die Beh. aus einem entsprechenden Satz (~s). 

(~6) 3lit M(A) werde die M~chtigkeit yon A bezeichnet. 
(~) ~ufolge des sogen, spezie]len Brttckensatzes. Vgl. ~-[AUJPT-~N~OBELIlqG-PAUC~ Sekanten 

und P. aratingenten in topologischen Abhd~ngigkeitsri~umen, ,, Journ. f. d. r. n. angew. Math. ~. 
182 {1910), 118. 

(is) ~amlich aus dem sogen. Randsatz -~Ton 5ANISZEWSJ<I~ vgl. auch HAUSDORFF, a. a. 0. (9)~ 
161. Der Randsatz ist eine unmittelbare ~olgerung aus dem Brt~ckensatz. 
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2.1.1. E r k l ~ r t l n g .  Es sei S ein S tack  yon li:E. Da S einen positiven 
Abstand 4a > 0 yon S' ~ KE - -  S besitzt (der Fall  S' ~ 0 sei einbegriffen), 
so gibt es im R ~') Umgebungen U yon S, deren abgesehlossene Hiillen fremd 

sind zu S' und die yon S' positiven Abstand besi tzen;  wegen KE =~= K kann 

und soll U zagleich so gewahlt  werden, dass die Begrenzung Ug ~ 1 5 - - U  
yon U nicht  fremd ist zu K. Jede solche U werde als ei:ne ~ o r m a l u m -  
g e b u n g  p : p ( S }  y o n  S (beztlglich E) bezeiehnet. Als Mass fa r  die l ~ l a c h h e i t  

einer morm~tlumgebung diene der  gr~sste Abstand der Pank te  aus p yon E. 

Als n-dimensionale  (Parallel)-S c h i c h t i m  R ('~ werde eine zusammenhan- 
gende, offene oder abgesehlossene, Punkt lnenge bezeichnet, deren Begrenzung 
gebildet wird yon zwei paral lelen ( n - - 1 ) - E b e n e n  E', E". 

Ist, wie oben, p eine Normalumgebung ,con S c  KE, so gibt es wegen 

( I~E- -S)p  ~ 0  eine E enthaltende,  offene Sehicht s : s ( E }  yon folgender 

Beschaffenhei t :  Ist P a ~ P - - P  die Begrenzung yon p--p(S) ,  so ist p~s fremd 
zu K. Dann ist Kpq ganz in (pg - - s )  enthal ten und (p~--s )  ist spaltbar in 
zwei Stticke do', do" derart,  dass do' alle auf der einen und do" alle auf der 
anderen  Seite {~) yon E gelegenen Punk te  aus (pg- -s )  enth~lt. Wi t  bezeieh- 

hen dann irgend zwei abgeschlossene Teile d' bzw. d" yon d o ' bzw. do" , 
fa r  welehe {d'-t-d")K--~Kpg (=~=0) ist, als zwei D e e k e l  der mormalum- 
gebung p(S). Unter  den Normalumgebungen yon S gibt es immer  solehe mit 
zwei Deckeln d', d" derart ,  dass d' sowohl als d" je ganz in einer  Hyperebene  

l iegt ;  solche p(S) sollen als N o r m a l u m g e b u n g e n  (yon S) im  e n g e r e n  
S i n n e (i. e. s.) bezeichnet werden. 

2.1.~. Es sei S ein S tack  yon KR und p---~ p(S) eine Normalumgebung 
yon S (bezllglich E) mit Deekeln d', d". Dann milndet jede Komponente  yon Kp 
in ( d ' +  d") (gem~tss des Randsatzes {~s}}; insbesondere gilt dies also fa r  jede, 
einen Punier yon S enthat tende Komponente  yon Kp(S). 

2.1.2.1. Ist K yon st. oder sehw. besehranktem tKIf)-Ordnungswer~ , ist 
fe rner  1~ ~ f (mit KE =4= K) und ist p eine Hormalumgebnung eines Stt~ckes 

yon KE, so besitzt jede Komponente T yon Kp oder yon Kp beschr~nkten st. 
oder schw. (K[f~,)-Ordnungswert, wobei f,, eine Umgebung yon E in f be- 
zeiehnet. (Folgt aus mr. 1.3.2. und 1.3.1). 

2.1.3. E r k l a r u n g .  Naehdem (in mr. 2.1.} die bei der Definition der  
Ordnungswerte  bet raehte ten  Mengen M spezialisiert wurden  (n~mlich zu Kon- 
tinuen), solI jetzt eine Speziatisierung auch der Hyperebenenmengen  m vor- 
genommen werden. Als Hyperebenenmengen f ~ E  (~-~), aueh f--M:engen bezag. 
lich K, seien yon jetzt ab solehe bezeichnet, welehe folgende Eigensehaf ten 
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besi tzen:  1) Zu jeder  E ~ f m i t  KE ~ 0  gibt es beliebig benachbar te  E* ~ f, 
deren Durehsehni t t  mit E fremd ist zu einer festen, der ~Ienge f zugeordneten 
Umgebung ('~) yon K (im R('~)); 2} unter  diesen E* gibt es immer  zu E be- 
liebig benaehbar te  E', E" derar~, dass KE in der Summe der beiden, yon E' 
uud E" gebildeten W:inkelr~tume w(J '=  w<J~(E'~ E")~ j---~ 1, 2, beliebig kleiner  
0ef fnung  liegt (~0). 

B e i s p i e  1 e solcher gype rebenenmengen  f sind : a) Jede im E ~u-" diehte 
Hyperebenenmenge  ; b) Jecie in e inem Bilschel yon t typerebenen diehte Hyper- 

ebenenmenge,  falls die Btlsehelachse fremd ist, zu If. Dabei wird eine Menge b 
yon Hyperebenen  als Bl] s e h  e 1 bezeichnet, wenn b a u s  genau allen Hyper- 
ebenen besteht welehe entweder  eine feste (n - -2 ) -Ebene ,  die sogenannte 
A c h s e  des Btlsehels, als gemeinsamen Durchschni t t  enthal ten oder welehe 
zu einer t~yperebene parallel sind (wenn die Baschelaehse uneigent l ieh ist). 

Als Ilyperebertenmenge g werde jede Tei lmenge yon E ('~-~> bezeiehnet, 
welehe die beiclen folgenden (gegeniiber den a a  die Mengen f gestellten For- 
derungen etwas versohttrf~en) Eigenschaften besitzt" I} Zu jeder  E a g gibt es 
beliebig benaehbarte  E' z g derart ,  dass KE in der ( n - - l ) - E b e n e  E ganz ant  

einer Seite der (n - -2 j=Ebene  EE' liegt ; II) unter  diesen E' gibt es immer  m~ E 
beliebig benachbarte  E~' e g, E~' e g derart ,  dass KE ganz in einem der beiden, 
yon Et' uncl E~' gebildeten Winkelr t tume w~Y>(E~ ', E~') yon beliebig kleiner  

Oeffnung tiegt, j -  1, 2. 
Beispiele soloher t t ype rebenenmengen  g s ind:  a) jede  im E (n--t) dichte 

~Ienge yon Hyperebenen ;  b) jede in einem Btlschel yon Hyperbenen  diehte 
Hyperebenenmenge,  falls die Btlsehelaehse fremd ist zur abgeschlossenen 

konvexen Hfille yon K. 

2.1.4. Nunmehr  kann folgendes behauptet  werden:  

V or.  Es besitze I{ den sehwachen (Kf f ) -0 rdnungswer t  k. 
B eh.  In  ke iner  Hyperebene  E e f kSnnen mehr  als 2k Komponenten 

yon ( K - - E ) U  manden,  wobei unter  U eine beliebige Umgebung yon E 
im R C~) bzw. im W <'~) vers tanden wird. Daher  kann I{E far  keine Hyper- 
ebene E e f mehr  als 2k Komponenten besitzen. 

(t9) I s t  E eine t t y p e r e b e n e  aus e iner  f -SIenge,  so sind im F o l g e n d e n  ]etwa ben6t igte  
~ o r m a l u m g e b u n g e n  fiir  Sti ieke yon IfF~ i m m e r  so zu wtihten, dass sie ganz in de r j en igen  
U m g e b u n g  yon  If en tha l ten  sind, we lehe  f zugeordne t  ist. Dies  ist  mi t  de r  Def in i t ion  der  
N o r m a t u m g e b u n g e n  vere inbar .  

(~0) Aus  der  Def in i t ion  yon f (~r .  2.1.3.) folgt,  dass K nieht  in a l len  H y p e r e b e n e n  aus f 
en tha l ten  seih kanm ~Venn ftir jede H y p e r e b e n e  E e f en twede r  I f E ~ i f  oder  KE==0 gilt~ so 
ist  cler ( K  f ) - O r d n u n g s w e r t  yon If gleich E ins  oder  :Null; d ieser  Fa l l  kann daher  im ]~Tolgenden 
stets at tsgegesehlossen werden .  
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1. Z ~lsatz.  Ist A ei~le abgeschlossene 5Ienge, deren Rand A,) v01lig in t 
Hyperebenen  aus f liegt, dann besitzt KA nicht  mehr  als 2kt Komponenten  

(diese miinden sli.mtlieh in A,.), wean  der  Durehschni t t  je zweier tier t Hyper-  
ebenen fremd ist zu AK; diese E inschrankung  hinsichtl ich AK ist jedenfal ls  

daan iiberfli~ssig, wean  K sog~r den sehw. (Pi f ) -Ordnungswer t  k besitzt. 
Fe rne r  besitzt Kp ftir eine Normalumgebung i. e. S., deren Deckel auf Hyper-  
ebenen aus f liegen, nicht  mehr  als 4k Komponenten.  

2. Z u s a t  z. Besitzt K spezieller den sehwaehen (K] g)-Ordnungswert  k, 
so k~nnen nicht  mehr  als k Komponenten yon ( K - - E )  auf der gleichen 
Seite yon E mtlnden. 

B ew.  1. Es seien I t  +, ] t -  die beiden offenen, f remden Hatbri~ume, in 
welche (R <~) - -  E) zerstiickelbar ist. Angenommen, es mtlnden in E mehr  als 2k 

Komponenten yon ( K - - E ) U .  Es seien dana  C~,..., Ch derart ige Komponenten,  
wobei h - ~ - 2 k + l .  Je  nachdem C~It+=~=0 oder --~0 setzen wir  P~-~C× bzw. 
M~ ~ -  C~, ~ : 1,..., h. 

2. Wir  betrachte~ nun die Hyperebenenpaare  E', E" aus f, fiir welche 
KE ~ w<~(E ', E") +- wC~(E ', E") ~ w~ -+- w~ (gem~ss Eigenschaft  2) yon f in 
Nr. 2.1.3.}. Die Anzahl der P~ bzw. M× mit P~wyq=0 bzw. mit M~w~O::0 

sei p.j - ' = p ~ ( ~ , E " ) b z w . + 7  b = -  ' " - - r a g E ,  E ), j : 1, 2. Es ist dann p~ + m~ -I-/~ -4- 

-+- m~ ~ h > 2k. Aus der Gesamtheit  aller derar t igen Hyperebenenpaare  kann 
man (gem~ss Eigensehaft  2) yon f) eine unendl iche Folge (yon Paaren,  yon R 

verschiedener  Hyperebenen)  herausgreifen derart,  dass die E ,  E" dieser Folge 
gegen E konvergieren.  In  dieser Folge ist daher  eine (unendliche) Teilfolge 

{ E '  " ~, El } enthalten, fiir welehe - ' - ' +Jb, J 1, 2, p j ( E ,  , :E,") = p j  , +~s(E~, E : " )  = = 

unabhangig yon i i s t  and  ftir welehe P~wW(E/, E~ '~) =4= 0 bzw. M~w<J>IE~' , E(') :4= 0, 
j--= 1, +'~ fiir genau die gteichen P~ bzw. M~.. unabhi~ngig yon i. Wegen 

(p~ -~ m~) -t-- (p~ -e mr) :> 2k kann dabei o. B. d. A. p~ -t- m z ~ k angenommen 
werden. 

3. Ftir alIe h inre ichend grossen i, etwa f~tr i----q, hat Eq' oder Eq', 
etwa Eq', die folgende Eigenschaf~: Jede P~ mit P~w<i>(Eq ', Eq")==~0 und 

jede  M~ mit M~wfS~(Eq'~ Eq")=4=0 enthli.lt Punk te  auf  versehiedenen Seiten 
yon E~'. und gleiches gilt dann tiberhaupt fiir jede t typerebene  E*, welche 
einer passenden Umgebung u ' v o n  Eq' im ]P~-~) angehSrt. Daher  ist P ~ E * ~ 0  

und M~E*:4=0 ftir jede der in Rede s tehenden P~ und M~ sowie f[~r jede 
sol ,he E* s u. Gemass Nr. 1.3.2. besitzt daher  KE* mindestens ( k ÷  I) 
Komponenten.  Anderersei ts  kann uf  nur  eine in f, also auch in u f  und in u 
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nirgends dichte ~ e n g e  n yon g y p e r e b e n e n  E enthalten, ft~r welche KE mehr  
als k Komponenten besitzt; denn der sehwache (KI f ) -Ordnungswer t  yon K 

ist k le iner  als (k + 1). 

4. Es k(innen also in jeder  Hyperebene  E ~ f h~chstens 2k Komponenten 
yon ( K - - E ) U  m11nden. Wtlrde nnn KE ftir irgend eine E ~ f mehr  als 2k 

Komponente n besitzen, so zerspalte man KE in h - ~  2k-~-1 Stllcke Sl,..., Sh 
(gem•ss Nr. 1.3.1.) und konstruiere  zu jedem S~ eine Normalumgebung 

p~. := p(S~) mit p,p~ ~-- 0 f[ir x :~ ~ ; x, z -~ 1 , . ,  h. Dann gibt es eine Umgebung 

U yon E im R (') derart ,  dass KU-~Kp~ 4-. . .  + Kpa eine Zerstt lckelung 
yon KU ist. Gemass ~r .  2.1. besitzt jetzt ! K - - E ) U  mindestens h in E miIn- 
dende Komponenten im Widerspruch  zu dem vorhin Bewiesenen. 

5. Der 1. Zusatz braucht  nur  fiir den Fall  begrilndet zu werden, dass K 
den schw. (PI f)-Ord,  k besi~zt und bass die E inschrankung  hinsichtl ich AK 
nich gefordert  ist. Angenommen, es wtirden auf dem Durchschmt t  yon A,. mit 
einer der t Hyperebenen  mindestens (2k 4- 1) Komponenten Zi v°n AK miinden. 

Gemass Ziff. 3 des vorangehenden Beweises existiert  dann eine Hzperebene  E~', 
sodass ( k ÷  1) der Zi, etwa Z~ ,..., Zk+~ Punk te  auf verschiedenen Seiten yon Eq ~ 

besitzen. Gleiches gilt filr eine Umgebung u yon Eq ~ im E ('-~). Da aber die 
Z~,.., Z~+~ paarweise fremd sind~ enthi~lt jede E ~ u mindestens (k 4- 1) Punk te  
yon K. Widerspruch  damit, dass K den schw. (P! f)-Ord, k besitzen soll. 

Der Bew. des 2. Zusatzes ergibt sich mit t t i l fe  yon Nr. 1.3.3., wenn man 

die Eigenschaf ten yon g (iNr, 2.1.3.) berilcksichtigt.  

~.2. Aus Nr. 2.1.4. entnimmt man ohne weiteres folgende Beziehung 

zwischen s tarkem und schwachem (KI f l -Ordnungswert .  
S a t z. Besitzt das Kontinuu~n K de~ s c h w a c h e n (K ! f ) -Ordnungwer t  k, 

so besitzt K zugleich ei+~en s t a r k e n  (K t f ) -Ordnungswert ,  de+" nicht grSsser 

ist als 2k. 

2.2.1. Nit  Hilfe yon Nr. 2.2. folgt unter  anderem:  
Besilzt K de~ schwachen tK I f )-oder (P j f ) -Ordnungswer t  k, so enth(~lt KE 

fitr jede E ~ f m i t  dishontir~uierlichem. (nicht leerem) KE nicht m ehr als 2k 

Punkte;  enth(~lt KE mehr ais 2k Punkte, so enlhalt  KE sogar Kont inua.  

B e w. Gemass Nr. 1.5. besit~t K ill jedem Falle den schwachen (K I f)-Ord, k, 
also (gemif.ss ~r .  2.2.) einen starken (K t f)-Ord. ~ 2k. Flit diskontinuier l iche Kl~ 

folgt daher  die Beh. aus 5Tr. 1.3.4. 

2.3. In  dieser und den folgenden Nummern  des gegenwart igen Para- 
graphen stellen wit, in Weiterf t lhrung verschiedener,  bereits gemachter  Feat- 
stellungen, noch einige, ftir spi~ter erforderl iche Bemerkungen  zusammen. 
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Es besitze K einen besehrankten  sehwaehen (Ktf}-Ordnungswert .  Gemass 

Nr. 2.2. besitzt dann KE ftlr jede E e f nu t  beschr~tnkt viele Komponenten  S, 

deren jede also ein S tack  yon I(E ist (Nr. 1.3.1). ~ i n d e t  nun ftir mindestens 
eine Normalumgebung p yon S die Komponente  S* yon Kp mit S ~ S *  
gleichzeitig au[ beiden Deckeln yon p, so heisse S e i n e  S e h n i t tko+nponente 
yon K E ;  ~u jeder  in p enthal tenen (flacheren) Normalumgebung yon S exi- 
stiert dann ebenfa]ls eine derart ige S*. Ist  daher  S nicht Sehnit tkomponente,  

so miindet flir jede beliebig flache Normalumgebung p yon S die Kompo- 

nente S* yon Kp mit S ~ S *  je nu t  in einem der Deckel yon p. Somit ist 

dann far  alle (hinreiehend flachen} p der Durehsehni t t  yon Kp mit der  einen 
Seite yon E leer. Denn ~sonst gabe es jedenfal ls  eine konvergente  Folge yon 

Komponenten  yon Kp~ welche ganz auf dieser einen Seite yon E liegen und 

deren Abstande yon S sehliesslieh alle beliebig klein s ind;  der Limes dieser 
Komponentenfolge wtirde dann zu einer in S mllndenden KomI_~onente yon 

( K -  E)p ftlhren, welche gahz auf der  fragliehen Seite yon E liegt. In  dem 
soeben besprochenen Fal l  heisse S eine S t i i t z k o m p o n e n t e  yon KE. Bei 

besehranktem sehw. (K]f)-Ord.  ist also jede  Komponente  yon KE entweder  

Sehni t t -oder  Stfitzkomponente. Ist die betrachtete  Komponente S insbesondere 

einpunktig,  so sprieht man aueh yon einem Schnit t-bzw. S t i l t  z p u n  k t. 

2.4~. H i 1 f s b e m e r k u n g. V o r. Es sei K ein Kont inuum yon beschrank- 

tern schwachen (KIf) -Ordnungswer t .  Ferner  sei E eine Hyperebene  aus f 
derart, dass auf beiden Seiten yon E Punk te  aus K liegen. 

B eh.  Es enthalt  KE mindestens eine Schnittkomponente. 
B ew.  Zun~tehst jedenfal ls  ist KE nieht leer und enthalt  nur  beschrankt  

viele Komponenten  (Nr. 2.2.), welehe s~mtlich Stiicke yon KE sind. Es seien 

8e, ~ ~-i , . . . ,  r alle diese Komponenten.  Da fiir r = 1 nichts zu beweisen ist, 
sei r ~ 2. W~tren nun die Sr~ samtlieh Sttit~komponenten, ~ ~ 1,..., r, so g~be 

es zu jeder  S e eine Normalumgebung pp derart, dass K innerhalb p~ ganz auf 

einer Seite yon ]~ liegt. Da ( K -  p~ ... p~.) in zwei Sttieke S', S" spal tbar  

ist, die auf versehiedenen Sei ten yon E liegen, und da nun jedes  Kpp mit 

nu t  einem der S', S" Punk te  gemeinsam hatte, erg~tbe sieh eine (nicht triviale} 
Zerst t ickelung yon K, was unm~glieh ist. 

2.5.1. Es sei K ein Kont inuum yon besehranktem schwachem (K I f)-Ord- 
nungswer~. Fe rner  sei S eine Schnitlkomponente yon KE f[ir E z f und p' eine 
Normalumgebung yon S. Dann gibt es ei~e Hyperebenenumgebung  u yon E 

in f derar~, dass K]~' filr jede E' s u mindestens eine, in p' enthal tene 
Schnittkomponente besitzt. 
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B ew. Haeh Vor. gibt es eine, in p' enthaltene Normalumgebung p yon S 
derart,  dass diejenige Komponente S* yon Kp, in welcher  S enthalten ist, in 

beiden Deekeln el', d" yon p mtlndet. Da somit Punk te  yon S* auf beiden 
Seiten einer jeclen, zu E hinreichend benachbar ten  {und zu (d'-+-d") fremden) 

Hyperebene  E' liegen, da ferner das Kont inuum S* yon beschranktem K-0rd-  
nungswer t  beztiglich jeder  solehen E' ist, soweit s ie  zu f geh~rt (Nr. 2.L2.t.}, 
so folgt die Beh. aus Hr. 2.4. 

2.5.2. Es sei K Kont inuum yon beschranktem sehwachem (KIf)-Ord- 

nungswert .  Ferner  sei S eine (Schnit t-oder Stt i tz-)Komponente yon KE mit 

E s f und p eine Normalumgebung yon S. Dann gibt es (in E <n-~>) in belie- 
biger  Nahe yon E eine i n  f offene ~ienge u yon t type rebenen  ]~' s f derart, 

dass filr jede ]E' s u gi l t :  Es besitzt KE' (mindestens) eine, innerhalb p gele- 

gene Schnittkomponente. 
B ew.  C~em~ss der Definit ion yon f (Hr. 2.1.3.) gibt es zu E beliebig 

benaehbar te  Hyperebenen  l~0 s f derart, dass P unkte der  in S mtlndenden 

Komponente S* yon Kp gleichzeitig auf verschiedenen Seiten yon ]]o liegen, 

wahren(i S ganz auf der  ei:aen Seite yon Eo gelegen ist. Gemass Nr. 2.4. 

folgt die Beh. 

2.6. Als Abschluss des gegenw~rtigen § 2 br ingen wir  einige, spater 

gebrauchte  Bet rachtungen tiber gewisse ]~Iengen yon H3~perebenen E, fiir 

welche KE nicht-diskontinuierlich i s t ;  dabei ist K als yon beschr~nktem 
sch~vachem (K E('*-~))-Ordnungswert angenommen. 

2.6.1.. E r k l ~ t r u n g .  Unter  einer 1 - S c h a r  yon Hyperebenen  (im R <'~ far  

n > 2 )  mit der Z e n t r a l e  z verstehe man die 3ienge aller t typerebenen,  

deren Durchschni t t  die 1-Ebene {Gerade) z ist. Da far  n-----2, d. h. im R <~), 
die Geraden mit den t typerebenen  (1-Ebenen) zusammenfallen, so enthalt  far  

n== 2 eine 1-Schar  ausser  der Zentrale keine weitere Hyperebene ;  far  n - - 3  
sind die 1-Scharen  identisch mit den Hyperebenenbt lscheln  (vgl. ~¢r. 2.1.3.). 

Nun sei Q eine Punktmenge  im R ('~) mit n ~ 2. Man bezeichne dann als 
Q-M e n g e yon Hyperbenen  eine Menge yon i i b e r a b  z g h l b a r v i  el en, abgekt~rzt : 
<< ii. a. >>, Hyperebel len  yon folgender Beschaffenhei t :  Die (~-Menge besitzt keine 
Teilmenge yon ii. a. Hyperebenen  derart,  dass die Hyperebenen  der Teilmenge 

enthalten sind in einer Summe yon endlich vielen 1-Scha/ren mit ~u Q nicht 
fremden Zentralen. Die Eigenschaft ,  Q-Menge zu sein, ist erblich, d. h. iede 

tl. a. Tei lmenge yon Hyperebenen  aus einer Q-]~Ienge ist selbst (~-}~[enge. 
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2.6.2. B e i s p i e l e  yon Q - ~ e n g e n  werden, wenigstens ft~r den Fall  (z~) 

beschrdinkter Q, geliefert du tch  sogenannte Bi~schelmengen N(E0, n ) =  N(]]0, u, (~} 
bezttglieh Q welehe folgendermassen erkl~rt sind (n ~ 2): Es sei Eo eine beliebig 
vorgegebene t typerebene ,  ferner  sei n eine bel iebige Umgebung  yon Eo im 

E ~ - ' .  In  E,, seien i~. a., zu Q fremde in - -2 ) -Ebenen  A gewahlt,  yon denen 

je n l inear unabhangig (~) sind : solehe [i. a. A gibt es. Unter  einer N(Eo, u) 

soil nun verstanden werden die Gesamtheit  v a l l e r  zu u geh6rigen Hyper- 

ebenen, welche in den ii. a. Btlsehe]n m i~ den Aehsen I enthalten sind (oder 

gelegentl ieh auch eine Teilmenge v' von Hyperebenen  aus u derart, dass in 

jedem der tl. a. Btisehel t~. a. Hyperebenen  aus v' enthal ten sind und dass 
diese dicht liegen im Btisehel). 

Dass diese N = N(E0, n, Q) wirktieh Q-3Iengen sind, sieht man so: Fi~r 

n = 2 existiert  nach dem oben {Nr. 2.6.1.} Bemerk ten  keine i~. a. Teilmenge 
yon ~; die sieh auf endlich viele 1-Seharen verteilt. Ftir +~ ~ 3 kann man 

indirekt  sehliessen. Angenommen n~tmlich, es existiere in N eine t~. a. Teil- 

menge N' yon FIyperebenen, welche enthal ten ~ist in einer Summe endlieh 

vieler 1-Scharen Nj, j ~--1,..., L wobei die Zentrale  z~ yon Nj nicht fremd ist 

zu Q. Wi r  setzen ~:/~---N'~Ij.. Nindestens  eine der  N/, etwa N~', mttsste dann 

tl. a., untere inander  und yon Eo verschiedene Hyperebenen  E', E",... enthalten. 
Diese E', E",... mllssten ~tberdies je  zu verschiedenen Btlseheln bzw. Aehsen l 

geh~ren, etwa E' zu A', E" zu A", u. s. w. ; warden  n~mlieh z. B. E' und E", 

wobei E'=~=E", beide zu A' gehSren so ware  E'E . . . .  A' und deswegen sowie 
wegen qA' = 0  ware  j ede  in E'E" enthattene Gerade fremd zu Q, was der  

Existenz yon z~ ~ E'E" mit z~Q =4= 0 widersprechen wgrde.  Nun hat z~ entn~eder 
mit E o genau einen eigentl iehen oder uneigent l iehen Punkt  gemeinsam oder z, 
ist in Eo enthalten. Die erstere )ISglichkeit  seheidet aus, well unter  den, 

den E', E ,..  entspreehenden,  t~. a. A', A',... je  n l inear unabhangig, also 

h6chstens { n - - 1 ) n i c h t  fremd sind zu z~E~ und weil anderersei ts  z~E0 im 
Darehsehni t t  einer jeden der E ,  E",... mit Eo, also in einer j eden  der A', A",... 

l iegen mtlsste, da die E', ~E",... samtIich yon E o verschieden sein solltem 
Ebenso ist der Fall  z~ ~ E~ unmSglich;  denn z~ kann nur  "in endlich vielen 

der A', A",... enthal ten sein und ftlr die tibrigen ware jede, z~ und z. B. A" 
enthaltende Hyperebene  gleieh Eo. 

(2t) Da als ~fongen Q im Folgenden nur Kontinua auftreten, gonttgt die Betraehtung 
beschrankter q. 

(~e) Um dsn Fall dot Bfischet mit uneigentlicher Achse A {Btischet paralleler Hyloer. 
ebenen) mitzuerfassen, v?ird man den Begriff des linearen Unabh~ngigkeit entsprechend 
erweiterm 
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2.7. Nanmehr  beweisen wir  den folgenden:  
t t  i 1 f s s a t z. V o r. Es sei K eia Kont inuum yon beschr~nktem schwachem 

{KiE(~_~))_0rdnungswert ( ~ 3 ) ( n ~ 2 ) .  Fe rner  sei KE nieht-diskont inuier l ich  

ftlr jede t typerebene  E aus einer lest" vorgegebenen K-5'Ienge m. 

B e h. 1. Es gibt eine )/Ienge b' yon i~berabz(~hlbarvielen paral lelen t typer .  

ebenen B und eine offene Schicht  s, deren Begrenzungshyperebenen Pi ,  1): 
auf den B senkrecht  stehen derart ,  dass KB fttr jede B z b' ein Kont inuum 

T------T(B) enth~lt, dessen  Durchschni t t  mit jeder,  ganz iu s gelegenen (zu P~ 
parallelen) Hyperebene  P nicht  leer ist. Filr jede solche P enthi~lt also KP 

insbesondere ilberabzahlbarviele Punkte .  

2. Zu jeder  der in 1. genannten t typerebenen  P gibt es eine Umge- 
bung v im E? ~-" derart,  dass auch jede (nicht notwendig zu P parallele) 
]~][yperebene P' s v mit jede~ T(B) einen nicht  leeren Durchschni t t  hat. F a r  

jede solche P' enthalt  also aueh KP' inbesondere tlberabzahlbarviele Punkte.  

Der B e w eis  kann so geftlhrt werden. 

2.7.1. Aus der Vor. folgt die Existenz von tl. a. Hyperebenen E ~ m, 
ftlr welche KE ein Kont inuum C(E) enthiilt, dessen  Durchmesser  grSsser ist 
als eine, ft~r alle diese E gleicho Zahl a ~ 0. Entsprechend folgt, d a s s e s  
unter  diesen E il. a. solche t typerebenen  E,~ gibt, fiir welche die Endpunkte  
T,J, T,v" eines Durchmessers  yon C+~-~ C(E,~} je in einer, far  alle (:~ festen, 
offenen Kugel W' hzw. W" liegen, deren Radius kleiner  ist als 2-~a. Wir  
bezeichaen den Mittelpunkt yon W' bzw. W" mit M' bzw. M", ferner  ihre 

Verbindungsst recke mit M'M' .  

2.7.2. Es sei jetzt b die Menge aller I~[yperebenen B, welche senkrecht  

s tehen auf M'M" und welche yon M'M", abet  weder  yon ~V' noch yon W" 
getroffen werden. ]~ehauptet wird, dass KB fi~r atle B ~ b m i t  h6chstens 
einer Ausnahme ein Kontinuu+~ T-~T4B)  enthalt. In  der Tat :  Ist KB dis. 
kontinuierl ich,  so enthlilt KB h~chstens 2k Punkte,  wenn k der schw. 
{K I E(--~)-Ord.  yon K (Nr. 2.2.1.). Fe rner  ist C,~B :~= 0 ftlr jedes C+o und f~r 
jede B, well C,~ Punk te  auf  verschiedenen Seiten einer  jeden B enthi~It. 
Wegen  C ~  E,v muss also, ftir den Fall  eines diskont inuier l ichen KB,-eine 

jede der E,v mindestens einen der (htichstens 2k) Punkte  yon KB enthalten. 
G~be es nun noch eine zweite unter  clen Hyperebenen  B, etwa B', mit 
diskont inuier l ichem KB', so masste ebenso jede E,~ du tch  einen tier (hSchstens 2k} 
Punk te  yon KB' gehen. Daher  g~be es hSchstens 4k 2 zu K nicht  fremde 

(~3) Bezilglioh der BQzeichnung E (n-~ vgl. ~r. 1.L 



OTTO HAUPT: L6nessiitze, bei ge, o metrische~, Ord~,u~gen 137 

Geraden derart,  dass in jeder  der E,o mindestens eine dieser Geraden enthal ten 
w~re. Die ti. a. I-Iyperebenen E,~ ~ m wtirden also keine K-5{enge bilden 
entgegen der  Vor. tiber m. 

2.7.3. Zufolge Nr. 2.7.2. gibt es jedenfalls  ~i. a. zu e inander  parallele 
Hyperebenen  B, n~imlich eine ganze Schicht yon solchen, ftir deren jede 

in KB ein Kont inuum T--~ T(B) enthal ten ist; diese T(BI sind insbesondere 
paarweise fremd. Unter  diesen B gibt es nun zu beliebig vorgegebenem 
mit 0 ~ ~ 2 -* ti. a. B,~ yon folgender Eigenschaft :  Es existiert  eine Zahl 
h ~ 0 derart,  dass die Durchmesserli~nge eines jeden T,~ =-: T(B,~t zwischen 

(1 + ~)h and  ( 1 -  8)h liegt, [erner dass die Endpunkte  eines Durchmessers  
vori T,~, je  in einer offenen, yon T~, nnabhangigen Kugel V' bzw. V" yore 
Radius 8h liegen. Es gibt dann eine zu den B,~, parallele Strecke s, deren 
Endpunkte  je in Y' bzw. ¥" liegen. Zwei geeignete I typerebenen  P , ,  P2, 
yon welchen ¥'  bzw. V' bertihrt werden und welche senkrecht  stehen auf s, 
bilden dann die Begrenztmg einer Schicht  s yon der in Beh. 1. und 2. 
genannten Art. Und die Menge der  B,~, ist die in der Beh. erwahnte  Menge b'. 

2.8. Aus Nr. 2.7. ergibt sich jetzt  folgende, spater ntttzliche B e m e r k u n g : 
Es sei K ein Kont inuum yon beschrlinktem schwachem (K t Ecs-~))-0rd - 

uungswert .  Fe rner  sollen die Hyperebenen E m i t  diskontinuierl ichem, also 
tNr. 2.2.1.) au r  beschri~nkt viele Punk te  enthal tendem, KE dicht liegen im 
Raum E c**-~) aller Hyperebenen.  Dann enth~i.lt jede K-Menge yon Hyperebenen,  
insbesondere also jede B~ischelmenge N beztiglieh K, h6chstens abzgghlbar viele 
Hyperebenen  E' mit n icht -d iskont inuier l ichem KE'. 

B ew.  Andernfalls  wttrde aus Beh. 2. in Nr. 2.7. folgen: Es gibt eine 
im E +-~) offene 3'[enge yon Hyperebenen  P', deren jede  mit K t t .  a. Punk te  
gemeinsam hat. Nach Vor. l iegen anderersei ts  die Hyperebenen  ]E mit 
beschr~,nktpunktigem KE dicht im E ("-l,. Widerspruch.  

2.8.1. Speziell far  Kontinua mit beschranktem schw. Punkt-Ordnungswert  
folgt aus Nr. 2.8. und Nr. 2.2.1.: 

Es sei K ein Kont inuum yon beschri~nktem schwachem (Pt E<~-~)} -Ord- 
nungswer t  k. Dann gibt es in jeder K-3'[enge yon Hyperebenen  h(ichstens 
abzi~hlbar viele Hyperebenen  E', far  welche KE' mehr  als 2k Punkte  enthltlt. 

§ 3. P u n k t o r d n u n g  e i n e s  K o n t i n u u m s .  

3.1. Mit t t i l fe  der in 5Tr. 2.8. gemachten Bemerkung ergibt sich hinsicht- 
lich der S t r u k t u r  d e r  K o n t i n u a  y o n  b e s c h r i ~ n k t e m  s c h w a c h e m  
( _ P l E ( ~ - t > ) - O r d n u n g s w e r t  Folgendes : 

Annal~ di Matemat~ea. S~rl~ I V ,  ~'omo X X I ! I .  1~ 
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Jedes K o r t t i n u u m  K yon beschrg~nktem schwachem ( P I E ( ' - ~ ) l - O r d n u n g s w e r t  

ist  eine regul~re K u r v e  (~) u n d  darstel lbar als erbliehe B o g e n s u m m e  t ~) (Die 

e inze lnen  (e infachen)  B o g e n  d i e se r  S u m m e  s ind r e k t i f i z i e r b a r ;  f e r n e r  k ( innen  

i r g e n d  zwei  P u n k t e  yon  K d u r c h  e inen ,  in K l i egenden ,  e in fachen ,  r ek t i f i z i e r -  

b a r e n  B o g e n  v e r b u n d e n  werden}.  

D e r  B e w e i s h ie r f t i r  k u n n  so gef i ih r t  werden .  

3.1.1. Es  gentigt ,  f o lgende  B e h .  zu b e w e i s e n  : Es  e x i s t i e r e n  m i n d e s t e n s  n 

H y p e r e b e n e n b t l s e h e l  mi t  l i n e a r u n a b h a n g i g e n  a n d  zu K f r e m d e n  Achsen  d e r a r t ,  

dass  K yon  b e s c h r ~ n k t e m  s t a r k e m  P u n l [ t - O r d n u n g s w e r t  ist  bez t ig l ich  e ines  

j e d e n  d iese r  B¢ischel. I n  de r  T a t :  Aus  de r  E x i s t e n z  m i n d e s t e n s  e ines  so l chen  

B~ischels folgt  ~6t, dass  K r e g u l ~ r e  K u r v e  a n d  e rb l i che  B o g e n s u m m e  ist, 

w~thrend die au f  die r e k t i f i z i e r b a r e n  T e i l b o g e n  yon K s ich b e z i e h e n d e  Be- 

h a u p t u n g  Fo lge  der  E x i s t e n z  yon  ~+ d e r a r t i g e n  B~ischeln ist  (~). 

3. t .2.  Z u m  B e w e i s e  de r  B e h .  in Nr .  3.1.1. w a h l e  m a n  e ine  H y p e r e b e n e  Eo 

f r e m d  z u m  (besehr~nkten)  K o n t i n u u m  K a n d  e ine  B~isehe lmenge  N :=- N(E0, u, K), 

wobei  u der  E (n-~) ist. D a  n a e h  Vor .  K yon b e s c h r ~ n k t e m  schw.  (P] E( '~-~)-Ord.  

ist, so enthi~lt N, a b g e s e h e n  yon h( ichs tens  a b z ~ h l b a r  v i e l en  A u s n a h m e h y p e r -  

ebenen ,  l a u t e r  H y p e r e b e n e n  E mi t  b e s c h r a n k t p u n k t i g e m  K E  (N. 2.8.1.). N a c h  

D e f i n i t i o n  is t  a n d e r e r s e i t s  ~ S u m m e  yon  ti. a. H y p e r e b e n e n b i i s c h e l n  b m i t  

A c h s e n  G in :E 0 {vgl. Nr.  2.6.2.). Es  se ien  n u n  b,, d i e j en igen  B~ischel, in w e l c h e n  

je  (mindes tens )  e ine  H y p e r e b e n e  E,~ mit '  n i c h t - b e s c h r a n k t p u n k t i g e m  K]~,  ent-  

h a l t e n  i s t ;  w e g e n  KE0 = 0 ist  dabe i  E, , :4:  E(, und  es s ind die in ve rsch ie -  

d e n e n  b,~ g e l e g e n e n  E,~ s i imt l ich  v e r s c h i e d e n  (weil die  G s amt l i ch  v e r s c h i e d e n  

(-2~) Im Sinne der topotogischen Kurventheol~ie. Vgl. K. M ~ E R ,  Kurventheorie, Leip- 
zig~ 1932. 

(es) Ein Kontinuum C wird als B o g e n s u m m e bezeichnet, wenn C darstellbar ist als 
Vereinigung yon abz~hlbar vielen einfachen Bogen. Alsdann ist C darstellbar sogar als 
Vereinigung abz~hlbar vieler einfacher Bogen, welche paarweise hSchstens Endpunkte 
gemeinsam haben. (Vgl. C~m PAU(~' (on collaboration aYec A. VAZSONY) ,, Sur los sommes 
d'arcs ~ Revue scientifique (Rose) ~)~ Paris 19~0, 101-103). Ein im Kleinen zusammenhan- 
gendes Kontinuum C heisst e r b l i e h e  ] 3 o g e n s u m m e ~  wenn jedes Teilkontinuum~ ein- 
schliesslich C selbst~ Bogensumme ist. 

(-28) I:IAUPT~ Ueber Kontinna yon endliche~' Relativordnung, ~ Journ. f. d. r. u. angew Math. ,>. 
167 (1931), S. 30 ff. (dort fttr jedes Kontinuum mit endlichem starkem Punkt-Ordnungs- 
wert beztiglich nur eines Bttschels mit zum Kontinuum fremder Achse bewiesen). - Da jede 
regulate XXurve zusammenh~ngend im Kleinen ist und da jedes Teilkontinuum Yon K 
zugleich mit K beschrankten starken Punkt-Ordnungswert besitzt beziiglich der namlichen 
Biischel wie K, so is~ K sogar erbliche Bogensumme. Vgl. PACC, a. a. 0. (25), 102. 

(eT) A. MAn CgAUD, Sur los contiuus d'ordre bornd, (~ Acta Math. ~, 55 (1930}7 67 ff. insbes. 76 
~Dort ist auch schon die Darstellbarkeit als ]3ogensumme bewiese%l, 
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sind). Daher gibt es hSohstens abz~hlbar viele b~ und folglich ti. a. viele 
n-tupel  yon Btischeln der in Hr. '3.1.1. geforderten Art. 

3., o. Fttr sp~tere Zweeke ntitzlich ist folgende (hinreichende)Bedingung 
daftir, dass bei besehranktem swchwachem (KIE<*~-'~)-Ordnungswel~t sogar auf 
beschrankten schwachen (PtE¢'-~>)-Ordnungswert geseh]ossen werden kann. 
Es gilt namlich def. 

S a t z. Ein Kontinuum K yore schwachen (K I E<~-~')-Ordnungswert k be- 
sitzt (soga.r) den schwachen (P !E~-~)-Ordnungswert k dann (nnd nut  dann), 
wenn die Hyperbenen E mit diskontinuierliche~u I{E dicht liegen i+n E ~-~'. 

B ew. Es gent~gt, Folgendes ~u beweisen. 

3.2.1. H i l f s s a t z  1. Vor .  Es sei K vom schw. (KiE<~-~>}-Ord. k. Ferner 
sollen die Hyperebenen E m i t  diskofltinuierliehem Kt~ dieht Iiegen im E <~-~'. 

Beh .  Die I{yperebenen E' mit nicht-diskontinuiertichem KE' liegen 
nirgends dicht im EC~-~k 

In der Tat folgt aus dem ttilfssatz A. und aus Hr. 2.2.l., dass KE 
hSchstens 2k Punkte enth~tlt ftir jede Hyperebene E, ausgenommen hSchstens 
eine im E <**-*~ nirgends dichte Hyperebenenmenge n. Und da K den schw. 
(KIEc'-~)-0rd.  k besitzt, liegen die E' mit mehr als k-punktigem KE' nir- 
gends dicht in (E (~*-~ - - n )  (vgl. die Ueberlegung in ~Nr. 1.5.). Gem~ss Nr. 1.4.2. 
besitzt daher K einen sohw. (PiE<'*-~)-Ord. ~ k ,  wetcher genau gleich k sein 

muss, da sich andernfalls ein: Widerspruch mit~ dem vorausgesetzten schw. 
iKIE'+~-~))-0rd, k ergeben warde. 

3.°~.2. Zum Beweise von Hilfssatz A. (Hr. 3.2ol.) bedienen wir uns des 
folgenden, hinterher (Nr. 3.3.) zu begrtlndenden 

H i l f s s a t z e s  B. Vor .  Es sei K yon beschr~nktem schw. (K[E+-~)-0rd  - 
uungswert. Ferner mSgen die H~'perebenen E mit diskontinuierlichem KE 
dicht ]iegen im E ~-'>. 

Be h. Ist S e i n e  mehrpunktige Komponente (Kontinuum) yon KE (wobei K 
nicht in der I{yperebene E enthalten sein soll') und ist p eine Hormalum- 

gebung (bezttgtich E) dieses Sttickes S yon KE, so gibt es im E ~-'~ in belie- 
biger N~the yon E solche t typerebenen E', f(ir welehe p mindestens zwei 
Schnittkomponenten yon KE' enth~lt. 

Aus dem Hilfssatz B. ergibt sich namlich Itilfssatz A. folgendermassen: 
Angenommen, der Hilfssatz A. sei nieht richtig, wohl aber Hilfssatz B. Dann 
existiert (mindestens) eine Hyperebene Eo, in deren Umgebung im E ~*~-'~ die 
Hyperebenen E m i t  nicht-diskontinuierIichem K]~ dieht liegen; dabei ist also 
insbesondere KE ==~ 0. Wir k~nnen o. B. d. A. K]~ =4= K annehmen far diese E; 



140 0 ~ o  HAvPT: Limessgtze bci g(~omelri,~chcn Ordn~gc'~, 

denn die E' mit KE :-= K liegen nirgends dicht im E ('*-', well im Durchsehnit t  
aller dieser t typerebenen E eine feste 1-Ebene lGerade) enthalten sein muss. 
Somit gibt es beliebig nahe (ira E ~n-~)) bei Eo eine Hyperebene E~, far welehe 
in KEt =~= K eine mehrpunkt ige  Komponente Si .enthalten ist. Beliebig nahe 
bei ]~ gibt es dann {gemass Hilfssatz B. 1 eine Hyperebene ~E2' , ftir wetche eine 
Normalumgebung p~ Y-on S~ beztigtieh E i mindestens zwei Sehnit tkomponenten 
enthalt. Beliebig nahe bei E~' gibt es abet, gem~ss unserer  Beweisannahme, 
eine Hyperebene E2, f(ir welehe KE~ =4= K eine mehrpunktige Komponente 
enthalt. Gleiehzeitig enth~tlt KE~, gemass Nr. 2.5.1., mindestens zwei Sehnitt- 
komponenten (yon denen ev. eine die genannte mehrpunkt ige  Komponente 
ist}. In  gleieher Weise ergibt sich die Existenz einer t typerebene E~ beliebig 
nahe bei E.2, far welche KE~ mindestens d r e i  verschiedene Sehnittkompo- 
nenten und mindestens eine mehrpunkt ige Komponente enthalt. Fortsetzung 
dieser Sehltisse ftthrt ztt einer ItyperSbene E2n+~ (beliebig nahe bei E,~) mit 
mindestens (2k ~-1} Komponenten yon KE~h+l. Gem~tss Nr. 2.2. widersprich~ 
dies der Vor., dass K den sehw. (KiE<~-~))-Ord. k besitzt. (Nr. 3.2.2.). 

3.3 Nachzutragen ist noeh die Begr~ndung fi~r Hilfssat~ B. (Nr. 3.2.2.). 
Vorausgesetzt wird dabei : Es besitzt K besehrankten schw. {K t E('-~>}-Ord. 

Die Kyperebenen E m i t  diskontinuierl ichem KE liegen dieht im E ('~-~). 
Schliesstieh .sei S e i n e  mehrpunkt ige  Komponente yon KEo mit KE 0 =~= K 
und p eine Normalumgebung yon S bezaglich E0. Behauptet wird die Exi- 
stenz yon Hyperebenen E' beliebig nahe bei Eo, ftir welche KE' mindestens 
zwei, in p enthaltene Schnittkomponenten besitzt. 

Der B e w e i s kann so geftihrt werden. 

3.3.1. Es geniigt, zu beweisen, dass unter den Vor. yon Hilfssatz B. die 
folgende B eh.  B'. gilt: In  beliebiger Nahe yon Eo im E (~-~) gibt es Hyper- 
ebenen E' mit diskontinuiert ichem KE' und mindestens zweipunktigem KE'p. 

Wir zeigen zun~lehst, dass die Beh. des Hilfssatzes B. aus der Beh. B'. 
folgt. Ist ni~mlieh diese Beh. B'. richtig, so sei E ~ eine der in Beh. B'. ge- 
nannten, zu E 0 benachbarten Hyperebenen. Da K nach Vor. bzw. Nr. 2.2. 
yon beschr~inktem starken (K] E(~-~)l-Ordnungswert, etwa ~ 2k, ist, enthalt KE' 
nicht mehr  als 2k und (nach Annahme) mindestens zwei Punkte.  Es seien Pi 
und P~ zwei Punkte  yon KE'p mit Normalumgebungen p~ und p.~ beztiglich E', 

wobei p~p~-~-0 vorausgesetzt werden kann und sell. Wir  unterseheiden nun 
die folgenden drei, alle ~ISglicbkeiten ersch~ipfenden Fillle. I. Fall:  Mindestens 
einer der P~, P~ ist ein Schni t tpunkt  (vgl. 5~r. 2.3.). Dann gibt es Hyper- 
ebenen E" beliebig nahe bei E'~ fttr welche KE"p~ sowohl als KE"p.~ je min- 
destens eine Schnit tkomponente liefert (Nr. 2.5.1. und 2.o.~.), wie behauptet.  
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Liegt der I. Fall  nieht  vor, so sind P~ nnd P~ beide St(1tzpunkte und es 
verl'auft K in hinreichend kleiner  Umgebung yon P~ und yon P~ entweder  
(Fall II) ganz auf einer, for beide Punkte  gleiehen, Seite yon E' oder 
(Fall III) auf ftir beide Punk te  verschiedenen Seiten. In  beiden Falle ergibt 
sich wieder  die Existen~ yon zu E' beliebig benachbar ten  E" mit Schnitt- 
komponenten in KE"p~ und in KE"p2. [m Falle I I I  kann man so schliessen: 
Es sei i die Verbindungsstrecke yon P~ und ~P~, ferner  sei M der Mittelpuukt 
yon i und g die in E' gelegene, auf i in M senkrechte (n - -  2)-Ebene. FOr 

hinreichend kleine p~, p~ mit p , p ~ = 0  ist gp, ~ 0  und g P ~ : 0 - W e i t e r  
sei S~* bzw. S~* diejenige Komponente yon Kp~ bzw. yon Kp.a, in welcher  P~ 
bzw. P.~ ent~talten ist und wobei S,* bzw. S.2" im Deckel d~ bzw. d~ yon p~ 

bzw. P.2 mtindet, wahrend S~*$2" = 0 ist. Es l iegen d~ und d2 auf verschienen 
Seiten yon E'. Nun gib t  es H3"perebenen E m i t  folgenden Eigenschaften:  
Es ist g in E enhalten,  ]~=~E ~ und E beliebig benaehbar t  zu ]E', fe rner  
ist ( d , - t - d ~ ) E - - 0  und Ep', bzw. Ep'~ liegt auf der entgegengesetzten Seite 
yon E wie d, bzw. wie d~. Aus Nr. 2.4. folgt dann die Beh. Den Fall  II  
erledigt man entspreehend, indem man M durch einen nieht auf i, abet  auf 
tier Verbindungsgeraden yon P~ und P-2 gelegenen (passenden) Punkt  ersetzt. 

3.3.2. Die Beh. B'. in  Nr. 3.3.1. k a n n  fo lgendermassen  bewiesen werden.  Wegen 
KE0 =4= K existiert  eine Komponente T yon (Kp- -S) ,  welche einen Punkt  P 
yon S als H~tufungspunkt besitzt tNr. 2.1.). Da S mehrpunkt ig  sein, soll, gibt 
es einen, yon P verschiedenen Punk t  Q in S. Es sei M der Mittelpunkt tier 
Verbinduagss t reeke i yon P und Q. Wei te r  sei b dasjenige Hyperebenen-  
btischel, dessen Achse A die auf i senkrechte,  in 1~0 gelegene ( n - - 2 ) - E b e n e  
durch M ist. Es liegt Q in E0 auf der entgegengesetzten Seite yon A wie P. 
Nun gibt es eine (nStigenfalls durch Auswahl herstellbare) Folge yon Punk ten  
P~ aus T, welche gegen P konvergieren,  si~mtlich auf der gleichen Seite 
yon ]E 0 liegen und folgende Eigenschaften besitzen: Zu P~ exist iert  eine 
yon E 0 versekiedene EIyperebene Ei' ~ b, welche 1) fremd ist zu den Deekeln 
yon 1 a aber nicht zu p, ferner  2)~fremd zu allen Pe ,  ~ ~ 1~ 2,.., und schliesslieh 
so beschaffen, dass 3) die P~ und P,÷~ sowie 4} die Punkte  P und Q auf 
verschiedenen Seiten yon E~' liegem Da nach Vor. die t typerebenen  ~E mit 
diskont inuier l ichem KE dieht l iegen im E ( ' - ~  so gibt es (far jedes i} Hyper- 

ebenen E~, welche zu E~' beliebig benaehbart  sind, aber nieht  notwendig 
zu b gehiiren, welche die gleichen Eigenschaf ten 1)-4) besitzen wie ]E~' und 
far  welehe KE~ diskontinuierl ich ist. 

Da P und Q dem Kont inuum S ~ K E 0 p  angeh6ren,  so folgt aus Eigen- 
schaft 4), dass K]R0p]~ i nicht leer ist~ dass alse ein Punkt  Qi yon KEel a in 
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S ~ E 0  liegt: Well anderersei ts  Pi und P~+, auf versehiedenen Seiten yon Ei 
liegen (Eigensehaft 3}) und wei l~P,  ~ T, P,+~ s T, so muss die zusammen- 
h~tngende Menge T mit Et einen nicht  leeren Durehsehni t t  haben;  wegen 
T ~ K p  und TS = 0 enth~lt daher  KE~p einen yon Qi versehiedenen Punkt,  
woraus die Beh. B'. folgt. 

A n m e r k u n g .  In  Nr. 3.2. ff. ist als Hyperebenenmenge,  beztiglich deren 
die Ordnungswerte  yon K betrachte~ wurden,  der E c~-~) zu Grunde gelegt. 
Es hatte aber der E ('-~) in diesen Betraehtungen aueh durch gewisse seiner 
Teilmengen, etwa naeh Art der in Nr. 2.1.3. erkl~trten Hyperebenenmengen  f 
bzw. g, ersetzt werden kSnnen. 

§ 4. K o m p o n e n t e n o r d n u n g  e i n e s  L i m e s  y o n  K o n t i n u e n .  

4.1. Es sei jetzt K ~ lim K~, wobei die K~ eine konvergente Folge yon 
i ~ O O  

gleiehm~tssig beschr~tnkten Kontinuen (28) mit gleiehm~ssig besehr~nkten 
sehwaehen (K I f}-Ordnungswerten,  etwa ~ k, bilden. Es sell im Folgenden 
eine Sehranke f[ir den schwaehen (K] f ) -Ordnungswer t  yon K bestimmt werden. 

Zun~tehst (~Nr. 4.2. und 4.3.} seien einige vorberei tende Bemerkungen  
zusammengestell t .  Wi t  kiJnnen und wollen dabei veto Falle absehen, dass 

der Limes K einpunklig ist: denn alsdann ist der Ordnungswert  yon K 

bekannt,  n~imlich gleieh 1. 

4.2. Es sei S ein Sttiek yon KE, wobei K nicht  in der Hyperebene  E 
enthal ten sein sell, und p eine l~ormalumgebung von S (vgl. l~r. 2.1.1.}. Dann 
gibt es in beliebiger iN,he yon S Punkte  aus ( K - - E ) .  Ferner  besitzen die 
Abst~nde der Hyperebene E yon sehliesslieh allen K,pg eine, yon i unabh~tn- 
gige positive untere  Sehranke  ; denn andernfal ls  w~tre KpqE ==~ 0 und es w~re p 
nieht Normalumgebung von Sc. :KE.  Wir  kSnnen daher  und wollen p so 
flaeh wahlen, dass 1) samtliche Punkte  nieht nur  yon Kpg sondern aueh von 
sehliesslich allen K~p 9 ganz auf den Deckeln d', d" yon p liegen und dass 
2} weder  (d' J d"tK ~ Kpa noch schliesslieh alle ( d ' +  d")Ki = K~p.q leer sind. 
Dass 2) erzwungen werden kann, folgt so: Ftir h inreiehend flaehe p ist 
(d' t d")K nicht leer, sodass schliesslich alle Kt Punkte  in beliebiger Umge- 
bung yon ( d ' +  d")K besitzen. Da ferner  S ~ K ,  so geh~rt aueh S zur t tau- 
fungsmenge der Ki. FOr eine hinre iehend flaehe Normalumgebung p yon S 

(28) De,'  L imes  e iner  1%lge yon gleichm~tssig beschr~inkten (d. 11. s~mtlich in e inem 
festen Wi i r f e l  enthal tenen)  Kont inuen  ist e n t w e d e r  einlounktig oder  selbst ein Kont inuum.  
Vgl .  HAUSDORFF~ a. a. 0. (9), 16~. 
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gibt es daher  auf  sehliesslieh j ed em K, ebenso wie a uf K P u n k t e  sowohl 
ausserhalb  als innerhalb  p. Daraus folgt die Beh. Eine Norma lumgebung  
yon S mit  den Eigenschaf ten  1) und 2} heisse a u s g e z e i c h n e t ,  ktirzer 
a. ~ . - U  m g e b u n g (yon S bezLiglich der Folge l K, i }. 

4.3. Hins ieht l ich  des Verhal tens  der K~ in der  N~he 'eines Sttickes S 
yon KE =4= K (vgl. Nr. 2.1.) ist folgendes zu b e m e r k e n :  Gem~ss der  Definit ion 
der  a. N . -Umgebungen  p yon S bez(l~lich {K,f und  wegen li: = lim K~ gibt 

es zu e iner  derar t igen,  im ~ibrigen bel iebigen p ft~r ~ sehliessl ich alle i eine 
Komponente  yon C~* yon K~p, welehe in (mindestens) e inem der  Deekel  d', d" 

yon p mtindet  (wobei L~*p~-  C,.*d'~-C,d"} und welche yon S beliebig k le inen 
Abstand hat. Daher  l'~sst sieh bei gegebener  p eine Teilfolge I K;~t aus /l(~/ 

ausw~thlen und dieser Teilfolge ein Deckel  yon p zuordnen,  etwa d', mit  fol- 
gender  Eigenschaf t  : Zu j e de m  ~ exit ier t  eine Komponente  C~ yon pK~,  welehe 

in d' mt~ndet und deren Abstand yon S mit  ~ ~ + o o  gegen Null  konvergier t ;  

fe rner  konverg ie ren  die (Kontinua) C~ gegen Bin Ko n t in u u m C. k u s  den soeben 

angeft lhr ten Eigenschaf ten  der  C~ folgt, dass C' in p en tha l ten  ist und P u n k t e  

sowohl yon d' als yon S enthalt ,  ferner  dass die ~o schliess]ich alle in e iner  
beliebig k le inen  Umgebung  (ira R (~>} yon C' liegen. Gleiches (wie for C') gilt dann  

ftir d ie jenige Komponen te  C(S) yon pK. in weleher  C' en tha l ten  ist. Wir  sagen, 
eine Teilfolge t K~of bzw. eine Komponentenfolge t C~} der  beschr iebenen Art 

g e h S r e  (sei z u g e h S r i g )  zu S (beziiglich p und d); ferner  bezeichnen, wir  C(S) 
als eine der Teilfolge bzw. Kompon~tenfolge z u g e o r d n e t e Komponente von K 

{bezt~glieh d'). (Ist S e i n e  I(omponente yon KE, so ist C(S) e indeut ig  d u t ch  l) 
bestimmt).  Zu j edem S und p gibt es zugeh~rige Tei l folgen und  zugeordnete  C(S). 

4.4. Nach diesen Voybemerkungen  zeigen wir  zun~.chst (29}, dass K =: l im K~ 

e inen s tarken (KIf ) -Ordnungswer t  ~ 2 k - t - i  besitzt, falls die schwachen  
(KIf ) -Ordnungswer te  der Ki samtl ieh kle iner  sind als (k-! 1); dabei soll f 
eine f-~Ienge yon Hyperebenen  bez~glich K und  beztiglich schtiesslich alter K~ 
sein, d. h. es sollen die in Nr. 2.1.3 geforder ten Eigensehaf ten  ! ) u n d  2)ft ir  K 
sowohl als ft~r schliessl ieh alle K, 'er f t i l l t  sein. 

A n m e r k u ng .  Damit  eiae Hyperebenenmenge  f -~ienge bezt~glieh K und  
schliessl ieh aller K, sei, ist h inre ichend,  dass sie f -Menge sei beztiglich K. 

(eg} Der Beweis des Satzes in Nr. 4,5, k6nnte auch ohne die vorherigen Fes t s t e lhngen  
in ~'orliegender Nr. 4.4. geffihrt werden.  Irides wird  verm~ge dieser :Feststellungen die 
D,~rstell~ng in 3Tr. ~.5.2. vereinfacht.  



144 O~'J~O HAUPT: Limessiitze bei geometrischen Ordnungen 

Sind n~tmlich die Eigensehaften l) and 2) der Nr. 2.1.3. f[~r K erfOllt, so 
aueh far  schliesslich alle K~ ; denn wegen K ~  lira K~ liegen schliesslich alle I~  

in einer beliebig kle inen Umgebung yon K (im R(~>). 
B e w .  Bes~sse KE, mit E ~ f und K E - ~ K ,  mehr  als 2k Komponenten,  

so liesse sieh KE (gem~ss Nr. 1.3.1.} i,n (2k t-1} St~Wke S~, spalten, z-~-1 .... , 
h - ~  2k +-1. Zu ~jedem der  S~ konstruiere  man eine a. N. -Umgebung p~; 

o. B. d. A. k0nnen dabei und sollen die p~ als paarweise fremd angenommen 
werden. Dutch  Auswahl erhiUt man aus t K~ f eine Teilfolge f K~'I, welche 
gleichzeitig j edem der  S~ beziiglich la,. und bezOglich eines Deckels yon p~, 
zugeh0rt (im Sinne der N. 4.3.), welehe ferner  ft~r jedes k eine zugeh0rige 
Komponentenfolg6 t C~f and eine dieser zugeordnete Komponente (~ ~ (3(S~) 

yon p~K liefert. Man konstruiere nun nach dem beim Beweis in Nr. 2.1.4. 
bentttzten Verfahren  eine Hyperebene  E ' - - ]~q '  e f derart~ dass mindestens 
(k-}-1) unter  den (~., etwa C~ ,..., C~+,, Punk te  gleiehzeitig auf  verschiedenen 
Seiten yon E' enthalten, dass also C~E' nieht leer is t ;  dieses Verfahren  ist 

hier  anw~ndbar, well f eine f - ~ e n g e  bezOglich K ist. Daher  ist E'C~N:4:0 
gleichzeitig ff~r z ~ 1,..~ k q-1,  falls N nur  hinreichend gross gew~thlt wi rd ;  

da die p~ paarweise fremd sind, is~t ferner  K'zcE'p, fiir h inreiehend grosses N 
ein StOck yon K'NE' und euthiUt (Nr. 2.4.) eine Schni t tkomponente  for jedes 
x ~  1 , . ,  k + 1. Gleiches gilt abet  ffir jede I-Iyperebene, welche ether pas- 
senden Umgebung u yon E' in f angeh0rt  (vgl. Nr. 2.5.1.). Somit w~ire die 
Menge aller Hyperebenen  aus L deren Durchschni t t  mit K'x mehr  als k Kom- 
ponenten besitzt, dieht in u, wfi,hrend doch K'N nach Vor. einen schw. (K I f)-Ord. 

k + 1 besit~en sollte. 

4.5. Wi t  zeigen jetzt. 
S a t z :  Es set K Limes, einer konvergenten Folge yon gleichm~ssig 

beschro~nkten (~s) Kontinuen K~. Es set {~0) f eine f-Hyperebenenmenge bezi~glich 
K u n d e s  besitzes jedes K~ einen schwachen (Klfl-Ordnungswert ~ k. Dann 
besitzt aueh K einen schwachen (Kl f)-Ordnu'~kgswert ~ k (~°). 

Z u s a t z. Zu den f -Mengen gehSren speziell die B~schel mit zu K fremden 
Achsen. Der vorstehende Satz gilt also insbesondere for schwache Kompo- 

nen tenordnungen  bezaglich solcher Bfischel, 

(30) ~o lgendes  sei noch h e r v o r g e h o b e n :  I n  die Def in i t ion  des schw. (KIf ) -Ord .  yon  K i 
geht  eine in f n i rgends  dichte Amsnahmemenge  n¢ elm i ~--- I, ~.,. (vgl. 1.~,2,) U e b e r  das 
Verha l t en  d ieser  n+ ffir i - ~ - 0 o  braucht  im Satze des Textes  keine  besondere  A_nnahme 
gemacht  zu werden.  Dieses  Verha l t en  wi rd  v i e lmehr  dureh die ~ o r d e r u n g  der  K o n v e r g e n z  
der  K i schon fes tge leg t  und kann uuch aus unse rem Beweise  en tnommen werden .  Entspre-  
chendes~ gi l t  fi ir  den Konve rgenzsa t z  in ~ r .  5.1~, 
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Der B e w e  is  l~st sich so ft~hren: ][st K e inpunkt ig ,  so ist n ichts  zu 
beweisen.  Es sei daher  im Folgenden  stets vorausgesetzt ,  dass K mehrpunk t ig ,  
also ein K o n t i n u u m  ist. 

4.5.1. Unte r  den im Satze (Nr. 4.5.) gemachten  Vor. und  mit  Rtlcksicht  
auf  Nr. 4.4. gilt  die in Nr. 2.5.2. angestel l te  Be t rach tung  en tsprechend  auch  
hier. Es k a n n  demgem~ss  behaupte t  werden :  

Es sei S e i n e  der  (gem~tss Nr. 4.4.) hSchstens 2k Komponen ten  yon KE 
for E e f, wobei KE=4=K; ferner  sei p eine a . N . - U m g e b u n g  yon S. Dann 
gibt es eine zu S beztiglich p geh(irige Teilfolge I K,e/ yon /K~} sowie eine 

zugehSrige Komponentenfo lge  l ( ~ l  und  zugeordnete  Komponen te  C(S),. fe rner  
in bel iebiger Umgebung  yon E in f eine in f offene lV[enge u' yon t typer-  
ebenen E' yon folgender  Beschaffenhei t :  Es besitzt KE' bzw. K~E' (mindestens) 

eine innerhalb  pE' gelegene Schni t tkomponente  S' : S(E', K) bzw. S~' : S(E', Ki~ ) 

far  jede E' e u' und ftir jedes  ~. Die Se' l iegen in u' schliessl ich alle gleich. 
m~issig beliebig nahe bei S'; das solI he issen:  Zu bel iebigem e ~ 0 gibt es 
ein R =  R(~) derart ,  dass fttr ? ~ R die S~' in der  ~-Umgebung (ira R <+~)) 
yon C(S) l iegen gleichzeitig far  alle E' ~ u'. 

Der Beweis  verli~uft en tsprechend  wie in l~r. 2.5.2, wobei die Fest- 
s te l lungen  in Nr. 4.3. zu bentitzen sin& 

4.5.2. Den Beweis des Satzes in Nr. 4.5. ft lhren wir  jetzt indirekt ,  n e h m e n  
also an, es besitze K einen schw. (KIf ) -Ord .  r ~ k ,  wobei k + l ~ r ~ 2 k  
(gemi~ss Nr. 4.4.). Dana  gibt es (gemass /qr. 1.5.) eine in f effene Menge U, 
yon Hyperebenen ,  in welcher  die Menge D der jenigen Hyperebenen  E dicht  
liegt, far  welche  KE g e n a u  r Komponen ten  besitzt. Es sei E~ eine Hyperebene  
aus U~D, ferner  S~ eine (beliebige) der  r Komponen ten  yon KE~ und  p~<~) 
eine a. N . -Um gebung  yon S l beztiglich t Ks l. Dann  gibt es (gem~tss /qr. 4.5.1.) 
eine zu S~ bezttglich p~<~) geh~rige Teilfolge 1K~(~) I und dazu in bel iebiger  
~ a h e  yon E~ eine ia f offene }Ienge U~ ~ U ~  yon t t ype rebenen  E 2 derart ,  
class KE~ far  jede Es s U~ (mindestens) eine in p~(~) gelegene Schni t tkom- 
ponente  S~ ") yon KE~ bzw. S~f  > yon Ki")E.~ f~tr alle i besitzt. 

W egen  Us ~ U ~  ist DU2 dicht  in U~. Wi r  wahten  E~ s DU~. Dann  seien 
S~S~,.., S,. <2) die r Komponen ten  yon KE~; un te r  diesen ist eine gleich S, ">, 
e twa S~ (~) ---~ S~ ">. Wir  t r ennen  die Sp <~), o~ ~ ----- 1,..., r, du rch  a. N . - U m g e b u n g e n  
ps¢~) bezttglich I K~")/ yon einander ,  wobei die abgeschlossenen Htt l len dieser  
a. N . - Um gebunge n  paarweise  f remd sein sollen. Da die ~ ~ (~) schliessl ich alle 
gle iehmassig  beliebig nahe bei S~ (') liegen, l iegen sie auch in p,<~). Gem~ss 
:Nr. 4.5.1. gibt es jetzt eine zu S~ <~ bezCiglich p~(S) geh~rige Teilfolge t K~(~) t 

Annati di Matcmatica, Sorio IV, Torao X X I I I ,  19 
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yon I K~(~) I und dazu eine offene Tei lmenge  U~ ~U.~ yon f yon folgender  
Besehaffenhei t :  Es besitzt KE s far jede t typerebene  Es s Us (mindestens) 
eine in pj(~ gelegene Sehn i t tkomponen te  Sj (~) bzw. S~ <~) yon KEs bzw. 
yon Kf~)Es, j ~ 1, 2. Wieder  liegt DU~ dieht  in Us.  W'~hlen wir  daher  ]]~ 
z DUs, so erhat ten  wir bei Wiede rho lung  der  Schltisse eine offene Tei lmenge  
U a ~ U s  yon f, sodass KE 4 bzw. K~(S)E~ (far eine Teilfolge l K~(~lvonlK~(~)/)  
mindes tens  drei  Sehn i t t komponen ten  besitzen ftir alle E~ s U~. Die For tse tzung 
dieser Schltisse ftlhrt zu e iaer  in f offenen Menge U,+~ derart,  dass jede 
Hyperebene  E,.+~ ~ U,.+~ mit  sehliessl ich allen K~ ~''+~) einer  Teilfolge yon 
t l(~l r Sehn i t t komponen ten  liefert .  Da DU,+~ dicht  liegt in U,.+~ ergibt  sich 
ein Wide r sp ruch  mit  der  tiber den schw. (N t f)-Ord, der  K~ gemachten  Vor. 

§ 5. P u n k t o r d n u n g  e i n e s  L i m e s  v o n  K o n t i n u e n .  

5.l.  Im  Vorangehenden  (§ 4) waren die Kont inuen  K~ als yon gleich- 
mi~ssig besehr~nktem sehwaehem t(otJtpoJ~enten-Ordnungswert beztiglich einer  
f-)/fenge yon t t ype rebenen  vorausgesetzt  und" es wurde  daraus  auf den 
K o m ponen t en -Ordnungswe r t  yon lira K; gesehlossen (Nr: 4.5.). 5Tunmehr sollen 
die K, als yon gleichm~ssig besehri~nktem Punk t -Ordnungswer t  angenommen  
werden  und  zwar bezi'tglich des Raumes  E (~-~) aller Hyperebenen ;  und  es 
soll der  Punk t -Ordnungswer t  des Limes  beztiglich des E (~-~) bes t immt werden.  

W i t  behaup ten :  
S a t z. Es sei K == lira Ki, wo die gleichmd~ssig beschrdinkten (ss) Kont inua  Ki 

schwache (P l E( ' - ' ) ) -Ordnungswerte  _~k besitzen. Dann  besitzt auch K einen 
schwachen (P ] E~-~))-Ordnungswert  ~ k (3o). 

B ew.  Ist  K e iupunkt ig ,  so ist n ichts  zu beweisen. Es sei daher  im 
Folgenden  stets vorausgesetzt ,  dass K mehrpunkt ig ,  also ein Ko n t in u u m ist. 
Gemass 5Tr. 1.5. und Nr. 4.5. besitzt K jedenfal ls  e inen sehw. ( K I E ( ~ ) )  - 
0 r d n u n g s w e r t  ~ k. Gemi~ss Nr. 3.2. gentlgt es daher,  zu zeigen, dass die Hyper- 
ebenen E mit  d i skont inu ie r l i chem KE dicht l iegen im E <~-~). Fiir  letzteres ist 
aber h inre iehend,  class jede  Btlschelmenge N--~ N(Eo ; u~ (vgl. Nr. 2.6.2.) ftir 
jede Hyperebene  E0 and  eine (beliebige) Umgebung  u yon E o im E (~-~) 
hSchstens abzahlbar viele Hyperebenen  E' mit  n ich td i skont inu ie r l i chen  KE' 
enthlilt ; denn  a lsdann gibt es un te r  den tl. a. Hyperebenen  yon N offenbar (sogar 
tI. a.) Hyperebenen  E" mit  d i skont inu ie r l i chem KE" und  solche E" l iegen beliebig 
nahe  bei Eo (well u beliebig), also dicht  im E (~-~), well  ED jede  beliebige 
Hyperebene  sein konnte.  Da nun  Bi isehelmengen zu den K-Mengen (vgl. Nr. 2.6.1.) 
gehOren, so gentlgt schliesslich der Beweis des folgenden. 

H i l f s s a t z e s :  Unte r  den Vorausse tzungen des obigen Satzes enth~,lt 
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jede  K-Menge hSchstens abz~hlbar viele Hyperebenen  E m i t  nicht-diskon- 

t inuier l ichem KE. 

5.2. Zum Beweis  des vorstehenden Hill fssatzes nehmen wir  diesen als 

falsch an. Dana  gibt es in mindestens einer K-Menge  eine ii. a. Teilmenge m, 
die also selbst K-Menge ist, sodass KE Kontinua enthalt  ftir j ede  E s m. 
Filr K gilt jetzt  die Beh. 1. des Hilfssatzes in Nr. 2.7. ; wir  nehmen dabei  
die dort, sowie in Nr. 2.7.3. gebrauchten  Bezeichnungen auf mit der einzigen 

Abweichung,  da~ss unter  s die abgeschlossene Hi~lle der betreffenden Schicht 

verstanden werden  soll. Es sei nun g eine auf /)t und P~ senkrechte,  zu K 

fremde Gerade. Auf g m(igen K sow~e die K~ durch die zu g senkrechten 

Hyperebenen  projiziert  werden.  Das Bild yon s ist da.bei eine Strecl~e % 

welche in der Pro jekt ion  eines j eden  Kont inuums T ~ T{B) enthalten ist. 

Wegen  den fiir die Durchmesser  der T und ftir deren Endpunkte  gelten- 
den Annahmen (~r. 2.7.3.) hat man fiir die Lg~nge p yon 7: die Schranken 
~1 - -  5~)h < p < (1 + ~)h. 

5.,o.1. Wir  wahlen jetzt  eine, im Folgenden festzuhaltende natttrliche 

Zahl m m i t  m > 6k'(k + 1), vobei k'-~-~ 8k gesetzt is~; ausserdem w~hlen wir  

im ganzen m verschiedene Hyperebenen  B, etwa B~ ,..., B , , .  Dann sei c-~  2-~c ', 
wo c' das Minimum der Abstande je  zweier der Bl~ ~---~ 1,.., m, voneinander  

bezeichnet. Fe rner  sei I t '  die Menge aller Punk te  des R ~'), deren Abstand e 
yon B e nicht grSsser ist als c und es sei slt 'e ~ H e gesetzt. Die H e sind 
abgeschlossen und fremd. Da. der  Rand yon It~ Summe aus vier, j e  in einer 

I typerebene  gelegenen Teilen ist, so ist K~H e Summe aus hSchstens k ' =  8k 

Komponenten Ci~j ~, x ~ 1,..., t~ ~ k ' ,  for alle i u n d  ~ (Vgl. ~r .  2.1'.4., Zusatz 1). 

Jede  C~I~ enth~lt Randpunkte  yon H e. 

B e h .  Unter  den Komponenten t',~.l~ yon K~IIe gibt es bei festen i, 

mindestens eine, e twa mit C~e zu bezeichuende, welche  sich auf r: in eine 

Strecke s',~ yon grSsserer Lfi,nge als a' ~ h"  k' projiziert, sobald i hinreichend 
gross ist, genauer  : sobald i~_h~, wobei N unabh~tngig yon } ist, ~ ~ l,..., m; 

dabei ist h ' -~ - (1- -7d)h  gesetzt und k'--~8k. (Uebrigens sind die C,~,..., Ci,~ 
paarweise  fremd for jedes  i). 

B o w .  Es sei } festgehalten ([ ~ ~ m )  und ~ > 0 beliebig vorgegeben. Dann 
gibt es ein N---~N(~; s) derart, class ftir i ~ N  die Projekt ion  yon K,H e auf 
yon j edem Punk te  yon = einen Abstand kleiner  a~ls z besitzt. Denn alas Kon- 

t inuum T e =  T(Be) ist in K enthalten, sodass K~ far  hinreichend ~rosses i 
'~ beliebig nahe kommen m u s s ;  anderersei ts  ist 7: in der j edem Punk t  yon I s  

Projekt ion  yon T~ vollstandig enthatten. Nun ist aber  K~H~ Summe aus 
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:; h~ehstens Randpunk te  nieht  mehr  als k' Komponen ten  ~ 1 ~  (wohei die ~e l  
yon It~ gemeinsam haben) and  jedes  C~I~ projiziert  sieh nach r~ als Strebke 
=,, l ~, welche ev. aueh ein P u n k t  (Hullstreeke) sein kann.  Die Pro jek t ion  yon K,:H~ 

ist daher  S u m m e  aus hSchstens k' soleher, e inander  ev. ~iberdeckender Stre- 
cken =~e I~ (einschliessl ieh e twaiger  Nults trecken) ; diese Pro jek t ion  besitzt also 
eine bes t immte  L~tnge.p~ und  es ist p ~ [ 1 - - 5 ~ ) h ~ 2 z { k ' - + - l ) ]  (vgl. Nr. 5.2.}. 
W a h l e n  wir  daher  • > 0 so, dass 2s(k'+ 1 ) ~ h ,  so folgt p ~ > h ' ~ ( i - - 7 ~ ) h  
ffir i ~ N(p.; ~h" 2(k' -~- 1) ~ ~(~). Ist  nun  p ' ~  die maximale  L~nge der  ~.~1~ far  
x---~ 1,..., t~ ,  so gilt mi th in  k 'p '~ .~p~e> h' far i ~ ( ~ ) .  Daraus  folgt die Beh., 
sobald N - -  1 -b Max (N(1},..., NOn)} gewahl t  wird. 

5.'~.~. Es sei jet~t gesetzt i : _ h  T an d  p'Ne--p~ (vgl. ~ r .  5.2.1.), ferner  
sei =~ eine der S t reeken  ~N~I~ deren Lange  gleich Pl,. i s t ;  es ist also pe  grosset  
aim a'--~h':k', ~ 1 , . . . ,  m, wobei m ~ 6 . 8 k ( k + l )  (vgl. hTr. 5.2.1.). 

B eh .  Unte r  den ~ , . . ,  ~,~ gibt es mindes tens  (k-t-1), in deren  Dureh- 
schni t t  eine Streeke ~' yon der  Lange p : 6k' en thal ten  ist, wenn  p die Lange 
der  Pro jek t ion  7: yon s ist (vgl. ~r .  5.2.). 

B e w. I) EM ist h' ~ p ~ h" mit  h' - -  {1 - -  7~}h, h" ~ (1 -t- 2~)h (Nr. 5.2.). 
Wah len  wir jetzt  t ~ 2k' und  tei len wir  = in 3t gleiehe, abgesehlossene {bis 
auf h6ehstens  E n d p u n k t e  fremde) S t reeken  t~, so ist die Lange  einer  j eden  t~ 
k le iner  als a ' : 3 ;  denn  es ist p : 6 k ' ~ ( 1 - + . 2 ~ ) h : 6 k ' ~ h ' : 3 k ' ~ - a ' : 3  wegen 
0 ~ ~ ~ 2 -~ ~Nr. 2.7.3.). II) W eg en  p ~  a' ist also in j eder  der  ~in 7: enthal- 
tenen) ~ ,  ~ 1,...~ m, mindes tens  eine der  t~ volls tandig enthal ten.  Wegen  
m ~ 3t(k-~ 1 ) :  6k'(k 1) ist daher  (mindestens) eine der t~ gleiehzeitig in 
mindes tens  (k + 1) der  ~ enthal ten.  DaM war  behauptet .  

5.2.3. Gemass Nr. 5.2.2. exist iert  eine Tei ls t recke  =' yon = derart ,  dass 
jede  der  (untere inander  parallelen) Hyperebenen  P, welehe ~' treffen, zugleich 
mindes tens  (k -b  l) f remde zusammenhangende  Tei lmenge yon KN, etwa 
(JlvJ ,..., GN,~+I trifft.  Ist  dabei Po die jenige Hyperebene  P, welche etwa durch  
den Mi t te lpunkt  yon =' geht, so gibt es in j ed em der  C~-~,..., CN,~I  Punk te ,  
die auf versch iedenen  Sei ten yon P0 liegen. Daher  gibt es eine Umgebung  u 
yon P0 im E ~-~), sodass K~,~]] filr j ede  Hyperebene  ~ u mindes tens  (k--I-1} 
verschiedene  P u n k t e  enthalt .  Anderersei ts  l iegen in u die jenigen Hyper- 
ebenen E' n i rgends  dicht,  far  welehe KNIt' mehr  als k P u n k t e  en tha l t ;  
denn  KN soll ~ inen sehw. (PIE<'~-~)-Ord. < k + l  besitzen (vgl. Nr. 1.4.2.). 
Widersprueh .  Damit  ist der  t t i l fssatz in Nr. 5.2. bewiesen. 


