
Condiz ioni  necessaa'ie per la s emicout inu i tg  

di un nuovo tipo di funzional i .  

lV[emoria di SA~DI~O FAEDO (a Roma).  

S u n t o .  - Si  danno le condizioni necessarie per la semicontinuit& dei funz iona t i  
bb 

I(y) 

bd  

I (Y i ,  Y2) -~] ]f[x, z, ydx) ,  ye(z), yi'(x), y2'(~]dxdz, 

dove Y ---- 3~(x), Yt ~ y~(x)~ Y2--y~(z)  sono le equazioni di curve assolutamente continue 
per  x in (a, b) e z in (c, d). 

L a  propriet& che pii ,  distingue tal i  funz iona l i  da quelli f inora considerati nel 
Calcolo delle Var iaz ioui  d c h e s e  I(y)  e I ( y i ,  y~) sono semicont inui  su una data  cu rva  
possono non esserlo su archi  di questa.  Pertanto,  oltre alle co~dizioni neeessarie pet" 
la semicontinuitde ~n tutto il campo e sopra una  curva C assegttata~ se ne d a t ~ o  anche 
altre per la scmicontinuit& su ogni arco di C. 

INTRODUZI0~TE 

1. G. FU]3INI, in uua 3iemoria (~) del t913, ha proposto lo studio di un 
nuovo tipo di problemi di Calcolo delle Variazioni e precisamente la ricerca 
dei ma, ssimi e minimi per il funzionale 

b b  

I{y) = [x, z, y(x), y{z), y {  ), y'(zl]dxdz. 
C b ( ~  

Scrive il FUmNI (pag. 217): 

~ Lo studio di questi nuovi problemi apre tulto un nuovo indirizzo di ri- 

cerche, in cui sarebbe: seco~do me, del massimo interesse il trovare effettivamente 

condizioni necessarie e sufficienti per un massimo o per un  minimo, seguendo 

l 'ordine di studi che ~ stato aperto da LEGENDP, E, JACOBI, WEIERSTRASS, 
HILBERT. Ma non pub essere questo to scopo di un primo lavoro, il quale, p ih  

che altro, deve essere dedicato a dimoslrare con esempi particolari che i nuovi 

(t) G. FUI~INI, Alcuni  nuovi  problemi di Calcolo delle Var iaz ioni  cot~ applicazioni  alla 
teoria delle eqttazioni integro-differenziali ,  ~ Anna l i  di Matemat ica  pura  ed applicata  ~ S. I I I ,  
T. X X ,  19i3, pagg.  217-244. 
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proble,mi non sono scelti a caso, ma che il loro studio gelta nuova luce in altri 

campi dell'Analisi Matematica. E noi proveremo appunto che le nostre ricerche 

conducono per via semplice ed uniforme a risultati nuovi nel campo delle 

equazioni i~tegro-differenziali : risultati  the non sembrano facilmente conse. 

guibili col metodi finora applicati alle ordinarie equazioni del FnED]tOL~ ~). 

Dopo  a v e r  a c c e n n a t o  ad  a p p l i c a z i o n i  ad a l t r i  e a m p i ,  come  al  problema di 

Dirichlet, il F u m ~ I  c o n c l u d e :  

<< Ma nonostante quesli risultati, molto pile numerose sono le questioni da 

noi poste, che i problemi risoluti in  queste pagine, le quali vogliono essenzial. 

mente contenere i primi germi di un  nuovo capitolo di quel Calcolo Funzionale, 

alla coslruzione del quale tanti s[brzi sono ora diretti ~. 

I1 FUBI~I  fa  uso, neg l i  e s e m p i  che  cons ide ra ,  dei me tod i  c lass ic i  del  Cal- 

colo de l le  Variazioni~ fonda t i  su l lo  s tudio  de l l a  equaz ione  di EULEnO, e sono 

not i  12) i n u m e r o s i  i n c o n v e n i e n t i  e s v a n t a g g i  che p r e s e n t a  t a le  modo  di p rocede re .  

F r a t t a n t o  L. TO~ELLI s v i l u p p a v a  il Suo  metodo diretto col q u a l e  il Cal- 

colo del le  V a r i a z i o n i  v e n i v a  r ido t to  a u n  cap i to lo  del Calcolo  F u n z i o n a l e  e 

m o s t r a v a  che esso si p o t e v a  a p p l i c a r e  col m a g g i o r  successo  a tu t t i  i pro-  

b l e m i  c lass ic i .  

R e e e n t e m e n t e  Egl i  (~) h a  p r o v a t o  che  il Suo me todo  ~ a p p l i c a b i l e  a n c h e  

a l F i n t e g r a l e  I(y) e ne ha  t r a t t a to  a l cun i  cas i  pa r t i co l a r i ,  d e d u c e n d o  in modo  

s e m p l i c e  ed e ]egan te  a l c u n e  c l a s s i ehe  p ropos i z ion i  r e l a t i ve  agl i  a u t o v a l o r i  

de l le  equaz ion i  i n t eg ra l i  di FtCEDKOL~ a nuc leo  s i m m e t r i e o .  

S e g u e n d o  u n  cons ig l io  d a t o m i  dal  mio  Maes t ro  L. TO~ELLI (~) - -  e di 

cui  Lo r ing raz io  v i v a m e n t e -  inizio col presente lavoro lo studio dell'inte- 

grale I(y) col procedime~di della Scuola I tal iana di Calcolo delle Variazioni, 

sin p e r  m o s t r a r e  a n c o r a  u n a  vo l t a  la v a s t a  p o r t a t a  di ta l l  metodi ,  s ia  p e r  

o t t ene r e  u n  nuovo  s t r u m e n t o  pe r  l a ' r i s o l u z i o n e  di s v a r i a t e  ques t ion i ,  di al- 

c u n e  de l le  qua i l  mi  o c c u p e r b  iu  succes s iv i  lavor i .  

(2) V. ad es. L. TONELLI, f l  Calcolo delle Variazioni secondo la Scuola Italiana ed i 
suoi pi'~ recenti risultati~ <. Atti del I ° Congresso dell'Unione Matematica Italiana ,, 1937, 
pagg. 26-39. 

(3) L. TONELLI, SU alcuni funzionali, ~ Annali di Matematica pura ed applieata ~, S. IV. 
T. XVIII~ 1939. A.lcuni dei risultaii di tale 5~emoria sono riportati nel recente trattato di 
G. SANSO~E: Equazioni differenziali nel campo reale~ (Zanichelli~ Bologna), 1941~ Vol. I, 
pagg. 277-'286. 

(a) iPin dal 19~0. I1 ritardo del presente lavoro ~ causato dal mio richiarao alle armi. 
Cfr. L. TONELLI, L' c~natisi funzionvde nel Catcolo delle Va~'iazioni, ~ Annali ]~. Scuola ~or- 
male Superiore di Pisa % S. I I .  Vol. IX, 1940, pagg. 289-302. :NeI Cap. ~ Problemi attuati 
e nuo~¢i orizzonti del Calcolo delle Variazioni ~, L. TONELL~ addita tale questione atl'atten- 
zione dei matematici. 
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01tre a l l ' in tegrale  f(y) io eonsidererb anche il funzionale pifi generate 

b d  

I(y~ , y~) -~ ] / ~ z, y,{~c), y~(z), y,'(x), y./(z)]dx~dz. 
C 

Gli integrali  f(y) ed I iy , ,  y~} si possono considerare,  a,d un primo esa.me 
come qualcosa di intermedio fra l ' in tegra le  curvilineo 

b 

~Iy) = ]F[x, y(x), y'(x)]d~ 
f ~  

e l ' in tegra le  doppio 

~z)(z) = /'((P[x, y, z(x, y). p,x, y}, q('~, y,]dxdy. [p ~z ~z ] . .  = ~ x '  q = ~y l '  
D 

che r~ormalmente si considerano nel Calcolo delle Vnriazioni. 
Risulterh dal l 'anal is i  che faremo che. per alcuni rigu~rdi, I(y~ y~) ed I(y) 

hanno un carattere del tutto proprio e pongono problemi e difficolt~ che non 
si presentavano n~ per 2(y) n~ per 2D(z). 

2. La prim~ indagine da svolgere ~ quella sulle condizioni necessarie per 
la semicontinuit&,. 

Tale r icerca  ~ importante,  oltre che per se stessa, perch~ d'~ delle indi- 
cazioni decisive sulle vie che si debbono seguire ne lFul ter iore  sviluppo 
della teoria. 

Nel Cap. I ° db le indicazioni necessarie per la~ semicontinuiti~ inferiore 
di [ ( y , ,  y,). 

Si ot~iene che, per lu semicontinuith inferiore di [(y~, y~) in tutto il 
campo che si considera, deve essere 

(l} 4~,,~,[~, ~, y , ,  y~, y/ ,  y~'] ~ o, &.,,.,Ix, z, y~, y~, y,', y~'] ~ o. 

Confrontiamo tall condizioni con quelle necessarie per la semicontinuit~t 
inferiore di 2(yt e ~D(Zl, che sono 

per 2(y) t 5) : F:~,,, ~ 0 

e per  ~D(Z) (6) : (PT~ ~ O, ~ ~ O, (P~,¢P~q - -  (P~ ~ O. 

Le (1)sono, almeno [ormalmente,  simili alla F y , y , ~ 0  [cib che era da 
at tendersi  perch~ 2{y) pub considerarsi  un c~so pa.rticolare di [(y~, y~)] e alle 

{~} L. TONELLI~ [~bndament i  rli Calcolo delle vqriaz ioni~ Vol. I, Cap. X~ pag: 369. 
I s) S. CI~QUIN~, loc. cir. in (t3). 
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pr ime due  cond i~ ion i  p e r  ~D(~), (~pp ~ 0 ~  (~)qq ~ O. ~ o n  ~ i n v e c e  n e c e s s a r i o  

che sia, oltre alle (1), 

- -  fy~,y=, ~ O, 

come si potrebbe r i tenere  per  analogia con la gg~,Cbqq- O~q ~ O. 
Questo fatto porta a una  eonseguenza di notevole impor tanza  per  il 

seguito della ~eoria, in quanto  precisce in mode definitive la posizione che 
occupa I(y,,  y.~) fra ~(y) e ~D(Z). 

In  essenziali  quest ioni  r iguardant i  ~(y) conviene svi luppare  F(x,, y, y') 
r ispet to a y' con la formula  di TAYLOR arres ta ta  al seeondo te rmine  e cio~ 

b b 

~,y, --  f F(x,, y, y')dx -~ f F(x,  y, f f ,ds  " 

b b 
1 f .  

+ ;[y' - -  y,  j'}dx + 2 
~b Ct 

in mode analogo, per  1' integrale ~D(Z), 

/.;+ I ;  - -  ~DIZ} ~ {x, y, z, p, q}d~dy --  @Ix, y, z, p, q)dxdy -k 
D D 

D D 

+ 
D 

Ora> nei problemi quasi-regolari, ~, .Fy,, u, 2 O, e la forma quadratiea 

semidef ini ta  positiva. Pe r  questo, in tali questioni ,  ~ leeito t rascurare  1 ~in- 
f luenza de w  ul t imo integrale  in eiascuno dei due precedent i  sviluppi.  Riman- 

gone i pifi agevoli integral i  
b 

a. D 

dove F~, e I)p, ~q sono oaloolate per valori fissati di y', p, q; quando si 
vogliano .determi.are le condizioni neoessarie per ia semioonIinuiti~, questi inte. 
grali si t ra t tano immedia tamen te  con un l emma fondamenta le  di L. To~]~L~I (~). 

iV) L. TONELLI~ Fondamenti .... Vol. I, Cap. V, pag. 213 e loc .  cir. in (22), 
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Ove per l ' in tegra le  I(y~, y~) si segua questa via come per g~)(z), si pub 

ancora applicare il lemma~ ma la forma quadrat ica  

u~fu~,y~, + 2uvf~,,y+ + v~fy+y+ 

no~ ~ in generale semidef ini ta  posi t iva (e tale ostaeolo non si pub rimuovere) ; 

se invece se ne fa lo sviluppo come per 2(y), non ~ p i h  leeito a,pplicare il 

le,lwma di TOZ~ELLI, perch~ in tal caso la f~, ~ calcolata per y~ ' : f f~ '  ma non 
per  un  fissato valore di Y.2'. 

He potuto superare  tale difficolt~, co-_ un ragionamento che allarga il 
eampo di applicabilith del lemma e ne rende possibile l 'uso anehe nel 

nuovo easo (§ 5, n. 11. 
0 r e  si r if let ta sulla ua tura  della, cosa, cib significa cbe ~ molto pi i t  pro. 

[bnda l 'af f ini t& di I(yl,  y~)eo~ 2(y)ehe  non con 2D(~) e cib corrisponde al 
fatto che mentre  i legami con 2D(Z) son0 pifi che altro formali, quelli con 2{y) 
sono di na tura  molto pi/a iutima, dipendendo en~rambi da funzioni d i u n a  
sota variabile. 

Mediante Fintroduzione delle funzioni ~ ed ~ analoghe alla classica 
di W E ~ E ~ S ~ S S  

~, = f(~, z, y, , y~, ~j~', y ( )  - -  f (x ,  z, y~, y~, y,', y~') - -  

- -  (~, '--y()f~,(x~, y, z, y, , y~ , y,', ~'},  

~ = f(x,  z, y~, y~, y,', 9 /)  - -  f ix ,  z, y~, y~, y,', y~'} - -  

- ( ~ ' - u ~ ' ) L o , ( x ,  ~, ~, y , ,  y. . ,  ~d/, y~'), 

dall' ipotesi del- si possono esprimere le condizioni [1t indipendentemente  
F esistenza di fy,'u~' e di f,/y~,, come si fa per  ~(y). 

3. Passo poi (§ 3) a dare le condizioni necessarie per la semicontinuith 
di [(y~, y,) s u u n a  curva fissata. 

Qui meri ta  di essere segnalato un fatto nuovo che dist ingue netta. 

mente  [ (Yt ,  Y.2) da .2(y) e 2D(z). 
Se l' inlegrale ~(y) (e cosi pure  ~)(z)) ~ semicontinuo su una  data curva, 

lo ~ pure  (e hello stesso senso) su ogni arco di questa. Cib non ~ p i i t  veto 

per Iiy~, y~), co~(e provo con un  esempio. 

Per I(y,,  y~) la semicont inui t~  s u u n a  data  curva (intendendo per curva 
la coppia di fuuzioni y~(x}, y~(z)) non porta affatto la semicont inui t~ sugl i  
archi  di  questa. 

Questo fatto arreca notevoli difficolth nella trattazione delFin~egrale 
I(y~,  y~}, ma in compenso ne rende pifi interessante lo studio, dandogli una  
fisionomia tutta propria. 

Annati  d* :t4~emat,c~, ~e*'~e tV° Tomo X X I I L  10 
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Pertanto  db due tipi di cortdizioni n ecessarie perch~ I(y~, y~) sia semicon. 
t inuo inferiormente : 

a) su ogni arco di una  data curva. 
b) su una  curva assegnata. 

Per  mostrare la diversith di tali condizioni, consideriamo il caso pifi 

semplice in cui siano continue y/(x) e y~ (.). 
Se y - ~  y~(x), y--y~(z) ,  a ~ x ~ b ,  c ~ z ~ d ,  sono le equazioui della, curva, 

nel caso a) si trova che su tut ta la curva debbono essere verificate le (1) e nel 
caso b) deve inveee soltanto essere 

d 

~,y~,[x, z, y~(x), y2(z), y~ (~), y~ (~)]dz ~ 0, per  ogni x in  (a, b), 

(12) ~ b 
/ ,  

/ fy~,y~,[x, z, y~(x), y2(z), y~'(x), y2'(z)]dx ~_ O, per ogni z in  (c, d). 

Ct 

Queste condizioni hanno un aspetto nuovo rispetto a quelle per  ~(y) e .~D(Z) 
e risolvono una quest ione che non si poneva per tall integrali.  

4. Dalle (1) segue immediatamente  che eondizione neeessaria  per la con- 

tinuit/~ di [(y~, y~) in tutto il campo ~ che sia 

f (x ,  z, y~, y~, y~', y() ~ P(x,  z, y~, Y2} -k yi'Q(x, z, y~. y.~) -k 
-b y~'R(x, z, y~, Y2) -k y/y~'S(x, z, y~, y~). 

5. Nel Cap. I I  studio l' integrale I(y), che presenta  nuove notevoli diffi- 

eolth nei r iguardi  di I(yL, Y2), ~(Y) e ~D(Z). 
Essendo, qualunque sia la curva C: y = y(x), 

b b  

- - ~ / f i x ,  z, y(x~), y(z), y'(x), y'(z)]dxdz : I(y) 
Cb~b 

b b  

/ f[ 'x,  z, y(x~), y(z), y'(x), y'(z)] -k f[z, x, y(z), y(w}, y'(z), ~(~)] dxdz, 
- -  2 

a q  

si pub sempre sosti tuire alla f(x, z, y , ,  y.~, y( ,  Y2') la 

f{x, z, y~, Y2, Y~', Y() -k f(z, x, y~, y~, Y2', Y~') 
2 

Supporremo sempre che sia gih stata fatta tale sostituzione e quindi 

ft , y i ,  y,', y / )  - -  y/). 



di un nuovo tipo di funzionali 75 

Cib ~ indispensabile  per evitare casi banali  che farebbero eccezione ai 

teoremi che stabil iremo (s}. 

importante  notare anzitutto u n a  pro fonda  dif ferenza - -  di  carattere 
s trul lurale  - -  f ra  l ' in tegrale  I(y) e quelli  f inora considerati nel Caleolo delle 
Variazioni  e eio~ ~(y), 2D(Z) e cost pure  I(y~, y~). 

Per  questi u l t imi  la semicont inui t4  porla  a delle protrriet~ p u n t u a l i  della 
funzione in tegranda in  tulto il campo in  cui ~ definita. Cib dipende dalla se. 
guente proprieth di ~(y}, 2D(z) e I(y~, y:). Consideriamo ad esempio ~(y): 

Sia (x0, Y0, Y0 ') un qua lunque  punto inferno al eampo in eui ~ definita 
la Fix.  y~ y'). Comuuque si prenda un intorno h a tre dimensioni  di tale 

punto si pub trovare una funzione y - - y ( ~ ) ,  definita su un eonveniente inter. 

vallo ~, tale che iI punto Ix, y(x), y'(x)] appar tenga a h, qua lunque  sia x in ~. 
Per tanto  la semieontinuit~ o meno di 

f F[x, y'( )ldx 
dipende soltanto dai valori di F(x. ,y,  y') in A; si comprende quindi come 

per A ~ 0  si debba ottenere una propriet/~ di F(x~, y, y') nel punto (xo~ Y0~ Yo') 
e cio~ che per  la semicontinuith, inferiore debba necessar iamente  essere 

Ey, yl($%, YO, YO'] ~ 0 .  Lo stesso fatto sussiste sia per  ~D(Z} che per  I(y~, y.~). 

Passiamo ora ad I(y) e eonsideriamo un punto [~c, z, y~, Y2, Y/ ,  Y~'], con x=4= z. 

Perch~ il valore di f(x,  z, y~, y~, y / ,  y i) influisea sul eomportamento di I(y) 
ora neeessario considerate  una funzione ~j- -y(x)  definila almeno sul l ' inter-  

vallo (x, z); ma allora la semicont inui t~  di  I(y) non dipende pi i t  soltanlo dai  

valori  di f(x, z, y~, y~, y / ,  y~'~ in  un  intorno comunque piccolo di  [x~ z, y, ~ ~ ,  y / ,  y(]  

m a  anehe da quelli  che essa assume in  tutto u n  eampo contenente [x, z, y , ,  

y~, y / ,  y~'] e the non si pu5  r idurre  piccolo a piacere. 
Si potrebbe pensare di ottenere ugualmente,  con procedimenti  diversi  da 

quelli  che si usano per ,2(y), 2D(Z) e I(y~, y~), delle condizioni puntual i  ne- 
cessarie per  la semicontinuit~ di I(y). 

~2 r2 (s) Ad esempio, se ~ f(y~', y~')--~ y ~-- y 27 l'integrale 
1 1  

I(y) ~ /  /[y'~(x) -- y'~(z)]gxdz ~-- 0 
O0 

c o n t i n u o  ; p e r b  ~ fgl,yl,= i, [y~,y~, = -  1 e n o n  ~ s o d d i s f a t t a  la cond iz ione  fm'yl'~--O, fydy~' • 0 

ehe ~ necessaria per la continuith. Sostituendo alla f ( y r  y~) la f(Y~" y~') -~ f(Y~" y~') tale 
2 

c o n d i z i o n e  ~ ve r i f i c a t a ,  



76 S. FAEI)O: Condizioni necessarie per la semico+#inuit~ 

Si d i m o s t r a  (Cap. I i  °, § 6, n. 5) t h e  eib ~ impossibile in generate, fa t t a  

eccezione per  i pun t i  [~, z, Yi, Y~, Y~', Y~'] in ctti ~ x - -  z, y~ : Y~, Y~' ----- Y2'. 

6. Cons ider iamo dapp r ima  i punt i  in cui  ~ x - -  z, y~ : y~, y~' - -  Y.2'. Pe r  

la semicon t inu i th  infer iore  di I{y} in tu t to  il campo ~ necessario (§ 5} che in 
tali punt i  siano verificate le (1); ~ appun to  per  ot tenere  tale t eo rema  che si 

deve --  come ho gi/~ detto - -  a l l a rgare  il campo di appl icabi l i t~  del L e m m a  

di TO~-ELLI. 

Quanto  al la  semicon t inu i th  su u n a  curva  assegnata~ per  I (y )suss i s te  
pure  il fat to gi~ segnala to  per  I(y~, y~) e cie~ c h e s e  I(y) ~ semicontinuo su 

una eurva pub non esserlo su archi di questa. 
~ a  per  l ' i .n tegrale  I(y) ~ in te ressan te  no t a t e  anche  1 ~ al tro fa t to  e cio~ che 

se C, e C~ so~io due archi conseculivi di una curva assolutamenle continua e 
se I(y) ~ semicontinuo inferiormente su C~ e su C~, pub non esserlo su C~-~ C~. 

Si d imos t ra  (§ 6, n. 4} ehe condizione necessaria affineh~ su una data 
curva C(y - -  y(x), a ~__ x ~ b), con y'~x) continua, l(y) sia semicontinuo infe. 

riormente ~ che sia 

b 
I 

(44) ] fy~,v,,[x, z, y(x), y(z~, y'(x), y'(zj]dz ~ O, per tutti gli x di (a, b). 
/ 

a 

In  qnesto caso da l la  (44) segue anche  

b 

] fw,y+[x~ y(x), y(z), y'(x}, y'(z)]dz ~ O, per tutti gli z di (a, b}. Z~ 

Du:uque la condizione necessaria per la semicontinuit~ di I(y) su una data 

curva ~ la stessa ottenuta per la semicontinuit~ di I (y , ,  y~) [(12~]. 

Si deve perb osservare  c h e l a  diversit4 fra I(y) e I(y~, Y2)~ messa  in luce 

nel  n. 5, obbliga in  questo easo a pro~dere per vie assai diverse da quelle 
usate per stabilire la {12); per  lo stesso motivo non si possono nemmeno usare 
i procedimenti tenuti da L. TO~ELLI e S. CI~QUI~I rispettivamente per gli 

integrali 2(y) e ~D(z). 

7. Se poi si esige la semicon t inu i th  infer iore  di I(y) su ogni arco di u n a  

cu rva  da ta  o in tut to  il campo~ non ~ pifi veto che debbano essere ver i f ica te  

le (1}, come provo con un  esempio, ma ci si deve limitare a delle condizioni 
non pii~ puntual i  bensi globali. L a  causa  di cib b s ta ta  ch ia r i ta  nel  n. 5. 

~noltre si mos t ra  i§ 6, n. 7} chc in  easi particolari le condizioni  necessar ie  

in  fo rma globale possono por ta re  che, anche  per  I(y); debbano essere ver i f ica te  

le (1) in tut to il campo;  ma  cib~ come ho gih detto~ non ~ veto  in generale .  



di ztn nuovo tipo di funzionali 77 

Inveee, nel caso della co~#inuith, si  ha un  fatto notevole che meri ta di 

essere segnalato e cio~ si giunge, come per  l ' integrale I(y~ , y~), a condizioni 

p u n t u a l i ;  si dimostra ehe per  let eont inui t~ in tutto i l  eampo di I(y) deve 

essere --  come per  I(yi,  y:) 

fix, z, y , ,  y~, y,', y(] =_- P(x, z, y , ,  y+) + y,'Qtx, z, y~, y~) + 
-+- y.(R(x,  z, y , ,  y~) -+- y,'y.2'S(x,, z, y , ,  Y~t. 

8. Nel Cap. I I I  confronto i risultati  ottenuti  per I(y~, y.~) con quelli 
per Iiy) e ne concludo che si deve anzi tut to  svi luppare la teoria di I{y~, y~), 

la quale dar?t cerlamente quanto ~ sufficiente anche per  I(y), a;meno per quanto 

eoncerJ~e i problemi di effeltivo interesse pratico. 

Cib ~ confermato per ora, oltre che dal fatto che le condizioni per  la 

continui t~ in tutto i l  campo e quelle per  la semicontinuitdt sn m~a data euvva 

sono le slesse per  i due integrali,  anche dai  casi trattati  da L. TOI~ELL;[ e 
imposti da un problema di equazioni integrali  i quali~ p u t  essendo degli in.  

tegrali I(v), soddisfano ~te~',~.~.~.qtl'ittm.ebtte anehe alle eondizioni p i h  restrit l ive 

ottenute per Ity,, y~). 

CAP. I. - L 'LNTEGRALE I(y~, y~). 

§ 1. l ) e f i n i z i o n i .  

C a m p o  A. - -  Dicesi campo A un insieme di punti  di uno spazio carte. 
siano [x, z, YI,'Y~] che contenga tutti i propri punti  di accumulazione posti 
al finito. 

F u n z i o n e  f(vc, z, y t ,  Y2, Yi', Y'~}. - -  La funzione f (x ,  z, y~, ys ,  y,', Y.2'} (~ 
definita in ogui punto di A ed ogni valore finito di y,'  e y:' ed b cont inua 

insieme alle [a ' ,  f.~l,'., f~'y~', fu~'~.~' in ogni punto [x, z, y , ,  y+, y ( .  y~'} in cui b 
definita. 

C a r v a  o r d i n a r i a .  - -  Chiameremo eurva, ordinar ia  C ogni coppia di 
funzioni y =  y,(x}, y = y.~(z), a G x. ~_ b, c ~__z ~_ d, tali che :  

y~(xt e y~(z)s iauo assolutamente continue nel rispettivo intervallo di 
definizione ; 

i punti  [x, z, yt{x), y2(z)] appar teugano al campo A:  
esista finito 1 ~integrale nel senso di LEBESGUE 

b d  

Iiy~, 

Ct C 
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O s s e r v a z i o n e  I . -  Gli in terval l i  (a,b} e (c,d) non  sono necessaria-  

mente  gli stessi  per  ogni curva  ord inar ia .  

0 s s e r v a z i o n e  II .  - -  L a  funzione  

f ix ,  z, ygx),  y~(z), y~'~x~, y/(zt] 

q u a s i - c o n t i n u a  (9i per  a ~ _ x ~ b ,  c ~ _ z ~ d .  

A r c o  d i  u n a  c u r v a  o r d i n a r i a .  - -  Se C[y~(x}, y~(z), a~_~c~__b, c ~ _ z ~ d ]  
una  cu rva  ordinar ia ,  dicesi  arco di C ogni curva  o rd inar ia  C'[y~(x}, y~(z), 

a '_<.x~b '~  d ~ _ z ~ _ d ' ]  con a ~ a ' < b ' ~ b ,  c ~ c ' < d ' ~ d .  
C u r v a  o r d i n a r i a  d i  c l a s s e  1. - -  Se la curva  o rd ina r i a  C[y,(x), y2(z)] 

possiede con t inue  le y,'~xt e y({z) si dirh di classe 1. 
F ~ u n z i o n i  ~ e d  ~ d i  WE~RSTRASS. - -  P e r  ogni pun to  (~ z, y~, y:) del 

campo A e per ogni te rna  di humer i  y', 9~', Y2', si ponga 

~,[m, z, y , ,  y~, y~'; y,'. 9,'] = f (x ,  z, y~,  y~,  9~', y ( )  - -  f[m, z, y~,  y~,  y~', y~'] - 

- -  [9~' - -  Y , ' ]5+[x ,  z, y , ,  y~,  y, ' ,  y ; ] ;  

la funzioue ~ cosi de f in i t a  si dirh funzione ~" di W E I E ~ S T R A S S ,  

Per  ogni punto  {x, z, y , ,  Y.2} del campo A e per  ogui t e rna  di numer i  y~'. 

Y.2,' Y.~,- ' si def inisce  la funzione ¢%° di WEIERSTRASS nel modo seguente"  

~ [ x ,  z, y , ,  y: ,  y~'; y~', 9/] = f(~, z, y~, y~. y,', 9~') - f(x,  z, y , ,  y~, y,', y~') - -  

I n t e g r a 1 e 2(y} .  - -  Con integrale ~(y )  intenderb un in tegra le  eurvilineo 

del Calcolo delle Variazioni  in forma ord inar ia  i'"} 

c 

dove y = y(x) ~ F equazioue del la  cu rva  C. 

I n t o r n o  (~) d i  u n a  c u r v a  C. - -  U n a  e u r v a  C[y~(x). y~(z), a ~ x ~ b, 

C ~__ z ~ d ]  appart iene propr iamente  all ~ intorno {,~) di un' al tra curva C[y,{x), y2(z), 

a ~ x, ~ b, c ~ z ~_ J,], quando :  

t °) Pe r  ogni x comune  ad (c~, b) e (a,b) e per  ogni z eomune  a (c:d) 

, (c, d) 

I 

2 ° ) per  ogni x minore  d i a  ed appa r t enen te  ad (a, b} e per  ogni z mi- 

(9} L. TONELLI, Fondamenti..., Vol. I. Cap. 1X, § i, pag. 349. 
(~0) L. TONELr.I, Fo~da~enti..., Vol. I, Cap. IX, p~g 347. 
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here di c e appartenente  a (c, d) 

I Yd x) ...... y,(a) I ~ ~, I y~(z) - -  Y2(e) ] --~ ~; 

3 o} per ogni w maggiore di b e appartenente  ad (a, b) e per ogni z mag- 

giore di d e appartenente a (c, d) b 

i Y~(X) - Y,(b) l ~-- , o, Y~(Zi--Y~(C~i~e; 
4 ° ) 

S e m i c o n t i n u i t h  e c o n t i n u i t h ~  d e l l ~ i n t e g r a l e  I ( y ~ , y J . - - S i d i r ' ~  

che 1' integrale l ( y , ,  yo) ~ una funzione semieont inua inferior,mente (superior- 

mente) sul la  curva ordinar ia  C(5~. y~) se, preso ad arbitrio e ) O ,  si pub de- 
terra,hare ~ ~ 0 in mode che per tutte le curve ordinarie C(y~, y~.) che ap- 

partengono propriamente a l l ' in te rne  (~} della C sin 

Se I~y,, y~_) b ann funzione semicontinua inferiormente (superiormente) 

su ogni curva ordinaria, si dirit una funzione semicont inua inferiormenle 
(superiormente). 

Si dirh che I (y i ,  y,) ~ continue sulla curva C(y,, y.~) se, preso ~ ~ 0 ad 

arbitrio, si pub determinare ~ ~ 0 in mode the  sin 

I I (y , ,  y~) - -  I (#, ,  ~:)] < 

per tut te le curve C(y~, y~. )che  appartengono propriamente a l l ' in te rne  (~) 

della C. 

Se I(y~, y~} ~ continue su ogni curva ordinaria  si dirh una funzione continua. 

§ 2. L a  s e m i c o n t i n u i t i ~  i n  t u t t o  i l  e a m p o .  

1. Condizione neeessaria per la semicont inui t~  inferiore.  - -  Come 6 note 

ci si pub limitare a trat tare la semicontinuit~ inferiore, poiehb per ottenere 

ie condizioni per la .semicontinuit/~ superiore non c'b che da cambiare il 
sense delle disuguaglianze che si stabiliscono. 

T e o r e m a. - -  Condizione necessaria affinchd I' integrale I iyi ,  y~) sin una  
funzione semicont inua inferiormente ~ che sin 

per ogni valore finite di y~' e Y2', in  tutt i  i p u n t i  in terni  al campo A o di 
accumulazione di  tali punt i .  



8O S. F ~ o :  Condizioni t~eccssarie per la semicontinuit~t 

Supponiamo, se possibile, che esistano un punto (x, z, y, ,  y.~) interno ad A 
ed una coppia di valori ?~(, y~', iali che sia 

(2) f~,~,[x,, z, y , ,  y~, y,', y~'] < O. 

Per  la continuith della fv~,v~, e per la (2) si pub determinate  ~ ~ 0 in 
modo c h e s e  

il punto (2, z, ~2~, y~) appartenga ancora ad A e sia 

(3) fy~,y,,[2, z, #~, y~, ?),', ?~(] < O. 

Indichiumo con. A., 1' intersezione di A con gli !perpiani ~ - - 2 ,  y, --ij~ 
e per il punto [z, y~] di Ae tracciamo il segnfento, tutto contenuto in A~, di 
equazione 

Consideriamo ora l ' in tegra le  

I[y~(x), ~22(zt] : ii(f(x, 
a z--~ 

~, Y,(Xb ~)~(z), ~'(x), ~'(z)]dxdz, 

y~--y~(x) essendo una funzione continua con la derivata prima in (a, b), con 

a ~ 2 ~ b ,  y~(2}:~J~, y ( { 2 ) : ~ ' ;  inoltre la curva 

al campo A. 
L a  funzione di x e z 

f[x, z, y~(x), ydz), y,'(x), ~((z)] 

continua ed 6 quindi 
b 

(4) I[y~(x), y~(z}] =.] ~[x, y~(x), y,'(x}]dx~ 
Ob 

c o n  

-O[y~(x), ~(z}] appartenga 

z+~; 

ff,(x, y, , y(~ =J  f[x~ z, y~ , ydz), y(,  y~ (z)]dz. 

La (I) ~ finita e continua, con q~)ul' e ~11,ulf; m~ dalla {3t segue 

(I)ul,vl,[~ , #~, ~,'] = )  f~l,y~,[~, z, ~ , ,  9~lz), ~ ' ,  y;(z)]dz < O. 
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Cib significa ehe l ' in tegra le  (4) non soddisfa alia condizione necessaria  

di TO:~EI~LI ('~) per  la semicontinuith iuferi0re e pertanto 1 ~integrale I(y~, y~) 

non ~ semicontinuo inferiormente sulla eurva 

]~ eosi prcvato che non pub sussistere la {2). Dalla continuith della fa~,y~, 
segue subito e h e l a  pr ima delle (1) devt~ essere verifieata anche in ogni punto 

di accumulazione di punt i  interni ad A. 

In raodo del tutto analogo si dimos~ra la seeonda delle (1). 

0 s s e r v a z i o n e. --  Pub sorgere l' idea di r icercare le eondizioni neces- 

sarie (1) servendosi del metodo diretto di L. TO~ELLI con i procedimenti  ehe 
si usano per gli integrali  doppi 

- - f  f(1)(x, y, z, p, q)dxdy, 
D 

• essendo una funzione continua con ~p~5 ~P~q, ~)qq per (x, y) iu D e ogni 
valore finito di z, p, q, dove D designa un campo aperto e limitato. 

Se z--zi;~,  y) sappresenta  una superficie assolutamente cont inua in D 
~z ~z 

[nel senso di TO~ELLI (~2)] e tale ehe, posto°p : ~ ,  q = ~ ,  l ' in tegra le  ~D(z) 

esista finito, S. CINQCINI (~:~) ha dimostrato che condizione neeessaria af. 

finch~ ~D(z) sin semicontinuo inferiormente su ognuna di tall superficie 
the sin s imultaneamente 

in tutti i pun t i  del campo D e della sun frontiera e per  ogni valore finito 
di z, p, q. 

Con lo stesso procedimento con cut si ottengono le prime due delle ~5) 
si possono, con opportuni  aecorgimenti,  dimostrare le (1). 

Vien quindi  naturale  di pensare che, analogamente alla terza delle (5), 

si possa dedurre  una ulteriore condizione necessaria  per  la semicontinuith, 
de l l ' in tegra le  I(y~, y~) e preeisamente  ehe debba essere, oltre alle (1), 

2 (6) fy~,y~,f,~,~, - -  f ~,,~, ~ O. 

Ore si vada a svi luppare tale dimostrazione si vede che in un punto 

(ii) L .  TONELLI, Fondamenti..., Vol. I ,  Cap. X, § 1, pag. 369. 
(t2) L. TONELLI, Sulla quadratura delle superficie, ~ Rend.  Ace.  L ince i  ,,, Vol.  l l ] ,  1.926. 
(i3) S. CINQU~Nt, Condizioni necessarie per la semicontinuit~t degli integrali doppi del 

Calcolo delle Variazioni, ~, Anna l i  di Maiemat ica  pura  ed applicata ,; S. IV .  T. X, 193% 
pagg. 234:-242. 

Annali di Matemat~ca., Seine IV. To,no XXIII.  l l  
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essenziale (~) non si pub pilt procedere come fa S. CII~Qw~¢I per  l ' inte- 
grale ~D(z). 

Si potrebbe pensare di conseguire la (6) con ultri procedimenti  ed 
quindi necessario chiarire  tale questione. 

Mostrerb infatti, con un semplice esempio, che la (6) ~on ~ u n a  condi. 
zione necessari(~ per  lct semicon t inu i t4  inferiore.  

Sia 
f(Y~', y(}  - -  y ~y ~. 

Tale funzione soddisfa alle (1) ma non alla (6), avendosi 

fyVy~'fycy: ~ - -  fyi'y~' - -  - -  12y '~y '~  ~ O. 
L' integrale 

1 1 

- - - f l y  dxdz  '~ ,'~ Uy, , y~) ~(z)y ~(z) 
oo  

semicontinuo infer iormente  su ogni curva ordinar ia  ; infatti  
1 1 

I,(y,, y~)'o/y',(x)dx .fy':(zjdz 
l 

e poichb l ' in~egrale ]y'Zix}dw 6 semicontinuo infer iormente (~) ne segue 
f t  

imme. 
$ 

0 

diatamente  ehe lo ~ anche f~(y,,  y~). 

(i4) Tenendo presente  il  lavoro di S. CINQUI~ giK citat% si possono net nostro case 
cost~'uire due suceessioni di poligonali  Yi := Yi ,~(x) ,  Ye :-= y~,~(z} tall  ehe (come per  le (6) e (7) 
di pag. 237) sia 

l y ' ~ , ~ ( x ) - ~ ' l =  uJ~<~,  ! y ' ~ , ~ ( z ) - ~ ' l = l v l ~  <~. 
I n v e c e  de l i ' i n t eg ra le  

2 ~,~ff[u~cPpp + 2uvO,~ + v~cPqqldxdy 
q 

t h e  t rovasi  in fondo a pag. 240~ nel  nostro case si ot terrebbe 

b d  

1 z/" 

Cb¢ 

dove il  segno di ~---2uvfy,y 2, ,ca eosi in te rpre ta to :  

si prende  il segno -~- nei  punt i  (x~ y} in  eui ~ [ y ' ~ , n ( x ) -  # l ' ] [ y t e , n ( z ) -  ~e ~] > 0 ;  
il segno - -  nei  10unti (x, z} in  cui tale prodotto ~ < O. 

l~on si pub qu ind i  concluder% ana logamente  a come fa S. C]NQU1~I~ che sia neces. 
saria la (6). 

(i5) L. TONELLI: Fondament i . . .~  Vel.  I.  Cap. XI~ pag. 397, 



di un nuovo tipo di funzionati 83 

2. l l t r a  fo rma  della eondizione neeessaria per  la s emicon t inu i tk  infer iore .  
- -  Le condizioni {1) per  la semicont inui th  infer iore sono espresse med iante 
le derivate seconde della funzione f r ispet to a y / y /  e y(y~'. 

Come aecade per  gli integral i  gii~ trat tat i  nel  Caleolo delle Variazioni,  
in t roducendo  la funzione ~ di WEIERS+RASS, si possono espr imere  le condi.  
zioni necessar ie  (1) supponendo solo l ' es is tenza  e la cont inui t~  delle fy~, e f,~,. 
Per  F integrale  I{y~, y.~) si hanno  le due funzioni  ~ ed ~ di WEIEI~S~ICASS 
defini te  nel  § 1. 

T e o r e m a. - -  Condizione necessaria e sufficiente affinch~ l 'integrale [(y~, y~) 
sia una  funzione semicontinua inferiormente ~ che si abbia 

~(x ,  z, y , ,  y~, y~'; y / ,  9,'~ ~ O, 6~(x, ~, y , ,  Y2, Y / ;  Y i ,  9~') ~ O, 

V + - -  ! - -  ! per ogni v~lore finito di y~, y~, y~, Y2 e in  tutti i p u n t i  interni  ad A o d'accu. 
mulazione di tall punt i .  

Supponiamo,  ad esempio~ che esistano un  punto  inferno ad A Ix, z, y~, y~] 
ed una  terna di h u m e r i  y~, y~*', y: tall che sin 

, :t t, - -  ," 
{7) ~,[x, ~, yi Y2, Y~ , Y~, Y~*'] ~ 0. 

Pe r  la eont inui th  delia ~ si pub de te rminare  ~ ~ 0 in modo ehe se 

l ~ - - z l  -<~, iY~--9~i--<[~J~'I ~ 

il punto  (2, z; ~, ,  y~) appar tenga  ad A e sin sempre  

~ [ o  - ! ~(2 ,  z, ?~, y~, y~ , y~, Y~*'t ~ 0. 

Conserv.ando le notazioni del teorema del n. 1, consider iamo ancora 1 ~in- 
tegrale 

b 
/ *  

y~(z)] : / @ I x ,  y,txl, y(ix)]dx, (4) I~[yJxi, 
a 

con 

~PtX, y , ,  y,') = f  f[x, Z, y , ,  9.~(Z), y / ,  y/Iz)]dz. 

La funzione ~ di W~IERSTRASS relat iva alla q~(x, y, y') g t ~6) 

• ! ~ t  t ! g(x, y~, y~, y,*'] : (I)ix, y, ,  y , * ' t -  (Plx, y, ,  y , ' ) -  (y~ - - y ,  )O~i,(x, y, ,  y, 1; 

(t8) L,  TONELL]:, Fonda~**enti..., Vol. I, Cap. IX, m 135, pag. 350. 
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ne segue 

g(~, ¢ , ;  y~, y**'~ = I f [ ; ,  ~, y , ,  y # ) ,  y,~', y~ (~)] /'Ix, ~, y, y,(~), y,', y~ (~1] - 
Y 

- -  [y,*' - -  9~]f~/[~, z, y ,  , 9Jz) ,  y, ' ,  9(fz)] ~ & = 
~+~ 

= / ~ ( ~  z, ~, ,  ~(~), 9~'(z); ~ / ,  y,*')& < o, 

per la (7). Ma allora l ' in tegra le  {4) non i~ semicontinuo infer iormente e si 

pub eoneludere come uel n. 1. 

3. Condizione necessaria per la continui tk.  - T e o r  e m a .  - -  Condizione 

necessaria affinch~ l' integrale I(yf, y~) sia una funzione continua ~ ohe si abbia 

f -~ P(x, z, y~, Y2)-Fy,'Q(x, z, y~, y2)-F y~'t~(x, z, y,', y[)-F y{y~'S(x, z, ?],, y~} 

in tutti i pun t i  interni ad A e in  quelli di accumulazione di tali punti.  
Infat t i  per la semicontinuith, inferiore deve essere 

fy+,+ ~ 0, f~/y+ ~ 0, 
e per quella superiore 

Deve quiudi aversi 

in tutt i  i punti interni  ad A o di aecumutazione di questi. 

§ 3. L a  s e m i c o n t i n u i t h  s u  u n a  d a t a  c u r v u .  

1. Diversi tk fondamenta le  f ra  l ' i n t eg ra le  I(y~,  Y2) e l ' i n t egra le  ~(y). --~ 
Pr ima  di passare a stabilire te condizioni uecessarie per la semicontinuit~ 

su una curva ordinaria assegnata, ~ essenziale mettere in ~ e videnza una  dif- 

[erenza fondamentale,  rispetto a tale questione, fra l ' in tegrale  I (y~  y~) e 
l ' in tegrale  eurvilineo in forma ordinaria  del Calcolo delle Variazioni 2(y); 

cib sia allo scopo di mettersi  in guardia da fallaci analogie fra i due integrali,  

sia perchb in tale diversith~ di comportamento risiede uno degli aspetti pih 

interessanti  dell' integrale I(y~, Y2). 
Una proprieth fondamentale  del l ' in tegrale  2(y) ~ la seguente:  
Se I(y) ~ semicontinuo inferiormente sulla curva C lo ~ pure su ogni 

arco di C (~). 

(t7) L. TONELLI, ~ ' o n d a m e n t i  . . . .  VoL Z, Cap. VI ,  2, n. 88. nora a pi~ di pag ina  245. 
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L a  d imost raz ione  ~ i m m e d i a t a ;  di ta le  propr ie th  si fa s i s temat ico  uso 

ne l la  r icerca  del le  condizioni  necessar ie  per  la s emieon t inn i th  di ~(y) su una 

da ta  curva.  

Tale  fat to non  ~ pi~ vero per  I(y~, Y2). 
Se I(y~, Y2} e semicontinuo inferiormente su una  data curva, pub non 

esserlo su archi di questa. 
Prove remo  ques ta  a f fe rmazione  dando un  esempio di un  in tegra le  I{y~, y~} 

cont inuo  su u n a  da ta  cu rva  e non  con t inno  su  archi  di questa .  

Sia  
f(y,', y() ~- e y~. 

Su una  cnrva  o rd ina r i a  C[?~,(x), ~].~z), 0 ~ x ~ l ,  0 ~ z ~ l ] ,  tale che sia 

.y~(0t----?~1) e che ?~2(z) non  sia costante,  l ' i n t e g r a l e  

bd 

I,(y, , y~) = f /e-Y~"l~)y~'(z)d~cdz 
c 

una funz ione  cont inua .  
£ 

Infat t i ,  f issato e ~ 0 ad arbitr io,  si de te rmin i  ~, con 0 ~ ~ ~ 4(b --  a}' in 

modo che la 9~(z) abbia  in ogni in terval lo  di ampiezza ~ u n a  osci l lazione 

minore  di 4(--b-- a~ e si consider i  u n a  q u a l u n q u e  curva  C[9~(x), y~(zl, a ~ c ~ b ,  

c ~z__~ d] che appa r t enga  p rop r i amen te  all '  in torno (~) del la  C. 

b d  1 1  

a c  O 0  

b 
f ,  

[y~td) 
(% 

ma 

e qu indi  

~ e  segue 

l y.~(d) - -  ?~(1) ] ~ 2(b - -  a)' lYe(C) - -  ?/~(0} I ~ 2 ( b ~ j  

b 

r 
[ I~(y,, Y2) - -  I,(9,,  Y~) I ~- ~__ a f e -~ '(~)dw 

a 

1~ eosl provato t h e  I~ /~ u n a  funz ione  con t inua  su C. 
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= l y e ( d ) -  

Poich6 l' integrale 

Si scelga ora un qualunque  arco parziale ]~(0 ~ a ~ x  ~ b  _~_ 1, 

O ~ c ~ z ~ ( ~ l }  di C, con la sola condizione che sia y,_(c):4:y>(d); eib 
sempre possibile perch~ la 9.~(z) non ~ costante in (0, 1). 

Sia ora l~[yt(x), y~(z)] una curva ordinaria avente gli stessi punti  terminali  

di ~ ;  la differenza fra l ' in tegra le  I~ calcolato sulla curva F e su ~ 

b d  // - I , (y ,  , y.~) - -  1,(~, , 9.~i = t e-~'~(~)Y.~'(z) - -  e-'a"~)~l,~'Iz) l d x d z  = 

b 

e-y~(x)  d x  

non ~ continuo sulla curva y ~ ~(x), si pub determinare  un ~ > 0 tale the  

comunque  piccolo si prenda ~ > 0 si trovi sempre qualche y , ix)  [ a ~ c ~ b ]  con 

e per cui sia 

/ ;-yl '~(x)d~--7;-Yl '~(x)dx > e~. 

a 

Per  quanto piccolo si prenda ~ > 0 si pub allora trovare sempre una 

curva ordinaria F(y~, Y~I appar tenente  propriamente  al l ' intorno (p) di l-me per cui 

t I , (y~,  y.~) - -  I , (y~,  Y~I > ~ lye(d) -- Y~(C)i 

ed ~ cosi provato che su Y l ' in tegra le  I~(y~, y~) non ~ continuo. 

J~ cosi d imos tra to  che da l la  c o n t i n u i t ~  o s e m i c o n t i n u i t ~  (superiore o in fe .  

riore) di  I(y~, y~) su  u n a  da ta  curva  C non  s i  p u b  dedurre  la s tessa  propr i e t~  

p e r  ogni arco di C. 
Tale fatto stabilisce una fondamentale  diversith fra l ' in tegrale  I{y , ,  y~) 

e gli integrali  curvil inei  ~(y} f inora considerati  nel Calcoto delle Variazioni. 
Si presentano quindi naturali  due vie da seguire nello sviluppo della teoria 

e cio~ dare  delle condiz ion i  perchd l ' in tegra le  s ia  semicon t inuo  i~ fer iormente :  

a) su  u n a  d a t a  e u r v a  e su  ogni  suo arco parz ia le ,  

oppure 
b) su  u n a  curva  assegnata .  
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Per  quel t he  r iguarda le condizioni necessarie per la semicontinuit~t 
svilupperb eompitt tamente tali due r icerche nel caso pifi semplice che la 
curva sia di classe 1, sia per non rendere  troppo lungo il presente lavoro, 
sia pereh~ in tal modo si ottengono ugualmente  complete indicazioni sulle 
condizioni sufficienti  per la semicontinuith in entrambi i casi a) e b). 

Qualora la eurva ordinaria  non sia di classe 1, ne tratterb alcuni tipi 
part icolari  ed esporrb delie considerazioni di carat tere  generale, mettendo in 
evidenza un inconveniente che si pub presentare.  

2. La semieont inui t~ su ogni arco di una data eurva. - T e o r e m a .  
Condizione necessaria affinch~ su ogni arco di una data curva ordinaria 

ClOt(x), ~2(z)], di classe l, completamente interna al eampo A~ l' integrale I (y~ YO 

sia una  funzione semicontinua inferiormente, ~ the si abbia in ogni punto  di 

(9) f.+~+[x, ~, y~(x), ~j~(z), ~,'(x), ~=(z)] ~ 0, t~+~+[x, z, 9~(x), 9~(~), ~'(x), y((z)] > 0. 

Supponiamo infatti che sia 

(lo) f~:,~:,[~, z, y,(x), y~(z), y~'(x), y(tz)] < o; 
si pub allora de terminare  un numero ~ ~ 0 in modo che sia 

f..,,+[x, z, 9,Ix), 9gz), 9,'(x), ~2/(z)] < 0 
ogni qualvolta r isulta 

(11) ( x - - x [ g ~ ,  ] z - - z i ~ .  

Per  conseguire il teorema basta dimostrare the  dalla (10) segue che non 

semicontinuo inferiormente,  sull' arco P di C the  soddisfa alle (11), 1' integrale 

/ *  P 

Y~) 

Infat t i  si ha 

O O n  

ed 

'~ = j  f[ O(x, y , ,  y~ x, z, y~ , y~z~, y~ , y~'(z)]dz, 

i 

¢p v~,ylrIx, 9,(x~, 9t'(x~] 
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per  tut t i  gli x che ve r i f i cano  la  (11). Quindi  I~{y,{x), ~ )  non ~ s emicoa t inuo  

in fe r io rmente  ('s) sul la  cu rva  di equaz ione  y~ : ?~,{x) [ l w - - 2 1 _ ~ ]  e cosi  non 

lo ~ n e p p u r e  I~(y~, y~) sull '  a rco  ~ di C. 

Se uon  si suppone  i' es i s tenza  del te  fu~,u~, e fu~,u~, si ha  iI 

T e o r e m a. - -  Condizione necessaria affinch~ su ogni arco di una  data 

curva ordinaria.  C[:~(x), ~(z)], di ctasse 1, completamente interna at campo A, 
l ' integrale I (y , ,  y~) sia una  funzione semicontinua inferiormente ~ che si abbia 

in  ogni punto  di C, per tutti  i valori di y~', y~', 

; y,'] 0, 
~[x ,  z, ~(~), ~ z ) ,  ?~,'(~); y~( ) ,  y( ]  ~ 0 ,  

La  d imos t raz ione  ~ ana loga  a que l l a  del  t eo rema  p receden te .  
O s s e r v a z i o n e .  - -  Come pe r  l ' integra~le ~(y) (~) si pub  osse rva re  

ehe i due  teoremi  di ques to  n. con t inuano  a suss i s te re  anehe  se la cu rva  C 
non ~ c o m p l e t a m e n t e  in te rna  al campo  A, pureh~ essa  non poss ieda  archi  

parzia l i  tuSti cos t i tu i t i  da  pun t i  delia, f ron t i e ra  di A. 

3. La s e m i c o n t i n u i t ~  su una  cu rva  assegnata .  - T e o r e m a .  - -  Condi. 

zione necessaria affinch~ su una  data curva ordinaria C[y,(x), y2(z), a _ ~ x ~ b ,  
c ~ z ~ d ] ,  di classe 1, completamente interna al campo A, l ' integrale I (y , ,  y~) 

sia una  funzione semicontinua inferiormente, ~ the si abbia 

d 

f f~l,yl,[x, z, yt(x~, ~]2(z}, ~J~'(x¿, ~2'(z)]dz ~ O, 
c 

b 

per ogni x in  (a, bt, 

per ogni z in  (c, dp. 

Aff inchb I(y~, Y.2) sia s emicon t inuo  in fe r io rmen te  su C b neeessar io  che 

lo s iano I[yj.v), .~(z)] su  ~,(~) e I[~),(~), y.2(z)] su ?~,~(z). 
Ma ~ 

b 

a 

(is) L.  TONELLI~ Eondamenti..., Vol.  1~ Cap. X, 2, pag. 370. 
(19} L.  TONELLI~ Fondamenti..., Vol.  I~ Cap. VI ,  n. 88 b), pag. 245. 
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6'OEI 

d 

¢(~, y~, y,'t = ]  f[x, z, y , ,  y,(zl, y,', ~'(z)]dz. 
o 

q){w, y , ,  y,') b con t inua  per  ogni valore  f inito di y~' ins ieme alla qbv~,s~,. 
Aff inch~ I[y~(a~), ?)s(z)] sia semicon t inuo  in fe r io rmen te  su ~)~(x) ~ qu ind i  

neeessar io  che sia ~Pu~,y~,[x, ~j~(w), ~,'(w)] ~_~ 0, ossia 

d 

O, 

per  tut t i  gli a~ di (a, b). 
O s s e r v a z i o n e .  ~ Le condizioni  (9t date  nel  n. 2 sono ev iden temen te  

con tenu te  he l le  (12). Inol t re  dal t eorema ora dato si pub dedm' re  fac i lmente  
quel lo del  n. 2. Infat t i ,  se I ty , ,  Y.2) e semicon t inuo  in fe r io rmen te  su ogni 
arco di C, le (12) sono ver i f ica te  q u a h n q u e  siano (a, b) e (6 d} e poich~ le 
funzioni  sotto il segno d' in tegra le  sono con t inue  debbono essere ver i f ica te  le {9). 

Sussis te  pu re  il 
T e o r e m a. - -  Condizione aecessaria affinoh~ su u n a  data curva ordi. 

nar ia  C[~(x), ys(z), a ~ x ~ b ,  c _ ~ z ~ d ] ,  di classe 1, eompletamente in terna  at  

campo A, l ' integrale Iiy~, y:) s ia  u n a  funz ione  semicont inua inferiormente,  
che si abbia per  tut t i  i valori di  y~' e y~', 

d 

b 

z, .y,(x), ~(z), :~'(ss) ; ~,'(~c}, y,']dz ~ O, 

z, ?),(x), ~(z), y~'Ix); ft2'(zi, y~']dx ~ O, 

per  ogni x in  (a, b) 

per  ogni z in  (c, d): 

4.  L a  c o n t i n u i t i L  s u  u n a  d a t a  c u r v a .  - -  Sia C[~Ix), y~(zi, a ~ x < _ b ,  ~ z ~ d ]  
una  cu rva  di c lasse t,  comple t amen te  in t e rna  al campo A. Dal t eo rema  
del  n. 2 segue i m m e d i a t a m e n t e  : 

Condizione necessaria affinch~ l ' integrale I{y,,  y.~} sia una  funz ione  con- 

t inua su ogni arco di  C ~ the si abbia in  tutt i  i p u n t i  della eurva C e per  
tutt i  i valori  di y~' e y~' 

(13) f(x,  z, y , ,  y~, y,', y / )  - -  P(x ,  z, Yl ,  Y~) + y /Q(x ,  z, y , ,  y.,) d- 

+ y~'R(~c, z, Yi ,  Y~) ~- YI'Y~'S(x, z, Yi ,  Y~b 

-Is~i~t~ di Mate~t~t~s~, ,Sscie .iV, Tomo X X i l I ,  1~ 
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Dal teorema del n. 3 segue l ' a l t r a  proposizione: 

Condizione necessaria affir~h~ l' integrale I{yi, Y2) sia u n a  funzione con- 

t inua  su C ~ the si abbia 

d 
f~  

] f(x,  z, Y i ,  ~.~(z), y,',  9~'(z)]dz - -  A(x,  y~) -b y,'B(x~, y~) (14i) 
J 

per ogni valore di y~' e in  tutti i p u n t i  (x, .~,(x)) con a ~ x ~ b, e 

b 
f *  If(x, z, ~j,(x), y~ . ~'(x),~y2']dx ~ C(z. y.~) + y~'D(z, y~) 
, ]  

per  ogni valore di y.~' e in  tutti i p u n t i  (z, $~(z)) con c ~ z ~__ d. 
L ' in tegra le  Ii(y~, Y2) considerate  nel n. 1 del presente paragrafo soddisfa 

alle (14~) e {14~) ma non alle (13). Infatt i  in tal case 
! 

f [y , ,  y~'] - -  e-,~,~y , 

e la curva  C[9~(~c~, ~(z)], 0 ~ x  ~ 1, 0 ~ z  ~ 1] ~ tale ehe sia ~.~(0)--?~:(i). 

La (13) non ~ evidentemente soddisfatta su C'; quanto alla (14~) 

1 

j e--Y '2 (x)~2'(z)dz - -  (~(1) --9~(0))e -y~(x)  - -  0 

o 

e la (14~) ~ pure verif ieata  essendo 

1 1 

f e g,'~(x)9 'dx - -  y ' f e ~'~(X)d~ = y~' . D. 
o o 

5. La s e m i c o n t i n u i t k  s u  u n a  d a t a  c u r v a  o r d i n a r i a  n o n  d i  c l a s s e  1. - -  

Net numeri  2 e 3 si b visto, quando la curva ordinaria C in esame ~ di 

classe 1, come differiscano le condizioni necessar ie  per la semicontinuith 
inferiore a seconda che tale propriet~ sia o no r iehiesta  sulla C soltanto 

oppure su ogni sue arco. 
Delle semplici  considerazioni permettono di vedere cosa aceada, in taluni 

east significativi, quando la eurva in esame non sia di classe 1. 
Suppeniamo che ?~'(z) sia continua in (c, d~, mentre ~ t (x ) s ia  supposta  

soltanto assolutamente  cont inua in (a, b ) i n  mode the  (~[yl(w), y.2(z)] sia una  

curva ordinaria. 
Si ottiene allora faci lmente che condizione necessa¥ia per  la semicon- 
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tinuiti~ di I(yi, y~) su C b che per  quas i  tu t t i  gli x di (a, b) sia 

d 

f fa~,,~,[x, fl~(x), ~)~(z), fI,'(x), fl~'(z)]dz ~ 0 (*°). 

P u r  non in tendendo,  per  le ragioni  gih det te ,  di o c c u p a r m i  qui  del  caso 
gene ra l e  del le  cu rve  non di c lasse  1, r i t engo  ut i le  mos t ra re  u n  esempio  in 

cui,  p a r  essendo I(y~, y~) semieon t inuo  in fe r io rmen te  su  ~ gli  in tegra l i  (14~) 

e (14~) r i su l t ano  infinit i ,  q u a l u n q u e  s iano x e z r i spe t t ivamente .  

che 

0 < x < -  1 
- - 2 "  

I n d i c h i a m o  con C la cu rva  di equaz ione  

y = ~9(x t = [ ¥  - -  log  x - 2 log  [ l og  ~ I dx 
0 

la rad ice  q u a d r a t a  essendo  in tesa  in senso ar i tmet ico .  

P e r  0 

ffz(x) "-  - -  log x ~ 2 log I log x I 

Cons ide r i amo  d a p p r i m a  l ' i n t e g r a l e  cu rv i l ineo  

1 1 

2(y) -- f  ~'(:)ax = f f(y'(x))dx, 
0 0 

s emicon t i nuo  in fe r io rmen te  {~l) su  ogai  c u r v a  o rd ina r i a  de f in i t a  per  

1 

.= f ~ dx 
log ~ x [__ 1 -~ i o ~ 1 °  = 1 

o log~  

e pe r  x - -  0, si ponga  *)'(0) - -  0. 

Si o t t iene  
1 

~ ~ - - fe~-  log'x-21ogllogxld~ ~ (Yt - -  
0 

ed 6 cosi  p rova to  che C 6  una  cu rva  o rd ina r i a  pe r  g{yt. 

G'~,' = 2e"~[ 1 A- 2Y '~] - -  2f(y') -4- 4eY'~Y "~ ; 

per  d imos t ra re  che non b in tegrab i le  su  (0, 1 t fu,y,[9'(x)] bas ta  
\ p rova re  t h e  

(so) L. TONELLI, Fondamenti .... Vol. L Cap. X, 2, pag. 370. 
(~l) L. TONELLI~ loc. tit, in (is). 
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non esiste f ini to 

In fa t t i  6 

1 

o 

1 2 log i log x l. 
x l o g x  x l o g  ~x ' 

]~ cosl d imost ra to  ehe 

loo  ÷ ,  
log x - -  1 ' 

log 

lira l ° g l l ° g  x t -1- 1 
,~--~+o tog x 

- -0 .  

1 

o 

Consider iamo oru l ' i n t e g r a l e  

1 1  1 1  
2 ~  2 2  

I(y, , y:) --o(.(f fy[, y/)dxdz -- ( f  eY~'~(~lY'"(:i o 

L~ eu rva  ~)~--- a~, ~ . ~ - - f V ~ l o - ~ - l o g } l o g z l d z  6 una  ourva  ordinar ia ,  essendo 

0 
1 1  
2 2  

~ 1 "  
6 2 log ) 

fu,'y~' - -  2Y~'~@e'Y"[1 -t- 2Yi'~Y2'~], 
l 1 

(fu,,.,,[~,'(x), #~'(z)]dz = 2 (~7~'(z)eT,'~(-")[1 q- 2~7/'(z)]d., 

e, per quanto sl ~ premesso, tale in~egrale non esiste finito. 

essendo 

m e n t r e  esiste finito 
1 

f log l l o g x l  

0 

1 

d~ log I log x -t- cx~, 
X , - -  o ~ 

o 
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Quindi,  nel nostro caso, per tutt i  gli x, di (0, ~) 

sione (144) 
1 

f y~, y~,[y ,' (x), ~) ~' (z} ]dz. 
0 

non ~ finita l 'espres- 

c a r .  i i .  - L '  I b T T E G R A L E  I(y). 
§ 4. D e f i n i z i o n i  e p r o p o s i z i o n i  p r e l i m i n a r i .  

C a m p o  A. - -  In  questo capitolo con campo A in tenderemo un insieme 
di punti  del piano (x, y) che contenga ogni proprio punto di accumulazione 

posto al finito. 
F u n z i o n e f (x ,  z, y~, y.~, y~, y2'). - -  Sin f(x,  z, y, y~, y , ,  y.,') una funzione 

definita per ogni coppia di pun t i  (x, y,), (z, y~) del campo A ed ogni valore 
finito di yt' e y~', continua in ogni punto Ix, z, y; ,  Y2, Y~', Y~'] per eui ~ defi- 
nita insieme alle derivate parziali ful', fu~', fal'ui', fu.~'y~ r. 

C u r v a  o r d i n a r i a .  - -  La curva C[y-~y(x),  a ~ w ~ b ]  si dice u n a c u r v a  
ordinaria  quando 

a) tutti i punti  Ix, y(x)] appartengono al campo A;  
b) esiste finito 1' integrale nel senso del LEBESGUE 

b b  

I(y) - - l / f i x ,  z, y(x~), y(z), y'(~), y'(z)] dxdz. 
a 

0 s s e r v a z i o n e  s u l l a  f u n z i o n e  fix,, z, y~, Y2, YJ', Y~'). - -  Possiamo sup. 
porte, senza con cib in t rodurre  a lcune limitazione, the  la f soddisfi alla 
relazione 

(15) f(x, ~, y , ,  y~, y,', y~') ~- f(z, x, y~, y , ,  Y2', Y(). 

Infatti ,  se cib non fosse, basra sostituire alla funzione f la nuova funzione 

¢(x,  z, y~, y~, y~', y~'} - -  f(x~, z, y~, Y2~ Y~', Y~') "~ f(z, ~, y~, y~, y.~', y~') 
2 

e cib ~ leeito perch~ qualunque sin la curva ordinaria C[y(x), a ~ x ~ b ]  
sempre 

b b  b b  

: f?  : / f  o I(y) Ix, z, y(x), y(z), y ( ) ,  y'(z)]dxdz Ix, z, y(x}, y(z), y'(w), y'(z)]dxdz; 

la ~P(x, z, y~, y.~, y~', y~') soddisfa ovviamente alla t15). 
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Dalla (15) segue 

(153 I f~'[~' z, y , ,  y~, ~,', ~;] = f~,[z, x ,  y~, y , ,  y~', ~'],  
fu~,u,,[x, z, y , ,  Y2, Y,', ~J:'] - -  fy~,u~,[z, x, Y2, Y , ,  Y2', Y,']" 

In  particolare, per x = z, y~ = y~, y~' ---- y ( ,  si ha 

fy~,[% x, y , ,  y , ,  y~', y,'] = fy~,[x, x, y , ,  y , ,  y,', y,'], 
(16) 

fy~,~:[x, x,  y~ , y, , y~', y,'] = fy.:y~,[x, ~, y~ , y~ , y,', y~']. 

F u n z i o n i  ~, ed  ~-2 d i  W E I E R S ~ A S S . -  Le funzioni ~ [ x ~ , z , y ~ , y ~ ,  

Y2'; Y,', Y~'] ed ~ [ x ,  z, y~, y~, Y~'; Y2', Y~'] di WEI]~ns~R~ss si definiscono nello 

stesso modo del Cap. I, § 1. 
Dalla (16) segue immedia tamente  che ~ per x - - z ,  y~---y~, y ( - - y ~ ' ,  

qualunque sia .~' 

~ [ x ,  x,  y~ , y~ , y~' ; y,'. ~j~'] = ~ [ x ,  x ,  y~ , y~ , y~' ; y~', ~'].  

I n t o r n o  (~) d i  u n a  c u r v a  o r d i n a r i a .  - -  Se Co[~j--yo(x), a ~ x ~ b ]  
e C[y-~ y@), c ~ x ~ d] sono due curve ordinarie diremo ehe C appart iene  

propr iamen te  all' in torno (~} della C O quando:  
1 °) per ogni x comune ai due intervalli  (a, b) e (v, d) 

i y0t~) - -  y(~)l -< ~ ; 

2 ° ) per ogni x minore di a ed appartenente  a (e, d) 

l ~o(a) - u(~)f  < -  ~ ; 

3 °) per ogni x maggiore di b ed appar tenente  a tc~ d) 

i Yo(b) - -  Y(X) l ~ ~ ; 
4 ° ) 

S e m i e o n t i n u i t ~  e c o n t i n u i t a  d e l l ' i n t e g r a l e  I(y). - -  Le defini. 

zioni di semicontinuith (superiore o inferiore) e di continuith per  1 ~ integrale I(y) 

sono ancora quelle date nel Cap. I, § 1~ prendendo perb per eurv~ ordinaria  

e intorno (~} le defini~ioni date nel presente §. 

Richiamiamo il 
L e m m a  di  TO:~ELLI (-~'z). __ S~a  ~(x ,  z) u n a  funz ione  quas i  con t inua  e l imi.  

tara sul  quadrato  ( a ~ x ~ b , ' a  ~ z ~ b ) .  Fissato  u n  numero  posit ivo H e preso 

{'2-2) ~[~. TONELLI~ S~¢o" la semicontinuitd des intdgrales doubles du Calcul des Variations, 
, A c t a  M a t e m a t i c a  )~. T. 53~ pag.  333. II  l e m m a  ~ s ta to  da to  da L.  TONELLI, in  u n a  fo rma  
pii] genera le .  P e r  i nos t r i  scopi ~ pe rb  su f f i c ien te  ques to  caso par t i co la re .  
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ad  arbitrio ~ .~ 0 ~ possibile de terminare  ~ ~ 0 in  modo eke s ia  

bb 

per  tutte le f u n z i o n i  y = y(x) assolu tamente  cont inue in  (a, b~, eke soddis fano  

irt tut to (a, b) al la  d i s u g u a g l i a n z a  

l y(x)! <- l y'lx t <- H. 

§ 5. L a  s e m i c o n t i n u i t ~ t  i n  t u t t o  i l  c a m p o .  

1. Condizione puntuale  necessaria per la semieont inui t~  inferiore. - -  
Come verrh chiarito dal]' analisi the  faremo, le eondizioni puntual i  neeessarie 
per la semicontinuit '~ inferiore di I(y)  in tutto il eampo A sono molto meno 
espressive delle corrispondenti  (1) date per l ' in tegra le  I(y~,  y~) e cib ~ un 
fatto intrinseco, connesso con la s t ru t tura  funzionale dell ~integrale I(y). Con- 
dizioni pill forti si possono avere, come vedremo in seguito~ ma non di carat- 
tere pantualc ,  bensi globale. 

Una  condizione puntualc  b espressa dal seguente 

T e o r e m a. - -  Condizione necessaria  aff inchd I(y) s ia  semicont inuo infe.  
r iormente  ~ che, per  Qqni valore d i y '  e in  ogni p u n t o  (x, y) in ferno  a d  A o 

d' accumulaz ione  di  p u n t i  in terni ,  s ia  

(17) fyl, yl,[x, x, y, y, y,' y'] ~ O. 

Osserviamo anzitutto che per la (16) la (17) diviene 

f~l,,~,[~c, x, y, y, y', y'] = fy.,y~,[x, z ,  y, y, y', y'] ~ O. 

Supponiamo (~) che esista un punto txo, Yo) inferno ad A ed un valore Yo' 
di y' tali che sia 

(18) f,~,u~,[Xo, Xo, y~, y~,, yo', yo'] < O. 

Pe r  la continuit~ della fy~,~, si possono determinare  ~ ~ 0 e ~, con 0 ~ ~ ~ 1 
in modo ehe, se 

[y,'-yo'l-< Iy;-yo'I 2 , 

(~) L a  dimostrazione che daremo ~ l 'estensione ad I(y) di quella data da L. TONELLI 
per ~(y), Fondamenti...~ Vol. I, Cap. VI ,  pag. 231, 
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sia anehe 

(19) f,,,y,,[x, z, y , ,  y~, y,',  y~'] < - - ~ ,  fy~,y~,[x, z, y,  , y.~, y, ' ,  y,'] < - -  

e (x, y~), (z, y~) siano punt i  di A. 
Pe r  il punto Po ---- (xo, y~) di A si eonsideri un segmento P o P  di equazione 

y -- yo(x) - -  yo + y , ' (x  - -  xo) ~ .  ~ x ~ x ,  + ~. 

Si dividu PoP in n patt i  uguali  mediante i punti  P0, 10~, P~,..., 1°, ~ 10. 

Per  P0 traeeiamo una ret ta di eoeffieiente angolare Y0'4- 8 e per 10~ un ' a l t r a  
ret ta  con eoefficiente angolare y j - - ~ .  

Se Q ~ il punto d ' ineont ro  fra le due retie, consideriamo il trian- 
golo PoQP~.  Si faeeia la stessa eostruzione su P~P~,.. . ,  P,_~10,. 

Si ~ eosi costruita una poligonale C~ sopra PoP, eomposta dai lati dei 

detti triangoli che non eoincidono con P,,P~,..., P,_~10,. 
Tale poligonale ~ tutta costituita di punti  di A :  se y - " y , . ( x )  ~ l 'equa-  

zione di C, ~, un i formemente  sul l ' interval lo  (x0, x, 4- ~), 

lim y , ( x )  --- yo(x,) 

e, in tutti i punti  in eui esiste y~'(w), 

y . ' ( x )  - -  y0' : i :  ~. 

Inoltre ~ y,{x,o) - -  Yo, Y,,(xo 4- 8) "-- yo(X, o 4- 8). 
Consideriamo la differenza 

(2o) I(y,(~,)) - x(y0(x)) = 

f /  I f i x ,  z, y . (x) ,  y . tz) ,  y .  ( ) ,  y . ' (z)]  - -  f [~ ,  e, yo(~t, yo(.), yo'(x), y.'(z)] ~ d x d z  = 

xo xo 

f + 
J 

; /  4- l f ix ,  z, yo(x), yo(z), y,,'l~c), y , , ' l z ) ]  - -  flm, z, yolX), y j z ) .  y0'(x), y..'(z)] ' d x d z  4- 

~'0 ~'0 

+ f i x ,  z, 
xo 

Si fissi ~, con 0 ~ e ~ 8~,  ad arbitrio. Pe r  In continuit~t della f ed essendo 

sempre [yn'(~c) l ~ [Y0'l + 8, si puo determinate  un intero n, tale ehe per n ~ n ,  
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sia sempre  

tvo a~ o 

Esaminiamo ora il secondo integra!e del secondo membro  delia (20}. 
Appl ieando la formula  di TAYLOR si ot t iene 

Xo+~ Xo+~ 

$00 ~0 

z, yo(X), yo(Z), y.'(x), y.'(z)] - -  f[x~, z, yo(x), yo(z), y0'(x), y,'(z)] I dxdz  - -  

~gO l~'O 

1 [ [ [ " "  , 2  - ,  , 

Xo ~o 

essendo ~.,'(tc) un  conveniente  numero  compreso fra y,,'lx) e yo'(X). 
Dimostr iamo ora cite ~ 

(22  l im (f[y, ' (x)--yo ' (X)]fu~,[x. ,  z, yo(x), yo(z), y0'tw), y,/(z)]dx~dz -w. O. 

Cib non si pub dedurre dal lemma di TO~ELLI, perch~ nel nostro caso 
la funzione fyl,[X, Z, yo(X), yo(Z), yo'(X), y~'(Z)] dipende d a n .  

Consideriamo (~) la fun~ione 

fy~,(x, z, y~, y~, y / ,  y~') 

cont inua  nel campo A definito da 

Xo <-- ~c <-- xo + ~, xo ~__ z ~__ Xo + ~ , 

!y ,--yo]<--2~,  l y : - - y o l < - - 2 ~ ,  ]y / - -Yo ' l<- -2~ ,  ]y / - -yo ' l<__2~.  

Si fissi 2]/ in modo ehe in ~ sia sempre  [ fy~ , ] (  M. 
Poss iamo costruire  una  successione di poIinomi (-~5) 

1 II.~{x~, z, y , ,  y~, y / ,  y~')i (m "- 1, 2, ...) 

('~4) Pe r  questa  dimostrazione cfr. L. TONELLI~ Eondamenti. . .~ Vo]. I~ Cap. V, pag. 214, 
e loc. cir. in  (~.2}. 

(es) L. TO~ELLI~ Sut la  rappresentazione anal i t ica  detle funz ion i  di pi,f¢ variabi l i  reali, 
,, Rend.  Circ. 1Kat. Pa le rmo ,,, T, X X I X  (1910), pagg. 1-36, 

Annali d* Matemat,vc~. ~orte IV, Tomo XXIII, 18 
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tale che sia in ogni pun to  di A 

lira Hm --  fu~,. 

Si fissi m eosi g rande  ehe sia in tu t to  5 

£ 

' n : - f . +  t_<6~-~. 

Tenuto  conto t h e  6 [ y . ' ( x ) - - y o (  ) [ - "  ~ ~ 1, si ha  

oeoq-~ Oeoq-~ 

(23~ y .  ( ) --  yo'(w)]fu~,[w , z, yo(x}, yo(z), Yo tw), y.'(z)]dxdz 

Oeoq-~ ~o+~ 

/ .]i fy~,[x, z, yo{x~), yo(z), Yo'(W), y. ' (z ) ] - - I Im[x  , z, yo(x~), yo(Z), yo'(~c), y.'(z)] I dxdz + 
~o XO 

• -}-}/" /[y,/(x)--yo'(X,]IIm[x,z,y,,(x~),yo(Z),yo'(X),y.'(z)]dxd~l~ 
x o  

xo+~ xoT~ 

+ I f / . , :+ . - ,o  o. ,o<o.. ,o+. ,o+. I 
a~o 

I n t e g r a n d o  per  part i ,  t enuto  conto t h e  i~ y.(x.)=yo(X+o) , y.(Xo+~)--yo(~o-}-~), 

f J[y,:(~)-yo'(~l]n~[~, ~, y,,(~), ~o(~), y°'(~), y,,'(~)]e~e. = 
xo xo 

= - f  f[y,,(~) - y,I=)l eH~[=, ~,,(~), ~'~(~'e= ~°'(=)' ~"'(")] e=a~. 
Ma 

(.94) dII,,,[x, z, y.(x), y,~(z), y,,'(x), y.'(z)] __ 
dx 

__ IOII" OR.,  ~ ,1 
--  [ 0x-- + ~ i -  y° ~,=y.(~), y2=y.(~), y,'=yo', y2'=.~'(~)- 

Si pub qu ind i  de t e rmina re  a n  numero  L, i n d i p e n d e n t e m e n t e  da  n, ta le  

ehe sia~ per  ~v o _~ ~ ~ ~o -}- 8, x o ~ z ~ x o -~- 

! dII~[x, z, y,,(x), y.(z), yo'(X), y.'(zt] ~_ L. 
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Si d e t e r m i n i  n~ in modo che pe r  n ~ n~ sia 

$ 

l y . ( x ) -  Bo(x , ) l~  6LS~ ; 

ne segue  

e quindi ,  

ZOo ~o  

per  la (23), se ~ n ~ >  n ~  

[ y. ' (x)--yo'(x)l fu~,[x , z, yo(x), yo(Z), yo'(X,), y . ' (z)]dxdz ~--~3" I 
off o 

Pass i amo  
la f o rmu la  di 

xo+~ ~0+~ 

xo wo 

1 
• , yo(X), yo(Z), yo'(X), y . ' ( z ) ]dxdz  I 

anche  

dove y.'(z) 6 un  valore  conven ien te  f ra  y,/(z) e y./(z). 
A1 pr imo degl i  in tegra l i  al secondo membro  si pub e r a  appl icare  il l e m m a  

di TONELLI e qu ind i  d e t e r m i n a t e  n s ta le  che  per  n ~ n 3 sia 

ooo+~ Xo+~ 

[ y,, ( ) --y,'(z)] fy2,[x, z, y,(~), yo(z), yo'(x,), yo'lz)]dxdzl~__ 3" 
xo xo 

Dal le  (20), (21), (22} e da quan to  si ~ f inora  d imost ra to  segue  c h e s e  ff 
il maggiore  f ra  gti in ter i  n~, n2, n~, per  n ~  ~ 

(25) I[y . (x) ]  - x[y0(x)] < ~ + 

+ Y,, ( ) - -  Yo (x)] fy,,y,,[x, z, Yo(X), yo(~), y .  ( ) ,  y . ' (z)]dxdz + 
xo wo 

-I- y,, (z) - -  y~ (z)] fy,,y¢[x, z, yo(X), yo(z), Yo ( ) ,  y,,'(z)]dx.dz .~ ~ - -  ~'~ < 0 
xv Xo 

per  le (19). 

ehe  pe r  

yo(x), yo(Z), yo'(W), y,,'(z)] - -  f[x,, z, yo(x), yo(z), yo'(X,), yo'(z)] I dx.dz - -  

= y .  ( ) - -  yo (z)] fy¢[x, z, yo(X), yo(Z), yo ( ) ,  yj(z)]dxdz Jr" 
x.o xo 

-}" 2 y. '(z) - -  yo'(Z)] ~ f~¢y2,[x, z, yo(x), yo(z), yo'(x), y.'(z)]d~cdz, 
~o ~o 

x~ 

ora  al terzo in tegra le  del  seeondo m e m b r o  del la  (20), 
TAYLOR d iv ieae  
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Poiehb y.(x) tende uniformemente  a Yo(x), questa disuguaglianza prova 

the  su y0(x) l ' in tegra le  I ( y ) n o n  b semicontinuo. ~] quindi assurdo che sia 

verif icata la (18) e la (17) b eosi dimostrata  quando i[ punto (~, y) sia interne 
ad A. Per  la eontinuith delia fyx,y~, la t17} sussiste anche nei punti  di aeeumu- 

lazione di punti  interni ad A e il teorema 6 eompletamente dimostrato. 

O s s e r v a z i o n e .  - -  I1 teorema ora dato non dh condizioni puntual i  in 

tutti  i punti  in eui b definita la f ( x ,  z, y~, Y.2, Y~', Y~'), bensi soltanto in quelli  

per  cui 6 x : z, y~ : y~, y~' = Y2'. 
Si .po t rebbe  pensare  di avere condizioni necessarie  per  la semieontinuit~ 

inferiore, come la (17), ma valevoli in ogni punto in eui ~ definita la f,  ossia 

per  ogni eoppia di punti  di A (x, y~) e (z, y~) e per ogni valore finito di y~' e y~'. 

Ci si persuade ehe eib non pub essere nel modo seguente. 

Sia ad esempio 

(26} [y~;y~'@o, zo, Y~, Y~, 9~', 9~') < 0, 

con xo < ~o- Tale relazione continuer'~ a valere anche nei punti  (~, z, y~, y~, 

Y,', Yz') purehb sia 

ly -9,t 

Supponiamo the  sia ~ < z 0 - - % .  Per  poter esaminare se eib pregiudica 

o meno la semicontinuiti~ inferiore di I (y)  oceorre ora considerare una  qua- 

lunque eurva ordinaria Fly = y(x)] definita sul l ' interval lo (xo, zo) con y[xo) -" Y, 
y(Zo) - -  9~, Y'(Xo) = 9~', y'(Zo) - -  9~" Ora, sulla semicontinuit~t di I (y )  su r non 

influiscono soltanto i valori di fy~'u~' per ] x - -  x o ] ~ ~, ]z ~ z o I -~ ~, ma anche 

quelli  in tutto 1 ~interne di I ~. 
Quindi la (26) non b suffieiente perchb se ne possa dedurre  che su F 

I(y)  non b semicontinuo inferiormente (v. n. 5, pag. 114). 
Vedremo nel sueeessivo § delle condizioni neeessarie per  la semicon- 

tinuith, in cui entrano tutti  i punti  in cui b definita la f ;  tali condizio~5 

non sono pifi puntual i  m a  globa:li. 

2. Al t ra  forma della eondizione neeessaria per la semieontinuit~ in- 
feriore.  - - A n c h e  per l ' in tegrale  I(y) il teorema del numero preeedente si 

pub esprimere in modo che non compaiano le fyl'yl' e fyey~,. 
T e o r e m a. ~ Condiz ione necessctria af f inch~ l ' i n tegra le  I(y) s ia  u n a  

f u n z i o n e  s e m i c o n t i n u a  in f e r io rmen te  ~ che si  abbia 

~ [ x ,  z, y, y, y' ; y', Y'] -" ~ [ x ,  z, y, y, y' ; y', 9'] >~ O, 
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per. ogni valore finito di y' e ~' e in tutti i punt i  (x, y) interni al eampo A o 
di accumulazione di tali punti.  

Per  brevith si omette la dimostrazione;  essa si pub ottenere estendendo, 
con gli stessi accorgimenti  del preeedente teorema, quella data dal To~EI~LI 
per l ' in tegra le  ~(y) (~). 

§ 6 b a  s e m i c o n t i n u i t a  s u  u n a  d a t a  c u r v a .  

1. Diversi tk di comportamento fra gli  integrali I (y )  ed ~(y). - -  Anehe 
per l ' in tegra le  Iiy) sussiste il fatto gi~ provato per I~y~, y.~} e cio~: 

Se I(y) ~ semicontinuo inferiormente s u u n a  curva C pub non esserlo su 
archi di C. 

L'esempio  con eui tale affermazione ~ stata giustif icata per I(y~, y~) 
sussiste anche per I(y). 

~ a  vogliamo ora notare  un ' a l t r a  notevote diversit~ di comportamento 
rispetto a l l ' in tegra le  ~(y). 

Siano C~ e C~ due archi  conseeutivi della eurva ordinaria  C. 

Se I(y) ~ semicontinuo inferiormente su C~ e su C~, pub non esserlo 
sulla curva Ci + C~. 

Proviamo cib cot seguente esempio 

22 

- -  / ] [y(a~) ~ x]2e-y"(~)y'(z)dxdz. i(y) 
J d 

o o  

Consideriamo la eurva ordinar ia  C ~ C~-]-C~, dove 

Su C~ I(y) ~ continuo;  
mente  a l l ' in torno (~) di C t 

I I { y ) -  I ( , ) , - - , I ( y ) , - -  j j i y ( x ) -  x]~e-Y'~(~)y'(z)dxd~ I ~  

b 

~ i u(b) - v(~ll  . / }v(~)  - #)~d~ < I v(b) - -  U(~) I • 0:(b-- ~) < (1 + 40)~'(b--~),  

e, poich~ p +} arbitrario,  ~ dimostrato che su C~ I{y) g continuo. 

C~ " y --  9(x) --  x, 0 ~_ x ~ 1, 
C ~ ' y : ~ ( x ) - - 1 ,  l ~ w ~ 2 .  

infatti  se y --  y(x), a ~ x ~ b appart iene propria. 

b b  

(~(~) L TO~ELLI, F o n d w m e n t i  .... ~roI. I ,  Cap. VI ,  n. 89 a),  pag. 246. 
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I(y) ~ cont inue  aaehe su C2 avendosi, in tal caso, 

b 

[ I(yl - -  I{y) I = [ I(y) r ~ / [ y ( x )  - -  ~c]~dx • [ y ( b ) -  yia} t . 
a, 

Ma se y(~¢) appar t iene  a l l ' in to rno  (~) di Q ( y -  D 

b 

I y(b) - -  y(a) I ~ 2~, / ( y ( x )  - -  x)2d~ ~ (1 + p)2(b - a) 
Q 

e ne segue immedia tamen te  la cont inui t~ di I(y) su C.~. 
Dimostr iamo ora ehe Ify) non ~ cont inuo su C ~ C~ ~ C~. 
Sia P(y -" y(x), 0 ~ ~ ~ 2} una  qua lunque  eurva  ordinar ia  con y(O) - -  O, 

y(1) = 1, y ( 2 ) - - 1  e appar tenen te  a l l ' in to rno  (~) di C. 
Consideriamo 

2 2  2 2  
f *  f ,  

(~)4~d~. 
O 0  O 0  

2 

. / [y(~c)~ - -  ~v]~e-Y'~(~)y'(z)dz - -  O, 
l 

e quindi  
2 1  

I I ( y ) -  1(.#)t > I f f~  [ y ( ~ ) -  x] ~ e-u'~(~)y'(z) - [ ? ~ ( x ) ~  ~]~ e-~"(~)qp'(z)~dxdz - -  
l 0  

1 1  

_1 lffl [ y ( ~ ) -  ~1' ~-y"(~)y'(~) - f~(~) - ~1 ' ~-~(~)~'(.)~ e~d~ I" 
O0 

I1 secondo degli  integral i  al seeondo membr, o tende a zero per  ~ ~ 0 .  I1 

valore assolu~o del l ' a l t ro  integrale  i~ 

2 

1 

poieh~ 
2 

f (y - x) 2 e-U"dx 
1 

non ~ cont inuo sulla  curva  y = 1, si pub de te rminare  e >  0 in mode che, 



di un nuovo tipo di funzionati 103 

q u a h n q u e  sia ?, si abbia  sempre 

2 

ji_ [y(x) - -  x] ~ e-Y '.'~, - - ( 1  - -  ~)~ I da~ ,I "~ 
f ,  r 

2~ 

1 

e quindi si pub determinare  P0 ~ 0 in modo che qua lunque  sia p con 0 ~ ~ ~ ~o 

sia sempre 

t x(y)  - I( )1 > 

eib the  dimostra  the  su C I(y)  non ~ continuo. 

Anche per  1' integrale I(y)  in teressa quindi dare delle condizioni neces- 

sarie per  la semicontinnit~ su una data curva, dist inguendo se si esige tale 

propriet~ sulla sola eurva o su ogni arco di questa.  

(27) 

Se infatt i  

2. Condizione puntuale neeessaria per la semieontinuitk su ogni arco di 
una eurva a s s e g n a t a . -  Dalla proposizione del precedente  paragrafo si de- 
duce  faci lmente il 

T e o r e m a. - -  Condizione .necessaria affinch~ su ogni arco di  u n a  data 

curva ord inar ia  C, di  classe 1, completamente in terna  al campo A, di  equa- 

zione y - - y ( x ) ,  a ~ x  < b ,  l ' in tegrale  l(y) sia u n a  funzione semicont inua infe- 

r iormente ~ the sia 

fu~,u~,[x, x, y(x), y(x), y'(w), y'{w)] ~ 0, (a ~ x _~ b). 

fyl'y~'[x0, w0, y(x,), Y(~0), y'(x,), y'(w,)] < 0, 

tale relazione vale su tutto un intorno di un conveniente arco F di C e per  
valori  di y~' e y~' prossimi a quelli  di y(x) su tale arco. 

Si pub agevolmente costruire una successione di poligonali  che tendono 
uniformemente  a F in modo anatogo a quanto si ~ fat ta  nel teorema del § 5, 
n. 1, e giungere eosi ad una  disuguagl ianza come la (25). 

3. Condizione necessaria per la semicontinuitk su una curva assegnata. 
a) Come abbiamo fatto nel n. o precedente  si pub, con considerazioni ana- 

loghe a quel le  del teorema del § 5, n. 1, dedurre una eondizione necessar ia  
per  la semieontinuith su una  curva assegnata. Ma su cib non mi soffermo. 

Invece  ~ di maggiore interesse dare delle eondizioni necessar ie  che coin- 
volgano i valori della f (x ,  z, y~, y~, y~'~ y~') in tutto il eampo in eui essa 6 
definita, come nel seguente 

T e o r e m a. - -  Condizione necessaria affinch~ su u n a  data curva ordi. 

nar ia  C(y- -~(x) ,  a ~ x ~ b), di classe 1~ completamente in terna  al vampo A, 
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l' integrale I(y) sia una  funzione semicontinua inferiormente ~ the sia 
b b  

(28) ] ] fy,,~,[x, z, fl(x), y(z), ¢j'(x), ~]'(z)]dxdz o. 
* a] 

a a 

Osserviamo che, essendo 

f,,,,,,[x, z, 9~x), ~(z), if(x), frizZ] = fy,,y,,[z, x, 9(z), 9ix~, #'(z~, 9'(x)], 

segue  dal la  {28) la 

b b  b b  

I-8') ] ] fy1%,[oc, z, '~(x), ~jfz}, ~]'(x), ff(z)]dxdz---- ] ] fy~,y~,[x,z,~(x), ~(~, ft'~x),y'(z~]dxdz~O. 
# #  

Suppon iamo  t h e  la {28} non  sia ve r i f i ca ta  ma  si abbia  

b b  

(29} ~,u~,[x, z, #ix), ¢J~Z}, 9'[x), ~J'(z)]dxdz -- - -  2~ < O. 

Sia M il mass imo di ]?~'(x) l in (a, b). P e r  lw, y~), (z, y ~ ) i n  un  fissato 
in to rno  (~) di ~(x) ( su f f i c i en temente  piccolo in modo t h e  tale  in torno sia 

tut to in t e rne  al campo A ) e  se l y ( i ~ M ,  i y .~ ' l~M,  la funz ione  fy~,y~,[x, z, 
Y~, Y.z ~ Y,', Y.2'] e u n i f o r m e m e n t e  con t inua  e si pub d e t e r m i n a r e  ~, con 0 ~ 1 ,  

in modo che si abbia 

[f~,~,[x, z, ~j{x), f~(z), #'(x), #'(z~] --  f~,~,[x,, zo, y , ,  y.~, y,', Y.~'] 1 < ( b - -  a)  ~' 

qua lo ra  sia 

I x - - x  t sar ,  l ' z - - z , l < _ ~ ,  i ? ~ ( ' x ) - - y , I < ~ ,  I~J(x i - -Y .~l~  ~, 
l ~ ' ( x ) - y ~ ' l ~ ,  I .#'(~) - -  y ( ]  ~ ~. 

Ne segue, se y,'(x) e y((z) soddisfano in (a, b) alle d i suguag l ianze  

I ~ , ' ( ~ )  - i f ( p ) ] < -  ~, t y~'(~) - ~'(~) I ~ ~, 
b b  

[ [ f~%,[x, z, ~l(x~, ~(z), y,'(x), y~'iz)]dxdz ~_~-- ~ (30t 
# , )  

e, come si ~ o t t enu ta  la (28'), 
b b  

(30') 

Cost ru iamo 

modo seguen te :  

f f f~:,y~,[x, z, ~J(X), 9(z}, yt'(x), y((z)]dxdz ~ - -  ~. 

ora u n a  success ione  di cu rve  C , ( y " -  y.(x), a _~ x ~ b) neI 
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Si divida (a, b) i~ 2n parti  uguali  mediante  i punti. 

C ~ o ~  ~C~...~ ~C~. ~---b. 

Per  a << x~ < x~ , si ponga 

y,.(x~) ~ 9(x) e inoltre 

Per  x, ~ x ~ x ~  

y,~(~c) = 9(x) + ~(x~ - -  xo). 

(b - -  a) 
y,,(x) - -  .~tx) = ~(x- -  Xo) < 2n 

si poaga 

y.(z)  = ~(x) + ~(x, - ~o) - -  ~(z - ~ ) .  

La y.(~c) i~ cosi cont inua su (~0, x~) ed ~ sempre y , ( w ) ~  ~(x) e 

inoltre 

Si definisca la y , (x )  nello stesso modo sulle eoppie successive di in- 
tervalli  consecutivi  

( ~ ,  z~), ( ~ ,  ~4);.. .;  ( z . , _~ ,  z . , _ , ) ,  t ~ , ~ - , ,  x~.). 

La curva C,,[y = y.,(x), a ~ x ~ b], ~ una  curva ordinaria e gode delle 
seguenti  proprieti~ 

(31) y.(a)  - -  y(a), y,(b) = 9(b), y,,(x) > ~(x~), y,,(~) - -  ~(x) < ~(b - -  a) 
........ 2n 

e, esclusi i punti  x~, w~,..., ~ , _ ~ ,  

(3t ~) I y.,'(~) - -  ~'(x) I = ~. 

Consideriamo ora la differenza 

b b  

= f f l  f[x, 

b b  

+f f, fix, 
a 

b b  

~(y,~) - ~(~) = 

z, y.(x), y.(z), y,((x~), y.'(z)] - f[x~, z, ~(~), ~(z), y.'(w), y.'(z)] l d x d z  + 

~, #(x), 9(z), y.'(x), y.'(z)] - -  f[x, z. ~(~), ~j(z), y'(x), y,'(z)] l 'dxdz + 

(32) 

f ft f[x, z, #(x), y(z), 9'(x), y.'(z)] - -  f ix ,  z, y(x), 9(z), ~'(~), ~f'(z)]I dxdz .  
a 
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Sui ire integrali  del secondo memb~o della (32)si possono r ipetere alcuni  
dei ragionamenti  fatti  per la (20) del teorema § 5, n. 1; anzitutto si ha  the,  
fissato z con 0 ~ 8 ~ ,  si pub determinare  n, in modo che sia, per n ~ n ~ ,  

b b  

r[~, ~, y,,(~t, y,,(~t, y,, t i, y,,'(~t]- r[~, ~, 9(~), f~(~), y,, () ,  y,,'(~Ild~& < ~. 
a ~  

Quanto al seeondo dei tre detti  integrali,  la dimostra~ione fat ta nel  § 5, 
n. 1 non ~5 ora suffieiente per ottenere la relazione ehe eorrisponde alla (22}; 
infatti  in tale dimostrazione per  sta,bilire la formula  t24} si sfrut ta  il fatto 
e h e l a  fun~ione y0(w) he derivata seeonda eontinu~. (y~"(w)= 0), e nel nostro 
easo la ~(x) non gode di tale proprietY. 

Inveee, seomposto il ter~o integrale con la formula di TAYno~a (come si 
~ fatto nel § 5, n. 1) si pub aneora applieare il lemma di TO~E~5I. Per tanto 

si pub de te rmina te  un n~ ~ n~ in modo t h e  si abbia, per  n ~ n~, 

b b  

+f f l f [m ,  

b b  

(aa) x(y.) - ~(~) <_ ~ + 

• , 9(x), 9(z), y . ' (x) ,  y,.'(z)] - -  f[x,  z, ~(m), 9(z),  ~'(~t ,  y . ' (z ) ]  I d x d a  -~- 

dove y,, ( ) ~ un  valore compreso fra  ~'(z) e y,'(z). 

Pe r  la formula  di TxYLo~ 

b b  

.f f t f[x, 
Ott~ 

(a4) z, ~(m), ~(z), y.'(x), y,'(z) -- rim, z, ~](~), ~(z), y ( ) ,  Y,,'(z)] I dmdz - -  

b b  

--ff[y,,'(~c) --  ~'(x)] fy,,[x, z, ~(x), 9(z), if(m}, y,,'{z)]dmdz 4:_ 
a a  

b b  

+ ~/f[y°,(x) - ~'(~)r fy,,A~, ~, ~(~), ~(~), y°*'(~), y.'(~)ld*d~, 

essendo y,*'(w) compreso fra  ~'(x) e y,,,(m). 
Dimostr iamo che anche ora ~ 

b b  

j , =  - z, ~J(m), ~(z), y'(x), y.'(z)Idxdz : O. 



di un nuovo tipo di fu~zionali :to~ 

L a  funz ione  fyl,[x, z, Yi ,  Y~, Yl', Y~'] i~ u n i f o r m e m e n t e  c o n t i n u a  ne l  c a m p o  h 
de f in i to  da 

a < x < b ,  a < z < b ,  l y , - - ~ ) ( x ) t < ~ ,  l y 2 - - 9 ( z ) l < ~ ,  

dove  ~ > 0 ~ gih stato p r e c e d e n t e m e n t e  f issato in  m o d o  che  i pun t (  [z, y~] 
e [z, y~] s iano in te rn (  al  c a m p o  A. S ia  N un  n u m e r o  tale  che  in  tu t to  h si abb ia  

I f ,  l,[~c, z, y , ,  y~, y,', Y~']t ~ N ;  

come  si ~ rat io  ne l la  d imos t r az ione  de l la  {22), pos s i amo  anco ra  eos t ru i r e  u n a  
success (one  di p o l i n o m i  

IIm[w, z, y , ,  y~, y,', y~'] 

tal i  ehe  in  ogni  p u n t o  di  h s ia  

I n..[~, ~, y , ,  y~, y,', y~'l < iv, 
lira II,.(x, z, y , ,  Y.2, Y,', Y2') - -  f~,(x, z, y , ,  y~, y~', y~'). 

P e r  l' u n i f o r m e  con t inu i t~  di fy~, in  h, si pub  cos t ru i r e  u n a  funz ione  y- -yo(x) ,  
con yo'(x) e yo"(oc) c o n t i n u e  in  {a, b), con  l y0(x}--.~(x)l < ~, lye ' (x . ) - -gCv)l~ ~ e 
in  m o d o  che  sia  

(35) ] fy,,[x, z, yo(~c), 9@, Yo'(x), y.'(z)] --  f~,[% z, y(x), ft(z), 9'(x), y,, ( )] I ~ 9~(b_a)~. 

Si f issi  m in  modo  che  sia  in  tn t to  h 

(36) I fy~,(x, z, y , ,  y~, y,  , y~') ~ II.,(x, z, y~ , y~, y,  , Y~') I ~ 9~(b - -  a) 2" 

b b  
i t,, ~ 

(37) l 9'(~c)]f~,[% z, ~j(x), 9(z), ~)'(x), y .  ( z I X  
I a 

b b  

_ f  f l y:(x)- [. l f~, (x, z, ~(x), ~(~.), ~,{~), y.,(z)] - fu,,[x, z, yo(x.), ft(z), y°,(~c), y,, ( )]l dxdz  + 

b b  

i - -  
(, 

+ 
a ~  

b b  
I f ' f "  

+ 

b b  

9 ~ + .'(a~) - -  ff(z)]II.,[~c, z, yo(X), 9(~), y~ (x), y. '(z)]dxdz l' 

t enu to  conto  de l le  (31'), (35) e (36). 
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I n t eg rando  pe r  par t i  e pe r  la (31) si ha  

b b  

ff[u,,'(x)-9'(x)]n=,[x, ~, yo(x), ~(z), y,'(x), y,'(z}] d x d z  : 
a ~  

b b  

dxdz .  

ye ~ 9(z), ye~ ~--- yn'(z) 

e si pub pe r tan to  d e t e r m i n a t e  u u  n u m e r o  L~ ind ipenden te  da n~ in modo 

che sia, per  a < x < b ,  a ~ z < b ,  

I dn, .[x,  z, yo(X), ~(~), yo'(x), y,,'(z)] < L. 
1 d x  - -  

Si de t e rmin i  ora  n 3 ~ n.~ in guisa  che  per  n ~  n 8 sia in tut to (a, b) 

I y . ( x ) -  y(x) I _< O( b _ a)~L; 

ne  segue  
b b  

i j r ,  -, - -  y ,  (z)]d~cdz I < § 
a a 

e quindi ,  per  la (37), ~ per  n ~  n 3 

b b  

y,,'(w) - -  ff(w)]fy~,[x, z, ~)(x), ~(z), .~'(x), y,((z)]dx~dz ~ ~.  

Segue  a l lora  dal la  (33) e pe r  la (34), 

b b  

(38) I(y,,) - -  I(~)) ~ ~ + y,,'(x)--~'(x)]~fy~,y~,[x, z, ~l(x~), y(z), y,,*'(x), y . ' ( z )]dxdz  + 
Cb~b  

b b  

¢ f t t + ~ f fly; (z) - y (z)]fy, ~ ix, z, ~j(x), 9(z), ~'(x), 9.'(z)]dxdz : 

f t ~ b  

b b  

~2jy - '  ~, ~ t z - -  ~ -}- 2- I fy~,u~,[x~, z, ~(x), #(z), y,*'(x),  y,,'(z)]-l-fy,,y,,[x, z, ~J(x), ~t(z), y ( ) ,  y,,  ( )]l dxdz ,  
a 

per  la (31'). 
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Tenuto conto della (31) e della defini~ione di y,*'(x) e ?~,,'(z~ 

e quindi per  le {30) e (30') dalla disuguaglianza or ora stabilita segue 

I(y,,) - -  I(~) ~ ~ - -  ~ < O, 

qualunque  sia n ~ n  a. Tale relazione prova che I(y) non ~ .semicont inuo  
infer iormente  s u y - - ? ~ ( x ) ;  ~ assurdo quindi supporre la (29) e il teorema b 
cost dimostrato. 

b) I1 precedente  teorema si pub estendere notevolmente,  ottenendo una 
proposizione dalla quale si possono dedurre  le pifi espressive condizioni 
necessarie  per~la semicontinuit~. 

T e o r e m a~. - -  Condizione necessaria affinch~ su una  data curva ordi. 

nar ia  C(y - -  ~(x), a ~ x ~ b), di classe 1, completamente in terna al campo A, 
l ' integrale I(y) sia una  funzione semicontinua inferiormente ~ che, comunque 
si p renda  in  (a, b) una  funzione quasi -cont inua ~(x), con [ ~(x)l ~ 1, sia 

b b  

(2S') O, 

Supponiamo the  esista una funzione ~(x}, quas i -cont inua  in (a~ b), con 
I~ (~) i~  1 e per cui sia 

b b  

] /¢p'Z(x)fy~,y,,[x, z, l)(x), ~J(z), if(x,), iJ'(z}]dxdz--" - -2~  7 (39) 

con ~7 ~ O. Si pub determinare  ~ ~ 0 in modo ehe se 

(40) [ y / ( ~ )  - y'(~) _< s, t y~'(~) - y'(~) 1 -<- 

sia auche, per ogni 0~ e ~ di (a, b), 

(41) [ f~,~,[x, z, ~(x~), ~(z), ~'(x), #'(z)]--f,,,~,[x, z, ~(x), ~(z), y,'(~), y~'(z)] I ~ (b__a):.  

Costruiamo ora una successione di curve C, "y--y,,(~x), convergente alla C. 

La funzione ~{X) non ~ nulla  in quasi- tut to  (a, b), al tr imenti  non potrebbe 
sussistere la (39). Per tanto  

• (~) = ~  ~(~) t d~ 

una funzione continua non decrescente  in (a, b) ed ~ (I)(b)~ 0. Inoltre 
b 
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Sia x~ ( i - -0 ,  1, ..., 2n) il primo punto di (a, b) in cut 

i O(b), ( i -  O, 1, 2, ..., n). (I)(x,) = 

I punti  xo, xt , . . .  , x~.. si susseguono in quest '  ordine su (a, b) ed ~ x o ~ - a  
e x~,, ~ b. Nel l ' interval lo  (a, xi) si ponga:  

y,,(~) = ~(~) + ~ [ I ~(~) ] dx. 
C$ 

y , (x )  ~ ~)(x), y,,(a) : ~(a), 

y,,(~) - ~(~) <_ ~ ~(x) l ~x  <_ ~(~) 3 d x  - -  2n <-  2n ' 
(% (% 

ed ~, in quasi tutto (a, x~) 

y . ' ( x )  - y'(x) = ~ J ~(~) I. 

Nell ' interval lo (xl, x~) si ponga 

gift 
/ i / ,  

y , (x )  
. 2 . 2  

La funzione y,,(~c) b continua in (a, x~) e in ogni punto di (a, oct) 

y,(x) ~ ~(x), y,(a)  - -  ~)(a), y , (x )  - -  ~(x) ~ ~(b - -  a) 
2n ' 

Xl  X2 [ i  f ,  

~(x) l d x  
. 2  

a Offl 

e, su quasi tutto (a, x~), 

l y , , ' ( x )  - -  ~'(x) I = ~ t ~(x) l. 

Cost si prosegua la defini~ione di y , (x )  sulle coppie di intervalli  conse- 

cutivi (~c~, ~cs), (x~, ~c~) ;... ; (x.~,_~, x~n~_,), ( x~ ,_ , ,  x~,). 
Se ~ x~,, --  b la ~j,(w) ~ definita in tutto (a, b) ; in caso contrario, la ¢~(w) 

nulla  su quasi tutto (w~,~, b) e ponendo in (x~,,~ b) 

y,,(~) = ~(~)  

si ha che in tutto (a, b) la y,,(x) verifica le seguenti  relazioni:  

(42) y,(a)--?~(a), y,(b) -= ~(b), y.(~c) ~ ~(x), y , ( zc ) - -~(x )  < ~(b - -  a) 
- -  2 n  ' 
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ed ~ in quasi  tutto (a, b) 

(43) l y . ' (x}  - -  ff(oc) l - -  ~l~(x) l ~ 8. 

Consideriamo la differenza T(y , , ) - - I (~ ) .  Si possono r ipetere  i rag ionament i  
del precedenCe teorema fino a stabil ire la d isuguagl ianza  analoga alla (38) e 
cio~, fissato ~ con 0 ~ ~ ~ 8 ~  si pub de te rmina te  ~ in modo che per  n ~  ~ sia 

(38') Z(y,,) - z@) < ~ + 
b b  

+ - + 

~ a  

b b  

dove y.*'(w) e ~.,'(z) sono compresi  
y,,'(z) e ~'(~). 

tO0 r i spe t t ivamente  f r a y .  ( ) e ~'(~c) e fra 

Poich~ su quasi  tut to (a, b) ~ [y, . ' (w)- ~) ' (w)]~--~(x) ,  ne segue 
b b  

I (y . )  - -  I ~ )  ~ ~ ÷ 2 (x)fu~,u~,[x, z, y(x), y(z), y .  (x), y. '{z)]dxdz ÷ 
a a .  

b b  

~ a  

b b  

f f 

~, ~(x),  ~(z), ~'(~), ~ , , ' ( z ) ]axaz  = 

r~  z, ?~(~), ~(z), y.*'{x), y .  ( )] ÷ fyl,yl,[x, z, ~(~). ~iz), ~ ' (~) ,  f f ( z )] Id~dz  

essendo, per  le (15'), 

fy,,.~,,[z, ~, #(z), ~(o~), #'(z), ~.'(x)]  = f~ , , [x ,  ~, ~(~), ~j(z), ~J(x), ~'(z)]. 

Per  le defini~ioni di y.* '(x)  e ~.'(~) e per  la (43) segue che in quasi  
tut to ia, b) 

[ y,~*'(x) - -  ~j'(x)] ~_ 8, ] ~j,~'(x) - -  if(x) ] ~ ~ ; 

si ha allora per  le (40), (41) e (39) 

I (y . )  ~ I(~]) ~__ ~ ÷ 
b b  

÷ ff ~(x) lf~,~,[x , z, ft(x), ft(~), y,Z'(x), y,,'(zl]--fy~,y~,[x, z, N(a~), ~(z), if(x), ff(~)] I dx, dz-t- 
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b b  

f /~(x)  ~ . . . .  
+ ~ I [y~,~,[x, z, 91x), #(z), y ,  (x), y (z)] - -  fu,,y~,[x, z, 9(~), 9(z), 9'(~c), 9'(z)] I dxdz + 

b b  

qualunque sia n > ~ .  Pe r  l ' u l t ima  delle (42) questa disuguaglianza prova 

ehe su C I{y) non ~ semieontinuo infer iormente;  quindi 6 assurda la (39) e 

il teorema ~ cosi dimostrato. 
O s s e r v a z i o n e .  - -  Se ~ verif ieata la (28'}, segue immedia tamente  dalle 

(15'1 che #, anche 
b b  

(28") f f  ~(z)f~+~o,[w, z, 9(x), 9(z), 9'(x~), 9'(z)]d~cdz ~ O. 

4. Nuova forma della condizione necessaria per la semicontinuit~ su una 
curva assegnata. - -  Dal t e o r e m a  b) del n. precedente dedurrem0 una eondi- 
zione neeessar ia  per la semieontinuit~t inferiore notevolmente pifi espressiva. 

Sia ~ y  --  9(m), a < m < b} una curva ordinaria  di classe 1, eompIetamente 

in terna  al campo A e su C I(y) sia semieontinuo inferiormente.  
Comunque si prenda una funzione quasi-cont inua ~2(x)~ 1 ~ sempre, 

per  la (28') 
b b  

b b 

-- /¢@2(~)d~/ fm,mf[x , z, fj(x), fj(z), 9'(~), y'(z)]dz ~ O. 
, l a y  

Ne segue ohe per tutti gli x, di (a, b) deve essere 

b 

(I)(x) = / fy,,y+[x, z, 9(x), 9(z), 9'(x), 9'(~)]d~ 
f *  

0;  
r y  

a 

infatti  4)(~c) ~ continua e se fosse (I)(x0)< 0, si potrebbe determinare  tutto un  
intorno ~ di xo tale ehe in esso sia sempre (I)(x)<0.  Posto allora ~ ( x ) =  1 
in ~, ~ (x ) -~  0 fuori  di ~, ne seguirebbe 

b b  

"(.)fy,,~,,[x, ~, 9(x), 9(~), 9'(x,), y (~)]dxd. = (x)dx < 0 
a n  
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e cib b assurdo .  A n a l o g a m e n t e  deve  esse re  pe r  tu t t i  gli z di (a, b) 
b 

[f~,y~,[x, ~, ~j(x). 9(zl, ~j'(x~, ~'(z)]d~ ~ 0. 
,] 

Si ~ cosi d imos t r a to  il 

T e o r e m a. - -  Cond i z ione  neces sar ia  a f f inch~ s u  u n a  d a t a  c u r v a  ordi .  

n a r i a  C(y -~ $(x), a ~ x ~ b), di c lasse  1, c o m p l e t a m e n t e  i n t e r n a  a l  c a m p o  A, 

l' i n t egra le  I(y) s i~  u n a  f u n z i o n e  s e m i c o n t i n u a  i n f e r i o r m e n t e  ~ the  s i a  

o~ 
(44) ' b 

l t. 

0 s s e r v n z i  o n e I. - -  l~a second~ de l le  (44) ~ conseguenza  dell~ p r ima .  

In fa t t i  p e r  le (15') 

f~,~,[x,  z, ~j(x~, #(z), ~'(x), #(zt] = f~,y,,[z, x,  ~(~), ~(x), #'(z), ~'(x)] 
e qu ind i  

b 

fy -' X "-" ~,,¢[X, z, ~(W), ~(z), y ( , ) ,  ~'(z)]d~. 

b b 

pe r  la p r i m a  del le  (44). 

O s s e r v a z i o n e  II .  ~ L a  condiz ione  neces sa r i a  pe r  la s emicon t inu i t~  

s u u n a  c u r v a  di classe 1 oru  da tn  co inc ide  con que l l a  s tabi l i ta  nel  Cap. I ,  

§ 3, n. 3 pe r  l ' i n t e g r a l e  [ ( y , ,  y~). 

0 s s e r v a ~ i o n e I I L  - -  I~ t r o d u c e n d o  le funz ion i  ~ ed ~ di WEIERSTilASS, 
come  si ~ fa t to  ne l  Cap. I per  l ' i n t e g r a ] e  I{y~,  y~)~ si possono e s p r i m e r e  le 

condiz ion i  (44) senza  che  sin ne c e s sa r i a  l ' e s i s t e n z a  del le  f~'yi '  e fa¢y~,. 

O s s e r v a z i o n e  IV. - -  P e r  s tab i l i re  le condi~ioni  neeess~r ie  pe r  la 

semicont inui th ,  su un~ c u r v a  dat% nel caso degli  in tegra l i  2ty}, 2i)(z) e I(y~,  y.~}, 
si pa r t e  dal le  condiz ioni  pun tua l i  n e c e s sa r i e  pe r  la semicontinuith~ in tu t to  

il campo.  II~vece pe r  l ' i n t e g r a l e  I(y),  m a n c a n d o  tal l  condiz ioni  puntuali~ oc- 

co r r e  p r o c u r a r s i  la cond iz ione  globale  (28'~ da l la  qua le  segue  la (44). 

P a s s a n d o  dat le  (28') al le  (44) ei si r i d u c e  da un  in teg ra le  doppio a uno  

sempl ice ,  che  e spr ime  i n  m o d o  globale  le c o n d i z i o n i  necessar ie  p e r  ta semi .  

c o n t i n u i t ~  s u u n a  d a t a  curva .  

A~naZ* d~ Matemctt*ca, S e t ' l e  I V ,  T o m o  X X I I I .  15 
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Cib non deve s tupire  se si riflet~e che mentre per  r integrale I(y) l 'equa- 
zione di  EULEI~O ~ un ' equaz ione  dif ferenziale,  quella re la l iva  a I(y) ~ invece 
un ' equaz ione  in tegro-di f ferenziale  del tipo di  FRED~OL~f (cfr. G. FUBI~,  
loc. eit. in (~, pagg. 225-226). 

5. Diversit~ degli intPgrali I (y )  e I ( y , ,  tf~) rispetto alia semieontinuitk 
in tutto ii campo o su ogni arco di una  da ta  c u r v a  - -  Per  1' integrale  I{y~, y~) 

se si esigeva la semicontinuit~, su ogni arco di una  curva C[y,(a~), ye(z)] 
di classe I, dalle (12) [che corr ispondono alle (44)] seguiva ehe necessaria- 
mente  era 

(9) /y,,y,,[~, ~, y,lx), ~.~(z), ~,'(~), y~'(~)] ~ 0 ,  f,0,y+[% ~, ~,(x), y.~(~), ~),'(~), y~'(z)] ~ 0 .  

(Cfr. Osservazione, Cap. I, § 3, n. 3). 
Cib non  ~ p i i t  vero per  l' in tegrale  I(y). 
Esaminiamo dappr ima  la eausa della diversi th fra I(y) e I ( y , ,  Y.2). Se [(y) 

semicont inuo infer iormente  su ogni arco di C, dal teorema del n. 4 segue 
che eomunque  si prendano a~ e b~ con a <  a~ < b~ ~ b 

b~ 

(45) [fy~,y~(x, z, ~](~c), ~(z), ~J'(X), if(z)] ~ 0, per  ogni  x in  (a~, b~), 

e da cib non si pub, in generale,  dedur re  che sin 

fu~,~,[x, z, y(x), y(z), y'(x), y'(z)] ~ 0 

quando sia x=~:~; infat t i  se ~ x ~ z ,  nel la  (45) entra  il valore di fy~'u~' nel 

nel  punto  [x, z, y(x-), y(z), y'(x), 9'(~)] solo quando sia a, < ~  < z < b , ,  e per- 
tanto prendendo comunque  in (a, b} 1' intervatlo (a, ,  b,), quando la sua lun- 

ghezza ~ minore  di ] z - - ' ~ [ ,  la (45) b ind ipenden te  dal valore di fy~,y~, in 

Si  potrebbe pensare  di  poter dedurre  con al tr i  procedimen.ti  che, come per  
I(y~, y~), s in  ancora necessario che si abbia per  la semicont inu i t~  infer iore  

(9') fu~,u~,[x, z, ~(x), y(z), y ('), ~'(z)] _~_ 0, per  ogni  x e z in  (a, b). 

M:ostreremo, pifi in generale  che, le condiz ioni  

(1') f~,~,[x, z, y,  , y~, y, '  y~'] ~ O, f~¢~¢[x, z, y, , y~, y,', y~'] ~ O, 

non  sono necessarie nemmeno  per la semicon t inu i tb  in fer iore  i n  tutto i l  campo. 
Basta per  questo il seguente  esempio :  

Definiamo sul quadra to  0 < x <  1~ 0 < z < 1 la funzione cont inua  K(x ,  z)~ 

K(~, z) - -  2 ( x -  z) + 1, per  z ~ x, 
K(x ,  z) - -  2(z -~" x) + 1, per  x ~ z. 
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K(x ,  z ) : K ( z ,  x) ;  inol t re  la K(~, z) non  6 ~ 0  ae l  campo in cui  6 
defini ta ,  essendo K(0, 1 ) - - -  1. Pon iamo  

f[~c, z, y / ,  y~'] ~- K(a~, z)[y'~ "4- Y'~]. 

f y : , y , , -  fy~,y~,-- 2K(x,  z) 

e non  sono ver i f ica te  le (1). Cib nonos tan te  l ' i n t e g r a l e  
b b  

I~(y) - -  t / K(x,  z)[y'2(x) + y'~(z)]&vdz (0 ~< a < b 1) 

6 semicon t inuo  in f e r io rmen te  su ogni cu rva  o rd inar ia  y(~) def in i ta  in (a, b). 
In fa t t i  6 

b b 

I,(y) = f +(x)y'=(x)dx, c o n  +(=,--2jK(x, z)dz. 

b 

Condizione suff ic iente  per  la semicontinuit/~ di [¢P(x+)y'~(vo)dz 6 che 
g *  

e s s o  

sia regola re  positivo e cio6 che si abbia 

<I)(x) > O. 
Ma 6 

?x b ~ b 
f, 

CP(x) _~j K(x ,  z)dz -+] K(x,  z, dz 2(z -- x ) +  1]dz q - / [ 2 ( ~ - - z ) - ~  1]dz----- 

= (x - -  a) - -  (~ - -  a): q- (b =- vc) - -  (b - -  x): ~> 0 
b 

essendo 0 _<< x - -  a <_ 1, 0 < b - -  x < 1 ; jq)(@y':(x,)dx, quind i  regola re  posi- 
. 2  

tivo e pe r t an to  [(y) b semicon t inuo  i n f e r i o r m e n t e  su ogni cu rva  ordinaria~ 
pu r  non essendo ver i f ica te  le (1). 

/~ cosi d imos tra to  the per  la semiconlinuitdt  infer iore in  tutlo i l  campo 
(o su  tut t i  gli  archi  di  u n a  curva assegnata)  non  sono pi t t  necessa+'ie le con. 
d iz ioni  (1) (o le (9')) come per  l' integrale I(y~, Y-2)- 

6. La  s e m i e o n t i n u i t h  su  o g n i  are, o di  u n a  eurva  data.  - -  D a  quanto  
p recede  segue i m m e d i a t a m e n t e  il 

T e.o r e m a. - -  Condizione necessaria af f inchd su  ogni  arco di u n a  data  

curva o r d i n a r i a  C(y ~ ~(x), a < x < b), di  classe 1, completamente in terna  al 
cam19o A, l ' in tegra le  I(y) s ia  u n a  funz ione  semicon t inua  infer iormente ,  ~ the 
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si  abbia 
b~ 

[ *  

(46) / fy~,~,[x, z, fl(x), fttz), ~'(x), ~)'(z)]d~ ~ 0, per  ogni x in  (a~ , b,} 

essendo (a, ,  b,) u n  qua lunque  inlervallo eontenuto in  (~, b). 
O s s e r v a z i o n e  I. - -  Da. ques to  t eo rema  segue  che deve essere  

fyl ~,[x, x, #(~), ~)(x), ~)'(x), ~3'(x)] ~ 0 

in accordo col t eo r ema  del  § 6, n. 2. 
O s s e r v a z i o n e  II .  - -  L a  (46}, per  quan to  si ~ d imos t ra to  nel  n. pre- 

cedente ,  non si pub in gene ra l e  u l t e r io rmen te  mig l io ra re  f ino a a t t ene re  una  

condiz ione  in tu t t i  i pun t i  Ix, z, ~(x), ~(z), ff(~c), if(z)]. 

§ 7. U l t e r i o r i  c o n d i z i o n i  p e r  l a  s e m i c o n t i n u | t a  
i n  t u t t o  i l  c a m p o .  

1. La semicontinuitk in tutto il eampo. - -  Si b d imost ra to  nel § 6, n. 5 
che - -  eecet to  it caso t ra t ta to  nel § 5 - -  non  si pub e sp r imere  la condiz ione  
necessa r i a  per  la semicon t inu i t~  con una  re laz ione p u n t u a l e  ana loga  al le  (1). 

Si ha  per tan to  il 
T e o r e m a. - -  Condizione necessaria  affinch~ Iiy) s ia  u n a  funz ione  semi. 

cont inua  inferior,menle ~ ehe, eomunque  si p r e n d a  u n a  eurva C(y = y(x), a ~ x < b) 

ord inar ia  e di classe 1, si abbia 

(471 
b 

fyl, y,,[x, z, y(x), y(z), yt(x), y'(z)]dz ~ 0, per  tut t i  g l i  x in  {a, b). 

Ci pon iamo ora la seguen te  ques t i one :  
P u b  accadere che, per  tipi part~eolari della f[x, z, y~, y~, y,', Y2'] dal la  (47) 

segua necessariamente ehe s ia  ovunque  

z, y, , y / ,  0 ? 

A tale d o m a n d a  si r i sponde  a f fe rma t i~amente .  

dal l '  in tegra le  
11 

1,(y) = ] ] K(x, z)y'2(x)y'2[z)dx~dz,  
# # 

oo  

U n  esempio  ~ forni to  

con K(x,  z) cont inua .  L. TO~ELLI (27) ha. d imos t ra to  che, se ~ K~x, z } ~  O, Ii(Y} 

{~) J~. TO~'ELLI~ loc. eit. in (~), § 3. 
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semieont inuo  infer iormente .  Dal la  (47) segue che deve essere K(x,  z ) ~ 0 .  
In fa t t i  in tal  case la  (47} d iv iene  

1 

j K ( x ,  z)y'2(z)dz O, 
o 

q u a l u n q u e  sia la y'(z); per  la con t inu i th  di K(x,  z), se fosse K(w, z ) ~  0, si 

avrebbe tu t to  u n  in t e rne  di (~c, z} in cui ~ sempre  K(x, z ) ~  0 e qu ind i  si 

pot rebbe t rovare  una y'(z) per  cui  

1 

< o. 

o 

2. La  con t inu i t~  in t u t t o  il campo. - -  Nel case del la  continuiti~ si 

possono avere  condizioni  pun~uali  in tut to  il europe e p rec i samente  la con- 

dizione necessari~t per  l(y~, Y2) lo ~ anche  per  I(y). 
T e o r e m a. - -  Condizione necessaria affinch~ l ' integrale Ily) sia una  

funzione cont inua ~ the si abbia 

(8') f(x, ~, y , ,  Y2, Y~', Y~') ~ P(x,  z, y~, Y2) + y~'Q(x, z, y~ , Y2) + 

+ y~'R(x, z, y~, y~) + y/y~'S(x,  z, y , ,  y~), 

per  tutte le coppie di p~n t i  (x~ y~), (z, Y2) interni  ad A e in quelle di accumu- 
lazione di tali  punt i .  

Dal teorema del n. 1 segu% se I(y) ~ cont inue  su ogni curva,  che 

f fy~,y~,[x, z, y(x), y(z), y'(~c), y'(z)]dz ~ O) per gli x compresi  ~ e z. tu t t i  f ra  

Der ivando  r ispet to  a z si o t t iene 

z, y(x) ,  y'(z)] = 0 
e per  le (15') 

f~,u~,[z, x, y(z), y(x), y'(z), y'(x)] = 0. 

P e r  l' a rb i t ra r i e th  del la  y(x) e la con t inu i th  di fy~,y~, e fy~,y¢ deve qu ind i  
essere per  ogni  coppia  di pun t i  in te rn i  ad A ed ogni valore  di y~', y~' 

f~,,y,,[x, z, y , ,  y : ,  y~', y.~'] - -  O, f.~1~,,~,[x, z, y~, Y.2, Y~' Y~'] - -  O, 

da cui segue i m m e d i a t a m e n t e  ]a (8"). 
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Cie .  I I I  - CONCLUSIONI E CONFRONT0 CON I R I S U L T A T I  

DI L. T O N E L L I  

1. Confronto con l ' i n tegra le  curvi l ineo 2(y). Per  l ' in tegrale  I(y~, y:) 
si sono date le semplici condizioni (1) necessarie per la semicontinuit~ in 
tutto il campo;  esse sono dello stesso tipo della condizione (Fm, m,~_~O) 
affinch~ sia semicontinuo inferiormente l ' in tegrMe 

b 

~(y) = / F [ m ,  y{ocj, y'(m)]da:. 

~(y), se /} F,/v, ~ 0, si dice quasi-regolare positivo e tale condizione 

anche sufficiente (~8) a garantire la semicontinuitg inferiore di ~(y}. 

Chiameremo allora quasi regolare-positivo 1' integrale I(y~, Y2) quando siano 
soddisfatte le (1) ed 5 lecito at tendersi  che tale condizione porti la semieonti- 

nuith inferiore di I(y( ,  y.~). 
Di cib mi occuperb in un successivo lavoro. Sottotineo per  ora ii fatto 

the  la s t rut tura  delle condizioni (1) fa r i tenere che si possa, col metodi di- 
retti  della Scuola Italiana, edificare il Calcolo delle Variazioni per l ' inte.  
g~'ale I(y~, y.,) e giungere a r isultat i  definitivi come b stato fatto per  ~(y). 

2. Conclusioni per l' u l te r iore  sviluppo della teoria.  - -  Pe r  1' integrale I(y), 
salvo il caso della continuith, non siamo giunti a condizioni necessarie pun- 

tuali  valevoli in tutti  i punti  in cui ~ definita la fire, z, y~, y~, y~', y(]. 
Di questa  impossibili th ci siamo resi ragione nella O s s e r v a z i o n  e del 

n. 1, § 5. ~Ia ritengo opportuno r i tornare sui l ' a rgomento  per  eonfrontare I(y) 
con gli altri integrali che si incontrano nel Calcolo del le  Variazioni e met- 

terne in rilievo una profonda differenza strutturale.  

Consideriamo dappr ima Fin tegra le  

~(y) = (F[oc, y(x), y'(x)]dx,, 
J 
C 

dove y =y(x)  ~ F equazione di C. In 2ty) possiamo dist inguere tre e lement i :  

a) una funzione in tre variabil i  F(x, y, if) definita per  ogni ~ e per  (x, y) 

in un assegnato campo A;  

('28) L. TONELLI, Fondamenti...~ Vol. I~ Cap. XI,  pag. 397. Occorre inoltre supporre Ia 
continuitg di Fy,x o altre condizioni~ ad es. che ~(y) sia seminormalo ; cfr. L. TONELLI~ SU gli 
integrali del Calcolo delle Variazioni in forma ovdinaria~ ~, Anaal i  R. Scuola ~ormale  Supe- 
riore di Pisa ,~ S. II~ Vol. I I I ,  1934~ pagg. 40&410. 
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b) la classe (K) di tutte le curve C assolutamente continue e i cui punti  
appartengono tutti ad A;  

c) 1' operatore o] _ . 
C 

Per  decidere della semicontinuiti~ inferiore in tutto A di 2(y), noi pos- 
siamo prendere  un qualunque punto (2, fj) inferno ad A e fissare ad arbitrio Y'. 

Comunque piccolo si prenda  un intorno 5 a tre dimensioni del punto 

(2) Y, if), possiamo trovare in {K) una curva ordinaria  C : y  : ?~(x), tale che il 

Ix, y(x}, if(x)] stia ttitto in h ed operando con ~ non si esce da h. punto 

Pe r  A ~ 0  la semicontinuith inferiore deve quindi portare a una proprieth 
della F nel punto (2, ?~, ~'), che ~ appunto Fy, y,[~, ~), ~'] ~ 0 .  

Questo stesso ragionamento sussiste sia per  ~D(z) che per I(y~, y.~), ma 
non pifi per /{y). 

In  tal caso abbiamo:  

a') una  funzione di sei variabili  f(x,  z, y i ,  y~, y~', y.~'), definita per ogni 
y~', y~' e (~c, y~), (z, y~) appartenent i  ad A; 

b') la classe {K) di tutte le curve C assolutamente continue i cui punti 
appartengono ad A; 

c') l 'opera tore  f f .  
c 

Fissato il punto P - -  (x, z, y~ , Y.i, Y~', Y~') con (x, y~), Iz, y~) interni  ad A, 

se ~, ad esempio, ~ =~= z e si prende un intorno A di /~ definito da 

Ix- l- Iy,-glI-< , 

con 5 ~ ! x - - z ! ,  non esiste in tK) una curva C - : y : y ( x )  tale che il punto 
,+ ,* 

Ix, z, y(x), ~)(z), 9'(x), ?~'(z)] appar tenga sempre a A e quindi 1' operatore ~]~ non 

agisce pifl soltanto su 2 e non se ne pub dedurre  una proprieth puntuale 
per la semicontinuit~ illferiore. 

Questo fatto d8 una  pro fonda  diversit8 strutturale fra I(y) da un  lalo 
e ~IY), ~D(z) e [(y~, ~+) dall 'al lro e dimostra che I(y, ,  y~) e non I(y) rappre. 
senta la naturale estensione di ~ly). 

Riprendiamo il confronto fra I(y~, y~) ed[tY). 

Si ~ visto (Cap. II, § 6, n. 4, 0 s s e r v a z i o n e  II) ehe le condizioni ne- 
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eessarie  per  la  semicon t inu i th  di I(y~, y~) e I(y) sopra  u n a  da ta  curva  sono 

le stesse e cosi pure  per  la cont inui th  in tut to  il campo per  en t rambi  b ne. 

eessario che la funz ione  i n t eg randa  sia del tipo 

P(x, z, y, , y~) -b YI'Q(x, ~, Y, , Y~) -f- y~'R(x, z, Yt , Y~) + y,'y,'S(vc, ~, yl , y~). 

Quando invece  si esige la semieontinuit i~ su tu t t i  gli a rehi  di una  da ta  

eurva  oppure ovunque ,  a l lora  si hanno  per  Ity,,  y~} delle condizioni  pun tua l i  su 

tu t t a  la cu rva  o in ogni pun to  del  eampo,  men t r e  eib non ~ necessar io  per  I(y). 
Ne segue che, se ci si limita a trattare l' integrale I{y~, Y2), le condizioni 

sufficienti che si otterranno comprendono una vastissima classe di integrali I(y), 

ta quale contiene tutti quelli che presentano un effettivo interesse pratico. 
Una  p r ima  eon fe rma  dell '  a f fe rmaz ione  fa t ta  b da ta  dai  easi gih. t ra t ta t i  

da L. To~cEL~I the ,  p a r  essendo in tegra l i  I(y), soddisfano tu t t i  alle pii~ re- 

s t r i t t ive condizioni  (-1) date  pe r  I(y, ,  y~). Cib sarh most ra to  nel  n. suceessivo.  

Qualora  ne l l ' u l t e r i o r e  svi luppo del la  teor ia  se ne veda  l 'opportunit~t,  si 

po t ranno  segna la re  delle propriet/~ valevoli  per  I(y} e non per  I(y,,  y~}. 

3. Conf ron to  con i r i su l t a t i  di L. T o n e l l i . -  Confront iamo ora i r i su l ta t i  

di L. TO~CELLI con quel l i  o t t enu t i  nel  p resen te  lavoro, sopra tu t to  per  con- 

f e rmare  che gli in tegra l i  da L u i  considera t i  - -  e imposti  da l la  teoria  delle 

equazioni  in tegra l i  - -  p a r  essendo in tegra l i  I~y} soddisfano alle {1). 

L. TO~ELLI (~9) ha  dato il seguente  t eo rema  di semicontinuit /~:  

<~ Se K(x, z) ~ una funzione continua e positiva per 0 < x < 1, 0 < z < 1, 

l' integrale 
11  

It{y ) - - f  /K{z, z)y'~(x~)#~(z, dxd~ 
o o  

semicontinuo inferiormente >>. 
In  tal caso 6 fy, , ,~,-  2Ky'~(z)~ O, fy~,,~,-~ 2Ky'2(x)>__ 0 per tut t i  gli x e z 

in (0, 1}.. Sono quindi  ver i f ica te  le {1). 
Come si ~ provato nel Cap. II ,  § 6, n. S, la condizione K(x, z ) ~ O  

anche  necessaria per  la semicontinuith,  in fer iore  di I~fy). 
Sia ora Klx, z) una  funzione quasi  con t inua  con K2(x, z) in tegrabi le  secondo 

LEBESGUE sul quadra to  0 < x < i,  0 < z < 1. L imi t i amoe i  a cons iderare  la 

classe (K) delle curve  C(y "-y(x), 0 <_ x ~ l), con y(~) a s so lu tamente  con t inua  

e per  cui  b 
1 

o 

(29) Loc .  cir.  i n  (3), § 3. 
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L. To~E:~LI (30) ha dimostrato che l'in~egrale 

1 i  

oo 

continuo nella classe (K}. 

Cib significa che se C[y--?~(~c)] ~ una curva di (K), preso s ~ 0 ad ar- 

bitrio, si pub determinare  ~ ~ 0 in modo ehe per  tutte le curve di (K) per  cui 

l y(x) - -  (0 < x < _  l) 
sia anche 

Da cib non segue, evidentemen~e, che I2(y ) ~ continuo nel senso da noi 

stabilito. Come mostrerb in un successivo lavoro (3~), se si aggiungono delle 

ipotesi di derivabili t~ per la :K(~, z), l ' in tegra le  I2(y ) ~ una funzione continua. 

Perb,  anche senza tall ipotesi e quindi sapendo soltanto che I.~{y) ~ con- 

t inuo nella classe (K), esso verifica ugualmente  la eondizione (8) per la 

continuith di I(y~, y~), che coincide con la (8'} data per  [{y). 
~, cosi confermato quanto si era precedentemente delto circa l 'opportunit~ 

di s ludiare sislematicamenle l ' inlegrale I(y~, Y2}, anche per ottenere quanto 

sufficiente per I(y). 

(so) Loc .  tit. in (3), § 1, n. 3. 
(~) S. FAn:DO, Un nuovo ripe di funzionali continui, 

sue Apl~licazioni ~, Roma, 1943. 
• R e n d .  d i  M a t e m a t i c a  e d e l l o  

Anna~i di Matematica, Ser~e I V .  Tome X X I 1 L  15 


