
Su due notevoli integrali del Toneili. 

]~[emocia di A. ]~IA~BR~NI la Bologna). 

Santo. - Si  stabiliscono alcune conclusioni sui due notevoli i~tegrali definiti che il TO~ELL~ 
considera ~ella sua definizione di funzione di due variabili  a variqzione lim, itata. 

La noz ione  del TONELLI di ~ funz ione  di due  v a r i a b i l i  a v a r i a z i o n e  li- 

m i t a t a  ~ si deve  a n n o v e r a r e ,  i n d u b b i a m e n t e ,  f r a  le noz ioni  f o n d a m e n t a l i  del- 

FAnal is i ,  e, p r e r o g a t i v a  di mol t i  concer t i  f o n d a m e n t a l i ,  e ssa  si p re sen~a  di 

u n a  g r a n d e  sempl ic i th .  T a l e  noz ione  v e n n e  i n t r o d o t t a  da l  TONELLI (~} nel  1926 

al lo scope  di r i s o l v e r e  l ' a r d u o  p r o b l e m a  de l l a  q u a d r a t u r a  di u n a  q u a l u n q u e  

s u p e r f i e i e  e o a t i n u a  r a p p r e s e n t a t a  da  u n ' e q u a z i o n e  z : f ( x ,  y i ;  essa  ha  con- 

dot to  il TONELLI (~) a r i so lve re  c 0 m p l e t a m e n t e ,  ne l l a  sua  f o r m a  piil  gene ra l e ,  

de t to  p r o b l e m a ,  e i ne l t r e  si 6 p a l e s a t a  di g r a n d e  utilit '~ in d ive r se  a l t r e  

i m p o r t a n t i  ques t ion i  (3). 

U n ~ i n t e r e s s a n t e  c o n f e r e n z a  t e n u t a  lo seorso  a n n e  dal  prof .  TONELLI (~) 

neW I s t i t u t o  M a t e m a t i e o  de l la  R. U n i v e r s i t h  di Bologna;  mi  h a  sugge r i t o  

l ' a r g o m e n t o  di a l c u n i  tavor i ,  ne i  qua t i  m i  propongo ,  d a p p r i m a ,  d i  s t a b i l i r e  

de i  r i s u l t a t i  i n  s t re l to  l e g a m e  con l ' i n t e r p r e l a z i o n e  g e o m e t r i c a  de l la  de l ta  no- 

z i o n e  de l  TONELLI~ e~ s u c c e s s i v a m e n l e ,  d i  g e n e r a l i z z a r e  a m p i a m e n l e  e a p p l i c a r e  

t a l l  r i s u l t a t i .  

I n  ques t o  p r i m o  l avoro  s ~ot tengono a l c u n e  conc lus ion i  - -  che non  sere- 

b r a h e  p r i v e  d ' i m p o r t a n z a  in  s6 s tesse  - -  sui  due  no tevo l i  i n t eg ra l i  de f in i t i  

(t~ L. TONELLI~ Sulta quadratura deIle superficie (¢ Rendic. R. Accad. Naz. Liacei ~, 
s. 6, vol. 3 (1926}, pp. 357-362). Cfr., in partieolare, la pagina 357. Si veda pure ~dello stesso 
Autore): Snlla definizione di funzione di due variabili  a variazio,~e l imi tata  (o Rendic, R. 
Accad. Naz. Lincei % s. 6, vol. 7 (1928),. pp. 357-~63}; S~lle fu~zioni di due variabili  gene. 
ralmente a variazione l imitata (¢ Annali R. Scuola ~orm. Sup. ~,, s. 2, vol. 5 (1936), pp. 314-320). 

(~) L. TO~ELLI, Sutta quadratura delle superficie (¢ Rendic. R. Accad. ~az. Lincei % 
s. 6~ vol. 3 (1926), pp. 357-362 (~%ta It; pp. 4~5-450 (Nora II), pp. 633-638 (~ota III)) .  

(s) Sopratutto negli studi sugli sviluppi in serie, e in partieolare sugti sviluppi in serie 
doppia di FOURIER. Cfr. L. TO~,~ELLI: Sulla convergenza delle serie doppie di Fou~'ier {¢ An- 
nali di ~)/[atematica % s. 4, voL 4 (].927 b pp. 29-72); Serie trigonometriche, ~ .  Zanichelli, 
Bologna, 1928. 

(4) L. TONELL]~ S?$ alcuni concetti dell'A~alisi moderna ((( Annali 1%. Scuola Nor. Sup. % 
s. 2, vol. 11 (1942), pp. 107-118). Cfr., in partieolare, le pagine 115 e 116. 
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che il TO~CEL~I considera appunto nella sua definizione di funzione di due 
variabili a variazione limitata. Per  formulare  anzitutto brevemente tall con- 
clusioni, incomineiazno col fissare, nel nostro spazio a tre dimensioni, un 
sistema cartesiano o r t o go h a l e  di assi x, y, z. Indi  consideriamo una fun. 
zione, di due variabili, {[(x, y), Q I a u n  valore, reale e continua, il cui 

campo Q di definizione sul piano (x, y) ~, per semplicith, il quadrato di 
vertici  opposti (0, 0) e (1, 1); e a questa funzione associamo la corrispondente 
superfieie continua S . ~ t z - ~ - f ( x  , y~, Q }. I due sopra nominati  integrali  del 
TONELLI, relativi alla funzione considerata,  sono qui indicati In. ° 1] con Sx 
e Sy allo scopo di r ichiamarne  gli importanti  significati geometrici, i quali 
sono, r ispett ivamente,  quello di area della proiezione della superficie S, 
paral le lamente  al l 'asse delle x, sul piano (y, z), e quel]o di area della pro- 
iezione di S, paral le lamente  al l 'asse delle y, sul piano (~, z). Si deve tenere 
presente the  le superficie piane date da tall proiezioni , che indicheremo 
pure con Sx e Su, r ispett ivamente,  sono in generale ripiegate pifi volte (e 
anche infinite volte) su s~ stesse (5). Notiamo, che nel easo part icolare in 

eui S sia una superficie poliedrica (a facce piane) gli integrali  Sx e Su sono 
quindi, r ispett ivamente,  la semma delle aree delle proiezioni, paral lelamente 

al l 'asse delle x, sul piano (y, z), di tut te  le facce della poliedrica, e la 
somma delle aree delle proiezioni~ paral le lamente  al l 'asse delle y, sul 
piano (x, z), di tutte le nominate  facce. Qui si dimostra [n. ° 4] che gli inte. 
grali S~ e Sy del TONELLI si possono considerare come i m i n  i m i l i m  i t i 
degli integrali analoghi retativi a particolari poliedriche i n s c r i t t e nella 
superficie S, al tendere di dette poliedriche a tale superficie. S ' ind iv idua  poi 
[n. ° 6], fra le nominate poliedriche i n s c r i t t e  nella superfieie S, una elasse 
di poliedriche tall che [n. ° 7] gli integrali S~ e Sy si possono considerate 
come i l i m i t i  degli integrali analoghi relativi a simili  poliedriche, quando 

queste poliedriche tendono alla superficie S. 

1. Gli in tegra l i  Sx e Su del Tonelli. - -  Per  dare maggiore chiarezza a 
cib che segue facciamo anche qualche richiamo. 

a) Consideriamo una funzione, di due variabili, If(x,  y), Q l a u n  va- 
lore, reale e f ini ta (continua o discontinua)~ il cui campo Q di definizione 

sia, come precedentemente ,  il quadrato I 0 ~ ~c ~ 1, 0 ~ y ~  1 I- Si hanno 
allora i due insiemi di funzioni, di una  variabile, 

If(w,Y), 0 ~ x ~ l }  con O ~ y ~ l ,  I f(x,y),  0 ~ y ~ l }  con 0 ~ x ~ l .  

+ (~} Si pub precisare tale affermazione parlando di superficie pian~ multiple. 
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Le  var iazioni  totali  di ques te  funzioni ,  usando  le notazioni  del  TONELLI, 
s ' i nd i che ranno ,  r i spe t t ivamente ,  con V+(y) e Vv(x): nascono cosl le due  fun- 
zioni, di u n a  variabil% 

(1) IVy(y) ,  O <__ y ~ l f , t V~(x), 0 < '~ ~ 1 l  , 

le qual i  sono non nega t ive  ed e v e n t u a l m e n t e  inf in i te  (prec isamente ,  i n f i n i t e 
solo pe r  a lcun i  valori  del le  r i spet t ive  variabi l i ,  oppure  anche  per  tut t i  i 
valori  di tali  variabili) .  

La c lass ica  def in iz ione di JORDAN di (< funzione,  di u n a  var iabi le ,  a 
var iaz ione  l imi ta ta  ~> ha  come cor r i sponden te  nel campo del le  funzioni  di 
due  var iabi l i  la seguente  f o n d a m e n t a l e  

DEFI~IZlO~E DI TONELLI (6). __ << Si dice che { f(~, y), Q } ~ u n a  funz io~e  

<<di due  var iabi l i  a v a r i a z i o n e  l i m i t c ~ t a ,  quando  te eo r r i sponden t i  
<, var iazioni  totali  (1) son0 funzioni  quasi  dapper tu t to  f ini te  e in tegrabi l i  nel  
<< senso di LEBES(~UE; ci0~, quando  gli in tegra l i  [nel senso di LEBESOUE) 

1 1 

0 d 

<( esis tono (finiti~ en t r ambi  >>. 

Un ese~JLpio del TO~EI~LI t~). - -  Cons ider iamo una  funzione l ~(~c), 0 ~ w ~  1 f 
con t inua  e tale che  in ogni in terval lo  (x, 1), con 0 ~ v  ~ 1, abbia  solo un  

n u m e r o  fini to d 'osc i l laz ioni  ed una  var iaz ione  totale da ta  da 1" Vx. Sia, 
poi, I f  ix, y), Q I la funz ione  che nei  punt i  (x, y) di Q con x 2 ~ - y ~  1 
r a p p r e s e n t a t a  dal la  super f ic ie  o t t enu ta  ruo tando  a t torno a l l ' a s se  z la cu rva  
t z : ~ ( x ) ,  0 ~ x ~ 1 1 ,  e che  negli  al tr i  punt i  di Q ha valori  ugual i  a ~(1). 
Le  funzioni  l f(x, 0), 0 ~ x ~ I t e I f(0, y), 0 ~ y  ~ 1 I non  sono a var iaz ione  
l imitata ,  tu t tav ia  la funzione  t flx, y), Q I ~ a var iaz ione  l imitata ,  pe rch , ,  

avendosi  s empre  ~x(Y) ~ (1" ~/y) pe r  y ;> 0 e Vv(x ) ~ ( i "  V~)  per  w >  0, gti 
in tegra l i  (2) esis tono (finiti) en t rambi .  

b) Nel  seguito supporremo sempre, e s o I t a n t o, che la f u n z i o n e  

I f(x, y), Q t s ia  c o n  t i n u a .  Con ques ta  sola ipotesi  gli in tegra l i  (2) possono 
anche  non  esistere.  P e r  esempio,  la funz ione  If(w, y ) ~  ~(x), Q I, dove ¢~(x) 

la funzione  con t inua  del  p r eceden te  esempio del  TO~ELLI, ha  Vgy} 
~ - V x ( O } - ~  ~ - o %  i~(x~)~  O, onde il p r imo degli  in tegra l i  ( 2 ) n o n  esiste e il 

(~) Loc. elf. in (0" 
(7) L.  TONELLI, Sulla definizione di funzione di due variabili a variazione limitata 

(¢ R~ndic. R. A ccad. ~az.  Lincei >>, s. 6, vol. 7 (1928), pp. 357-363). Cfr., in partieolare, ta 
pagina 363. 
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secondo degli  in tegra l i  {2) esiste ed ha  il valore  zero. S e i l  pr imo degli  

in tegra l i  12) esiste (finito), la cor r i spondente  funzione  t V~(y}, 0 ~ y ~  1 I 
r i su l ta  quasi dappertutto finita e inol t re  semicontinua inferiormente; cosi pure,  

s e i l  secondo degli  integra,li (2t esiste (finito), ta funzione  I V~(~c), 0 ~ ~¢ ~ 1} 

r i su l t a  quas i  dapper tu t to  f in i t a  e iuol t re  s emicon t inua  infer iormente .  

~et  seguito, perb, parleremo in ogng caso degli <~ integrali Sx e Sy del 

TO~E~L~ relativi alla funzione continua t f(x, y), Q } ~>, in  quanto fissiamo, 
p e r  d e f i n i z i o n e ,  d'attribuire il valore q -c~  a quello degli integrali (2) 

che eventualmente non esiste, o a eiascuno di tall integrali se non esistono 
entrambi. Questi  in tegra l i  Sx e S~ del TO~ELL~ d'hnno, allora,  sempre  (s) 

r i spe t t ivamente  (com:~ anche  aecenna to  ne l l ' in t roduzione}  F area  del la  pro. 

iezione del la  superf ic ie  continua. 

pa ra l l e l amen te  a l l ' a s se  x, 

pa ra l l e l amen te  a l l ' a s se  y, 

queste  proiezioni sono delle 

su s~ stesse (9). 

S -  l z : f ( x ,  y), QI, 

sul piano (y, z), e l ' a r e a  del la  proiezione di S~ 

sul piano (x, z). E si deve tenere  presente  che 

superf ic ie  plane in genera le  r ip iegate  pifi volte 

c) L]~)I~fA DI TONELLI (~0}. _ ~ia S ~ { z : f(x, ~), Q l una superfine 
continua e sia Z~ ~ I z~-- %(x, y), D~ f, co~ v --= 1, 2,.... una succession, e di 
poliedriche tendenti verso la superficie S (H). Allora, detti Z~,x e Z~,~- i due 
i~tegrali del TONELLI relativi alla poliedrica ~ .  si ha 

(3) Sx ~ min  lira E~,~, Sy ~ rain l im E~,~. 

Questo impor t an te  1emma sarh appl icato  pifi volte ae l  seguito.  

2. Le polied, . iche di Tonel l i .  - -  I1 TONELLI nei  suoi studi  fondamea ta l i  

sul la  q u a d r a t u r a  delle superf ic ie  ~ r iusci to  a s f ru t tar% in modo ve ramen te  

magis t ra te ,  delle par t ico lar i  pol iedr iche  inscr i t te  nella, superf ie ie  da quadra re .  

Tal l  pol iedr iche  sono qui  r i ch i ama te  col home di poliedriche di To~EI.L~. 

Diamo p rec i samente  la seguente  

(s) Loc. eit. in (4). 
(~) Loe. cir. in (s). 
(i0) Loc. cir. in (e), No$a I. pag. 358 ln. ° t), e Nora II, pp. 4~7-~48 (n. ° 6). 1=Io upper- 

taro all'affermazione deI TONELLt una generalizzazione, togliendo l'ipetesi che l'area di E,~ 
quando v~c% tenda all'area seeondo LEBESGUE (supposta finita) della suioerficie S, e in- 
eludendo anche il case in cui tale area di S g uguale a ~t- c,~. La dlmostrazione del TONELLI 
sussiste~ perb~ invariata. 

(~i) ~ sottinteso che ~v(x, y} ~, per ogni v, una funzione a un valere {reale) nel sno 
eampo D~ di definizione (campo ehe, quando v ~ ,  tende at quadrate Q). 
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DEFINIZIO~[E. - -  << Una  pol iedr iea  T ~ I z -~-- g(~ y), D t, dove D ~ il eampo 
di def in iz ione  del la  funz ione  a un  valore  (reale e finito) g(x, y), si dir~ u n a  

<< poliedrica di TO~CELLI, q u a n d o :  

1 °) <~ Le sue faeee, in numero  finito,  sono dei t r iangoli ,  t r anne  even- 

~< t ua lmen te  a l cune  {sempre plane) con tenen t i  porzioni  di eontorno  del la  

<< pol iedr ica  >>. 

2 °) << Queste facce si possono ord inare  in tante  coppie di facce con- 

<< t igue - -  ad eccezione even tua lmen te  di a lcune  facce  con tenen t i  porzioni  di 

<~ contorno della pol iedr ica  - -  in modo che, p ro ie t t ando  o r togona lmente  sul 

<< piano (x~ y) i contorn i  di tu t te  ques te  coppie di facce e anche  i dontorni  

(~ del le  even tua l i  facce r imas te  isotat% si abbia  u n a  suddiv is ione  in parti~ del 

(( campo D, ot tenibi le  e sa t t amen te  t r a cc i anda  sul piano {x, y) due convenient i  

(~ s is temi di re t te  parallete" (in n u me r o  finito,  le re t te  di un  s i s tema non es- 

(~ sendo paral le]e  alle re t te  de l l ' a l t ro  sistema)>> (~-'). 

Dette  ~ e ~ le due direzioni,  complanar i  e dis t inte ,  del le  re t te  dei due 

precedent i  s is temi di re t te  paral le le ,  si potrh  dire, con maggiore  precisazion% 

c h e l a  pol iedr ica  T, sopra defini ta ,  ~ una  poliedr, ica di TO~VELLI a base D, 
sul piano (x, y), relicolata secondo le direzioni ~ e ~; si dirh pure  cbe T 

una  poliedrica di TONELL~ a base reticolata ortogonalmente oppure  a base 
retieolata obliquamente a seconda che le direzioni  :¢ e ~ sono, r i spe t t ivamente ,  
or togonal i  o no. 

3. La  pol iedr iea  di Tonel l i  T~,). ~ Eseguiamo una  suddiv is ione  del  

p reeedente  quad ra to  Q, sul p iano (v~, y), di ver t ie i  opposti  (0, 0 ) e  (1, t), in 

un  numero  f i n i t  o di re t tangol i  R, .  ~ medianCe re t te  d ~ equazioni  

X ~ X o ,  x-~c~, . . . ,  x : x ~ _ ~ ,  x - - x ~ , .  Y~-Yo,  Y - - Y , , ' " ,  Y - - Y , - ~ ,  Y-----Yn~ 

c o n  

O - = x o ~ x , ~ . . . ~ x , ~ _ ~ < x , ~ - - ~ l ,  O - - - - - y o ~ y , ~ . . . ~ y , _ ~ y , _ ~ _ l .  

I re t tangol i  Rr,~ sono allora,  o rd ina tamente ,  cosi def in i t i :  

~ i x , . _ ~ x ~ x , . ,  Y ~ - ~ Y ~ Y ~ I ,  ( r = l ,  2 , . . . ,m:s - - - : l ,  2, . . . ,n).  R)'~ 8 

Pon iamo 

~--- m a x  (x,. - -  x,.-i), )~ ~- m a x  (Ys - -  Y~-t)- 

Ai ver t ie i  dei re t t angol i  eons idera t i  eorr ispondono,  sul la  p recedente  superf ie ie  

(te) Le potiedriche di TONELL[ rappresentate parametricamente saranno definite in 
altro ]a-,~oro, 
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continua S =-- { z -~ f(~, y), Q/,  i punti  

P , . , = - ( x , . ,  y~, f i x , ,  y~)), (r----O, 1 , 2 , . . . , m ;  s==O, 1 , 2 , . . . , n ) .  

In corrispondenza a eiascun rettangolo R,.,~ consideriamo la coppia di 
triangoli, inscritti in S (cio~, aventi  i vertici  su S), 

(5) P , . - , . ~ - ~ P , . , ~ - I P , . - , , ,  P , . ,~P, . .~-~P, . - i ,~;  

coppia di triangoli the  si proietta ortogonalmente sul piano {x, y ) n e l  ret- 
tangolo R,.,, .  L ' ins ieme di tutte queste topple di triangoli  forma una polie. 
dr ica  d i  TONELLI In. ° 2] i n sc r i t t a  ne l la  super f ic ie  S e a base re t icola ta  ortogo. 
n a l m e n t e  secoado le d i rez ion i  degl i  ass i  x e y : la indicheremo con T+, ). Siano poi 

i triangoli (e le aree dei triangoli) proiezioni, paral lelamente al l 'asse delle x, 
sul piano (y, z), dei triangoli (5), r ispet t ivamente;  e, analogamente, siano 

, _ , ,  , , _ , ,  (P,., 

i triangoti (e le aree dei triangoli) proiezioni, paral lelamente all' asse delle y, 
sul piano (x, z), dei triangoli (5), r ispettivamente.  Si t rova:  

1 
(P, . - , ,  .~-,P,., , - , P , . - , ,  ,)~ -~ ~ I f ( z , ,  y~_,) - -  f(x,. _,  ; Y~-,) l (Y~ - -  Y,-J ,  

1 
(P,., .~P,, , _ ,P , . _ , ,  ~}~ --- 2 [ f ix , . ,  y~) - -  f ( x , . _ , ,  Y,) t IY, - -  Y , - , } ,  

1 
(P,.-,, ~.-,P,., ~ - , P ~ - , ,  ~)~ -~ ~ I / I x , . - , ,  y~) - -  f i x , . _ , ,  y~_,) l (x,. - -  x,._,), 

1 
(Pr, ~P~, , - , P , . - , ,  ~),, --~ 2 i f ( x ,  . , y,)  - -  f ix , . ,  y ~ _ j  { ix,. - -  x + _ j .  

Poniamo aneora 

r = l s = l  

(7, T+,~..u := ~ ~ I (P , . - , ,~- ,P ,  ,, ~ - , P , - , .  ~)~ + (P,., ~P,-, ~ - ,P - - , .  *)~ }, 
r=l s=l 

cio~ indichiamo con T+,.~.,:o e T+,.~.,y, rispettivamente,  la somma delle aree 
delle proiezioni, paral lelamente all' asse delte x,  sul piano {y, z), di tutte le 
faece della potiedriea di To:x]~I~]~I T¢,~., e la somma delle aree delle proie- 
ziolti, paral le lamente al l 'asse delle y, sul piano ta~, z), di tutte le nominate 
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facce. Per  cib che precede abbiamo quindi :  

~=~,=~ ~ llf(x, , y~_,)--f(x~_, , y,_,)l+lf(x~ , y~)- f (x , ._ ,  , Y~}If(Y,--Y,-,), 

~=~=, 9 IV(x,.-,, y~) - f (~ , . - , ,  y,-,)] + tf(oc, , y,~)-f(oc~, y~_,)i}(w,.-x,._,). 

(6') 

(7') 

Se poi, per brevitY, poniamo 

(8) y ) -  

si pub scrivere, pifi coneisamente,  

(6") 

n 

v~, ~(~) = z l f(~, y,) - f(~, y~- , )  !, 

T~,i,~ _~_ ~ ' i s=l 2 l v~'~{Y*-') ÷ v~, ~(y,) I(Y8 - -  Y~-,) ,  

(7") T~,~.,y : ~ t ~---~ ~ t vl, ~(~.- , )  + v~,~(~,) I ( ~  - x,._,~. 

Per  quanto si ~ gih, detto nelFinf~roduzione e nel n. ° 1, le due somme T~.x,~ 
e T~,>.,~ non sono altro che gli integrali  del TONELLI relativi alla poliedrica T~,~. 

~Ianifestamente, la polie:lrica T~,~, quan~o ~, l ~ O  ("~), tende (uniforme. 
mente) verso la superficie S. 

0 s s e r v a zi o n e. - -  In  corrispondenza ad un rettangolo R~, ~ si possono, 
veramente,  considerare due tipi di coppie di triangoli inscritt i  nella super- 
ficie S. Un primo tipo dato dalla coppia (5) preeedente,  e un secondo Mpo 
dato dalla coppia 

Considerando in corrispondenza ad ogni rettangolo R~.. il secondo tipo di 
coppia di triangoli, s' ottiene una nuova poliedrica di To~ELnI i cui due in- 
tegrali  del TONELLI sono uguali  a T+,z,~ e a T~,l,y, com'~ facile verificare.  
Uguale  conclusione si ha per una poliedrica di TOZ, TELLI ot tenuta fissando 
in corrispondenza ad alcuni  rettangoli  R, .  ~ il primo tipo di coppia di tri- 
angoli e in corrispondenza ai r imanent i  rettangoli  il secondo tipo di coppia 
di triangoli. 

4. Gl i  i n t e g r a l i  Sx  e S u c o n s i d e r a t i  c o m e  m i n i m i  l i m i t i .  - -  Se la fun .  
zione If(x, y), Q I e continua, gli  integrali  Sx e Sy del TONELLI (lorecisati 
al n. ° 1, b)) si possono considerare come i m in imi  limiti, quando 8, ~ 0 ,  

(is) L a  scr i t tura  5, ),--+0 si l egge  ,, ~ e ~ indi ioendentemente e con temporaneamente  
tendono allo zero a. 

A~@~i d~ M@te~;aat~oa~ S e r i e  I ] r .  Tomo X X I I I .  8 
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delle somme T~,),x e T~,)..y, rispet t ivamente;  si ha cio~: 

{9) Sx = rain lim T~,~,,~, S v -~- rain lim T+,~,v. 
~, )~---~ 0 8, ) . --~0 

Perb, questi segni di m in imo  limite non sono in  generale sostituibili  con quello 
di  limite. 

D i m o s t r a z i o n e .  --  a) Poich~, [n. ° 3] la poliedrica T~,)., quando ~, k ~ 0 ,  

tende (uniformemente) verso la superfieie cont inua S, si ha, in base aI lemma 

di TO~ELLI del n. ° 1, v), 

(10) Sx  ~ rain lira T~,~,~, Sy ~ rain lira Ts,~,y. 
~ , k ~ 0  ~, ).---,- 0 

b) Se ~ S~ = d ~z, dalla prima delle (10) segue immediatamente la 

pr ima delle (9); ed analogamente,  se ~ Su---~ ~ - ~  dalla seconda delle (10) 

segue subito la seconda delle (9). 
c) Sia invece, ad esempio, S u ~ q-c,o, e mostriamo ehe vale ancora 

la seconda delle {9}. A tale scopo consideriamo t 'espress ione della somma 

T~,),~ I nella forma (7"). Poich~. la funzione t v~,y(x), 0 ~ x ~  1 l, che compare 
in (7") e ehe ~ data dalla seconda detle (8), b continua e quindi integrabile,  

da ~7"} si ha 
1 

(11) t v~ ,y (x )dx  : lim T~,~,y. 
f *  

0J 

Essendo poi Vv(x ) ~ v).,y(x), .risulta 

(12) S v ~ lim T~,~,,, 
~ 0  

e ci6 per  ogni sistema di punt i  0 = y o  < y ,  < . . . < y , _ ~ ( y , , = l  e quindi 
per ogni ). (non hullo). Da (12) segue allora 

{13) S v ~ min lim T~,~.,~. 
8, ) , ~ 0  

Confrontando poi la (13) con la seconda delle (10), si conclude proprio con 

la seconda delle {9). E analogamente si ragiona, se ~ S~ ~. + c~, per  con- 

cludere con la prima delle (9t. 
d) Se in una  delle (9) il primo membro ~, infinito, in essa si pub 

sostituire, manifestamente,  il segno d i ' m i n i m o  limite con quello di l imite; 
e cib pub farsi per entrambe le 19) se risultano infiniti sin S ,  che S v. In 
generale, per6, helle (9~ i segni di minimo limite non sono sostituibili  con 

quello eli limite~ come segue da l l 'osservare  che, ad esempio, pub essere co~- 
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temporaneamente  
S u < - + - ~ ,  m a x l i m  T~,~,u~---A-~. 

Invero, supposto Su < + c~, se la funzione IVy(@, O.~_ .x~ 1 l b infinita 
(positiva) in qualcuno dei punti  preeedenti  x o = O ,  x~, .... x,~_,,  x , ~  1 
Ill t he  6 possibile, come mostra ehiaramente  l 'esempio del TO~EL~,~ riehia- 
mato al n. ° 1, a)], da (7') diseende manifes tamente  

lim T~,),.~ := -~- ~ ,  e pertanto max lim T+,z,t~ ~ -4- co. 
~ . ~ 0  ~ , ) ~ 0  

5. La classe delle poliedriche di Tonell i  ~ , z  e una naturale domanda. - -  
Indichiamo ora con ¢g~,). una poliedrica di TO~ELL~ pih generale di T~,). 
La ~ , z  o coincide con ~/'~,). o coincide con una parte di T+,). proiettantesi  
ortogonalmente sul piano {x, y) in un retta, ngolo ottenuto dal quadrato Q 
asportandovi tutti o alcuni rettangoli  R,.,~ [vedasi n. ° 3] aventi qualche lato 
sui lati  di Q. Per  una tale poliedrica ~+,). si osserva che si pub ripetere, a 
passo a passo, la (]imostrazione fatta precedentemente  [n. ° 4] per la polie- 
drica T+,). Abbiamo quindi pure, analogamente alle (9), 

(15) Sx ~ min lira ~¢,~.,~, Sv -~ min lim ~G~,~,y. 
~ , ) , ~ 0  ~, )..-~ 0 

Queste formule suggeriscono ta domanda seguente:  Nella classe {~+,~} 
di tutte Ie poliedriche ~ , ) .  esiste una sottoclasse di poliedriche x~,)., per cosi 
dire minimizzanti, tali che sia contemporaneamente  

Sx ~--~- lim z~,x,~, Sv- -=l imx~. , ,?  

In cib the  segue, superando va,rie difficolth, si mostra che tale domanda 
ha una risposta p ienamente  affermativa.  

6. La poliedrica di Tonell i  z~,). - -  Ad ogni poliedrica di TO~ELLI T~,~, 
(definita al n. ° 3) associamo, nel modo che verrh ora indicato, un ' a l t r a  po. 
l iedrica di TONELLI, ben determinata,  z~,). 

Fissata una poliedriea Te,)., ad essa corrispondono sul l ' interval lo  t0, 1) 
del l 'asse w e sul l ' ia terval lo  (0, 1) del l 'asse  y due determinat i  sistemi di 
punt i :  con le notazioni del n. o 3 tall punti  sono, r ispett ivamente,  

t16) 0 : x o < ~ , ~ . . . < x , ~ _ ~ < x , , ~ _ _ _ l ,  O _ ~ y o < y ~ < . . . < y , _ j < y , = l .  

Analogamente,  alla nuova poliedrica %.,~. corr isponderanno sulFasse x e 
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su l l ' asse  y, ordinatamente,  altri  due sistemi di punt i  che stabiliremo, fin 

d' ora, d' indieare cosl : 

0 ~ , < ~ < . . . < ~ , _ ~ < ~ p ~ l ,  0 < % < ~ < . . . < % _ ~ < ~ q ~ 1 .  

Diciamo pure  subito ehe per  la poliedrica z~,z r isulterh (come vedremo): 

2~ ~ max  ( ~ , . -  ~,._~), 2;~ ~ _ m a x  ( ~  - ~ _ , ) ,  
r=2,3,...,p s~2,3,...~q 

inoltre 8 ~ ,  ~ l - - ~ p ,  k ~ , ,  X ~ l - - ~ q ;  di guisa che quando ~ , ) . ~ 0  

tenderanno a zero eontemporaneamente  sia tutte le differenze ~ , . -  ~,._t, sia 

tutte le differenze ~ , - - ~ , _ l ,  hello stesso tempo ~ e ~ tenderanno allo zero 

e ~ e ~a tenderanno alFunit~.  
1 °) Se ~ S~ = + 0% si pone semplicemente 

(onde sarh p = m + 1). Analogamente se ~ S v ~ + o% si pone semplicemente 

(onde sar~t q = n + l ) .  Ne segue che se ~ c o n t e m p o r a n e a m e n t e  

S~ : + o0 e S v - - +  ~x~, la poliedrica z~, x non ~ altro che T~, ~. 
2 °) Sia invece, ad esempio, S v ~ + c~. Allora nel l 'espress ione di Sv ,  

data dalla seconda delle (2), ]a funzione I Vv(x~), 0 ~ x_~ 11 r isul ta  left. n. ° i,  b)] 
quasi  dappertut to  finita e inoltre semieont inua inferiormente.  Per tanto  (~) la 

funzione Vy(x) in ogni intervallo (x~._i, w,.) ha un minimo assoluto finito e 

i suoi punt i  di minimo assoluto hanno una  minima ascissa a , .  Sul l ' inter-  

vallo (0, 1) dell' asse x resta cosi individuato univoeamente  un sistema di punti  

pei  quali  6 

0 ~ a i ~ a~ ~ . . .  ~ a,~_~ ~ am ~ 1 

1 - -  am ~ ~, a,. - -  a,._i ~ 2~ per r ~ 2, 3,..., m. 

Suddividiamo ora, eventualmente,  ogni intervallo non hul lo  (a, . - i ,  a,) in un nu. 

mero finito di parti  mediante dei punti  a',._i,  a" , ._ t , . . . ,  e cib nel modo seguente, 
suggerito unieamente  dalle conclusioni che vogliamo stabilire pffl avanti. 

Fissiamo dunque un iiltervallo non hullo (a,_~, at). 
Se ~ Vv(a,._~ ) ----Vu(a~ ), non  suddividiamo 1' intervallo (a~-i ,  a,). 

(i4) L .  TONELLI, 1OC. t i t .  in  (2), ~ o t a  I ,  n.  ~ 2, pag .  359. 
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Se ~ Vy(a,._i)~= V~(a,,.), introdueiamo il numero positivo e finito 

28 
(17) = ( m -  1) I - v,,(a,.-,) I" 

Potranno allora darsi due easi: 
Si ha a , . -  a,._t ~ 8',.. Allora non  suddividiamo 1' intervallo (a,._~, a,.). 
Si ha a,. - -  a,._, > 8',.. Allora dist inguiamo se ~ Vy(ar-t)  < Vg(a,.) oppure 

l 'opposto. Pe r  fissare, supponiamo sia 

< v,j(a, .} ,  

pereh~ qualora fosse l 'opposto si r ipeterebbero ragionamenti  analoghi. La 

funzione g~(x) nel l ' in terval to  a,._i -t- a,. (15) 2 ~ x ~ a , .  ha an  minimo as- 

soluto ~ Vy{a,.). Se tale minimo assoluto 6 proprio Vy(a,.), non  suddividiamo 
aneora l ' in terval lo  (ar_~, a,.). Se detto minimo assoluto b inveee < V~,(a,.), 
diciamo a',._~ l 'ascissa minima dei punti  di minimo assoluto di V~(~c) nel l ' in .  

tervallo a,._, + a,. 
2 ~ x ~ a , . .  

< 

Suddividiamo l ' in terval lo  (a,._~, a,.) nei due intervalli  ( a , - i ,  a',._~) e (a'~_~, a,.) 

pei quali b. a' , ._~--a , ._~ > a, . ' - -a '~_~.  Se il secondo di questi  due intervalli  
ha lunghezza ~ 8 ' , . ,  non  suddividiamo pifi tali due intervalli.  Se invece 

a~ --  a'~_t 2> 8'~, su  ciascuno dei due in terval l i  procediamo come si ~ fino 
ad  ora fat to  per  l ' in tero  interval lo  (a~_~, a~) nell' ipotesi a ~ -  ar_~ > 8'r: 6 da 
notare t he  si ha, allora, 

8',. < a , .  - -  a ' , . - i  ~ a ' , . - i  - -  a , . _ l  < ( a , .  - -  a , , - l )  - -  8',.. 

Cosi, r iferendoei al l ' interval lo (a,._,,  a',._,), pel quale 

V~(a,._,) ~ V~(a',._,), 

eonsideriamo la funzione V~(~) nell ' in~ervallo a,._~ + a',._~2 ~ a,._~; il 

eui minimo assoluto 6 < Vu(a', _~). Se tale minimo assoluto 6 proprio l~(a',._,), 
non  suddividiamo l ' intervalIo (a,_~, a',._~} [eib aeeade, ad esempio, se 6 
V~(a,._~) = ~(a',._~)]; nel easo opposto, suddividiamo l ' interval lo  (a,._t, a',._~) 

(ts) Se invece  fosse V y ( a r _ t )  > V,,d(ar) , si cons idererebbe  la funzione Vy(x)  ne l l ' i n -  

t e rva l lo  a t _  ~ ~ :  x ~ a r - I  + •r 
- -  2 
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mediante  l 'aseissa  min ima  a"~._~ dei punt i  di minimo assotuto di Vg(~ } nel- 

l' interval to a,._~ -+- a'r_~ 2 ~ ;e ~ a',._~. Circa l ' in te rva l lo  la',.-~, a,.), pel quate 

Vy(a',._~) < I~(a,.), consider iamo la funzione ~ ( x )  nell '  interval lo 
af~_i - i -  a~. 

2 ~< ~ ~ a,., il cui min imo assoluto ~ < V~{a~.~. Se ta~e min imo as- 

soluto 6 proprio K~+(a,.), ecc. .  E cosi via. 
II p rocedimento  ha  senna dubbio u n a  fine, come segue dal notare  che 

le lunghezze degli  intervall i  sui quali  si cont inua  ad operare  d iventano suc- 
cess ivamente  minor i  di 

(a,. - -  a , _ , )  - -  ~'~, (a+ - a~ _ , )  - -  2~'~, (a ,  - -  a~_ , )  - -  3~ ' , ,  . . . .  

I humer i  dist int i  fra gli a~, a~, .... a,, e quell i  eventual i  (in numero  finito} 
introdotti ,  a' " ' " a" posti in ordine di gran- t, a i ,* . .~  a e ;  a .2,...~ a t r ~ - t ,  , , - i ~  . . . .  

dezza crescente,  si ch iamino ord ina tamente  ~ ,  ~ .... , ~p. Risul ta  

~ , = a , ~ ,  1 - - ~ p = = l - - a , , ~ ,  ~ . - - ~ _ ~ 2 ~  per  r : 2 , 3 , . . . , p .  

3 °) Cosi pure,  se ~ Sx ~-+-c~:~, ragionando analogamente  sulla  fun- 
zione I Vx{Y), O ~ y ~  1l,  s ' individuerfi,  un ivocamente  , ull lntervallo (0, 1) deI- 
l ' asse  y un s is tema di punt i  che ch iameremo ~,,  ~: ..... ~q pei quali  r isulter , t  

~ < ? ~ ,  l ~ q ~ k ,  ~ _ ~ < 2 ~  per  s-----2,3,...,q. 

4 o) Suddivid iamo ora il quadrato  Q in rettangoli~ condueendo pei 
punt i  ~ le paral le le  a l l ' asse  y e pei punt i  "q~ le paral lele  a l l ' asse  x. ~ ra  
quest i  ret tangoli  consider iamo solo quell i  appar tenent i  al ret tangolo 

118) ! ~ ~ ~ ,  ~ , < ~  y _ < ~ l ,  

consider iamo eio~ i re t tangol i  

In  eorr ispondenza a c iascun re t tango o ,a,.  costruiamo i due t r iangol i  in- 
scrit t i  nel la  superf ic ie  S ~ { z = / ~ x ,  y), Q l, ana logamente  a quanto  ~ fatto 
al n. ° 3 in corr ispondenza ad ogni re t tangolo R+,, .  per  costruire la polie- 
dr ica T~,z. L~,insieme di tut te  queste  coppie di tr iangoli  forma una  polie- 
dr ica di TOXEL~Z ehe ind iehe remo con v~,).. Questa poliedrica ~, x si proietta 
ortogonalmente sul p iano  (x, y) nel rettangolo {18) e, quando ~ 2 ~ 0 ,  tende 

(uniformemente) alla superficie S. 
Se poniamo, per  brevitfi,, 

p q 

abbiamo che le quantith, ~,)~,~ e :~,~.,~, r i spe t t ivamente  analoghe a T+,z,~ e 



T~,~,~, send date da 

(70) 2 

r ~ 2  

7. Gli in tegra l i  Sx e S u eonsiderat i  come l imi t i .  - -  Le  due somme ~:+,~,~ 
e ~+.x,>~, qua.ndo 5, ~-~0, hanno dei l im i t i  ( f init i  o infiniti) ,  e tall  limi~i send 

proprio gli in tegral i  S~ e Sy del TozcELLI, rispett ivamente ; si ha cio~ 

(22) Sx  - -  lim z~,x,~, S v ~ lira z~,~,~. 
~, ~ - + ~  ~, ~,--+0 

D i m o s t r a z i o n e .  - -  a) Poieh6 [n. ° 6] la poliedrica z+,), quando ~, ) . ~0 ,  

tende (uniformemente) verso la superficie cont inua S, si ha, in base al 
lemma di TO~CELLI del n. ° 1, c), 

{23) Sx  ~ rain lira z,,x,:~., S v ~ rain lira ~,z ,v .  
~, ~..--+ 0 5", k---~ 0 

b) Se ~ S~ ~ +cx~, daIta pr ima delle {23) segue immedia~amente ta 
pr ima delle (22); ed anatogamente se ~ S u =  +cx~ dalla seeonda delle (23} 

segne immedia tamente  la seconda detle (22}. 
c) Se ~ inveee, ad esempio, Sy <. +-e<~, concluderemo che vale ancora 

la seconda delle (22), dimostrando che, altora, oltre alla seconda detle ~23) si ha 

(24} S u ~ max lira zs, x,.~j. 
~, ~ . ~ 0  

Per  provare, dunque,  la t24}, osserviamo che - - f i s s a t a  una poliedrica ~+,) .-  
r isul ta  

1 a r 

125)  t (x)dx l 
r = 2  J 

0 a r _ ~  

dove gti a~ send i punti  introdotti  al n. ° 6, 2°), e nell' ultimo membro di (25} 
possono scaxtarsi i termini, eventuali,  corrispondent4 ad intervall i  ~a+._,, a+.} 
di lunghezza nulla. Pissiamo, poi, un interval]o non nullo (a~_~, a,.} e mine- 
f l ame il corrispondente ia legrale  

Se ~ ~ ( a ~ _ ~ ) =  ~(a~), F intervallo (a+_~, a,.} coincide [n. o 6] con uno degli 
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intervall i  ( ~ ,  ~ ) , . . . ,  (~_~, ~),  e la det ta  minora~ione ~ la seguente :  

a n 

f 1 ( 2 6 }  Vu(x)dx  ~ Vu(a~_~) . (a n - -  a+._~) -~ ~ t Vu(ar_~) ~-  Vu(an) f (an - -  a~_,). 

Se ~ Vu(a~_~):4: Vu(an) , l ' in te rva l lo  (a~_,, an) coincide [n. ° 6] con uno  od 
anche con p i i t  intervall i  (eonsecutivi) (~,, ~), . . . ,  (~_~, ~). Supponiamo che 
tall interval l i  eonseeut ivi  si o t tengano suddividendo l ' in te rva l lo  (a~_t, a~) 
median te  i punt i  

j _(r) ..(~) 

Allora, vale per  il detto integrale  la minora~ione seguente :  

~Jb~ 

(27) f v (x)dx l 
a n - - t  

+ g~(~(2)t (~(~ ~ ) -  -(~) , = ~ _ ,  - 2 i V~(an) - -  V ~ t a n - , )  l ~'n , 

dove ~'n e il numero  dato da (17); e cib vicne provato nel seguito, a el). 

Da (25), tenendo conto di (26) e (27), scgne al lora:  

P l  ~ m  
r ~ 2  ~ r ~ 2  

dove la somma accentata  nel secondo membro  ~ estesa solo agli r tall che 
sia a~ - -  a+_~ :4= 0 e Vu(a~) - -  Vu(a~_~} :~= O. I n  virtfi dell' espressione di ~'+., 

data  da (17), si ha quindi  anchc 

ed a pifi forte ragione, tenendo presente  la seconda delle (19), 

Sy 

eio~, per la (21), 

da eui segue subito la (24). Vale quindi  la seconda dclle (22). 
In  modO det tut to analogo si ragiona~ se ~ S x  ~ ÷ cx~, per  provare che 

vale pure  la pr ima delle (22). 
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d) Resta ancora da dimostrare ia (27). A tale scopo dist inguiamo di- 
versi casi. 

Caso 1. ~ I1 fissato intervallo non hullo (a~_~, a~) coincide con uno  
degli intervalli  (~,, ~,~),..., ~ _ ~ ,  ~). Allora la (27) da dimostrare si r iduce 
alla seguente 

/ 'V~im)dx 1 1 

Gtr - - t  

Poieh~ si ha V~,(a._~)=t= Vula~) , il caso presente pub aversi in due eventual i ta:  
t. a) Si ha a r -  a~_, ~ ~'~. Allora, nell ' ipotesi  V~(a~_~)< V~(a~), r isul ta  

a r 

f vA~)dx  ~_ V~(a,._,) . (a~-- a,_,) = 

ar--i  

1 1 

e quindi vale la (28). Se inveee si ha l~(a, ._~)~ Vu(a~), r isulta analogamente 

ar--t  

1 1 
: 2 I Vy(a,._,) -!- Vu(a+) I (ct~ - -  a~_,) - -  ~ 1 Vu(a~_, ) - -  Vu(a~ ) ] (a~ - -  a~_,), 

e quindi vale ancora la (28). 

2. a) Si ha a , . -  a~_~ > ~'~; inoltre, supposto Vv(a,_,)  < V~(a~), il m inimo 

assoluto di V.(x) nell' intervallo a,._~ + a,. 2 ~ _ x ~  a~ 6 dato da V~(a~). Allora 

r isulta 

a r 

f v~(x)dx ~ V~(~_,I ~ -  a~_, ~ ( ~ )  ~ + -  ~ _ ,  1 

e quindi, a fortiori, vale la (28). Se si suppone V~(a+._~)~ Vy(a~), dovr~ aversi 

che il minimo assoluto di V~(xt nell '  intervallo a~_t ~ x ~ a,._~ ÷ a,. 2 ~ dato 
da Vy(a~_~), ed allora r isul ta  la stessa conclusione. 

Caso I L  - -  I1 fissato intervallo non hullo (a~_~, a~) coincide con due 
(conseeutivi) degli intervalli  (~ ,  ~2),.-., (~-~ ,  ~). Allora, se diciamo (a~_t, a'~_j) 

Annah di Matematica~ Serie IV~ Tomo X X I I I ,  9 
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e {a',_~, a t ) ta l i  due intervalli ,  la formula (271 da dimostrare si r iduee alla se- 

guente 
a r  

f 1 (29) v~,(x)ax ~ ~ ) y,~(~_,)  + V~(a'~_,)  l (~',,.-, - -  a , . _ , t  + 

ar--t 
1 1 

Nell' ipotesi Vv(a~_ i) < Vy(a~), r isul ta  [n. ° 6] 

e possono darsi due eventuali tk:  
1. ~) Si ha ar- -a ' r_~  ~ 8'~. Allora, per la definimione di a',_~, abbiamo 

~rr__ t 
, ) (o+ , ;  o. o._,)+ ,,(o, , o. , + o,) _ 

ar--i 
1 1 

= ~ t v~(a~_,) + v~(a'~_,) I (a'~_, - a~_ , )  - 2 t v ~ ( a ' , _ , ) -  V~(a~:,) l (a,  - a',_,), 

f % ( x ) d x  V~,(c~'~_,) . (a~ - a'~_,) = 
atr_t  

i , 1 
~-  ~ $ Vv(a ' r_ , )  T-  Vy(ar)  l (~tr - a r - , ) - - ~  { Vv(Ctr) - -  Vy(a ' r_ , )  ] (ct~ - - a ' r - l } ,  

dalle quali, per somma e tenendo presente che ~ a~--a'+._~ ~ 8',., si con- 

clude con la (29}. 
2. a) Si ha a , . -  a'~_~ > 8'~. Allora, poich~ gli intervalli  (a~_~, a'~_~) e 

{a',_i, a~) non sono stati ul ter iormente suddivisi, saranno cer tamente soddi- 

sfatte le seguenti  disuguaglianze, analoghe a (28), 

arr_t 

($r--t 
ar 

f vv(x)dx  > i 1 - -  2 ) Uv(a'~-i) + Vv(a~)l(a* - -  a'~_,) - -  2 1 Vv(a~) -- Vv(a'~-,)l ~'~, 

Gbtr__t 

le quali sommate membro a membro dhnno ancora la (29). 
Nell' ipotesi Vv(a,_,  ) > Vv(a,. ) si ragiona analogamente.  
Caso I H . -  I1 fissato intervallo non nullo (a~_~, a~) coincide con tre 

(consecutivi) degli intervall i  (~i. ~) , ' . ' ,  ( ~ - i ,  ~)" Cib accade quando dei due 
intervall i  (a ,_ , ,  a'~._,) e (a',._,, at) , considerati  nel Caso II, uno ~ stato sud- 
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diviso in due intervall i  e l ' a l t ro  no. Fissiamo sia stato suddiviso il primo 
intervaIlo nei due (a~_~, a"r_~) e (a"+._~, a'+_~). Allora la formula  (27) da 
dimostrare si r iduce alla seguente 

G r 
4 

0,~--- I 

1 a" ~ 1 
+ ~ I  v~(a",._,) + v~(~,'~_,)l (a'~_, - ,._,, + ~  V~,(a'~_,)+ V~,(aJl(a~--a'~_,)- 

1 

~Nell'ipotesi Vv(a~_~)~ V v(aj, r isul ta  [It. ° 6] 

v~<-~_,t ~ v,j."~_,) < v,~(a',._,) < v~(a,.). 
Relat ivamente al l ' in terval lo  (a~._~, a',._~} sar~ soddisfatta la seguente disu- 
guaglianza, analoga a (29~, 

6 ~ r  - i 

f i ,, ~ ia,, ~,(~)dx > 2 1 V~(~,~_,) + V,,(a ~_,),, ~_, --  ~r_,) + 

O + r - -  ! 

1 " ~,, 1 

e re lat ivamente al l ' intervai lo (a'~_~ a~) sarh soddisfatta la seguente disugua. 
glianza, analoga a (28), 

a~r_l 

Sommando queste due ult ime disuguaglianze, s~ottiene la (30}. 
Nell' ipotesi i~¢(a~_,)~ V,~(a~.) il ragionamento ~ analogo. 
E cosi si cont inua nei casi suecessivi. 

8. Alcune osservazioni. - -  Terminiamo con due osservazioni che saranno 
applicate in altro lavoro. 

a) Indichiamo con ~,+,~ la porzione della poliedrica =~,~ proiet tantesi  
ortogonalmente,  sul piano (x, y), nel ret tangolo I {~_~ ~ x ~ ~ ,  ~ ~ y ~ ~q I, 

e indichiamo con ¢r'8,+,~. la porzione di -:~,~ proiettantesi  ortogonalmente invece 
nel rettangolo I {~ ~ ~c ~ {v, ~2~-~ ~ Y ~ ~ I. Proviamo che se ~ S~ ~. -t- c,~, 
le quanl i t~  z~,~,~,x e ~'s,~,~,~ (il cui significato ~ chiaro per eib che precede} 
quando ~, ) . ~ 0  hanno limite hullo; cos4 pure,  se ~ Sy ~ - t - ~ ,  le quant i th  

c~,~,~.,y e ~'s,+,z,y quando ~, ) . ~ 0  hanno limite nullo. Sara sufficient% ad 
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esempio, di provare tale affermazione per ~2,~,~. A tale seopo, sia x~,~.~ ta 
poliedrica ot tenuta da z~,), sopprimendovi ~,+,~. Per  ":e,~,~ si pub ripetere~ 
a passo a passo, la dimostrazione fat ta  nel n. ° 7 per "~+,~,, e eoneludere 

Sx--" l im z2,~,~,~, Sy----- lira ze,~,x,y. 
~ , ~ . ~ 0  ~ , ~ . ~ 0  

~ e  segue ehe ~,~,x,,--z+,~,~z~,~,~,,~, qualora sia S ~ < - t - c ~ ,  ha limite 
quando ~, k--+0 e tale limite ~ dato da S ~ - - S ~ - ~  0. Analogamente per ~e,~,z,y. 

Cib i~, dunque,  quanto basta provare. 
b) Considerata una  poliedrica -z+,~, nel rettangolo I ~ ~ ,  ~ y ~ q l ,  

su eui si proiet ta ortogonalmente "c~,~, fissiamo un rettangolo 

e siano ~' e 7~,x le porzioni di S e -c~,)~, r ispettivamente,  proiettantesi  orto- 

gonalmente su /~. Dato poi a Sx, S~, "~+,x,, e ~,z,~ il significato ormai chiaro 
per cib che precede, dimostriamo c h e s e  ~ S~ ~ -e ~ ,  risulta certamente 

(31) S ~ - -  lira 7:+,~,,,; 
~ , ~ . ~ 0  

cosi pure, se ~ Sy ~ d-c,z, risulta 

(32) S~ - -  lira 7~, x, ~. 
~, ~.---+0 

Invero, fra i rettangoli  p,, ~ componenti  il rettangolo I ~ ~ x ~ ~ ,  ~ ~ y ~ ~q ! 
[cfr. n. ° 6] consideriamo '~tutti quelli eompletamente appartenent i  al rettan- 

golo R: tali rettangoli  (ehe esisteranno cer tamente  se, come supponiamo, 

e ), sono abbastanza piceoli} formono un  rettangolo R' appar tenente  a ~). 
Sia poi z' la porzione della poliedriea ~s,~. proiettantesi  ortogonalmente su R'. ~,). 

La dimostrazione fatta nel n. ° 7 per la poliedriea ~s,>~, re la t ivamente alla 
superf icie  S, si pub ripetere,  a passo a passo, per la poliedrica ":'s,~, relati- 

vamente  alla superficie S. Si conclude quindi 

(33) S~ : lim z'~,~.,~, ~'~ ~--- lim z'~,~,~. 
~,~..-~ 0 ~,~ --~ 0 

~ a  le due poliedriehe "¢'~,~ e "~,~ o eoineidono o differiscono per porzioni 
appar tenent i  a quattro striscie poliedriche (al massimo} del fipo ~,~,~ e ~'~,~,~ 
considerate ad a). Pe r  la eonelusione fatta ad a), se ~ S~ ~ + c~ dalla pr ima 
delie (331 segue la (31t, e cosi pure  se ~ S~ ~ -~ ~ dalla seconda delle {33) 
segue la (32). 


