
Ricerche suI comportamento  asintotico delle soluzioni  

delle equazioni  e dei sistemi di equnzioni differenziali. 

~Iemor i a  di SA~DRO ~ASDO (a ~ o m a ) .  

Sunto .  - S i  d i m o s t r a  come da l  C¢~lcolo delle V a r i a z i o n i  pe r  gl i  integ+'ali s~¢ u n  i~ terval lo  
infi+~ifo, recentemente  s v i l uppa to  d a l l ~ A ,  si  possano  ded~+'~'e ctassiche p ropos i z ion i  as in-  
totiche pe r  le so luz ion i  delle equaz ion i  d i f f e renz ia l i  e s tab i l i rne  delle nuove.  

Ad un mio lavoro (~), in cu i  dave un contribute al Calcoto delle Varia- 
zioni per integrali su un intervallo infinite, ~ .  PICO~E ha fatto seguire una 
Sua Nota (~), nella quale osservava come dal mio risultato si potesse dedurre 
immediatamente una notevole propriet~ asintotica degli integrali di una vasta 
classe di equazioni differenziali.  

Cib si comprende quando si rifletta the  il Calcolo delle Variazioni porta 
fra l'altro a stabilire le proprieti~ delle soluzlom de]Ie equazioni di E~yLE~0; 
nel case da me studiato, essendo il campo d'integrazione infinite, si otten- 
gone appunto proprieth di tall soluzioni per x - + ~ .  

Success ivamente  {:~) io he svi luppato il Calcolo delle Variazioni per gli 
integrali 

+co 

x, y,(x), ..., y,(x),  dx;i  y~(x), ..., ~x  ~ y,,(~) dx, 
(~ 

(ij S, FAEDO~ Contr ibute  al la  s i s t emaz ione  teorica del metodo v a r t a z i o n a l e  per  l' a n a l i s i  
dei prob lemi  d i  propagaz ione ,  ¢ A n n a l i  ]:¢. Seuo la  5Tormale di P i s a  )>, ser ie  I I ,  vol.  X,  19~1, 
p~agg. 139-152. 

('~) M. PICONE, ~Tota al  l a v e r o  cir. i n  (~), ib idem,  pagg.  153-155. 
(~) S. F~EDo, L '  u n i c i t ~  deIle successive a p p r o s s i m a z i o n i  nel  metodo var iaz iona le ,  << Me- 

mcrie  de l la  R. Accad .  d ' I t a l i a  ~, vol.  X I I I .  (5), pagg.  679-707~ 19~2; P r o p r i e t ~  as in to t i ehe  
delle estre~nanti  degIi i n t e g r a l i  a campo di  in t egraz ione  i l l imitato~ ,, A n n a l i  R. Scuola  iWor- 
ma le  S u p e r i o r e  di  P i s a  ~, se r ie  II~ vol.  X I ,  19~2, pagg.  119-131;  Su l l ' e s t r emo  assoluto degli  
i n t e g r a l i  estesi a u n  campo i l l im i ta to ,  ,, A n n a l i  R, Scuola  ~-ormale  S u p e r i o r e  di P i s a  ~), 
vol.  X I ,  19:~2, pagg.  223-23~. ~[ r i su l t a t i  di ques t i  l avo r i  e di quel lo  e i ta to  in  (~), con l ' ag-  
g i u n t a  di  u l t e r io r i  con t r ibu t i ,  sono esposti  ne l l a  3 ' Iemoria :  ~1 Calcolo delle g a r i a z f o n i  pe r  
gl i  i n t egra l i  su  u n  in t e rv~ t to  i~f ini to ,  i n s e r i t a  ne l le  ~ C o m m e n t a t i o n e s  ~ d e l l ' A c e a d e m i a  Pont i -  
ficia, 19~3. U n  r i a s sun t% dal lo stesso titol% t rovas i  nei  (, R e n d .  del la  R. Accad.  d' I t a l i a  ,), 1943. 
Ta le  ~ Iemor i a  d e l l ' A c e a d e m i a  P o n t i f i c i a  verr '~ in  segui~o i nd i ca t a  con <, ) ' l emor i a  A.  P .  ,). 

Anna~i di Matematica, Serie IV, Tome XXIII, 



26 S. FAEnO: Ricerche sut co,m.portame.nto asb~totico delIe soi~zioni 

ed ho approfondito sopratut to gli argomenti  che presentavano nuovi problemi 

e nuove difficolti~ rispetto alia analoga teoria per gli integrali su un intervallo 

f inito;  e in tutte tall questioni ~ essenziale to studio del comportamento asin. 

totico detle funz ioni  in esame. 

In tali r icerehe io ho seguito il metodo diretto del TONELLI e quindi 

l 'es is tenza e le proprieth delle estremanti  si provano dire t tamente  senza fare 

ricorso alle equazioni differenziali.  

Dai miei risultati si possono quindi  dedurre delle proposizioni sulle pro. 

priet~t asintoliche delle soluzioni di vaste elassi di equazioni e sistemi di equa. 

zioni differenziali. 
Cib viene rapidamente  esposto iu questa  iNota, sin per ottenere in questo 

eampo dei risultati  ~uovi ehe potranno interessare, ma  sopratutto per  mostrare 

come to studio dell' integrale I~  col ,metodo diretto della Scuola I ta l iana  porti  a 

stabilire per le estremant'i delle propriet~ differenziali all ' infinito assai riposte, 

il cui conseguimento r iusci rebbe al tr imenti  assai difficile. 

Richiamati  (§ 1) aleuni risul~ati su gli integrali I~ ,  mostro (§ 2) come 

per  questa nuova via si r iottengano alcune ormai classiche proposizioni asin- 

totiche per le equazioni l ineari  del seeondo ordine e come se ne possano 

trovare delle nuove. Nel § 3 mi occupo delle equazioni differenziali  autoag- 
giunte di ordine 2n dimostrando, per  le soluzioni di tali equazioni, delle 

propriet~ asintotiche che ritengo non siano state pr ima d 'ora  altrove conse- 

guite. Db poi (§ 4) alcuni teoremi di unicith quando siano state assegnate 
per  le soluzioni opportune eondizioni alFinfini to e mi occupo (§ 5) delle 

equazioni non lineari. Dimostro per esse aleune proposizioni e altre ne indieo 

ehe si possono ottenere in modo analogo e sulle quali non mi soffermo per 

non rendere troppo lungo il presente lavoro. 
0sservo infine (§ 6) che quanto ho provato per le equa~ioni sussiste pure 

per  i sistem~ di eqaazioni differenziali. 

§ 1. C e n n i  s u l  C a l e o l o  d e l l e  V a r i u z i o n i  p e r  g l i  i n t e g r a l i  I ~ .  

1. Si consideri uno spazio acl ran-4-1 dimeusioui riferito ad un sistema 

di assi cartesiani ortogonali 
(m-it1 

[x ,  y , , . . . ,  y . . . . . .  , j .  

Diremo campo A ]a totalit~ dei puut i  di tale spazio per  eui 

Per  ogni punto di A ed ogni valore finito di y~ , ,..., y~) 

una funzione 

f (x,  y , , . . . ,  y , , . . . ,  ~..., yn 2, 

~c ~ ~o. 

definita 
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~,(m) c o n t i n u a  r i spe t to  a x, y , ,  ye .... , a+z ins ieme  al le  sue de r iva t e  

fyi<,~,, yi(,,,, (i, j - -  1, 2, ..., n). 

Una  c u r v a  C a p p a r t e n e n t e  ad  u n  S,+~ e di equaz ion i  

y~ = y,im), ..., y ,  = y,(~c), to ~_% ~ ~ x < + oc, 

si dice  una  curva ordinar ia  s e :  

le y,(x~,..., y,,(x,) sono a s s o l u t a m e n t e  c o n t i n u e  in ogni  in te rva l lo  f in i to  

{a, ~ + X),  con  X > 0, i n s i eme  al le  loro de r iva t e  dei p r i m i  m -  1 o r d i n i ;  

es is te  f in i to  l ' i n t e g r a l e  (nel senso del LEBESGUE) 

c t + X  

ff[ , ; y~)(x), . . . ,  y~)(m)]dx 

esis te  f in i to  l ' i n t e g r a l e  genera l izza to  

[~---~ l im i f [x ,  yL(x),.., y.,(x),.., y~ ), , , +' x' ..., y~:"l(x)]dx. 
X ~ +oz  d 

I n d i e h e r e m o  con K,  la classe di tu t t e  le cu rve  o rd ina r i e  pe r  cui  

y ~ ) ~ j = e 4 k  ( i = 1 ,  2, . . . ,  n ;  k = 0 ,  1, . . . ,  m --1} 

dove  le c4,~ sono del]e  costant i .  

Con K. e i n d i c h e r e m o  invece  la c lasse  di tu t te  lc cu rve  o rd iua r i e  def in i t e  

s u l l ' i n t e r v a l l o  (~, + oc). 

2. E n u n c i a m o  a lcun i  t eo remi  di es is tenza  del  min imo  assoluto  de l l ' i n t e -  

g ra le  Ic~, ne l l e  classi  K t e K s (*}. 
= (m) 

TEOREMA I ° :  Se  l a  f(x, y~ , . . .~  y n ,  . . . ,  .yt , . . . ,  y~l)) ~ u n  polinomio d i  s e .  

condo grado helle variabili  y~, . . . ,  y(m) i cui coefficienli sono funz ion i  di  x a 
quadrato integrabile in  ogni inlervallo fin.ito ; se per  ogni X ~ 0 si pub deter- 
minare  un  z > 0 tale the sia per  tutt i  i p u n l i  di A con ~ ~ x ~ ~ + X  e per  

ogni valore finito di ~1-(m}, . . .  ~ y ( m )  

r, v&@,,,,, > v?, 
i ,  J i = 1  

per  ogni vatore delle variabil i  vi (i = 1, 2~ ..., n);  

(a) S. tOAEDO~ ~ Memoria  A. P.  ,,~ Cap. I L n, 5. 
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se inoltre esiste una funzione ~(x) integrabile in (~, + c~) per cui sia 

f[ r, . . . .  , j _ 

allora nella elasse K~ (o K.2) esiste il minimo assoluto eli Ic~. 

TEO~.E)IA I I  ° (~') : Se l' integrale I~  ~ quasi  regolare positivo ; se esiste una 

funzione ~(x) definita e continua per ogni x ~ ( ~ ,  integrabile su {% + c,c), tale 

ehe sia in  tutti  i pun t i  di A e per  ogni valore finito di y~m) .... , y~ t  

. (mh fix, 

se in corrislgondenza ad ogni numero h, con h ~ (~ esiste una  funzione ¢~h(z) 

definita in (0, -~-ec), inferiormente limitata, tale che ~h(z) ~ - t -oc  per z ~ -t-c~z 
z 

e per  la quale si abbia net p u n t i  di A per cut ~ x ~ h 

altora nella elasse K~ (o K~i esisle il min imo assoluto di I~ .  
Nel la  ;< Memor ia  A. P. >> vengono dati  numeros i  al t r i  teoremi  di esis tenza 

de l  min imo ~ssoluto, che qui  non r ipor t iamo per ragioni  di brevitY; taluni 

di tall teoremi permettono di asserire ehe l' eslre.man/e che min imizza  1:~ in K, 

o K.~ ~ limitata su  tutto l ' intervallo (~:, + c,c). 

T]~O~ES~a I I I °  (~): Si abbiano, per x ~ ~, due funzioni  continue e non 

negative ~(x) e ~(x)~ tali che esistano un  a ) O ed un  x ~ > e  in  modo c h e s i  

abbia 

~(x~) ~ ~, ~(~) ~ ~ per  ~ ~ x o . 

Se y(x) ~ una  funzione assolutame~de continua in ogni intervallo finito e 

tale the esisla finito 

J l ~(x)Y~(x) + +(x)Y'~(x) 1 dx, 

necessariamente 

l im y(m) = O. 

(~t) Nota  aggil~nta d a r a n t e  la correzione del le  bozze. In  un lavoro success ivo  alla 
(, Memoria  A .  P.  ,,, Un nuovo teorema di  es i s tenza  dell '  estremo assoluto per  gli integ~'ali su  

u n  interval~o in f in i to ,  ,~ Boll. U.  ) I .  I .  ,~, [9~3, ~ da ta  una  la rga  es tens ione  del  t eorema I I .  
(5t S. ]~AEDO~ (~ Memor ia  A. :P. ~)~ Cap. V I ,  n. 2. 
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3. Ogni e u r v a  o r d i n a r i a  C[ydo~),... , y,,(~c)] e ta le  t h e  s iano c o n t i n u e  su 
d r 

ogni  in te rva l lo  f in i to  le d e r i v a t e  7/-~7. y, (i = l ,  ..., n) f ino all '  o rd ine  m e che  

soddisf i  al s i s t ema  di equaz ion i  di EULERO 

& ' -  . . . . . .  i = 0  ti=l,  . < ,  • i 7£ " ' "  ' " "  

dicesi  u n a  eslremale r e l a t i va  al la  r(x, y~,.. . ,  y~ ) .  

Se la c u r v a  C[y~{x), ..., y,dx}] h a  le de r iva t e  3 ~  ~. y, (i ~---t, 2, ..., n ) c o n t i n u e  

in  ogni  i n t e rva l lo  f in i to  f ino  alF o rd ine  m e r e n d e  m i n i m o  I ~  ne l l a  c lasse  K s 

to K~) essa b u n a  es t remale .  

D a t a  la e u r v a  o r d i n a r i a  C[y~(a~), ..., y,(m}] si d ice  variazione pr ima della 
sua ordinata y,(x) u n a  qua,Iunque r u n , l o n e  ~y, d e f i n i t a  p e r  ogni  x ~  e ta le  

che  la e u r v a  C~(yj=y~(x), j=t:i;  y ,=y , (m)q-$y~,  . ] : i }  sia a n c o r a  u n a  c u r v a  
o rd ina r i a .  

Se  es is tono f in i t i  gli in tegra l i  

÷oa f-oo q-~ 

f f y  Syflx, f f y /~y /dx  .... ~ ~v ( , , ~ .  ( i - -  t, 2,...,  n} 

si dice variazione prima dell' integrale [:~ sa l l a  c u r v a  o r d i n a r i a  C l' e sp ress ione  

q oo 

81oo = f~:,=t 

Se le va r iaz ion i  8y~ sono ta l l  t h e  pe r  x :  ~ sia 

BY, = 8Yl - -  - -  By, ( ' - "  = O, ( i =  1, 2, . . . ,  n} 

si d i r a n n o  variazioni smorzate nel primo estremo e la  r e l a t i v a  va r i az ione  di Ic~ si 

dir~ variazione prima smorzata nel lorimo estremo e si indicher~t con 8Ioo. 

Se ino l t r e  te va r i aa ion i  By, si a n n u l l a n o  a n c h e  pe r  ~ ~ -F-c~o  ins i eme  

a t le  ~y,~"~ [ i : 1 ,  2 , . . . ,  n ;  r : 0 ,  t , . . . ,  m - - l ]  si d i r a n n o  variazioni smo~:zale e 
la  va r i az ione  che  v i ene  ad  ave re  Too si i nd iohe rg  con 8=/m. 

~ron ~ sempre vero - -  come  invece  a c c a d e  pe r  gti i n t eg ra l i  su u n  in ter -  

val lo  f in i to  ~ ehe su una estremate, ehe  sia una, c u r v a  o rd ina r i a ,  sia identi. 
eamente nulla la w~riazione smorzata prima.  

H e  perb  da te  de l te  eondiz ioni  (~} sotto le qual i  ta le  fa t to  c o n t i n u a  a 
suss is tere .  

(6) S. FAEDO~ ~< Memoria 3,. P. ,,, Cap. I I I , §  2. 
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~qelta << ~Iemoria A. P. )> tCap. III ,  § 3) ho pure dato delte condizioni 

suffieienti  a garant ire  ehe una estremanSe sia una  estremale.  

4~. Eeco alcuni teoremi di unici th per  le estremali  verificanti  a leune con- 

dizioni asintotiche ((< Memoria A. P. ~>, Cap. IV):  
T ~ o ~  IV° :  Se per ogni punto  del campo A e per ogni valore finito 

_ ~ y~m~ di y~ , . . . ,  la forma quadratiea helle variabili  w~ ( i - - i ,  2,.. . ,  n) 

] . . ,  Tb 

sempre definita posit iva e la forma quadratica in  v~, ~ {i----- 1,.., m;  r - - 0 ,  1,..., m) 

O.k.'n4 1 , . . n  

sempre semidefinila positiva, allora esiste al pii t  una  sola estremale relativa 
{mh alla f[x, y~ ,..., ~yn J ehe appartiene a K~ (o a K.2) e su cui ~ nul la  la variazione 

pr ima  smorzata nel primo estremo. 
Per  le estremali  su cui b nul la  ident icamente  la variazione pr ima smor- 

zata sussiste il 
T~oRE~A V ° : L a  f[x, y~,...~ y~') soddisfi alle ipotesi del teorema IV.  At. 

lora assegnate ad arbitrio le funz ioni  

~(.~ [ i =  1, 2, n; r : O ,  , ~n--1]  

co~tinue su ogni intervallo finito, esiste al pii¢ u n a  estremale C[y~(x), ..., y,(x)] 
su cui ~ nul la  la variazione pr ima smorzata e tale che sia 

lira [ y , ( " )  ~ $i,~.] ~ 0 ,  (i--= 1.2, .... n ;  r ~ 0 ,  1,..., m - -  1). 

,5. Supponiamo che il sistema di equazioni di EI~LERo relativo ad I~  sia 

l ineare.  Si ha allora (<~ Memoria A. P. >>, Cap. V, § 3) che 1' estremale C che 
rende minimo o massimo I~  in K i (o K2) ~ tale che su essa si annul la  iden- 

t icamente Ia variazione pr ima ~I~ di [2  per ogni ~U tale che C-~-~C sia 

aneora una eurva di Kj (o K2). 
Consideriamo dappr ima la classe K~. Allora F essere ~/_~ ~ 0 porta all~ 

seguenti  condizioni per x : ~ e per  ~ - - ~ - I - ~ .  

Per  w---~ 

y~k)(~)=~,~, (/-----i, 2,..., n ;  k = O ,  i , . . ,  m -- i). 
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(1} 

P e r  ~ - + - o o  

lira i ~i(f~+, d ~ + ~  - -  ~-~ fg+" 

+-~#,'  ,,, - - - t ; : , , , +  d~ Y* . . . .  

+ . . .  + 8#,'~-'f9~<,,, I = O, 

\ 
+ ... + (--  1) ~ '- '  ) 

d~-~ ) 
+ (--  1) "~-°- d x ~ _ ,  ff/,,~' + 

(i== 1, 2,. . . ,  n), 

dove le funzioni  ~y~, .... ~y,, sono tali  che la cu rva  C-+-~C~(9  ~ + ~9~ ,..., Y,,-t-~/-) 

appa r t enga  ancora  a K , .  
Se invece si cons idera  la classe K~ al lora  si hanno  le stesse condizioni  

per  x -+ + ~ men t re  inveee per  x = ~ si hanno  le condizioni  di t rasversa l i th  

d 1)~,_ ~ d ~ - i  
fg,, - -  d~c frj~,, + ... + ( -  dir,~_, fg~,,~) = O, 

d , d ~ - :  fgW" O, (i 1, 2, n), 
, f ~ / '  - ax-- f°y," + "'" + ~ -  1 ) , ~ - :  a x e _  ~ = = ...  

• o , , • , . , o . , . . . .  • • • 

i fw"' = O. 

Se, ad esempio, si possono por te  per  Sy~,.. . ,  gy ,  dei pol inomi di grado 

m -  1, a l lora  dal le  (1) segue c h e l a  C-soddisfa  alle condizioni  di t rasversa-  

[ f~ d d ~-~ ] 

l im - -  - - f ~  ,,, + + ( - -  1) "~-'2 d'~-~ (2} ~ + o ~  ~" dx  yi "•• dx~-~  ty/,,> = O, ( i =  1, 2, . . . ,  n), 

. . , , o • , • . o • • . . . .  • • . . , 

• . . . o • • , . • . • • • . . . • . , • 

lira fyi(,,) ~--- 0. 

Ho d imost ra to  [II o lavoro cit, in ~:~)] t he  non sempre  dalle (1) si possono 

dedur re  le (2}, come invece succede per  gli in tegra l i  su un  in terva l lo  finito. 
Se it s i s tema del le  equazioni  di EVLEnO non b l ineare  ho provato (<< Me- 

mor ia  A. P. >>, Cap. V, § 5) che non  suss is tono in genera le  pifi le (t). In  tal  

caso si vengono ad avere  delle condizioni  di" tipo pa r t i co la re  a seconda del 
p roblema allo studio• 

l it~ all' inf in i t0  
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§ 2. E q u a z i o n i  d i f f e r e n z i a l i  l i n e a r i  d e l  s e c o n d o  o r d i n e .  

1. Ritengo opportuno, prima di t rat tare  equazioni del secondo ordine pifi 
generali,  di mostrare come dai miei risultati  di Calcolo delle Variazioni si 
r iottengano immediatamenle  e in taluni punti  si precisino alcune classiche 

proposizioni relative alla equazione differenziale 

y" __-- ~y. 

a) Supponiamo dapprima ehe ~(~) sia definita per x ~ ~, quasi con- 
tinua, non negativa e di quadrato integrabile su ogni intervallo (a, ~ + X), 
con X ~ 0 ;  sia inoltre convergente F integrale 

q-co 

f x~(x)dx. 
O; 

Consideriamo F integrale 

I~  ~ [ I ¢~y2 + (y, _ C)~ I dx. 
,) ! 

O; 

La classe K~ non 6 vuota loerch6 vi appart iene la retta y -~  C ( x - - ~ ) +  C,o. 
In  K~ Ioo ammette  una minimante y ~/l(w) che verifica l' equazione di EULEt~O 

(3) y " =  ¢~y. 

Tale curva soddisfa alla coudizione di trasversalit/~ al l ' inf ini to e cio6 

lim ~ '{x)~  lim ~ ( x ) C  (7). 

Inoltre tale curva integrale della (3) rende convergente/co.  Si ha quindi:  

<< Assegnata comunque una  costante C, per ogni punto (xo, Y0) del piano x, y 

(7) Si veda  G. SANSO~E, Studi asintotici sulle equazioni differenziali lineari nel campo 
reale~ ,~ Ait i  I I  Congresso d e l l ' U n i o n e  Matemat ica  I t a l i ana  ,~, ed. Cremones% Roma,  19:~2, 
pag. 51; Equazioni differenziali nel campo reale~ Zanichel l i  (Bologna), 1941, Par te  I I ,  Cap. V I I ,  
n. 5, pagg. ~=1-'43: D. CALmO, Comportamento asintotico degli integrali delFequazione 
y"(x) q- A(x)y(x) ~ 0, nell' ipotesi lira A(x) - -  0~ ~ Bol le t t ino del l '  Un ione  Matemat ica  I t a l i ana  ~, 

6 e ~ O O  

serie l I ,  anno I I ,  n. 4, 19tl ,  pagg. 276-285. I1 CALm0 dimostra  che sussisie la (4) se la ¢p(x) 
1 

6 cont inua e ve r i f i ca  la l imitazione lop l__ x ~  (l, p costanti  positive).  Al n. 2 di questo para- 

grafo ved remo  come si pub togl iere  l ' i po tes i  che sia ¢~ ~__~0. 
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(4) 

e sono convergenti  

con x o ~ ~, esce u n a  soluzione ~(x) del l 'equazione ( 3 ) p e r  eui 

lira ~_(n) __=~ lira ~'(x,)~--C 

+ c o  ~i-cc 

Tale soluzione ~ inoltre un ica  per il teorema I V  >>. 

b) Si supponga  che ~:(x) sia in tegrab i le  su  ogni in terva l lo  f ini to  e 

~(n) ~ 0 in tegrabi le  su (:¢, - t - ~ ) .  Ammet t e  ora min imo in K,  

+ c o  / ,  

:j[~y2_ + y'~]dx. 

In  modo analogo al easo a) si ha  che per  ogni pun to  (n o, Yo) con n o ~ a, 
esce uno e uno solo in tegra le  del la  (3) per  cui  

lira B'(x) --~ 0 

e tale  t h e  sono f ini t i  
+ ~  + c o  

c) Se si suppone  sol tanto  che la ~?(x) sia quas i  con t inua  e di q u a d r a t o  

in teg rab i l e  su ogni in terva l lo  finito,  segue  ehe ha  min imo l ' i n t e g r a l e  

+ f )dn. 

Esis te  qu ind i  in ogni caso, pe r  ogni pun to  (n0, y~,), una  soluziene  ~(x) 
del la  (3) per  cui  sono in tegrab i l i  su (•, ~ cx~) ~?'~ e ~'~. Su  ta le  cu rva  ~ ~I~ ~ 0, 

e cio~ se ~y, con ~ y ( ~ ) =  O, ~ tale che ~ f ini to  

÷ c o  

di conseguenza  

In par t i co la re  

l im ~y .  if(x} : O. 
w ~ - ] - o o  

--- lira dYe(x) _ o. 
~ + c o  ~ ~ + ~  d ~  

Annali  d~ Ma~emat~ca, b e r n e  I Y ,  T o m o  X X I I I ,  5 
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Se gi suppone  the ,  per  x ~ no, sia ~ > ~ ~ 0, a l lo ra  segue  dal  t e o r e m a  I I I  

che  ~ di conseguenza  

l lm 9(ss) ~ 0. 
x ---+- d ~ : ~  

I no l t r e  in ques to  caso esce u n a  sola soluzione pe r  ogni  pun to  del  p iano a~, y 

per  cui  sono c o n v e r g e n t i  
+co +oo 

f cpy~dx e ./y'~dx (s). 

2. Se non ~ ~ ~ 0~ l'integrale 

f [y'~ -t- ~y2]dx 

non ha in gene ra l e  minimo.  P e r  t r a t t a r e  l ' e q u a z i o n e  

y" = ~y 

q u a n d o  non sia ~ ~ O, eons ide r i amo  l ' i n t e g r a l e  

I~ =f[y'~ + q/y~ + 2pyy']d~, 
o;  

c o n  

~5) p = ~ l [ ~ _  + 
o~ 

L ' e q u a z i o n e  di EULERO ~ ora  

y" + (g - -  +~)y = o 

e, pe r  la  (5), 

y"+ ~y=O. 

S u p p o n i a m o  t h e  es is tano  un  M >  0 e u n  ~ ~ 0 tal l  che  pe r  x suff ic ien-  

t e m e n t e  g r a n d s  sia 

1 M 

da  eui  segue  
1 

m a x  lira x~q~($) ~ . 

(s) ~L PICONE, loc. cir. in (~). 
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Si ponga 
1 M 

+=(x) = a ~  + - - - a "  

OD 

1 
-- 4x; 

oq 

+ ÷ £ ,+7  ~- 
+')dx ~ 1 

d+~] ] 
[ - M  \~ 1 [(___M__~I=+ M ] 

[~,1 + ~/ 

2M ~ 1 
2 + 3 o  " (i+o)O+a). 

Per a~ sufficientemente grande 
~(~) < +~(x). 

Infatti ~, per m a,bbastanza grande, 

i - 7 7  x =--+=--a + ,~ a~ L \ 1 + 2 ]  FtT~ ~ + ( 1 - u a )  1 +  x, '÷g 

da cui segue 

1 
x-r++~ + 

M 1 + 
(~ 2 cr 

Mz 1 < 
2 1 -t- x~+~ 

1 ( M ) ~ 1 [[ M ~ +  M 1 1 2M ~ 

- -  ~'+'~ 1 -k 2- (1 + o) 1 -,- 

M 1 1 [ 2da Ma] 1 1 M 

1 + ~ x ' a + ~  [ 2 1 +  1 ~ m +~ x, +5 

Se ~ ~ suffieientemente grande si oonsideri 

1 M 
C O I l  

e 

1 

j ° 

M ~ O  
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dove ~?(x) soddisfa alia condi~ione 
1 M 

allora 

e quindi 

[M ~ O, z > O] ; 

y'~ ÷ ~y~ + 2~yy' ~ O. 

interessante notare come per  questa nuova via si ritrovi ta condizione 

1 
lim x~ 

data da K~ESER (9) pereh~ gli integrali  della equazione 

(6) y" + ~y  = o 

non siano oscillanti. 
Ne segue allora che per ogni panto del piano x, y esce un integrale 

della t6) per cui 
lim (y' d- ~y) - -  0 

e per cui esiste finito l ' in tegra le  
+ ~  ÷c¢ 

/ *  

/ I y  + ~ y l ~ / I ~  '~ + ~ y '  + + ~ 1 ~  = 1 ~  
J / 

3, Passiamo ora a eonsiderare equazioni differenziali  del secondo ordine 

di tipo generale.  
a) Sia 

/[ lo: -= +~y'~ -t- ~y~ -t- 2~y + ~ dx 

e supponiamo dappr ima ehe ~- sia di quadrato integrabile su (e, +. ~ )  e ~2 > O. 

Allora l 'equazione di EULERO, relat iva ad /co, 

d 

ammette,  per ogni punto (Xo, Yo) del piano x, y un integrale y - ~ ( x )  per cui 

esistono finiti 
+ ~  +co 

f ,~ff~dx e f ~9'dx. 

(9) 2~. KN~SE~, Untersuchungen i~ber die reellen Nullstellen der Integrale L inearer  

Differentialgl~ichungen, ~ Math .  A n n .  2, Bd.  4-  °, 1893, pagg.  409-435. 



delle, equ, azioni e dei sistemi di eo~azioni differenziali 37 

Inf~t t i  l ' e s t r e m a l e  che min imizza  /.~ f ra  tu t te  le curve  y---~ y(x) passan t i  

per  (Xo, Y0) dh valore  f ini to  ad I ~  e qu ind i  a 

-~-oo +50 

esis tendo 

pure  convergente  

f ~f f ldx (,o). 
ot 

Essendo s u l l ' e s t r e m a n t e  ~Ioo~ O, ne segue ancora  che ~ 

lira ~~.0' = O. 
oo - - - ~  -I o o  

Se inol t re  supponiamo ehe sia f ini to  

• f~edx, 
o; 

al lora  la sudde t t a  es t remale  ver i f ica  la  condizione di trasversaliti~, a l l ' i n f in i t o  

lira , ~ y '  = O. 

b) Consider iamo 

V su  (a, + c,~) di - ammet t i amo  ehe sia 

~ ~ Mx ~, 

l ' equaz ione  (7) e invece 

dove 

Si ha  

l~I ~ h Txb, 

di supporre  l ' i n t eg rab i l i t~  

M ~ O, N ~ O e a > 2(b + 3). 

~ + ~  f~ N~b+~ 
+ b ~ - - f  <- ~(x) ldx + b - - ~  

o~ 

m~(~o) !¢ ~ 
~ b - - a + ~  

+2(x) ~ M(b + 1) ~ 

re(x) =f~(x)dx N 
~-~-~ x b+' ; 

(io) Cfr. M. PICONE, loc. t i t .  in (2). 
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~Tt233 
Essendo 2b --  a +- 2 < - -  1, ~ ~ integrabile su (~, + ~ ) .  L' integrale 

-}-GO 

/[ I ~  --~ ~y ,2  + ¢¢~y2 __ 2my'  -t- d x  
fit 

ammette per  equazione di EULERO la (7); avendo/co minimo nella classe delle 

curve per un punto del piano (x, y), per  ogni punto di tale piano si ha un 

integrale delle (7) per  cui sono finiti 

ed ~ 

e / ~ y ~ d x  
6~ 

lira ~ y y '  --~ O. 

Int roducendo ulteriori  ipotesi per la funzione ~(x) si possono ottenere 

- - c o m e  si ~ visto p r e c e d e n t e m e n t e -  nuove proprieti~ asintotiche per gli 

integrali  della (7). 
c) Consideriamo ora 1' integrale 

Io~ -----fo~[y '~ -4- ~y'~ + 2~yy' A- 2~y + "(~]dx~. 

L' equazione di EULE~o 

d~ @Y') + y ~ (0'~) --  0'+ ~ 

posto 

(s) 

essa diviene 

(9) 

Supponiamo che sia 

d (O.~el_ 0~+~ _ 
d-~ - -  ~' 

d 

1 a 0~>Rx,  Irl~Hx b, 

con K ~  0, H >  0 e b < a -  2;  inoltre sia integrabile su {~, + ~ )  

~0 G 
0/3~ b.i- e • 
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Se ~ 2 b + 2 < m ~ 2 a - - 2 ,  si ponga 

Dalla (8) si ottiene 

si ha 

X m 

~ - -  04 • 

4<)0 

O ~  --__ __/[~ -+- O ~ ] d ~  ; 

03 

GO 

m - - a  _ _  H x b + ~  

per x suff ie ientemente grande, essendo 

2(b + 1} < m, 
1~ quindi 

~ ~ +~. 

Si ha ancora 

2 ( m - - a +  1 ) < m .  

K ]'~ 
+ m - - a + l  ~m--a+~ 

e se ~ 0 ~. N ~ 1, per x suff ic ientemente grande ~ sempre 

0~(~  - -  g~) ~ 2¢x ~ > N x  ~+~.  
Si ponga 

essendo 

8 2 
Y~-- ~ _ _ ~ ;  

~,~ = 0 ~  ~. 

~0 ~ 
02y ~ ~ N~V~b+2, 

0~y ~ ~ integrabile su (a, + ~ ) .  Inoltre  

y"~ + ~y~ + 2?yy' + 2~y + y~- ~ O. 

Per tanto  I~  ammette  minimo as soh to  e per ogni punto del piano ~v, y 
esee un  integrale della (9) per cui ~ finito 

+co 

O~(y '~ + ~:y~ + 2~yy' + 2~y + ~ ~)dx 
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ed essendo integrabile 0~) '~ ~ pure finite 

+co 

+ + 2~yy')dx 

o; 

e quindi ~ integrabile su (~, ~ co) 

O~(y ' + ~y)~ ~ O~(~f ~ + ~-y~" + 2~yy;). 

0sserviamo ehe 
~m ~2a--2 

0~+~ ~___ -~- ~ - - ~  - ~ Kw a-~ < K x  b. 

Quindi, se b ~ - - 1 ,  O ~ b  integrabile ed ~ verificata la eondizione di 

trasversaliti~ all' infinito 
lim 0~(y ' + ~y) - -  0. 

In  modo analogo ai casi precedenteme~te  trattati  si possono dedurre  

nuove proprieth purch~ si facciano delle ulteriori  ipotesi sulla funzione 0 ~  ~. 

§ 3. E q u a z l o n l  d i f f e r e n z l a l l  l i n e a r i  d i  o r d i n e  2 n .  

1. 0. PERRO~ (~) ha dimostrato il seguente teorema:  

Se %(x}, %(x), . . ,  ¢~.(x} sono f u n z i o n i  cont inue per  x ~  x o ; se esistono ft. 

n i t i  i l imi t i  
lim ~(~} ---~ a~, lim ~(x) ---~ b ; 

se le rad ic i  del l 'equazione 

(10) ~n + a ~ - ~  + ... + an ~ 0 

sono reali ,  non  nul le  e tutte dist inte,  l' equazione di f ferenziale 

(11) + ... + = 

possiede u n  integrale y(x) tale the 

b 
lira y(x.) = - -  lim y'(w) ~--- 0, ..., ]im y(n)(~) := 0. 

L. CESAI~I (~) ha recentemente  esteso questa  importante  proposizione ai 

sistemi differenziali,  dopo averne migliorate in modo notevole le ipotesi. F ra  

(~() O. PERSON, Ueber nichthomogene lineare Differentialgleichungen~ (~ Math. Zeitschr. , ,  
6, 1.920, pagg. 161-166: Ueber einen G~'enz,n, ertsatz, id., 17, 1923, pagg. 149-152. 

(l~) L. GESA~ b P, ropriet4 asintotiche d, lle equazioni differenziali lineari ordinarie. 
(, Rend.  Sere. Mat. R. Un ive r s i t~  di l~oma ,~ serie IV ,  vol. III~ pagg. 171-193. 
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l 'a l tro il CESARI ha provato che il teorema continua a sussistere anche se 
le radici del l 'equazione caratterist ica (10) sono multiple perch6 non nulle. 
Se la (10) ha una, radice nul la  sempliee ed 6 b---~ 0, il CESARI ha dimostrato 
che allora esiste tm integrale della (11) per  cui 6 

lira y@) -~ lira y'(x) . . . . .  lim yC"(~v) ~--- 0. 

I1 caso ehe 1' equazione earat teris t iea (10) abbia una radice nut la  multipla,  
per n > 2  6 stato recent iss imamente  studiato da 0. HAUP~ (~). Servendosi 
dei miei risultati  di Caleolo delle Variazioni si possono riottenere,  per le 
equazioni autoaggiunte di ordine 2n, aleuni risultati  de l l 'HAu]~  ed altri che 
ritengo non siano stati pr ima d' ora eonseguiti.  

Per  maggior brevith e chiarezza mi limiterb alle equazioni del quarto 
ordine, essendo ovvie le possibili generalizzazioni. 

a) Consideriamo l ' in tegra le  

÷co  
f ,  

~ /[y,,2 + a:y,., ÷ b~y~]dx 

la cui equazione di EULERO 6 

(12) y(~ d 
- -  ~dx (a~Y') + b~y - ~  O. 

Supponiamo ehe a~(x} e b'2(x} siano quas~ continue, 

K >~ a~(x) > z > 0 

e che b~(x) sia integrabile su (a, -4-c~). Fissato ad arbitrio xo >_~ ~, Yo e Yo', 

esiste un integrale y - ~  ~)(x) della (t2) per cui 6 ?~(x0)~ Yo, f f (xo)- -Yo '  e per  
eui [~  6 convergente.  

Allora essendo finiti 

G per il teorema III ,  

da cui segue pure  

-boo -}-co 

lira ff --~ 0, 

lim a~y ' ~ O. 

(~3) O. t]:AUP% Uebe~; das  asy;npto t i sche  Verha l t en  der  Ldsungen  gewisser  t inearer  ge- 
w6hn t i cher  Differential~gle~chu~gen, ,~ )/iath. Zeitschrift % ~8B, 2 H, 1942, pagg. 289-292. 

Artrta~i dt Mcttemat*ea, S e r l e  I V .  Tomo X X I I L  6 
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Poich6 y - =  y(x) ver i f ica  la eondizione di trasversaliti~ all '  inf in i to  

lira (a~y ' - -  y ' )  : O, 

anche  
l im ~)" ~--- O. 

~ - - . +  C O  

Se invece  si suppone  che sin b ~  ~ .> 0, da l la  integrabiliti~ di a ~  '~ e 

b ~  ~ su (~, - t - ~ )  segue che ~ anche  

lira ?~ - -  0. 
~c - - + - k c o  

b) Sin ora 
f ,  

I ~  : j[!] "2 + X~(y ' - -  C) ~ -4- b~y~]d~ 
i 

o~ 

con a~b~(x) in tegrabi le  su (~, -+ o,D) e X e C costant i .  L'  equa~ione di EVLERO 

(13) y,4, _ k2!f, + b~y = O. 

P e r  ogni punto  (no, ~)~) del piano e per  ogni valore di C e di .Yo' esce 

qu ind i  un  in tegra le  y = ?~(x) di tale equazione,  per  cui  sono f in i t i  

+ c ~  -4-co - / -co  

P e r  il t eo rema  I I I  6 qu ind i  

l im /~'(x)-~ C. 
x ~  -t=oo 

inol t re  ver i f i ca ta  la condizione di t rasversa l i th  a l l ' i n f in i t o  

l im [~2(/7'-- C) - -  77"') - -  0, 

da  cui segue 
lira - -  . ~"' 0 

Si ha  cos i :  
P e r  ogn i  p u n t o  (xo, Yo), con x o ~ :¢, e f i s sa t i  a d  arb i t r io  C e Yo' esce u n  

i n t egra l e  de l l a  (13) p e r  cu i  

' x  y(x)  __ ' z  
Y( o)-~--Y0', l im --  - -  l i E  y (  ) - -~C ,  lira y " ' ( x ) : O .  

as - - * - t - ~  ~3 x .---~ d - c o  ~, .---+ ~ -oo  

c) Sui ipordamo ora in tegrabi le  su (~, + c,o) x~b~(x) e t h e  sia 

K 
a~(x) <_ x~+---~ 

con K > 0 ,  z > 0 .  
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Sia 

I ~  - :  fl [ y " - -  C] ~ ÷ a2y '~ --b b~y ~ I dm. 

La classe K~ delle curve per cui 6 Y(W0)--~ Yo, Y'(Xo)--Y~( e che danno 
valore finito ad I~  non 6 vuota. Infa t t i  una curva per cui sia Y(Wo} ~-Yo, 

Y'(Xo) ~ Yo' e che per x ~ x o -!- 1 coincida con y ~ Cx appart iene a K~. 

Esiste quindi un integrale della 

d e , 
(14) Y'~' - -  -dx (a y ) + b~y -~ 0 

per cui ~ y (xo} -~  yo, y'imo}-~ Yo' e per cui sono finiti  

Sono inoltre soddisfatte le condizioni di trasversaliti~ a l l ' inf in i to  

lira y" ~ C, lira (a2y ' - -  y"') ~--- O. 

Si ha 

lY'I ~ ;lY"tx~)l d x  ÷ ly'(~)l; 
.J 

si pub inoltre determinare un H >  0 tale che sia 

I y"(~) I ~ H 
ed ~ quindi  

l y'l <- H ( ~ - -  ~) + I Y't~) 1 

i a?y, ] ~ K t H{oc - -  a} + ly'(a) II 

ne segue 
lira a~y ' --- O. 

Si conclude : 

~< C o m u n ~ u e  s i  a s s e g n i n o  xo, yo, Yo' e C, s i  h a  u n  in t egra le  de l la  (14} 
p e r  cu i  

y(~o) = yo ,  y'(Xo) = yo', 
es is tono f in i t i  
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ed 

l im 2 y ( x )  lira y ' ( ~ c )  lira y"(x)= C 
x ~ - ¢ < ~  X "2 x ~ + 0 ¢  ~ x ~ + c c  

l im y"(x) --~ O. 

d) Suppon iamo ora che sia 

K 

e che sia in tegrabi le  x6b~(x). 

Sia  
+ c e  

I ~  = f ~  [y" - -  ~Cx 

(K ~ O, a > O) 

~- D)] ~ ~- a~y '~ ~- by- ,  dx. 

L a  elasse K~, ana loga  a quel la  cons id6ra ta  in c), non 6 vuota  e pereib, 

assegnat i  x,o~ Yo, Yo', esiste un  in t eg ra l s  y : y(x) del la  

(,) d b~ y - - d ~ ( a ~ y ' ) +  y : 0  (14) 

per cui  

e per  cui ~ f ini to  

essendo 

qu ind i  

e si ha  

#(Xo) --~ Yo, Y'(X0) ------ Y0' 

-~00 

.(1 [9" -- (Cx + D)] '~ + a :#  '~ ,- bg~ l dx. 

Sono inol t re  soddisfa t te  le condizioni  di t rasversa l i th  a l f f in f in i to  

l im [if' ~ (C~ + D)] : O, lira [a';y' - -  (?~'" - -  C)] .~- O. 
x..--,- + o z  ~ ~ +(:~ 

~e 

19'(x)l ~ f lg" l  ax  
5t 

÷ [ y'(~) [ ~_ .~1x ~ + N, 

t #"tx) l ~ 2Mx + N ;  

K ( M ~  ~ + N) .  

lira a'2~ ' ~ O, 

l i r a  ~ ' "  = C .  
x ~ -[-~:~ 
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Nelle ipotesi fa t te  per  le f unz ion i  a~(x) e b~(x), assegnat i  ad  arbitrio xo, 
Yo, Yn', C e D, si ha  u n  integrale  della (14) per  cui  

Y(X0} --~ Yo, Yo'iXo~ --~ Yo'; 

lim y'"(x)--~ C; 

y"(~) ---- c ~  + D + gx) ,  

dove ~ ( x ) ~  0 per  x ~ + - ~ .  S i  ha  per tan to  che g l i  in tegral i  del la (14) si 

comportano come quell i  del la equazione l imite  

y(~' = O. 

(15) 

per cui  

2. In  modo del tutto analogo a come si ~ fatto nel § 2 per  le equazioni 

del 2 ° ordine, si possono trovare proposizioui asbatotiche per le equazioni di 
qrdine superiore al 2 ° e non omogenee. P e r  brevith ne diamo qui una sol- 

tanto, essendo ovvio come se ne possano dedurre  altre. 

Sia  
+ ~  

q~ 

q~ 
con la eondizione ehe /~ sia integrabile su (e, + oo}. 

~ Fissa l i  eomunque  x .  ~ ~, Yo, )To', esisle u n a  soluzione di  

d 
Y"'  - -  d x  (a~Y') +- b'-y --~ q 

y(Xo) : yo, y,,'(Xo) ---~ Y0' 

e per  cui  sono integrabil i ,  su  (% + ~ )  

y '" ,  a~(x)y '~ e b~(x)y ~ )>. 

Inoltre, dalla condizione 51_~ O, si r icava 

lim y'y" := 0 lira Y[a~Y ' - -  Y'"I =: O. 

Se si fanno ulteriori  ipotesi sulle funzioni a2(x), b'~tx} e q(x) si pub imi~orre 

alla soluzione della (15) di soddisfare alle condizioni di trasversaliti~ all ' infinito.  

3. 5[el n. 1 e 2 del presente paragrafo si poteva, piil in generale, con- 
siderare F equazione differenziale del 4Q ordine 

d x  2 (~~Y") _ (a'~y ') + b'~y ~ q,  
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per ta quale  sussistono proposizioni analoghe a quetle  stabilite per  

d 

visto per  le equazioni del 2 ° ordine si pub eonsiderare 4. Come si 

l' integrale 
+ce 

6~ 

a~y '' ~ b:y 2 ÷ 2cy"y' ¢- 2dy"y  + 2 e y ' y -  2~y]dw, 

il quale  poria a una equazione differenziale del tipo di 

d ~ d , 
d~e~ (0~Y '') + ~ (~Y ~ + ~y + ~. 

Si possono ot tenere per tale equazione proposizioni analoghe a quelle 

date nel § 2 In. 3, c)l per  l ' equazione  

d 2 

5. Invece  di r icercare il minimo assoluto di 1~ nella etasse K( lo si pub 
cereare  in K. 2 (§ 1, n. 1} e cio~ nella classe di tutte le curve ordinarie de- 

finite per  x ~ x,~. 
Si vengono cosi ad ot tenere le stesse proprieth asintotiche e~ per  x-~--x0~ 

invece che la condizione 
y(~o) = y0 ,  y'(~0) = y0' 

si hanno due condizioni l ineari  fra y, y', y" e y"' (eondizioni di trasversalit '~ 

per  x - -  wQ). 
Pii~ in ,generale si pub considerare  ta classe delle curve ordinarie il cui  

primo estremo (al finito) si appoggi a una curva assegnata. Si vengono cosi 

ad avere al finito due eondizioni l ineari  fra x, y, y', y", y'"~ di tipo generale, 

e al l ' inf ini to le condizioni precedentemente  poste in evidenza. 
Cib ~ interessante  sopratut to per  le applicazioni, in quanto spesso interven- 

gono al finito delle condizioni l ineari  fra la funzione incognita e le sue derivate. 

§ 4. T e o r e m i  d i  u n i e i t ~  c o n  c o n d i z i o n i  a s i n t o t i e h e .  

1. 0onsider iamo 1' integraIe 
+~ 

2 
con la condizione a,~($)> O, 
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( r - - l )  
Fissa t i  ad arbi t r io  i valori  n 0 ~ :¢, Y0 .... , yo esiste una  

soluzione de l l?equazione  di EULERO 

d ( n - l )  2 
(16) d(n'do n (a:U'n') " d ~  ( a ' - ~ Y ( n -  ~>) -I- .. q-- (-- 1)na~oy : 0 

e una  so]a 

che ver i f ica  le condizioni  

~ y (Xo)  ---- yo  

y ( 0 )  = y . '  
( i 7 )  . . . . . . . . . .  

e su  cui ~ nu l la  la var iaz ione  p r ima  smorzata  nel  pr imo estremo.  In  pat t i .  

colai'e se sono in tegrabi l i  su (a, + ~ )  le funzioni  

o t 2 + x"  a,~_~_l(x! (i ----- O, 1, . . . ,  n - -  1), 

a l lora  sussis tono le condizioni  di t rasversal i t~  a l l ' i n f in i t o  e si ha  il 

TEOnE~A: S e  s o n o  i n t e g r a b i l i  s u  (:~, + cx~) le  f u n z i o n i  

x ~ a~_~_ l (x j  (i = O, 1, . . . ,  n - -  1), 

a l l o r a  e s i s t e  u n a  e u n a  s o l a  s o l u z i o n e  d e l l a  (16) che  v e r i f i c a  le (17) e p e r  c u i  

i n o l t r e  

• [ 2 ~ d 2 ,t n I ] 
x o~ d x n _  ~ (a~y  (n~j "-- O, 

~! ~n-~[lim la~y - -  -7--ax, (a~y ) + ... + ( ~  1) - d x ~ _  ~ (a~y  ¢'~' - -  0, 

I ° . . . . . . .  , ° . ° • ° , , . . . . .  ° 

I lira a ~ y  <a) -_= O. 
I ~- ,+cv 

2. ]~ immedia to  come per  ques t a  via si possano ot tenere  teoremi  di uni- 

cit~ con condizioni  as in to t iche  anche  per  equazioni  non  omogenee  e di  tipo 
pifi genera le  di que l la  cons ide ra ta  nel  n. 1. 

3. Ho dato ((~ Memoria  A. P. >>, Cap. I I I ,  § 2) a lcun i  c r i te r i  sotto i qual i  
si pub asser i re  che su una  es t remale  sia nu l la  la  var iaz ione  p r ima  smorzata.  

Ecoone uno assai  sempl ice  per  g]i in tegra l i  

+co 

f ( x ,  y ,  y ' l d x .  

7~ 
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~( Se si possono determinate  u n  M e una  funzione g(x) integrabile su 

(% -~ c,o) tali  che s ia 

(18) - -  g(x) --  Mf~x, y, y') ~ fy(x, y, y') ~ Mf(x,  y, y') ÷ g(x), 

allora su ogni estremale relat iva al la f(x, y, y') e the s ia u n a  curva ordinar ia  

identicamenle nul la  la variazione p r i m a  smorzata ~. 

Mostriamone mla immediata  applieazione. 

Sia 

f(x~, y, y') ~ O~y ''~ + ~*y~. 

Se ~ ~ integra~bile su {:¢, -~-c~), 

I f y [ - - 2 ~ l Y I  ~ 2ff! 2~ ~ 

ed ~ quindi soddisfatta la (18). 
In  base al teorema V ° di unici th riportato nel § 1 si ha il 

TEO~EiUA: Se ~2(x) ~ continua e integrabile su (~, -~ c,~), prefissata una  

arbitraria funzione cont inua ~(x) esiste al pi'h u n a  sola soluzione y ~ y(x) 

dell' equa~ione 

d 
dx  (O~y'I - -  ~ y  ~ 0 

ct~e esce dal  punto  (xo, yo), con x o ~ a, per  la quale ~ finito 

ed 

[O~y ~ ÷ ~y~]dx 

o~ 

l ira  [ y ( . )  - +tx)] = o .  

Analoghi teoremi si possono dedurre  per equazioni di ordine 2n e 

forma pi~h generale.  

di 

4. Se si coasidera 1' integrale 

f f[x, y(x),... 
, y(n)(x)]dx, 

dai teoremi di unieith per  le es~remali si possono immediatamente  r icavare 
dei teoremi eli unicit~ per le soluzioni di vaste classi di equazioni differen- 

ziali, per cui siano assegnate soltunto eondi~ioni per ix] ~ c ~ .  
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§ 5. E q u a z i o n i  d l f f e r e n z i a l i  n o n  l i n e a r i .  

Quando t' equazione di EULERO relat iva a l t ' in tegrale  

÷ c o  
P 

-= ] f[x, y(x), ..., y'~'(x)]dx~ 
. 2  

q, 

non ~ l ineare ho provato (<< Memoria A. P. >), Cap. V, § 5) che non ~ in gene- 
rule veto che su una estremale che minimizzi T:~ sia ident icamente  nulla  la 

variazione pr ima di I~ .  In  tali casi si possono perb conseguire ugualmente  
delle proposizioni a carat tere  asintotico e preeisamente : 

I °) Sussistono ancora i teoremi di unicit~ delle estremali rammentat i  

nel § 1 e quindi  se ne possono dedurre condizioni asintotiche sufficienti ad 

assicurare l' unieit~ delle estremali. 

I I  °) Si possono dare teoremi che garantiscono l' esistenza di una  estremale 

soddisfacente a date eondizioni inizial i  e che inoltre renda convergente I~ .  

Darb qui un eenno per le questioni del tipo I I  °, poich~ per quelle del 
tipo I o basra procedere come si ~ fatto nel § 4. 

Consideriamo 1' integrale 

{ .  

') + 
* /  

sia 02~w) > 0 

ed esista finito 

l i ra  I r 

+ 

o~ 

Supponiamo inoltre ehe ad ogni I > 0 si possano fare corrispondere due 
numer i  M ed N tali che sia 

per ogni l Yl ~ )'- 
Nella classe (non vuota) delle curve y-.~ y(x) con y (xo )~  Yo e che ren- 

dono convergente I~ ,  e siste il minimo assoluto di /co. Tale minimo ~ inoltre 
fornito da una estremale (<< 5{emoria A. P. >>, Cap. III ,  § 3). Si ha quindi t he  
1' equazione differenziale 

d~[o2qp(y')q)y(y')] - ~(x)~(y)~y(y) ----- 0, 

A ~ a l i  di Matematiea, S e r i e  I V ,  Tomo X X I I I .  7 
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ammette un integrale per cui 6 

e per cui sono finiti 
y(x~} --~ yo 

+oo +co 

Se ne possono dedurre dei sempliei e signifieativi coroliari. Si faccia 
@~ty') - y'~, , ~  _-- y2. 

L' equazioae differenziate 

d 
2 d~ (0~Y'S) -- v~y = 0 

possiede, per ogni punto del piano (x, y), un integrale per cui esistono finiti 

f o2y'~dx e f ~2y2dx. 

Pifi in generale, se f(x, y(x),..., y(xt (~')) soddisfa sin alle condizioni di uno 

dei teoremi di esistenza del l ' es t remo assolato ehe a quelle che assicurano 

che la minimante  b an ~ estremale, si ha contemporaneamente  una proposizione 

che d~t una propriet'h~ asintotica d~gli integrali  di una  equazione in generale 

non lineare. 
In part icolare se le condizioni del teorema di esistenza sono tali da assi. 

curare the la y(xl  ~ limitata t~ Memoria, A. P. >), Cap. II, § 2), si possono rica. 
vaxe delle condizioni perch~ l'equazione abbia degli integrali limitati su 
(~, q - ~ ) ,  E questa una questione di grande importanza nei probl~mi che in. 
teressano le applicazioni. 

Ma su cib non intendo soffermarmi,  non volendo render  pifi lunga questa 

Nora, il cui scopo ~ soltanto di indicare l ' in teresse  delle r icerche su gli 

integrali  [~  anche in questo eampo, a prima vista cosi lontano dalle mete 

immediate del Caleolo delle Variazioni. 

.~ 6. S i s t e m i  d i  e q u a z i o n i  d i f f e r e n z i ~ l i .  

Se nei ragionamenti  fatti nei precedenti  paragrafi  si considerano inte- 

grali /co dipendenti  da curve di un S,,+i, le relative equazioni di EULERO 
vengouo a costituire un sistema di n oquazioni differenziali.  

Poichb le proposizioni di Calcolo delle Variazioni su cui ci siamo fondati  

sono state dimostrate per integrali  dipendenti  da curve di un S.+~,  ne r isulta 
ehe le p r o p r i e ~  asintotiche gi~ stabilite per le equazioni sussistono anche 

per  i sistemi di equazioni differenziali. 


