
Sopr~ a lcune  ques t ioni  re la t ive  ~lle eqtmzioui  

del tipo iperbolico non [ineari. 

]~emoria  di ~ a i A  CINQUI~I-CIBRXt~IO (a Pavia) .  

Santo.  - Dopo aver ripreso per l' equazio~e del tipo iperbolico non l inea ro :  

(l) l~'(x, y; z: p, q; r, s, t) = o (F~ --  ~F~.l~t ~ o) 

il proble~na di CTOURSAT~ st~diato in u~a  Memoria  precedente, e aver ridotto notavol. 
mente le ipotesi fatte, l'A. svi l~ppa per  l' equazione stessa la teoria delle caratteristiche 
nel campo delle funz ioni  di variabile reale, d imostrando in tale campo~ sotto ipotesi 
che non sembrano ulter$ormente riducibil'i, numerosi  ~ teoremi, che flnora erano s tat i  
d imostrat i  solo nel carnpo analitico. L 'A .  por ta  cos~ nel ca~r~po reale la teoria delle 
caratteristiche per  la (1) allo stesso grado di compiutezza,  a eui essa era  s ta ta  por ta ta  
~el campo anatit ico. 

In  u n a  Mem oria  reeen te  (~) ci s iamo occupat i  de l l ' equaz ione  del tipo 

iperbolico non  l ineare in due var iabi l i  i n d i p e n d e n t i :  

(I) F(x, y; ~; p, q; r, s, 0 = 0  (G~-dF,_G>0) 

= -~ --  r = ~ ,  s - -  t = c o n s i d e - ~ a  nel dove, al solito, p ~',~' q ~y' ~x~y' ~y.Z], 

campo delle funzioni  di var iabi le  reale,  e abbiamo risolto per  tale equazione 

il p~vblema di  Goursat:  ~( de terminare  u n a  superficie integrale della (I), ehe 

pa s s i  pe r  due curve assegnale ~ e P,~, 

I1 presente  tavoro 6 dedicato  a 

in (M), e a met te re  in r i l ievo diversi  

dai  teoremi  d imos t ra~  in (M). 

~,la d imost ruz ione  fa t ta  in (M), 

u n a  p r ima  t ra t taz ione  la comprens ione  

avent i  u n  p u n t o  i n  comune ~>. 

r idu r re  no tevohnen te  le ipotesi  fa~tte 

ristll*~tti in~eressanti ,  che si deducono 

allo scopo di r endere  immed ia t a  in 

del me~odo seguito e di sempl i f ieare  
i calcoli ,  gi~ molto  laboriosi ,  si sono por ta te  le curve  P~ e P2 a co ine idere  

cogli assi coordinat i  x e y. I n  tal  modo perb si sono dovute  in t rodur re  

(l} M. CI~QUI~I-CIBRARIO, Su l  problema eli GOURSAT per lo equazioni del tipo iperbolico 
non lineari, ~ A_nnali di Matemat ica  ,)~ S. IV~ T. X X I ,  19~2-XX~ p. 189.229. 

~ e l  sega i to - ta le  memor ia  sar~ citatu con ()![). 

An~Ji d~ Matemattcc~, Serie IV, Tomo XXIIt ,  1 



iVY. CINQUINI-CIBRARI0: Sopra alc~ne questioni relative alte equazioni 

alcune ipotesi non essenziali;  precisamente,  indicate con:  

i Y = f~(x) t x = f~(y} 

le equazioni rispettive delle curve F~ e F~, si suppone in (M) che le funzioni 
f~(x), F~(x), f~{y), F2(y ) abbiano derivate continue dei primi cinque ordini. 
I §§ 1 e 2 del presente lavoro sono dedicati a r idurre  queste ipotesi; se non 
si portano le curve l~ e F.~ a coincidere cogli assi coordinati ~ e y, basta 
supporre che le funzioni fL(x), F~(~), f2(Y), tf2(Y) abbiano soltanto derivate terze 
lipschitziane (3); si ha, naturalmente ,  una  complicazione maggiore nei calcoli, 

e occorre qualche accorgimento in pit~ nella dimostrazione. 
Nel successivo § 3 sono contenuti  i risultati  fondamental i  del presente 

lavoro. Si considera, anzi tutto, il caso particolare, in cui le curve F~ e F. 2 
siano curve carat ter is t iche della superficie integrale r ichies ta ;  in tale caso 
si ha  una nuova riduzione nelle ipotesi, pereh~ ~ sufficiente supporre che le 
funzioni f~(x), F~(x), f:(y), F~(y) abbiano derivate continue dei pr imi  tre ordini, 
senza l ' ipotesi  ul~eriore che le derivate terze siano l ipschitziane;  ci si ri- 

conduce cosi ad un minimo di ipotesi (~). 
Da queste e da altre semplici considerazioni si ottengono alcune conse- 

guenze notevoti; tra esse segnaliamo il risultato, fondamentaIe nella teoria 

delle caratterist iche,  che, s6 P. es., la curva F~ ~ una caratteristica per una 
superficie integrale z -~Z(x ,  y) della (I), esistono infi~ite superfici integrali 
della (I), passanti per F,,  e per le quali F, ~ una curva caratteristiea. 

Questo teorema ~ ben noto nel campo analitico (~);-nel campo delle 

funzioni di variabile reale vi ~ una dimostrazione dovuta a E. E. LEv~ (~), 

(2) L'esistenza delle derivate terze delle funzioni f~(x), Fi(x), fz(YJ, F.2(y) ~ nella natura 
della questione ed ~ richiesta dal fatto, che si introducono le equa~ioni delle strisee caratteri- 
stiche della (I), pereh~ per serivere tall equazioni (se la (I) non ~ lineare neppure solta~lto nelle 
derivate di ordine massimo) si ammette gi~ che I ' integrate della (I), dal quale si parte, abbia 
derivate continue dei primi tre ordini. L ' ipotesi  poi che le derivate terze di fi(~), Ft(x), 
re(Y), ff.2{Y) siano lipsehitziane oceorre per dimostrare la eonvergenza delle approssimazioni 
successive, come si vedrh nel seguito. 

(3) Cfr. la nora precedente; come si vedrh, in questo case si pub dimostrare la conver- 
genza delle approssimazioni successive, senza far uso dell 'ipotesi che le derivate terze delle 
funzioni fl(x), F~(x), f2(Y), F~(y) siano lipsehitziane. 

(4) Cfr. GOURSA% Lemons sur  l' intdgration des dqnations aux ddrivdes partielles du second 
ordre, Tome I; Chap. IV~ p. i88-193. 

(5) E. E. LEVI~ Sopra un  teorema di. esiste~za per le equazioni alle derivate parz ia l i  del 
secondo ordine, (, Annal i  di Matematiea *, S. I I I ,  T. X V I I I ,  p. 287-333; cfr. il § I I I ,  p. 331.333. 
A proposito della dimostrazione del LEVI~ che scrive ]a (I) nella forma s -~  f(x, y ; z; p~ q; r~ t). 



d el tipo iperbolico +wn lineari 

ehe esige ipotesi  p iut tos to  res t r i t t ive ;  nel  § 6 di (]~I)~ da ta  una  dimostra-  

zione da cui segue subito il t eorcma precedente  (err. ]a nota  (~s)p. 223 di (M); 

il r i su l ta to  ~ ivi appena  accennato) ,  ma  si r ich iedono ancora  ipotesi  di deri- 

vabilitY, non  ineren t i  a l la  quest ione.  

L a  d imost raz ione  che daremo qui  lin eui si suppone  sol tanto che le 

funz ioni  F(~,  y ;  z; p, q; r, s, t) e Z(x ,  y) abbiano derivate cont inue dei p r i m i  

tre ordini ,  e in eui  si segue un  metodo del tut to diverso da quello tenuto  

sia dal  LEVI chc da noi in (MJ) s tabi l isce il t eorema accennato  sotto ipotesi,  

che non sembrano  u l t e r io rmen te  r iducibi l i .  

Ino l t re  nel  § 3 si d imost rano,  nel campo delle fun~ioni  di var iabi le  reale,  

v arie al t re  propr ie th  notevoli ,  re la t ive  a]le str isee ea ra t t e r i s t i che  dell '  equazione 

non  l ineare (I), e c i b - r i d u c e n d o  al min imo  le ipotes i ;  tali  propr ie th  erano 

state  cons idera te  sol tanto nel  campo anali t ico,  oppure,  nel  eampo reale,  per  
le sole equazioni  l ineari .  

In f ine  il § 4 ~ dedicato  al easo, in cui la (I) sia una  equaz ione -quas i -  

lit~eare (cio~ l ineare  soltanto nel le  der ivate  di ordine mass imo) :  

A(x, y ; z ; p,  q)r + 2B(x, y ; z ; p, q)s + C(x, y : z ; p,  q}t -~ D(x, y; z; p,  q), 

(B - -  A C > 0). 

In  tale caso si ha  una  r iduz ione  u l te r iore  di ipotesi,  perchb bas ta  sup- 

porre  che le funzioni  f~(x), F~(x), /~(y), F~(B) abbiano derivate seconde lip. 

schitziane,  e, anzi, nel  caso in cui le curve I'~ e F 2 siano cara t te r i s t i ehe  del la  

superf ie ie  in tegra le  r ichiesta ,  ehe le funzioni  indica te  abbiano derivate seconde 

cont inue [6}. I teoremi  del § 3 assumono n n a  fo rma pa r t i eo l a rmen te  semplice  

per  l ' equaz ione  quas i - l inea re ,  in confronto a l l ' eqnaz ione  genera le  {I). 

§ 1. P o s l z i o n e  d e l  P r o b l e m a .  

1. Sia da ta  l ' equaz ione  alle der iva te  parzial i  del secondo o rd ine :  

(I) F(~ ,  y ;  ~ ; p ,  q; r, s, t ) ~  O, 

e si supponga  e h e l a  funz ione  F(x ,  y;  z ; p ,  q; r, s, t) sia def in i ta  in un  certo 

va tenuto ioresente the dalle ipotesi del IJEvI segue anche la condizione: 

bf(x, O; O; O, O; O, O ) O ,  
Oy 

the il LEVI non rileva in modo eslolicito , ma dl cui si serve nella dimostrazione. 
(6) Infatti per scrivero ]e equazionl delle strisce earatteristiche nel caso di una equa- 

ziono quasi-lineare, basra SUlOloorre the l'integralo di loartenza abbia deri~cate seconde con- 
tinue. 



~/[. CINQUINI-CIBRARIO: Sopra alcune question4 relative alle equaz,[oni 

campo e ahbia  ivi deri,vate con t inue  dei p r imi  t re  ord in i ;  inol t re  in tu t to  il 
ea~:po sia : 
(1) F~ ~ -- 4/~.,.Ft > 0, 

cio~ 1' equaz ione  (I) sia del  t ipo iperbot ieo ne l  campo che si cons ide ra ;  in 
bu t~  il l~vo~o .su~Fporremo sempre  ehe .sia soddisfa t ta  ques ta  ipoCesi. 

Si~-no dwbi ne] piano x, y due  .~rchi di cu rva  ~'~ e ~'~ di equazioni  r i spe t t ive :  

(2) y : f~(x), x - -  f~(y), 

avent i  in comune  un  punto  '(x~, y~) in te rno  a en t r ambi  g l i  arclu'.' ; $~ e ~'~ ~on 
s , i~o  . t ~ g e ~ t i  nel  ~.unto c o m u n e  e non  abbiano al t r i  punt i  in c o m u n e ;  le 
f,u~z. ~a~t-i fl(x), f~(y) siano def ini te ,  r ispett iva,mente,  in un  in torno del  pun.to x~ 
e in un  i,n.tor.no del  punto  y~ e abbi.a.no ivi derivate terze l ipscki tz iane.  5T~g]i 
stessi i~atorni siano assegna te  due  funzioni  F~(x), F~(y), av.enti derivate terze 
l ipschitziane,  e tali  che  s ia :  

F,(x,)  = ~ ( y , ) .  

questo  valore  comune ,  si de t e rmin ino  le quant i th  p , ,  q~ Ind ica t e  con z~ 
media~ te  il s i s t ema :  

~ Pi + q~f,'(xt) = F~'(x~) 
(3) i p , f ( ( y , )  -¢- q, --- F~'(y,). 

I1 s i s tema di valor i  x i ,  Yi, z t , p~ ,  qf sia in ferno al campo di def iniz ione 
de l l a  funzioxm F(x ,  y ;  z; p, q; r, s ,  t); esista inol t re  uno  e u n  solo s is temu di 

val.ori f t .  s j ,  t~, per  cui  siano soddisfat te  le : 

(4) ~1 <~ +,~ 2a, f,l(~,) + ,  t,f,'~(x,) + q,f~"(x,),, =__,F,",(x,),, 
' r~f~ (y,) ÷ 2s,f~ (y,) + t~ -e p~f~ (y,) - -  F~ (y,) 
i F(x,, yi; z~;p~, q~; r~, si, t~) ~ 0 ,  

e il s i s tema di valori  x~, y~; z ~ ; p ~  q~; r~, s ~  t~ sia inferno al campo di 

def in iz ione ,~le'lila ~u~$i~ne F(x,  .y; z ; p, .q; r~ s, t). 
Va lga  inol t re  la segue~te  iootesi  fondamenta~l.e : 

~) Le  due relte .per i l  pun to  (xt,  y,), avent i  coefficienli angolar i  def ini l i  

dal l '  equazione 
(5) (F~),dy ~ - -  (F,)~dxdy -t- (F t ) f lx  ~ --~ 0 (7) 

e le due retie tangeut i  alle curve T~ e T: nel p u n l o  (x~, y~)non  for~l~ino gruppo  

armonico.  

(~} Si g posto (F~.)i-~ l]'s(xi, Yt; z i ;  p~,  qt; r~, s i ,  t(), e analogamente per le derivate 
(Fr}l, (Ft)i; lo stesso si ~ ratio pih so'tto. 



del ripe ipcrbolico non lineari 

In  queste ipotesi, meno restri t t ive di quelle en~ancia~e nel § 1 di (M), 
vale il TEol~E)IA [ del § 1 di (M), che riportiamo qui :  

TEO]CE~IA I. - -  ~< Esisle uno e un solo integ~'ale della (I), definite almeno 
in un interne del punto (x~, y~), finite e continue colle sue derivate dei pr imi  
tre ordini (s), ehe si riduce alle funzioni assegnate F~(x) e F2(y ) rispettiva- 
menle sugli archi delle curve y~ e y.~, i quali sono contenuti in quell ' interne 

(in eui ~ definite "l'inlegrale slesso), e si tagliano nel 1)unto (x~, y~), cio~ esiste 
una e una sola superficie integrale della (I), che passa Ter le due curve 
sghembe F~ e F~, di equazioni rispettive: 

i y = f,(x) t ~ - -  f~(Y) 
~6) i z = F,  ix~ t z = ~ ( y )  ,,. 

2. Con un cambiamento delle variabili indipendenti  e della funzione 
incognita si possono assumere come assi coordinati  le due retie per il 
punto (x~, y~) aventi coefficienti angolari  determinat i  dalla (5) (che, come 
note, definisce le direzioni caratteristiche della superficie integrale ce~cata 
nel sue punto (x~, y~, z,)), portando cosi il punto (x~, y~), comune M:le curve 
yj e y~, nel l 'or igine,  e si pub supporre che le funzioni F~(x), F~Iy) assegnate 
e l ' in tegra le  z(x, y) richiesto si annull ino nel l 'or igine assieme alle lore de- 
r ivate dei primi tre ordini (9). Da queste ipotesi segue che :  

( F ) o  = ( F , ) 0  = (F~)o = (F~)0  = (F~)0  = o (,o). 

Dalla condizione ~1) segue allora che :  (F~)o =~:0; si pub d~anque risolvere 
la (I} rispetto a d s ,  ottenendo la:  

(II) s---= f(x, y; z; p, q; r, t), 

d o v e  la funzione f ( x , y ; z ; 1 9  , q ; r , t )  b definita almeno per  i x l . . . I t ]  (~) ab- 
bastanza piccoli, h a  derivate continue dei primi tre ordini e soddisfa le:  

(7) (f)o = if,.)o = tf~)o = (f~)o = (fv)o = o .  

Per  la condizione ~) le tangen¢i ~lle curve y~ e 7~ nel l 'or ig ine  non sono 

(s) C o m e  si v e d r h ,  d a l l e  i p o t e s i  f a t t e  seguir-h a n c h e  ehe  le d e r i v a t e  i e r z e  d e l l a  f u n z i o n e  
z(,r, y) sono  l i p s ch i t z i an e .  

(9) I v a t o r i  d e l l s  d e r i v a t e  p r i m e  e s e c o n d e  d e l l ' i n t e g r a l s  z(x, y) c e r ca t o  ne l  p u n l o  c o m u n e  
al le  c u r v e  "~i s Y2 sono d e t e r m i n a / i  da l l e  (3) e (~); d e r i v a n d o  ,ta (I) r i s p e t t o  a x~ y si -hanno d u e  
r e l az ion i ,  da l l e  q u a l i  e da ] l e  c o n d i z i o n i  che  z(x. y) si r i d u c a  a l le  f u n z i o n i  a s s e g n a t e  su  •t e ~'~, 
r i e s c o n o  d e t e r m i n a t i  i ~Talori de l l e  d e r i v a t e  t e r ze  di  z(x, y) n e l  p u n t o  c o m u n e  a y~ e ~'e. 

(i0) Qui e sempre  ~e[ seguito, con  (F)0 i n t e n d e r e m o  il v a l o r e  ehe  a s s u m e  u n a  f u n z i o n e  F ,  
q u a n d s  iu t t e  le v a r i a b i l i ,  da  cui  e s sa  d i p e n d %  . a s sumono  il v a l o r e  zero.  

(li) S c r i v e r e m o  s~pesso, qui  e in  s e g u i | o ,  x . . .  t al pos to  di  x, y :  z ;  p~ q;  r~ ~t. 



~ .  C[NQUINI-CIBRARI(~: 8opra alcunc quest%hi relative alte eq.u.az~oni 

simmetriche rispetto agli assi, e quindi :  

(8} 1 + L'(O)f/(O) :4: O. 

Poichb ¥~ e T.~ non sono tangenti  net punto comune si ha. pure  che :  

( 9 )  1 - -  f,'~O)L'(O) =4=- o. 

Come si vede facilmente, non b restritfivo supporre che sia propr io:  

] f,'(0) 1 < 1 ; 1 f~'(0) I < 1 (~). 

Basterh dunque  dimostrare il T]~OnE)~A I per  F equazione (II), nell' ipotesi 
che valgano le (7), che le curve 7~ e ?: si incrocino nelForigine,  the  ivi 

siano soddisfatte le (10), e che infine le funzioni F,(w), F~(yi si annullino 

colle loro derivate dei primi ti:e ordini r ispet t ivamente per  x~---0 e per y : , 0 .  

~o) 

3. Ragiona.menfi simili a quelli fatti nel § 2 di (N) permettono di intro- 

durre  due nuove wr i ab i l i  indipendenti  )~, ~, di considerare le variabili  x. . .  t 

come funzioni di ),, F, e di ricondur~e la dimostrazione del Tno~Esf± I alia 

integrazione di un sistema di equazioni alle derivate parziati del primo ordine 

helle funzioni incognife x ~- x()~, ~), ... I = l(X, ~t), e s lla costruzione di ulteriori  

funzioni, in modo che siano soddisfatte certe 

tra poco. 
Precisamente,  posto : 

condizioni, che enunceremo 

(11) 

2f, 2f,. e~); 

[lx = f~ + f~P + fP" + fqf : -~  = fu + f~q + f J  + fqt, 

cogli stessi ragionamenti  fatti in ()I} si prova che dimostrare il TEOR~IA I, 

(ie) In fa t t i  se 6, p. es. f~'(0) ----- 0, fiS(0) ~ 1, bas ia  fare  i l  cambiamente  di  va r i ab i l i  x ~ - g X ;  
y : Y, con ~ > 151(0}], e ana logamente  pe r  I f~'(0) l ~ 1, f2'10) - -  0. Se ifl1(0) l > 1, t f2'(0) I > t, 
basra  scambiare  le due eurve  ( r icavare  ciob dal le  y := f t ( x )  e .~' :=fi2(Y) r i spe t t ivamente  le 
x - ~  g~(y) e y • g , ( x ) ,  i l  che ~ certo poss ib i le  pe r  Ix I, 1Yl abbas tanzu  picco]i). Se ~ poi !5'(0)! • t ,  

] fe'~0) [ ~  1, I/'t'(0)fe'(0) [ < 1, basra fare il  cambiamento  di va r i ab i l i  X - V [  f~'(0) ] x, Y-----Vi f:'(0) [ y. 
Se ~ I fi'(0) I < 1, i f~'(0) t >  1, t f~'(0)f2'(0) i > 1 (per  le (8) e (9) non pub essere  :fi'(0)fs'(0} ] = 1) 
basra  scambiare  le due curve ,  perchb le nuove  equazioni  y : g~(x), x : gs (y )  soddisfano certo 
le !gi1(0) L < 1, I g2'(O) I ~ 1, I gi'iO)ge'(O) I < 1. ~ a g i o n a m e n t i  ana loghi  valgono,  se t fi '(0) I ~ 1, 
]£ '(0)]  < 1, oppure  ] fi'~O) ! ~ 1, ]5'{0) ] = 1, o inf ine ]f~'(O)[ = 1, ]£'(0)! > 1; in questi  u l t imi  
due casi basra scambiare  le due  curve per  r icondurs i  ai casi precedeni i .  P e r  le (8) e {9) non 
lmb essere  Ifj'(0) l = If2'(0) ] : 1. 

0 a) Scr iveremo,  qui  e in seguito, [ al  posto di f (x ,  y; z ;  p~ q; r, t), e analogamente  per  
le de r iva te  di ~ e per  rut,re le funzioni  di  x. . .  t, che ci occorrer~ di in t rodurre .  



del tipo ipc~'bolico ~to,n linc~tri 

nel euso  d e l t ' e q u a z i o a e  (ID, e q u i v a l e  a d i m o s t r a r e  ehe  es i s t e  uno  e u n  solo  

s i s t e m a  di  so luz ion i  del  s e g u e n t e :  

PROBLE~r~ C 0. << Determinare  u n  s i s tema d i  ful~zioni x(k, N, y(X, ~), 

piccoli, finite e coat inue colle loro derivate par z ia l i  p r ime  e colle derivate se. 

co~vde miste, che soddisf ino il s i s tema di equazioni  a derivate par z ia l i  : 

(III)  

e costruire dieoi f unz ion i  ~()~), +(~), Pd)~), Q~(X}, R~(k), T~(),), P~(~}, Q d N ,  

RA~), Tz(l_~l , definite a lmeno per  [ )~ [ oppure per  i ~ [ abba.stanza piccoli  e fi~ite 
e cont imte  colle loro derivate pr ime,  in  modo che s iano soddisfat le  le condiz ioni:  

I 
x [ ) , , @ 9 ] = ; ,  ; y[...] --=-- f,(),); z~[ . . . ]=F,() , ) ;  /~[ . . : ]=P,() , ) ,  @ . . ] = Q , ( ) ~ I ;  

r[...] = i%(x); ~[...1 = T,(X). 

) ~(0) = +(0) = P:~0) = Q,(0) = R~(0) = T~(0) = 0 (~'). 

(IV) 1P,l),) + L ('),)9~),) = F/0~); .P~(~)f((t.~) + Q~(~) = f~(~}.' 
Q, ( } == L(X) + T,0,)f ,  0,): P.~'(t~) = R.~(~)f~ (~) + XdIx). 

R~(),) + 2X,()~)f((),) + Td),)f(~(),) + QA),)f/)),) = F,"(),). 

d o v e  si ~ p o s t o :  

(t2) 1 7"'(?~) ~-  f[)' '  f'()~); F,(),}; P~(),), Q,()Q; /~()~), Td)~)] 
×~(~)=f[¢ i (~) ,~ ;  F ~ ) ;  P~(lq, Q~(~); nd~),  ir~(~)]. 

4. Si  vede  sub i to  ehe  per  p r o v a r e  ehe  il PROBLEMA a) a m m e t t e  uno  e 
u n  solo s i s t e m a  di so luz ion i  b a s r a  p r o v a r e  che  es i s t e  u n o  e un  solo s i s t e m a  

di so luz ion i  de i  s e g u e n t e :  

PROBLE)[A b}. - -  << Coslruire ~vn s i s tema di f unz ion i  xt),, ~).--tt), ,  ~), deft. 

ni le  ahneno  per  I k t, ] ~ ] abbas tanza  picc, oli e ivi  finile e continffe colle loro 

derivate p r i m e  e colla derivatce seconda mis ta ,  e u n  s i s tema di f u n z i o n i  

~(),) ... T~(~) (~}, definite a lmeno per  I 1 I oppure  per  ~ Z~I abbastat ,za piccoli  e 

Q0 ])all'insieme delle condizioni (IV} segue ehe anche: 

~,(o) = Q~(o) = R,(o) = T~(o) = o. 

(t5) Scriver~mo sempre, qui e in seguito, ~1),)... T2(~) per indicare il sistema di/unzioni 
~(x), ~(I~, PdX), qdxl, Rd~0, T~(X), P~(,~), q~(,), Rz@ , T~(~). 
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ivi finite e cot~tinue cotle loro derivate prime, in modo da soddisfare le relazioni : 

,p, 7, ,p, 

~()~) +(0 ~(~-) 

= P~(X)-i- rx~-t-fy,)d~; q =  ?~(X)+ (fx,-t-Ty,)d~; 

~()-) 4(t~) 

(v) 

~p(X) = fi(X)--](~x~),,,~(),)dv; ,D(it)= f:(~)--](e~y~i+(lo,~d~. 
J ,J 

Q,lX) 
J 2 

o o 

IVI) Pll),) = F~'(),) - -  f((X)Q~(X); Q2(bc) = F~'(it) - P~(it)f2'(~). 

R,(xt = F,"Ix)  - -  2x~ (x ) f , ' ( x ) -  f,'~I),)T~(X) - -  f/'(XiQ,tX); 

(VII)  ~(0) = +(0) = R2(0) = T~I0) = 0, 

dove  si ~ posto  : 

113) ( I ) - - 1  + ~  dx  - - ~  ; t I ; - - 1  + ~  - - ~  )-x ' 

e i no l t r e  si deve  o s se rva re  c h e - l e  f u n z i o n i  che  c o m p a i o n o  sot to it s egno  di 

in~egrale  nei  s econd i  m e m b r i  de t l e  (V) e (VI) sono  f u n z i o n i  di  k, it (o diret-  

t ~ m e n t e  o come f u n z i o n i  di x(k, ~) . . , t (k,  ~}); neg l i  i n t eg ra l i  fa t t i  r i spe t to  a v 
si ~ messo  v al  pos to  di k, e in  que l l i  f~,tti r i spe t to  ~ x si ~ messo  x al  

posto  di ~; i n f i n e  p. es. co l la  not~a~ione ~f~x~)~,,()~) si i n t e n d e  c h e l a  fun-  

z ioue  f~x,~ ~ c a l c o l a t a  p o n e n d o  in e s s a v  al  pos to  di Z e ~o(k) al  pos to  di it, e 

~n~ loghe  conven~ion i  si sono fa t t e  in  cas i  s imi l i .  Ma,n ter remo in  tu t to  il  

segu i to  ques t e  no taz ion i .  

(16) Si  noti che per le ipotesi (7) ~ ora sempre:  

(P)o = (~)o = 0, 

e qu ind i  non  oceorrono 10 t rasformazioni  fa,~te nel  § 3 di (~) .  



del tipo iperbolico non lineari 

§ 2. R i s o l u z i o n e  d e l  P r o b l e m a  d i  G o u r s a t  m e d i a n t e  
a p p r o s s i m a z i o n i  s u c c e s s i v e .  

1. I1 metodo delle approssimazioni  successive permet te  di costruire un  
sis tema di soluzioni del PROBL]~MA b), e quindi  del PROBLEMA a), e di dimo- 
strare che tali problemi  ammet tono  un  solo s is tema di soluzioni. 

Come in (M) § 4, n. 1, si vede subito che le funzioni  r ichieste  x(k, ~)... 

... t(k, ~), q~(k)... Td~ ) _sono tut te  nul le  per  k = ~ - - 0 ,  e ehe le condizioni 

imposte permet tono di calcolare i valori  delle derivate  xz...-t)., xl~...t~, 
%0'()~) ... T/(~), xz~ ... ~ per  k = ~t : 0. 

Come punto  di par tenza per  r isolvere il s is tema delle equazioni (V) 
e (VI l med ian te  approssimazioni  successive si p rende  qui  un  s is tema di 
funzioni  xm(l,  [~)...l")(l, ~t), q~")(l)... T~"~/~t), def ini te  a lmeno per  I), ], ]~t I 
abbastanza piceoli, e aventi  der ivate  pr ime l ipschi tz iane;  si suppone  inoltre 
che le funzioni  vg"(X, ~)... t")(),, ~) abbiano anche derivate seconde miste e le 
funzioni P~('(X), Q~"~(X), P~")(~), Q~")(~) derivate  seconde, che le funzioni  
x"~(~, ?)... t")(),, ~), %0('(X)... T~(')(?) siano tut te  nu l le  per  ~ = ? = 0 ,  e che le 
loro derivate pr ime assumano per  k --- ~ ~ 0 proprio i valori calcolati  a priori. 

Non sv i lupperemo qui  i calcoli, che occorrono per  ass icurare  la conver- 
genza delle approssimazioni  successive, e che sono piuttosto labor ios i ; . ta l i  
calcoli sono simili  a quell i  fatti  nel § 3 di (M), ma esigono qualche accorgi- 
mento in pifi e sono un  po' pifi complicat i ,  anche perch~ tra le (VI) vi sono 
quat t ro relazioni (quelle che danno le funzioni  P,(~), Q~(~t), R~(),), T~(~)), che 
non contengono in tegra l i ;  bisogna pure  tenere conto delle ipotesi pifi generali ,  
fat te ora sui dati, in confronto a quel le  fatte in (M). 

Nelle ipotesi attuali  non si pub pifi p ro r a t e  l 'es is tenza di tut te  le de- 
r ivate seconde delle funzioni  dei successivi  sistemi x(~(k, ~ti... tc')(k, ~), 
%0('~)().)... T~(')(~t) (n ---- 2, 3,...), che si ot tengono median te  le approssimazioni  

successive, ma soltanto quel la  delle x~ii ? +(') • . . .~+,  e delle P~'(")(k), Q~'(")(),), 

Si considerano vMori di k, ~ per  cui s ia :  

Ill I l<h, 

dove h ~ un numero  abbastanza piccolo, il cui l imite superiore  ~ determinato  
da certe diseguaglianze.  

Alcune di queste  si ottengono, imponendo condizioni perch , ,  per  [ k l < h ,  
t ~t < h, i valori  assoluti  di tut te  le funzioni  as°~'(k, ~) ... t°~0, , i~}, q~(~'(1)... T~(')(i~ ) 

+4~a~i d/~ ~ r ~ a t i ~  Serie IV~ Tomo X X I I I ,  2 
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(n --~ 2, 3, ...), delle loro derivate  pr ime e delle derivate  seconde P'J")(k), o"(")t~t ' v i  U']~ 
p"(-) . ~ "(-) . (~, Q~ (a~, abbiano, per  ogai  n, gli stessi l imiti  superiori  dei valori  
assoluti  delle funzioni  del s is tema di par tenza ~v(~)(k, ~)... t(~)(X, ~), ~<~)(k)... T~(~'(~) 
e delle loro derivate.  

Dal l ' ipotes i  fatta che le derivate terze delle fuuzioni f~(x,), F~(x), f~(y), 
F.~(y) siano l ipschitziane,_e che" le derivate  pr ime delle funzioni  del s is tema 
di par tenza x~"()~, p.).., t")()~, ~), ~<~)(k)... T~(~)(~) siano" pure~lipschi tziane,  segue 
the  tut te  le funzioni  dei successivi  s istemi x('~(k, ~t)... t(")()., ~t), ~(")(~)... T~(n)(~t) 
(n--" 2, 3,...) hanno derivate  pr ime l ipsehi tz iane;  si impone  inoitre  la condi. 
zione che per ogr~una di queste derivate la costante di Lipschitz sia la stessa 
per tutti i valori di u ;  da tale condizione seguono altre l imitazioni per  h. 

La  condizione che tut te  le funzioni  dei successivi  sistemi ~c(")(k, ~)... 
t(")(k, ~), ~(")(k)... T~(~'(~) (n ~ 2, 3,...) abbiano derivate  pr ime l ipschitziane,  e 
ehe per  ognuna  di esse la costante di L z e s c ~ z  sia la. stcssa per  tut t i  i 
valori  di n occorre pec d imost rare  la convergenza delle approssi[nazioni suc- 
cessive, e cib perch6 sono incogni te  le funzioni  ~().), ~(~). Infat t i  si ha, p. es. : 

x[')(),, ~t) 1 [~(~ -1){y~-l)~'("-l)(k) + ~'(~-I)~' ~-- ~(+~-1)~.("-~) 

~r_(n--1). (n--l) _(n--1)~ (n--l)|.~_ 

-4- 

e per  maggiorare  la differenza x(')(),, ~ ) -  x~'~-l)(),, ~} occorre maggiorare  le 
differenze : 

y("-')[k, ~0("-')(k)]--y~. L~, ¢g"-e)(),)]; y.~ [^, ~("-~'(Xt]--y(~-e)[X, ~(,-2)(),1]. 

L ' ipo tes i  che le dcrivaCe terze delle funzioni  f~(x), F~(vc), f~(y), F~(y)siano 
l ipschitziane occorre dunque ,  in  quanto  sono incognite  le funzioni ~(k}, ~(f~). 

Con metodi  simili  a quell i  tenut i  in (M), § 4, n. 3, si d imost ra  la con- 
vergenza delle a pprossimazioni  successive, che 6 assicurata,  imponendo ulte- 
riori  l imitazioni  per  h. 

(17) Colla scr i t tura  ~(n--l) si in tende  che la~funzione z delle var iabi l i  x ... t 6 catcolata per  
x =  ~(n--i)(),, ~)... t =  t~n-i)(~., I~}. Scr ivendo [...]k,~(n_~)(k ) si in tende  the  le funzioni  entro la 

parentes i  sono culcolate per  ~ t :  ~(n--i)(X). I n f i n e  si 6 posto: 

e ana logamente  per  ~ . 
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2. Dimostrata  1' esistenza per  t )~ l ~- h, t ~ I ~- h del]e funzioni x()~, ~) ... 
t(k, ~t), ¢?(k)... T~(~), finite e continue colle loro derivate prime, che soddisfano 
le (V) e (VI), si prova faci lmente che tall derivate prime sono lipschitziane 
e che esistono le P('()~), 0,"(~), P('(~t), Q2"{~)- 

Colne~in (M) § 4, n. 4 si dimostra poi che esistono le x~.~(~, ~)...-[~z~()~, ~t). 
Per  il modo in cui ~ stato costruito, il sistema di funzioni x()~, ~)...l()~, ~), 
¢?(k) ... T~(~) risolve il PnOBI, E)IA b) e quindi il ]?ROBLE~.~ a). I1 metodo delle 
approssimazioni successive assicura anche l'nniciti~ della so]uzione di tali 
problemi. 

Come nel § 5 di (M), dalle relazioni:  

(2) x = y = y ( L  

si r icavano le wxiabi l i  )~, ~ come funzioni di ~, y:  

(3) k = )~(x, y), ~----- ~(x, y), 

dove le funzioni_ ).(x~, y), ~t(x, y) hanno, nel caso presente, derivate prime lip- 

schitziane, e si sostituiscono nelle altre funzioni z()~, ~), p(),, ~), q()., ~t), r(),, l~), 

t()~, ~), al posto di ~, ~ le funzioni ~(x, y), ~t(x, y). Con ragionamenti  simili a 
quelli  fatti nel § 5 di (M) si prova che le funzioni z(x, y), p(x, y), q(w, y), 
r(~z, y), i(x~, y), che si sono cosi costruite, soddisfano le: 

~%-~p;  ~ q ;  ~x-~-~r; ~ - - ~ = f ( x ,  9; z ; p , q ;  r, O; ~ y - ~ t ,  

cosi che z come funzione di ~c, y ha derivate continue dei primi tre ordini 
(e anzi le sue derivate terze sono lipschitziane), ed ~ un integrale della {Ii); 
si prova pure subito che, per y - ~  f~(~c), x ~ f~(y), z si r iduce r ispet t ivamente 
alle funzioni assegnate F~(x) e F~(y). 

I1 TEORE~A I riesce cosi dimostrato. 

Anche helle nuove ipotesi pifi general i  valgono considerazioni analoghe 
a quelle fatte nel § 7 di (M) circa il campo, in cui i) definito l ' integl'ale, 
che risolve i l  problema di GovnsA~, e circa il caso, in cni i due archi  di 
eurva *(~ e T~, invece di attraversarsi ,  hanno un estremo in comune ;  sono 
validi i r isultati  ottenuti  lb. 

§ 3. T e o r i a  d e l l e  c a r a t t e r i s t i e h e  p e r  l ' e q u a z i o n e  n o n  l i n e a r e  
del  tipo iperbol lco ,  

1. ]7 ragionamenti  dei §§ 1 e 2 valgono, in particolare,  anche quando 
una  detle curve F~ e F~ (o entrambe), per cui si impone che passi la super- 
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ficie integrale  r ichies ta  de l l ' equaz ione  (I), ~ tangente,  nel punto  eomune  alle 
due curve F, e Fs, a una  delle curve earat ter is t iche di tale superficie,  oppure  
anche i~ essa stessa una  carat ter is t ica  della superf icie  integrale  r ich ies ta ;  
anzi, in ques t ' u l t imo  caso, vi ~ qualche  semplificazione.  

Ci si riferir'~, poich~, come si /~ visto,, cib non ~ restri t t ivo,  al caso in 
eui l ' equaz ione  ~ scri t ta  nel la  forma (II) e valgono le ipotesi (7) del § 1. 

Se p. es. la curva P~ ~ una carat ter is t ica  (neeessar iamente del pr imo 
s is tema (~ot~}) della superf icie  integrale  S richiesta,  passante  per  I~ e F 2, 
allora lungo F~, e cio~ per y = f~(x), z = F~(x), sono soddisfatte le equazioni 
del pr imo s is tema di carat ter is t iche,  ciob, se si p o n e :  

p[x, f,(x)] : P~(~), q[~, f,(x)] = Q,(x), r[x, f,(x)] = R,(x), t[~, ~(x)] : T, Ix) 

le funzioni  P~(x), Q~(w), R~(x), T,(x), che sono tut te  nul le  per  x : 0, soddi. 

sfano il s i s tema:  

f /(a~)--~[x, f~(x); F~(x); P,(x), Q~(x); n,(x), T,(x)]. 

F~'{x) = P,(x) + Q~(x)f~'(w). 

(1) P~ ' (x )=R~(x )÷f [x ,  f~(x); F,(x); P,(x), Q~(x); R,(x). T~(x)]f((x). 

Q, ' (z)  = f[ . . . ]  ('~) + T,(x)f/(x).  
T,'(w) = a'~[x, f,(x); F,(x); P~(w), Q,(x); n~(~), T~(~c)]R~'(x) + W[...]. 

Dunque  condizione necessar ia  perch~ F~ sit~ una  carat ter is t ica della  
superficie integrale S richiesta,  ~ che esistano quat t ro  funzioni P~(x), Q~(x), 
R~(x), T~(x), nul le  per  x = 0. che soddisfino il s is tema (1). 

Dalla p r ima  delle (1), tenuto  conto che (~)0 = 0, segue subito f~'(0) ---=- 0. 
Dalla seconda, terza e quar ta  delle (1) si r icava faci lmente  la relazione:  

(2) i 1 + 2f/(x)f~[...] l R,'(x) + t f,':(x) + 2f~'(X)ft[...] t T~'(x) = HI . . . ] ,  

dove H ~ una  funzione, di cui non,scr iveremo l'esp~:essione esplicita, tenendo 
presente  soltanto che in essa compaiono le derivate  dei priini tre ordini  
di f~{x), F~(x) e le der ivate  pr ime della funzione f oltre, na tura lmente ,  alle 
P~(x), Q~(x), R,(x), T~(x). Dalla (2) e da l l ' u l t ima  de l l e  (i} si possono rica- 

(l~bis) Si  b infat t i  supposto c h e l a  c u r v a  P~ abbia equazioni  del la  forma y = f t ( x } ,  
z = Ft(x)~ dove~ fl(x)~ .Fi(x) sono cont inue colle loro der iva te  dei pr imi  tre ordini.  Lungo  le 

d x  
cu rve  earat ter is t iche det  secondo sis tema b ~ y y -  ~ e (~)0 = 0, pe r  le ipotesi  fatte (7) del  § 1. 

(~g) Colla scr i t tura  f[...] indichiamo che la funzione f (x ,  y;  z ;  p ,  q; r,  t) ~ calcolata po- 
nendo in e s s a y  = f l (x) ,  z = Fi(x)~ p == Pt (x ) ,  q = Ql(x), r = R~(x), t : T~(x). L a  stessa con- 
venz ione  faremo per  W[...] e nel segui to  del  p r e s e n t e  p a r a g r a f o  in casi analoghi  (p. es. pih 

~otto per: H[...], g~[...], a~[...l). 
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ra re  R,'(x), T,'(x) ('~), ot tenendo eosi il s i s t e m a :  

( P , ' ( x )  = R,(x)  + f[...]f((x) 
Q/(x) -.~ f[...] + T,{x)f,'(x) 

(3j i R,'(x~) = g,[...] 
T,'(x) = as[...] 

dove g,[...]: g2[...] sono funzioni,  di cui non staremo a scrivere le espressioni  
esplicite. 

L a  condizione necessar ia  perch~ la curva F~ sia una  carat ter is t ica  della 
superf ic ie  integrale  z ~ - z ( x ,  y} si t rasforma in questa,  ehe le quat t ro  fun- 
zioni P~(x), Q,(x), R~(x), T~(x), the  soddisfano °le (3) e sono nul le  per  x - - O ,  
soddisfino anche la pr ima della (1). 

¥ i ceve r sa  questa  condizione ~ anche sufficiente perch~ F, sia una  carat- 
ter is t ica della  superf icie  integrale  S richiesta.  Infatt i ,  supposta  soddisfat ta  
la condizione enuncia ta ,  il s is tema delle equazioni (¥) e (¥I) si pub sempli- 
ficare, ponendo ~(k)--~ O, e assumendo come funzioni  P~(),), Qd),), R~().), T,(1) 
le funzioni  P,(x), Qdx), R~(x), T~(x), che soddisfano le (3) e sono nul le  
per  x----O {si osservi che per  ~ t=  ~I)~), e quindi  qui per  t~---~O, ~ x : ) , ) ~  
inoltre nel  s is tema delle IV) e (VI) del § 1 si lascino da parte le equazioni,  
che servono a calcolare ¢~(k), P~(~.), Q,(),), R~(),), Td)~), ot tenendo cosl il s is tema:  

o +(g) o 

(41 

0 0 

= ~-r,~ + Wx,Jdv ; 

o +(tO 

0 

/ ,  

, /  
O 

T.,(t~) = F~"(t~) - -  f(~(t~)Rdt~) - -  2f~'(t~J)~d~) - -  fo'"_ ~t~JP~(t~), 

(,9) Si vede  subito infat t i  che il de t e rminan te  dei coeff ie ient i  di Rt'(x), T(.(x) helle due 
equazioni  indicate  ~ d iverso  da zero. 
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colle condizioni : 

+.(0) = T~(0) = 0. 

Se Ie funzioni f~(x), F~(x~) hanno derivate terze lipschitziane, le funzioni 
P~(~), Q,(x), R~{w), T,(~c) hanno derivate prime lipschitziane, come si vede 
subito, e restano validi per le (4) (e anzi si semplificano) i ragionamenti  

fatti nel § 2. Si ottiene cosi uu sistema (unico) di funzioni x(),, ~)... t()., ~t), 
~(~t), P:(~), Q~(~q, R.~(~t), Tj~), che soddisfano le (4). Da queste segue senz 'a l t ro  

che, per ~ ~ O, ~ x -~ k, z --~ F~(x), p ~ P~(x), q -~  Q~(x), r -~ R~(x); si indichino 

poi con Y(x), T{x) le funzioni a cui si r iducono y(~, Ix), l()., ~) per ~t ~__0 (e 
quindi per w : ) ~ ) ;  dalle (4}, tenendo conto che per l ~ 0  ~ ~v~ ~ 1, segue: 

y'(x) = ~[x, y(x);  F~(x); P~(x), Q,(x); R,(x), Tt~)] 
(5) IT'(x)--~[~, Y(x); F,(x); /),(x), Q,(xt; R,(x), T(x)]n,'(x)+ 

f + ~[x, y(x);  F,(~); i,,(~), Ql(x); n,(~), T(~)]. 

Il sistema delle {5) (helle due funzioni incognite Y(x),  T(~)), ammette  un 

un ico  s is  t ema  di sol,uzioni ]~(x), T(x} nulle per x~---O, ma, per la prima e 
t ' u l t ima  delle (1), le (5) sono soddisfatte dalte funzioni f~(x), T,{x), nulle 

per ~c ~--~ 0. 
Dunque cer tamente  : 

Y(x)=f,(x), T(x) = T,(x); 

segue subito di qui che F~ ~ una curva carat ter is t ica  della superficie integrale 
costruita z ~ z(x, y ) ( ~ s ) ,  passante per le due curve F~ e F~; infatti  nei punti  

di F~ le derivate p ,  q, r, t si riducono alle funzioni P~(x), Q~fx), t~,(xl. T,(x), 

che soddisfano le ([). 

2. Condizioni analoghe alle (1) valgono perch~ F 2 sia una caratterlst ica 
(necessariamente del secondo sistema) della superficie integrale richiesta. 

Se valgono assieme le [1) nei punti  di F l e le analoghe nei punti di=l~, 
cio~ se F 4 e F~ solo  entrambe curve carat ter is t iche dei due diversi sistemi 
per la superficie integrale richiesta, si possono semplificare ipotesi e dimo- 
strazione del T]~ORE~[A I. Precisamente  in questo caso 6 sufficiente supporre 
che le funzioni f~(x), F~(~c), f~(y), F~(y) abbiano derivate terze continue (senza 
l ' ipotesi  ulteriore che le derivate terze di tali funzioni siano ]ipschitziane), 
e cib perch, ,  in questo caso. le funzioni ~()~), ~(~) sono gi~ note, ed 

(igb~'s) L'esistenza dell'integrale z(x, y) ~ dimostrata in piccolo (sl ~enga presente il TEO- 
REMA ~). COS1 nel, seguito, molte tra le considerazioni fatte si intenderanno fatte in piccolo 
(anche se cib sarh sottinteso negli enunciati). 
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¢~).)--" "~(~t)--~0 ident icamente .  I1 s i s tema (4) d iv iene  q u i :  

(6) 

p, 

x = k -,,- f~y.~d':; 
O 0 

lJ. 

= Pd).) +f(rx.~ + fy~:)d'~; 
0 

tl, 

V = RI(X) + 

0 

0 

0 

), 

0 

dove le funzioni  Pdkl ,  Q,(~.), R,(),), T.~(?.) sono funzioni  note, avent i  der iva ta  

p r ima  con t inua  (,~0), de t e rmina t e  le pr ime tre dal  s is tema (3) di equazioni  e 

l ' u l t i m a  dal  s is tema analogo,  re la t ivo a F2, che, non si i~ seritto. I ragiona- 

ment i  del  § 2 r iescono ora molto sempl i f ica t i  (2,); l ' i n t eg ra l e  z = z(x~, y), che 

si costruisce,  ha  der iva te  con t inue  dei pr imi  tre ordini  (ma, in generale ,  le 

sue  der iva te  terze~ non sono l ipschitziane).  

I r ag ionamen t i  p recedent i  ass icurano  che le curve F~ e F~ sono curve  

ca ra t t e r i s t i che  della, superf ic ie  in tegra le  S costrui ta .  

3. Le  der ivate  terze, p. es., di fllx), F~(x) compaiono soi tanto nel le  

espressioni  delle f tmzioni  g, ,  g2, che s tanno a seeondo membro  helle u l t ime  

due equazioni  del s i s tema (3), dal  qua le  r iescono de te rmina te  le funzioni  

P~(x), Q~(x), R,(,~I, Tdx);  ma se ~ gid~ noto un  sistema di funzioni  fdx), F~(x), 
P~(x), Q~(x), R,(x), T~(~c), she soddisfano le (1), per  costruire ,  col metodi  pre- 
cedenti ,  una  supe~'ficie in tegra le  S del la  (II), passante  per  ]?, e F2, ~ suffi- 

c iente  supporre  che tall  funzioni  abbiano der iva te  pr ime l ipsehi tz iane  (~2), 

se F 2 non b una  ca ra t t e r i s t i ca  del la  superf ic ie  in tegra le  S r ichiesta ,  oppure  

pifl s empl icemente  che le funzioni  ind ica te  abbiano der iv~te  pr ime cont inue,  

se anche  P, ~ una  ca ra t t e r i s t i ca  del la  superf ic ie  in tegra le  S r ichiestm 

(2,) Anzi le funzioni Pi(?.), Ql().) hanno anche derivata seconda continua, come segue 
subito dalle {1). 

(.2i) In questo caso non occorre piit imporre la condizione the tutti i sistemi di fun- 
zio~i x (n) ... t¢n) ottenuti colle approssimazioni successive abbiano derivate prime lipschitzialLe. 
Del resto si possono ripetere qui~ con lievi mutamenti, le osservazioni fatte alia fine del 
§ 6 (p. 22,~) di (M). 

(~) In realta ~ sufficiente l'ipotesi che le funzioni Ri(x), Tdx ) abbiano derivate lip- 
schitziane, perch~ dal sistema (1) segue gia che le fanzioni fi(x), Yt(x), Pdx), Odx) hanno 
anche derivato seconde continue, 
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Se 6 data una  superficie integrale ~ della.  (II) ,  e se l a  c u r v a  P~ 6 n n a  

s u a  c a r a t t e r i s t i c a ,  ~ c e r t a m e n t e  no lo  u n  s i s t e m a  di  f u n z i o n i  c h e  s o d d i s f a n o  

Is  (1); se z--~.Z(x,,y} ~ l ' e q u a z i o n e  d e l l a  s u p e r f i e i e  v ,  e se Z(x ,y )  b u n a  

f u n z i o n e  d o t a t a  di  d e r i v a t e  t e r ze  l i p s c h i t z i a n e ,  il TEOREMA I e le  cons ide -  

r a z i o n i  p r e c e d e n t i  p e r m e t t o n o  di  costruire una  superficie integrale S di equa. 

zione z --~ z(x, y), avente con la superficie v u n  contatto del secondo ordine in 

un  punto P di Ff, passante  per  F~ e per  un'  altra curva arbitraria F~ che 

ha il punto  P in comune con F~ ( i n f e rno  a e n t r a m b i  gl i  a r c h i  F~ e F: d i  

c u r v a  (~3)), e non d tangente a F~, p u r e h ~  s i a n o  s o d d i s f a t t e  s e m p l i c i  c o n d i z i o n i  

di  c o m p a t i b i l i t h  ne l  p u n t o  P e o m u n e  a l'~ e a F~ ~ p r e c i s a m e n t e  se p. es. il 

p u n t o  P c o m u n e  a F, e ['~ c o r r i s p o n d e  a x = y - ~ 0 ,  e se la  f u n z i o n e  Ztx, y) 
si a n n u l l a  n e W o r i g i n e  eo l l e  d e r i v a t e  dei  p r i m i  d u e  o rd in i ,  il che  n o n  b re- 

s t r i t t i v o ,  b a s t a  s u p p o r r e  che  s i a :  

F (o) = F ( ( 0 )  = = o) .  

D a l l e  e o n s i d e r a z i o n i  p r e c e d e n t i  s e g u e  e h e  la curva F, ~ una  caralteristica 

anche per la superficie costruita S, e the le due superfici S e Z hanno nei 

p u n t i  di F, un  contatto del secondo ordine. Se la eurva F 2 d anch'essa una  

caratteristiea per la superficie S riehiesta, ~ sufficiente l' ipotesi che Z(x, y} 

abbia derivate terze continue. 

P o i c h b  e s i s t o n o  i n f i n i t e  c u r v e  P-2, c h e  s o d d i s f a n o  le  e o n d i z i o n i  ( a n a l o g h e  

a l l e  (1)1 p e r c h b  r~ s i a  u n a  c a r a t t e r i s t i c a ,  e i n o t t r e  c h e  s o d d i s f a n o  le condi -  

~ioni  di  e o m p a t i b i l i t h  (7), si h a  s u b i t o  il r i s u l t a t o  f o n d a m e n t a l e ,  di  cu i  si 

p a r l a t o  ne l l '  i n t r o d u z i o n e  : 

TEOREMA i I .  - -  ~< Data una  superficie E : z - ~  Z(x, y) integrale dell'equa- 

zione (I), dove Z(x, y) d una  funzione continua eolle sue derivate dei p r i m i  

Ire ord~ni~ e uua  sua eurva caratteristica F~, F, d pure  una  caratteristica per 

ogni superficie integrale S della (I), passante per essa e avente colta super- 

fieie E u n  eontatto del secondo ordine in un  punto  di F,; le superfici S e E 

hanno un  contalto del seeondo ordine in ogni punto di F,. Esistono effettiva. 

mente infinite altre superfici integraii della (I), passant i  per g~, per cui F~ 
una  caratteristica, e aventi colla superficie E un  contatto del secondo ordine 

nei p u n t i  di r~ )>. 

(23) In  tuito il presente paragrafo si suppone che i due archi di curva F l 9 r~ si incro- 
cino in un~punto~ interno ad entram bi. Si potrebbe anche supporre che g t e F~ abbiano un 
estremo in eomune; in questo caso, se F i e F 2 sono entrambe caratteristiche de!la superficie 
integrale S riehiesta, i l problema b certo risolubile in modo unico. Se soltanto P l e  una 
earatteristica della superficie S~ si devono imporre a F2 condizioni del tipo di quelle date 
nel § 7 di (~). 
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4. Un s is tema di funzioni  fdx), F,(x~), P~(x), O,(x), R,(~), T,(z), con t inue  
t 

eolle loro der ivate  prime,  che soddisfi  le (1~, eost i tu isce  una  striscia earatte. 
risl ica (del pr imo sistema} de l l ' equaz ione  (II); si dirh che una  superf ic ie  

in tegra le  z - =  z(x, y) del la  (II) cout iene  tale s t r iscia  cara t te r i s t ica ,  se la curva  

y = fdx)  uppar t i ene  al campo di def in iz ione  del la  funzione  z(x, y) e se ~: 

L(z)] p[z, = P , ( x ) ;  q[,, f,(z)] = Q,(z); 
r[x, £ ( z ) ] = n , ( * ) ;  @, L(z)] = T,(z). 

Una  str iscia  cara t te r i s t i ca  d ipende da una  funz ione  a rb i t r a r i a  (p. es. 

helle (1) si pub prendere  ad arbi t r io  R,(x)), e dai valori  y~, z~, p , ,  q , ,  t , ,  

assegnat i  ad arbi t r io  per  le funzioni  f~(~), F:(x), P~(@, Q~(x), T~(x~) in un 

punto  x = ~ ,  ("'). ~ e d i a n t e  le (1) si de t e rminano  d u n q u e  tu t te  le s t r isce 

ca ra t te r i s t i che  del pr imo s i s tema per  1' equazione (II). Analoghe considerazioni  

valgono per  le str isce ea ra t te r i s t i che  del secondo sistema. 

I1 TEORE~:: I e le considerazioni  de1 presente  paragrafo  provano che, 

anche  nel  campo delle fuhzioni  di var iabi le  reale,  vale  il r isul ta to ,  ben noto 
nel eampo anal i t ico  (~5): 

TEORE]~:A I I I .  -- << Data uua  slriscia caratleristiea dell 'equazione (II): 

f~(x) ... T~(x) (-z~), esislono infirtite superfici integrali  dell 'equazione (II), che la 
contengono; la curva y - -  f~(x t, z = F,(x) ~ una  earatterisliea per tulle queste 
superfici integrali, che hanno f ra  loro un  conlalto del seeondo ordine nei p u n t i  
della curva stessa. Date due slrisce earatteristiche dei due diversi s istemi 

f~(x) ... T~(x); f~{y)... T_~(5~), aventi  u n  elemento (del secondo ordine) (.27) in  co. 
, tune ,  esiste una  e una  sola superfieie inlegrale dell' equazione {II), e h e l a  
contiene; le curve y --- f~(x), z = F:(x), e x ~ f.~(y), z ~ F~(y) sono earalterisliche 
di tale superficie >>. 

Risu l ta t i  ana loghi  valgono per  l ' equaz ione  (I). 

5. Sia dato un  s is tema di funzioni  f~(x), F~(x,), P~(x), Q~(x), R,(x~), T~(x), 

def in i te  p. es. per  I~[ abbas tanza  piccolo, f ini te  e con t inue  colle loro der ivate  

("24) I1 s i s t ema  di  v a l o r i  x i ,  Yi,  z~, P i ,  qi ,  R(xi),  t~ d e v e  essere  i n f e rno  aI campo di  
de f in lz ione  de l la  f unz ioae  f (x,  y; z; p, q; r, t). 

(es) Cfr. GOURSAT, ]. C, a l la  nora  (~}, p. 191 e 193. 
(26) S e r i v i a m o  qu i  e i n  sega i to  f~(x) ... T d x  ) ai  posto d i / d x ) ,  F d x  }, Pdx)~ Ql(x), Rdx) ,  Tdx).  
{~7) Ne l  senso  che es i s ta  u n  s i s tema di v a l o r i  x~, Yi, z~, P i ,  q i ,  r i ,  ti~ i n t e r n o  al campo 

di  de f in iz ione  de l la  funz ione  f(x, y; z; p, q; r, t), ta l l  che s ia :  

Yi = fdxi); xi ~- f~(Yi); z~ ~-~ 2'dx~) = F.2(yi) ;. Pi ~ Pdxi) = P~(Y~); qt ~-" Ql(xi) -~ Q2(yi) ; 
r~ -~ Rdxi) = R~(y~) ; ti ---~ Tdx~) ~- T~(y~). 

~nnali di M~tem~tlca, Serie IV, Tomo XXIIL 3 
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prime,  nul le  per  x - -  0 (il ehe  non  6 restri t t ivo),  che soddis[ino le re lazioni  (~s) : 

i F~'(x) = P~(x) + Q~(x)f,'(x); P~'(x) = R~(x) + f[...]L'(z) ~');  
9~'(x) : f[...]-q- T~(x)f,'(z). 

(8) 

S e :  

(9) 

r i sul ta t i  

f,'(z) #: p[...] 

di vari  autor i  (3,) provano t h e  si pub r isolvere  in modo unieo  il 

proble~ut di  Cauchy: determinare un  integrale z ~ z(x, y) della (II), definito 
almeno per Ix] ,  t Y] abbastanza piceoli, e finito e continuo colle sue derivate 

dei p r im i  tre ordini, the soddisfa le condizioni: 

z[x, f , (z)]  = q[x,  L(z)]  = 

Dal le  eons ideraz ioni  del  p re sen te  pa ragra fo  si ha  subito il r i sul ta to  ehe :  

TEORE~X IV. - -  ~( Se ~: 

(11) f~'(x) --- ~[...], T~'(x) =~= ~[...]R,'(x) A- W[...], 

il  problema di Cauchy non ammelte soluzione ; se ~ : 

(12) f,'(x) ~--- ~[...], T , ' (x) :=  a2[...]R~'(x~) + W[...], 

clod s e i l  sistema di funz ioni  f~(x)... T~(x) costituisce una  striseia earatteristiea 
della (II), il problema di Cauchy ha infinite soluzioni >>. 

Questo teorema,  che b ben  noto nel  eampo anal i t ico  (3-~), b ora  d imost ra to  
anehe  nel  campo rea le  sotto ipotesi, che non  sembrano  u l t e r i o rmen te  ridu- 
cibili. ]~ cosl comple ta to  un  punto,  che non e ra  ancora  stato preso in consi- 
derazione,  r e l a t i w m e n t e  al p rob lema  di CAUCHy nel  campo reale  per  le equa-  

zioni di t ipo iperbol ico non lineare. 
Dai r i su l ta t i  re la t iv i  al p rob lema  di CAuctIY per  la (I) segue anche  ehe:  
TEOt~EMA V. - -  ~, Se due superfici inlegrali della (I): z := z(x, y), z = Z(x, y), 

dove z(x, y ) e  Z(x, y) sono funzioni  continue colle loro derivale dei p r im i  tre 
ordini, hanno in comune una  curva F avente tangente variabile con conlinuit&~, 

(2s) Ci r i fer iamo,  al  solito, a l l ' equaz ione  ( I I )  e supponiamo che siano soddisfa t te  le ipo- 
tesi  (7) del  § 1, poich~ ci6 non ~ res t r i t t ivo .  

(~9) Cfr. per  l a ' n o t a z io n e  f[...] Ia nota  (is). 
(s0) Cer tamente  ~ fi'(x)=4= ~[...] a lmeno per  Ix] piccolo (err. pifi  sopra  la  nora (iTbi~.)). 
(si) Gfr. p. es. ]s[. LEWY, Ueber alas Anfangswertproblem einer hyperbolischen nichtlinearen 

partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit zwei unabh4ngigen VerSnderlichen 
(~ Math.  Ann.  % t. 98, 1928, p. 179-191). 

V. anche ft. HADAMARD, Le probl~me de Cauchy (Par is  1932), Append ice  I I I ,  p. ~87 e seg. 
(~) GOUI~SA% 1. c. a l la  nora (4), p. 198. 
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e se nei  p u n l i  di  F l e  due  superfici  hanno  u n  eonlatto del seeondo ordine,  

la curva r ~ u n a  caratterisl ica per  entrambe le su2erfici  (3~) >>. 

§ 4. Equaz ione  quas i - l lneare .  

1. Si supponga the, in paIticolare, l 'equazione II) sia quas i - l ineare ,  cio6 
abbia ta forma:  

(VIII) A(a~, y ; z ; p, q)r + 2B(x, y; z; p,  q)s + C(x, y;  z ; p,  q)t - -  D(x, y ~ z; p, q), 

dove A, B,  C, D sono funzioni di x, y, z~p, q definite in un certo campo, 
ivi finite e continue colle loro derivate parziali"dei primi due ordini, e sod- 
disfacenti  la relazione: 

(1) B ~ - -  A C  > O, 

in tutto il eampo, in eui sono definite, eosi the  l 'equazione (VIII) sia del tipo 
iperbolieo in tutto il campo eonsiderato. 

In  questo easo si possono semplif icare ipotesi e dimostrazione del 
TEOREMA I rispetto al easo generale del l 'equazione (I). 

Preeisamente,  restando ferme tutte le altre ipotesi fatte al principio 
del § 1, basra SUl~porre the  te funzioni f~(x), F,(x),  f~ly), F~(y)abbiano derivate 

seconde l ipschi tz iane (almeno, rispettivamente,  in un conveniente intorno dei 
punti  x - ~  %,  y = y~). 

Ii  TEot~Ema_ I diviene:  

T E O R E ~  I'. - -  Esiste  uno e u n  solo i n t e g r a l e  della (VIII): z = z(x, y), 
definilo a lmeno  in  n n  in lorno del punlo  (x~, y~}, f inito e cont inuo colle deri. 

ra te  dei p r i m i  due  ord in i  (3~), che si r iduce alle f unz ion i  assegnate F~(x)e 

(~s) Quesio enuneiafo  precisa una  affermazione de] LEvi,  I. e. alla nora (~), p. 291; i l  
LEVI infat t i  non  enune ia  le ipotesi di derivabil i th,  sotto cui va le  il teorema neI eampo reale, 
e inol t re  dice semplicemente  the  ]a curva  r b curva  di contalto tra le due superfici  inte.  
grall della (I). Ora per  la val idi th  del teorema nel  caso generale  di una  equazione (7), n o n  
l i~eare  neppu.re so l tan to  hel le  der iva te  d i  ord ine  mass imo,  bisogna imporre  ta condizione che 
le due superfiei in tegrat i  de]]a (I) abbiano un  contat to  del secondo ordine ne i  p u n t i  di  r ,  e 
cib perchb, come si vede con semplici  eseml0i ~ due superf ic i  i~ t egra l i  di una  equazione non  
l ineare  neppure  helle der ivate  di ordine massimo, possono avere  in  comune u n a  c u r v a  F e 

avere nei  p u n t i  d i  F u n  conta t to  det p r i m o  ordine,  s enza  c h e r  s ia  u n a  cara t t e r i s t i ca  p e r  le 
due superfici .  Si v e d r ~  alia f ine del presenfe lavoro (cfr. in seguito it § 47 TEOIRE~IA V ' )che ,  
se l ' equaz ione  ~ quas i  lineare~ d suff iciente supporre  che due superf ic i  integretl i  abbiano,  nei  
p u n t i  de l la  c u r v a  1' comune~ un~ conta t to  del p r i m o  ordine,  loerchd F s ia  u n a  cara t t e r i s t i ca  
pe r  en t rambe  le superfici .  

(3~) A n z i  le der ivate  Seconde r isul tano lipsehitziane. 



20 ~. CINQUINI-CIBtlARIO: Sopra alcune questioni relative aloe equazioq, i 

F~(y) rispetlivamente sugli archi delle curve ,(~ e ,(.~, i quali sono contenuti in 

quell' intorno (in cui ~ definito l' integrale stesso) e si tagliano nel punto (x~, 3",) >>. 

2. Come nel  § 1, ci si r i conduce  a supporre  che sia x ~ = y ~ : 0 ,  che  le 
funzioni  F,(x), F~{y) siano nu l le  nell '  or ig ine  colle loro der iva te  dei p r imi  

due  ordini~ e che inf ine  sia:  

( A ) o = ( C ) o = ( D ) o = O ,  

cosi che anche  F in tegra le  cerca to  

pr imi  due  ordini .  

Posto : 

(2) ~ = V ~ - - A C ;  

si annul l i  ne l l ' o r i g ine  colle der iva te  dei 

C A 
P = B + ~ ;  a - - B + ~ '  

come nel  § 1 (ss), la d imost raz ione  del TEOREiffA I' 6 r icondot ta  a provare  

che esiste uno  e un  solo s i s tema di soluzioni de l :  
PROBLEMA a ' }  - -  << Determinate un sistema di funzioni  x(~., bQ, Y(~-, ~}, 

z(),, ~}, p(),, ~}, q(~, ~), definite almeno per I k l ,  ] ~1 abbastan~a piecoli, e finite 
e continue colle loro derivate prime e colle derivate seconde miste, in  modo da 

soddisfare il sistema di equazioni: 

Gy~ 

(a) ( A)~ + (B + @~ = D~,; (B + ~)~,~ + C~,~ = Dye, 

e costruire sei funzioni: ~{),}, ~(~t), Pd)~), Q,(X), P~{ix). Q.2(lx}, finite e continue 
eolle loro derivate I?rime, in nwdo da soddisfare le condizioni: 

x[),, ¢~(x)]=x;  y [ . . . ]= f , ( ) , ) ;  i [ . . . ]= i%i ) , ) ;  ~ [ . . . ] = P , ( ) . ) ;  (}[...]=Q,(),t.  

(4t x~¢(,~),~i=f~(~); y l . . . l = ~ ;  ~...~=P_.~,); ~...~=Q.~(~). 

~to) = ~(o) = P~(O) = QjO) = o ,~. 

Cogli stessi metodi  del § 2 si prova che il PItOBLEMA a ' )  ammet t e  uno 
e un  solo s i s tema di soluzioni,  e c o m e  in {M} (~6), si prova che, r i cavando 
dal le  funzioni  o t t enu te  x--o~(k,  lx}~ y = y{),, ~) le k, l~ come funzioni  di x, y, 
e sos t i tuendo in z, si ot t iene una  funzione di x, y f ini te  e con t inua  colle sue 

(as) Cfr. anche (2¢i), § 8, p. 227 e seg. 
{st) Cfr. (M), § 8, p. 2'27 e seg. 
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derivate prime e seconde {~7), che soddisfa la (VlIIj, e ehe per y-----f~(x) si 
r iduce a F~(x), per x - ~  f~(y) si r iduce a F~(y). 

3. Anehe le eonsiderazioni e i r isultati  del § 3 si semplificano. La con- 
dizione necgssaria e sufficiente, perch6 la curva P~, di equazioni y-~f~(x),  
z ~ F~(x), sia una  carat teris t iea (del pr imo sistema) per la superfieie inte- 
grale S riehiesta, 6 ora ehe esistano due funzioni P~(x) e O~(x), finite e con- 
t inue colla derivata prima e nulle per x ~  O, che soddisfino il sistema: 

(5) t L'(x) = fgx); F,(x); P,(x), Q,(x)]; F,'(x) = P,(x) + 
I f,(x); P,(x), f,(x); F,(x); P,(x), 

dove si 6 posto: 

D 
M =  

B ÷ ~ "  

Condizioni analoghe valgono perchb la eurva I~ sia una  carat teris t ica 
(del seeondo sistema). 

Se F, e F~ sono entrambe carat ter is t iche per la superficie integrale S 
riehiesta, le ipotesi del T]~ORE~[A I' si semplificano ed ~ sufficiente che le 

funzioni f~(x), Fdx), f~(y), F2(y ) abbiano derivate continue dei pr imi  due ordini 
(senza l ' ipotesi  ul ter iore che le derivate seconde siano lipschitziane) (3s). 

4. Come nel § 3, il TEORE)~[A I' e le osservazioni fatte ora permettono 
di risolvere il problema:  data una superfieie E integrale della (VIII} di equa. 
zione: z ~ Z{x, y}, dove Z{x, y) ha derivate seconde lipschitziane, e'~una sua 
earatlerislica F~, costruire una superfieie S integrale della (¥III)  tangente 
alla superfieie E in un  punto P di I~.~, passante per F~ e per un' allra curva 
arbitraria F~ ,~ avente con F~ il punto P in  eomune (interno a entrambi gli 
archi  F, e F~) e ivi non tangenle a P~, quando siano soddisfatte semplici 
condizioni di compatibilittt nel punto P eomune a P~ e F~ (se, p. es., tale 

punto eorrisponde a x ' - - y - ~ O  e se ivi Z(x, y) si annulla  colle sue de- 
r i w t e  prime, i l che non 6 restrittivo, basra che sia F+{0): /~)(0)  ~---0); F~ 

una caralteristica anche per la superficie integrale S costruila, e le due su- 
perfici S e E hanno ora un  contatlo del pri~no ordine nei punt i  di F~ (e non 
necessar iamente  del secondo ordine, come nel caso generale). Se r~ risulta 

essere anch'essa una caralteristica per la superfieie integrale S richiesta, 

(37) Anz i  le der ivate  seconde sono lipschitziane. 
(~s) L ' i n t e g r a l e  della ( V I I I ) :  z=z{x, y), che si costruisc% ha, in  queste ipotesi, der ivate  

cont inue  dei p r imi  due ordini ,  m a l e  s~e deri~'aie seeonde, in 'general% non  sono lipschitziane. 
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suffieiente l 'ipolesi che Z(x, ~) abbia derivate continue dei p r im i  due ordini  
(senza l ' ipotesi  ul ter iore che le derivate seconde siano lipschitziane). 

Si giunge cosi a dimostrare il:  
T E o ] ~ ] ~  II'. ~ ~ Data u.na superficie E, di equazione : ~ = Z(x, y), inte. 

grale detl 'equazione (VIII}, dove Z(x, y) ~ una  funzione continua eolle sue de. 
rivate dei pr imi  due ordini, e una  sua curva caratteristica F~, F~ ~ pure u~a 
caralterislica per ogni superficie integrale S della (VIII), passante per essa, e 
avente colla superficie E un  contatto del pr imo ordine in  un  punto  di F,; le 
superfiei S e E hanno u n  contatlo del pr imo ordine in  ogni punto di  F~. 
Esistono effettivamente infinite superfici integrali della (VIII), passant i  per F~, 
per cui F~ ~ una  earatteristica, e avenli colla superficie E un  conlalto del 
pr imo ordine nei p u n t i  i~i ~ ~). 

5. Un sistema di funzioni f~(x}, F~(x), P~(x), Q~(x), continue eolle loro 
derivate prime, che soddisfi le (5)(~9) costituisee una striscia caratterist ica 

(del primo sistema) per l 'equazione (VIII);  si dirh ehe una superfieie inte- 

grale z =  z(x, y) della (VIII) eontiene tale striscia caratteristica,  se la eurva 

y =  f~(x) appart iene al eampo di definizione della funzione z(x, y), c se ~: 

z[x, f~(x)] = F,(z); p[x, f,(x)] = P,(x); q[x, L(x)] = Q,(x). 

Una striscia caratterist ica dipende da una funzione arbitraria  4p. es. 
helle (5) si pub dare ad arbitrio la funzione P~(x) come funzione derivabile 

di x) e dai valori y, ,  z~, q~ dati ad arbitrio per le funzioni f~(x), _F~(x). Q~(X) 
in un punto x = x ~  (~°1. L e  (5) determinano cosl tulle le striscie caratteri- 
st iche del primo sistema; equazioni analoghe determinano le strisee caratte- 

ristiche del secondo sistema. 
Anehe qui vale il: 
TEOREMA III ' .  - -  (< Data una  striscia caratleristica della (VIII}: f~(x), Fj(x), 

P~(x), Q~(x), esistono infinite superfiei inlegrali dell 'equazione stessa, e h e l a  
contengono; la curva y = f~(x), z = F~(x) ~ una  earatteristica di tulle queste 
superfici integrali,  che hanno tra loro un contatto del p r i ~ o  crdi~e net ~punti 
di tale eurva. Date due slrisee caratterisliche dei due diversi sislemi f~(x), F~(x}, 
P~(x), Q~(x) e f,{y), F~(y), P~(y), Q~(F) aventi un  elemento (del primo ordine) (~) 

(sg) S i  c e d e  s u b i t o  c h e  le  f u n z i o n i  f~(x), F~(x) h a n n o  a n c h e  d e r i v a t e  s e c o n d e  c o n t i n u e .  
(4o) I I  s i s t e m a  d i  v a l o r i  x~,  y ~  z~,  JPi(xt),  q~ d e v e  e s s e r e  i n t e r n o  a l  eamloo di  d e f i n i -  

z i o n e  d e l l e  f u n z i o n i  A, B,  C, D. 
(4~) ~ e l  s e n s o  c h e v i  s l a  u n  s i s t e m a  di  v a l o r i  x~, y~, z i ,  Pt~ q~ t a l l  t h e  s i a :  

y~ -~- f t(xi)  , x~ = f2(Y~); z t  : F ~ ( ~ )  : F~(y~) ; p~ = Pi(x~) : Pu(y~) ; q~ : Q~(x~) : :  Q~(y~). 
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in  comune,  esiste u n a  e u n a  sola superficie integrale,  che la contiene; le curve 

y -~  f,(x), z : F A x  ) e x : f ~ y ) ,  z ~ F~(y) sono caratterisliche di tale superficie ~>. 

6. S i a  d a t e  u n  s i s t e m a  di  f u n z i o n i  f~(~c), F~{x), P~(x), O,(x,), d e f i n i t e  p. es.,  p e r  l~  I 

~ b b a s t a n z ~  p icco lo ,  f i n i t e  e c o n t i n u e  co l l e  loire t i e r ) r a t e  p r i m e ,  n u l l e  p e r  x : 0  

(il c h e  n o n  ~ r e s t r i t t i vo ) ,  che  s o d d i s f i n o  la  rel~tzione : F~'(x) -~ P~(x) -t- Q,(x)f~'(x). 

A l l o r a  se : 

f,'(~) .=4= ~[x, f,(x); F,(x); P,(x), Q,(x)], 

b b e n  n o t e  t 4~) che  si p u b  r i s o l v e r e  in  m o d e  u n i c o  p e r  l a  ( V I I I )  il p r o b l e m a  

di  C A v c ~ : :  delerminare  u n  integrale z(x, y) della (VIII},  definite a lmeno 

per  t x I, l Y I abbas tanza  piccoli, f ini te e cont inue  eolle sue derivate p r i m e  e 

seconde, the soddisf i  le: 

z[x, L(~)] = /r , (x} ;  q[x, L(x)] = Q,(~) ~. 

Si  h a  a n c h e  q u i  if:  

TEOnEMA IV ' .  - -  (~ Se ~: 

L'(x) : e[x, L(x); Fdx); P,(x), Q~(x)]; 
Q,'(x,):4:- :Ix, f,(x); F,(x); P,(x), Q~(x)]P,'(x) + Mix, f,(x); F~x); F~(x), QAx)] 

il problema di  Cauchy  non  ammet te  soluzioni;  se ~: 

f,'(x) = ~[x, f,(x); F~(x); P~(x), Q,(x)]; 
Q,'(xi = - - ~ [ x ,  f~(x); F~(x); p,(x}, Q,txi~t),'(x)+ M[x, f,(x); F~(x}; P~(x), Q,(x)] 

eio~ se il s i s tema di f u n z i o n i  f~(x), F~(x), P d x ) ,  Q~(x) costituisee u n a  striscia 

earatterist iea della (VII I} ,  il prob lema di  Cauehy ammel te  inf ini te  soluzioni  ~). 
Si h a  i n f i n e  i l :  

TEORE)~A V' .  ~ (~ Se due superfici  in tegral i  della {VIII}:  z - -  z(x, y), z ~ Z(x,  y) 

h a n n o  in  comune u n a  curva ~, dotata  di tangente variabi le  con continuit~t, e 

se nei  p u n t )  di  I ~ le due  superfiei  hanno  u n  eontatto del p r i m o  ordine, la curva  F 
u n a  carat ter is t ica per  entrambe le superfiei  in tegral)  (4~)~). 

(4~) Cfr. 1~ nots (~i). 
(4~) Invece, come si ~ osservato pifi sopra (err. la not~ ~3)), nel case generale, se Fequa. 

zione (I) non ~ lineare neppure helle clef)rate di ordine mass)me, due superfici integral) 
possono avere in' comune un~ curva~F, e avere nei punt) di F u n  contatto del prim() ordin% 
senza che 1 ~ sia una caratteristica per te due superfici. 


