Variétés linéaires par morceaux et variétés combinatoires (*)

par Pavr Duprcker {Universits de Lidge)

Aw  Professewr Enrico Bompiawni, pour son Jubilé scientifique,
en témoignage de mon admiration,

Résumé. - On connait le réle important joud par lo nolion de variélé combinatoire dans
dans les développements récents de la lopologie différentielle [6], {8]. Une structure
combinatoire sur wune variété topologique SV s identifie & une classe de triangulations
isomorphes de ©) (i.e. dewx quelconques d’entre elles sont oblenues & partir de com-
plexes simplicianwx qui admetient des subdivisions isomorphes). Il convient de considerer
en outre wne relation d’dquivalence plus forte définissant des siructures de “variétés
linéaires par morceanx”, une structure combinatoire correspondant & wne classe de
structures lindaires par wmorceausx - homéowmorphes”. Nous monirons gque cotte notion
est équivalente, sur une variété paracompacte, & celle de structure d’espace localement
isomorphe & B* wmunie du pseudogrowpe des homéomorphismes locamx lindaires par
morceaux., On montre aussi que les variétés lindaires par morceawx forment une
catégorie qui adwmet un foncteur covariani associont & chaque objet ) de la catégorie
wn espace fibré C(9)) de “cones tangents’.

Introduetion. - On connait le role joué par les notions de PL-variété
(variété linéaire par morceaux) et de variété combinatoire dans les dévelop-
pements récents de la topologie différentielle. Au sujet des premisres
E. C. ZegMAN [9a] et 1'auteur [4b] ont, indépendamment Uun de I autre,
énoncé le résultat suivant lequel une variété polyédrale &) peut étre définie
par un atlas de 9 par rapport & R" compatible avec le pseudogroups des
isomorphismes locaux linéaires par morceaux. On ftrouvera ci-dessous une
démonstration compléte de ce résultat. Nous introduisons aussi une notion
d’ « espace tangent » & une PL-variété: cette notion est liée aux PL-micro-
fibrés de MinwoR [6¢] d’une manidre sur laguelle nous reviendrons ailleurs.
Enfin nous proposons des définitions précises qui distinguent « PL-variété »
et « variété combinatoire ». Elles &’ écartent quelque peu de la terminologie

(*) Ce travail développe des exposés faits au Séminaire mathématique de 1’ Ecole
de Physique et Mathématique de 1’ Université Centrale du Vénézuéla (Caracas) en mai 1961
{Voir [48]).
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habituelle mais nous paraissent plus conformes aux usage en théorie des
structures [b, 4a].

Avec nos définitions, une structure de PL-variété (resp. de variété com-
binatoire) est définie sur un espace topologique X sans ufiliser une friangu-
lation particuliére, tout comme une structure de variété différentiable doit
étre définie sans faire usage d’une famille particuliére de cartes locales.
De plus, la notion de variété combinatoire introduite ici est telle que le
théoréme de J. H. C. WHITEHEAD sur les (C’-triangulations [8a, ¢] &’ énonce
comme suit: A toule structure de Cr-variélé sur un espace fopologique para-
compact X correspond canoniquement une structure combinatoire unigue sur X.

De méme, la Hauptvermmutung pour les variétés topologiques (para-com-
pactes) peut s’énoncer: Toute variété topologique admet au plus une structure
combinatoire compatible avec sa topologie.

Rappelons que J. H. C. WHITEERAD appelait « variété combinatoire» une
variété munie d’une triangulation fixe astreinte & vérifier une condition
locale (6toiles de BROUWER). De méme, la définition de MILNOR (voir [6a],
p- 4) & une PL-variété est relative & una triangulation fixée. En outre il ne
fait pas de distinction précise entre une « PL-variété» et une « variété
combinatoire ».

1. Par «complexe»> K on entendra un «complexe simplicial abstrait
localement fini»> et on répresentera par | K| espace topologique associé, aussi
appelé le polyfope de K [7]. Rappelons que si L est un ensemble de sim-
plexes de K (non nécessairement un sous-complexe), on appelle éloile de L
dans K (notation Six(L)) le sous-complexe engendré par les simplexes dont
une face appartient & L [7]; le sous-espace de | K| réunion des réalisations
géométriques des simplexes ouverts de L sera mnoté |L|: si s est un r-sim-
plexe, |s| est donc une r-cellule ouverfe. Une subdivision d’un complexe K
est un couple (K’, k) ou K’ est un complexe et # un homéomorphisme (on
supposera tonjours qu’un homéomorphisme est surjectif) :|K'|— | K| sati-
sfaisant & la condition suivante: pour tout simplexe & € K', il existe un
simplexe s € K tel que k(|8 |)C|s| et tel que la restriction de h & |s'| soit
linéaire par rapport aux coordonnées barycentriques dans |s'| et [s|. Une
subdivision (K, k) est dite triviale sur un simplexe s€K s'il existe un §' €K’
(nécessairement de méme dimension et unique) tel que la restriction de A
4 |§'| soit un isomorphisme linéaire sur |s|; elle est dite friviale sur un
sous complexe L C K si la propriété a lieu pour tout s€ L. Si (K", k') est une
subdivision de K’, (K", hk') est une subdivision de K. Si (Ki, &), (Kz, hs)
sont deux subdivions de K, on dit que la seconde est plus fine que la pre-
midre §’il existe une subdivision (K., ) de K, telle que h, = k.
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Tout point x €| K| est contenu dans un unique simplexe ouvert |s| et
on posera Stx(x) = Stx(s): espace | Stx(x)| est un voisinage compact de x
(e polytope | K| est donc localement compact). On obtient un recouvrement
ouvert de | K| par des ouverts relativement compacts en considérant les
intérieurs (an sens de la topologie de | K |} des | Stx(a)|, ot @ parcourt len-
semble des sommets de K. Il revient au méme de considérer les étoiles
ouvertes obtenues en prenant la réunion des simplexes ouverts de sommet a.
Manifestement le recouvrement par les |Six{a)| est de type fini (i.e. chaque
ensemble ne rencontre qu’un nombre fini des autres) et il en résulte que
| K| est paracompact.

Soit X un espace topologique: un couple (K, h) oit » est un homéomor-
phisme de | K| sur X est appelé triangulation de X et le triple (K, h, X)
est appelé espace triangulé de base X; nous dirons que K est le squelelte de
la triangulation oun de I'espace triangulé. Si (K’, #) est une triangulation de
X elle est dite plus fine que (K, h) ou encore, en est appelée une subdivision,
si (K', h7'h) est une subdivision de K. Si X est un sous-espace de E”, une
triangulatien (K, k) de X est dite lindaire si, pour tout simplexe s€ K, la
restriction de % & |[s| est un isomorphisme linéaire sur un simplexe euclidien
de R Deux espaces triangulés X, = (K,, hy, X) de X, = (K,, h,, X), méme
base X sont dits linéairements équivalents (notation X, oo X,) si les triangu-
lations (Kq, ha), @ = 1, 2, admettent une snbdivisions commune. Si ces trian-
gulations sont déja des subdivisions d’une méme triangulation (K, k) de X,
les espaces triangulés X, sont linéairement équivalents. Il en résulte que
la relation X; oo X, est une relation d’équivalence. On appelle structure
linéaire par morceaux ou PL-strucfure sur un espace X, une classe ¢ d’équi-
valence linéaire d’espaces friangulés de base X. Muni d’une telle structure,
I'espace X s’appelle espace linéaire par morceaux ou PL-espace. S'il y a
lieu de préciser la structure o, on le note X,. Par abus de langage, on par-
lera souvent du « PL-espace (K, k, X)» an lieu du « PL-espace défini par
Vespace triangulé (K, I, X)». Tout squelette d'une triangulation appartenant
4 o est appelé un squelelle du PL-espace X, .

Les PL-espaces sont les objets d’une catégorie &PL dont les morphi-
smes sont les applications linéaires par morceaux ou PL-applications définies
comme suit. Soient X,, Y. deux PL-espaces et f: X — Y une application
continue entre les espaces sous-jacents; l'application [ est dite lindaire par
morceaux il existe des espaces triangulés (K, h, X)€o, (L, k, Y)€< jouis-
sant de la propriété suivante: & fout simplexe s€ K correspond un simplexe
t€L tels que k~'fh{|s|) soit contenu dans |{#]| et que la restriction de
E='fh & |s| soit linéaire par rapport aux coordonnées barycentriques
dans |s] et |#|. D’aprés un résultat de Mrunor [6¢], on peut méme
trouver des triangulations telles que k~'fh soit une application simpliciale.
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Les morphismes inversibles de cette catégorie sont appelés PL-~isomor-
phisimnes.

Soit A, le complexe simple &4 % -+ 1 sommets. Sa réalisation géomsé-
trique | A, ], munie de la triangulation (4,, é,) ou 4, est I'application
identique de | A, |, fournit I’exemple le plus simple d’espace linéaire par
morceaux: on V'appelle le PL-disque de dimension m ou mn-disque linéaire
par morceanx. Le bord de | A, | est un espace 3 | A, | homéomorphe & la
sphére S»—1; la restriction de 4, aux faces de | A, | définit sur 1 espace
2| A,| une PL-structure: le PL-espace de base 9| A, | ainsi défini est
appelé PL-sphére de dimension #-1. Par extension, un PL-espace qui est
PL-isomorphe & wun PL-n-disque (vesp. & une PL-n-sphére) est encore
appelé PL-n-disque (resp. PL-n-sphére). Un PL-espace X, est appelé
PL-variété de dimension # si sa structure contient un triple (K, h, X} tel
que, pour tout sommet a€ K, (Stx(a); 4, | Sik(a)]) soit un PL-disque de
dimension #n; ’espace X est donc nécessairement une variété topologique
avec on sans bord. Le PL-disque et la PL-sphére sont donc des exemples
de PL-variétés. Les PL-variétés et leurs PL-applications forment une
sous-catégorie IWFL de la catégorie &L,

Un complexe K est dit broumwérien (on pourrait aussi dire que K est
& éloiles plates) &’ il satisfait & la condition suivante:

(BR) - Pour tout sommet o€ K il existe un owvert relativenient compact
B,C RB* dont Uadhérence B, admel une triangulation linéaire de squelette
U éloile Stxla).

Autrement dit: le polylope du complexe Skla) admel une représentation g,.
lindaire sur chaque simplexe, sur U adhérence B, d’un ouwvert B, de R,. Une
telle triangulation T, = (Stx{a), g,) de B, est évidemment une (O”-triangula-
tion au sens de J.H.C. WHITEHEAD (8¢}, p. 160, Compte tenu du résultat
de J.H.C. WumEHEAD ([8a], p. 818) suivant lequel toute C"-~triangulation
d’une variété différentiable fait de celle-ci une PL-variété, on a la propriété
suivante: Si K est un complexe brouwérien, (K, i, | K |) est une PL-variélé.
La réciproque est inexacte: S.S. CAIRNS a en effet montré que (K, i, | K
peut 8tre une PL-variété sans que le complexe K soit brouwérien [2]. Plus
précisément, CAIRNS a construit pour tout n=4 un complexe K, non
brouwérien, tel que (K, 4, | K|) soit un PL-disque de dimension #n. Toute-
fois, d’aprés J. H.C. WHITEHEAD [8b] la réciproque est vraie sous la forme

affaiblie suivante: Toute PL-variété posséde un squellette brousmwérien.

2. Pour la simplicité, nous nous limiterons aux PL-variétés 9 sans
bord, c est-a-dire telles que, pour tout représentant (K, h, O} et tount
sommet a € K, celui-ci soit intérienur & | Stx(a)|: Supposons alors que K soit
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un complexe brouwérien: on @, pour tout @, une application g, 4, =
= | Stg(a) | — B, (o0 A, est lintérienr de | Stx(a)|) linéaire sur tout sim-
plexe et, si A,,=A4, N A4, est non vide, on a une transformation

Gab— gagb_I: Bba _— Eab; EaLb = ga(Z{ab) :1: Eba = gb(gab)'

Cette transformation est ¢galement un isomorphisme linéaire sur tout
simplexe (plus précisément sur toute image dans B,, d’un simplexe
38,CAaby SEK}'

Rappellons [4a], [B] qu’étant donné un espace topologique E on appelle
homéomorphisme local de E wun homéomorphisme f: U-— ¥V d’un ouvert
U de E sur un autre V. Un ensemble I' d’homéomorphismes locaux
constitue un pseudogroupe si on a les propriétés suivantes: (1°) si f:
U-— V appartient a I, f~2: V— U y appartient aussi; (2°) si f: U— V, f":
U-—7V' appartiennent a I, le pseudocomposé f'f: f~(VOU)—~f(VNTU)y
appartient aussi; (3°) si f: U-— V est une bijection entre deux ouverts U, V
de E et si U -est réunion d’une famille U; d’ouverts plus petifs tels que les
restrictions f; ==f | U; appartiennent & T, alors f y appartient aussi; (4% les
sources U des f: U~V appartenant & ' recouvrent K. Soit X un nouvel
espace topologique. .Un atlas & de X vers E compatible aveec T (ou T-
atlas) est un ensemble de cartes locales f: U— V (i.e. d’ homéomorphismes
d’un ouvert U de X sur un ouvert V de E) dont les sources U recouvrent
X et tel que, pour toute autre carte g: B — S de I’ensemble, le changement
de cartes fg=: g{U N R)— f(U N R) appartient & L. On écrit &: X—(E, I)
ou &: X— E. Deux atlas sont équivalents si leur reunion est encore
compatible avec I'; on démontre que la réunion des atlas équivalents 2
Pun d’enx est un atlas équivalent & dit complet par rapport a I' (il n’est
pas complet par rapport & un pseudogroupe strictement plus grand que T).
Un I'-atlas complet on une classe de I'-atlas équivalents définit sur X une
structure de ftype spécial dite structure d’espace localemeni isomorphe &
(E, T'). On dit aussi structure de T'-espace ou T-structure.

Revenons & la PL-variété 9 de représentant (K, &k, ) ot K est
supposé brouwérien. Désignant par 4, et B, les intérieurs de A4, et
B,, les restrictions f,: 4,— B, des g, aux A, constituent un atlas &g
dx de O par rapport & R compatible avec le pseudogroupe A, formé des
homéomorphismes locaux f: U~V de R* du type suivant: pour tout wel/
il existe uun voisinage compact P, CU muni d une triangnlation linéaire
(L, k) de telle sorte que, pour tout simplexe ssL, la restriction de fok &
|s | soit un isomorphisme linéaire sur un simplexe euclidien de V. (Il re-
vient an méme de dire que (L, fok) est une triangulation lindaire de

dnneli di Matematica 47
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f(Pz) C V). Ce pseudogroupe sera appelé le pseudogroupe des homéomor-
phismes locaux linémires par morceaur de B*.

Soit (K’, I/, ) un autre représentant brouwérien de la PL-variété 9 a
laquelle correspond un autre atlas dg, de &) par rapport & R* compatible
avec A,. En utilisant une subdivision commune des triangulations (K, h),
(K', ®) on voit que les atlas dx et dx, sont A,-équivalents, co qui condnit
au résulfat suivant.

TaroriMe 1. - Pour foute PL-variété ¢ les atlas lg: &) — R"* com-
patibles avec A, définissent sur I espace lopologique paracompact ©) une
structure d’espace localement isomorphe & (E", Ax} indépendante du squelelle
K. V.

3. Sur une variété topologique paracompacte 9, soient S = S() Ven-
semble des structures d’espace localement isomorphe & (R”, A,) et T'= T\9))
P’ensemble des structures de PlL-varieté. Le théoréme 1 affirme I’ existence
d’une application ¢: TS et le théoréme suivant d’'une application
9: S— T telle que .o soit 'identité. Le théordme 4 affirmera que 9ot
est aussi 1’identité. De 13 découlera le résultat fondamental (théoréme 4), &
savoir que ¢ et ¢ sont des bijections inverses l'une de 1’anfre.

THEOREME 2. - Soient S) une variété topologique paracompacte et & un
atlas complet de ) rapport & R", compatible avec A,, définissant sur )
une structure o d’espace localement isomorphe a (B”, A,). 1l existe une
triangulation brouwdérienne (M, m) de la variété 0, munissant celle-ci d’ une
PL-structure © et telle que U atlas associé Sy soit éguivalent & C.

La démonstration fait 1’objet des nos 4 et H; elle repose sur un
certain nombre de lemmes,

LeuME 1. - Soient Bi, ... By un nombre fini de compacts dans B" et
(Ku, hy) des triangulations linéaires de cewx-ci, a=1, 2, ..., k. 1l existe
une triangulation linéaire (K, h) de la réunion B=B,U .. U B, suatisfai-
sant o la condition swivante: pour ftout a, il existe un sous-compléxe
K, CK et une subdivivion (K',, I';) de K, telle que h.l', soit la resiriction
de h o |K,)|-

Il suffit de faire la démonstration pour k=2 en supposant que B, et
B, sont des simplexes, ce qui ne présente pas de difficulté; on passe alors
an cas général par récurrence.
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LemMe 2. - Soient f: U-— V wune transformation du pseudogroupe A,
el (K, h) une triangulation linéaire d’ un compact B C U. Il existe alors
une subdivision (K', W) de K ftelle que (K, foheh') soit une triangulalion
lindaire du compact f(B)C V.

En vertu de la définition de A, et du lemme précédent, on peut cons-
truire un compact B’ ftel que BC B CU et possédant une triangulation
linéaire (T, #) telle que (T, f#) soit une triangulation linéaire de f(B). On
appligue alors & nouveau le lemme précédent pour

(Klz hx) = (K: h); # Kz,, hz) =T, t)# B, =8, B,=F

et on prend pour K' le sous-complexe des scK d’image #(|s|) dans B et
la restriction %' de R & | K'|.

Lemme 3. - (J. H. C. Whitehead-J. Munkres). Soient K wun complexe et
L un sous-complexe. Pour foule subdivision (L', I'y de L, il existe une subdi-
vision (K', k) de K salisfaisant oaux conditions suivantes: (a) L' est un
sous-complexe de K’ et | est la restriction de k' & | L'|; (b) la subdivision
(K', k) est triviale sur les simplexes de K w appartenant pas & Stx(L).

La démonstration s effectue en montant sur les squelettes et ne pré-
sente pas de difficulté (voir [7], p. 683 voir aussi [8a], addendum p. 815).

Soient ©) une variété topologique et {0O;}4elN une suite croissante de
sous-ensembles compacts la recouvrant. Soit, pour tout ¢, une triangulation
(Ki, ki) de O; et supposons que K;., contienne un sous-complexe K; .,
auquel corresponde une subdivision (K; ., % ;) de K; telle que b , soit
la restriction de Ry, & | Ki ,|. Dans Ky, on a dés lors le sous-com-
plexe K; ,C Kit,, : formé des simplexes seK;,, , dont I'image par R
soit dans Kj; ;; si A , désigne la restriction de Ay, 1+ & | Ki 2|, (Ki o, 5, 2
est une subdivision de K; , ef la restriction de %;., & | K; .| coincide
avee Mioh; 1oh;y .. Par induction on définit alors une famille double de
complexes K; , tels que

Ki p CKig1,p-2 C oo CKigp, 0= Kiyp

avec des applications

hi’p: !Ki,p%h"f«Ki,;p—li

qui soient les restrictions des Ay, ,. aux | K; pi: (K; p, ki p) est donc
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subdivision de K; ,,. En résumé on a le diagramme commutatif ci-apres.

N N N N N
b, s by, - Iei, Bi, pas
Ki € Ki‘l € Kl’z e & Ki yl €—“”"Kl’p+1
M N M M
RBiga, 1
Ki+1 € Ki+1, 1 € e € Ki+1, p—1 € Ki~+~1, »
] N N N
] Ki‘.,z < . €"‘“"*K{+2,p"2< “““““ K‘i_d}.z,p..j
| | N N
\
[ .
N N
hi+p,1
Ki—!—p < Biyp,n
N
! Kiipia
h, Bia S Toigs hisy i Bisypia
v v v v v

0; C 044 C 0,41 C ceo C Oirp C O ipia

LeMMe 4. - Avec les hypothéses précédentes, supposons qu’il exisle un
r > 0 tel que, pour p2>r, la subdivision (K, ,s, by, pot) de K , s0il triviale.
Dans ces conditions, il existe une triangulation (M, m) de ©) vérifiant la
condition suivante: pour tout i, il existe un sous-complexe M,C M el
gue (M, m,) (ot m; désigne la restriction de m o | M;|) soil une ftrian-
gulation de O; plus fine que (K, h,).

11 suffit de définir M comme limite inductive des K; , par rapport aux
injections K; ,-— Ki;j, » obtenues par composition des applications

w— —_1
hi 5 el hi 1, g

> | Ki, 1 | > .. > Ki,ri | C| Kigjy o |-

§Ki,r§



P. Dovrcrer: Veariétds lindaires par moreeaur el veriétés combinatoires 373

On prend alors pour m: | M]— % la limite inductive des applications

hi, » ki, 1 hi
— l Ki, Py l > > I Ki ‘

| K, »| —> 0

et pour M; I’image canonique de K; , dans M.

4. Passons maintenant & la démonstration proprement dite du théore-
me 2. Il suffit de faire la démonstration dans le cas ot 9 paracompacte
est comnexe. On peut alors remplacer 1'atlas complet donné par un atlas

fl:{f,-: Ui~ V; ' ’iEI},

indexé par un ensemble fini ou dénombrable I, satisfaisant aux conditions

suivantes: (a)U; et Vi sont des compacts de S et R* respectivement;
() chaque U; ne rencontre qu’un nombre fini des U;, jel, [1]. Un tel
atlas sera appelé atlas relativement compact et de lype fini. Soit W le
recouvrement de 9) formé des U;: il existe un recouvrent TNl de méme
ensemble d’indices I par des ouverts W;tels que W; C W.C U;; les W; sont
compacts. On posera T;=/fy{W;) d’ott T;C V;,. On commence par recou-
vrir T; par un nombre fini de simplexes euclidiens contenus dans V; et
soit ¢; la réunion (compacte) de ces simplexes. En vertu du lemme 1, il
existe une triangulation linéaire (L;, I;) de §; qui domne liew & wune trian-
gulation (L;, k;) du compact P;= fi~4(Q) C U;, avec k;= fi—*;. Ces trian-
gulations satisfont & la condition suivante:

(4.1) pour tout sel;, la restriction de fiki & | s | est un isomorphisme
linéaire sur un simplexe euclidien de V;.

On se propose de construire une triangulation (M, m) de ©) satisfaisant
la condition suivante:

(4.2) 4l existe pour tout i wun sous-complexe T; de M tel que, désignant
par b la restriction de h o | T; |, (T;, &) soit une triangulation de P; plus
fine que (L;, ki)

A cet effet, choisissons un indice 4,el ef soient
Pl,oz"-Pio, P19 15 ere s P:; iy

les P; en nombre fini qui rescontrent P;; on désignera par O, leur réunion.
Celle-ci n’est rencontrée que par un nombre fini de P; distincts des
précédents, soient par Py, .., Py, Soit 0, la réunion de ceux-ci et de 0.
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Par récurrence on définit alors une suite croissante 0,, ..., Ouyey, O,, ... de
compacts, chaque O, étant la réunion (finie) de O,_, et des P; qui rencon-
trent O,—, sans y &tre contenus; ces P; sont mnotés P, ;, .., Pu,.. Pour
la facilité nous rangerons les P; dans la suite

PO:P%: Pl:Pl)ly"' Pklz 1, ks ka-i-l:‘:Pz’l;"'J Pk1+k2=P2: kys eers
de facon générale
(43} Pm: il 1:_;_1{1:5, si 7%=k1+ e +kj+l, Z_S_kj+1~

Ceci revient & supposer que les indices icl sont remplacés par des indices
me N, I’indexation étant conforme & ce qui précdde. A partir de maintenant
¢’est toujours de cefte indexation qu’il s’agira.

I1 y a lieu d’observer que la variété ©) étant supposée connexe ef les
W C Py, recouvrant la variété,' celle-ci est réunion des O,.

Nous avons déja construit une triangulation (L,, K,) de P, satisfaisant
4 la condition (4.1) ci-dessus pour ¢=0. Nous poserons

Py, =P, UP, U .. UP,_,

et nous supposerons avoir construit une triangulation (Tp—:, 1) de Pp_,
satisfaisant aux conditions suivantes:

W=l

(4.4, m) pour tout r < m, il existe un sous-complewe T, C Tp—y tel que la

restriction ©. - de T 0 T, engendre une triangulation (T, 7" "") de P,

plus fine que (L,, k,.);
(4.5, m) Pour tout simplexe scTy., dont Uimage tn.,(|s|) rencontre P,,
cette image est confenue dans U, , r < m.

De (4.1) et (4.4) il résultera encore que

(4.6, m) Pour tout simplexe seTy, el fout r <m fel que <5_(|s|) soit
contenu dans P,, la restriction de f,ts_, & |s| est un isomorphisme
linéaire de | s | sur un simplexe euclidien de V, .

Cela étant nous allons construire au n°® 5 une triangulation (T, <)
de P;. telle que:

(4.7, m) il existe un sous-complexe Tm_, C Try o une subdivision (Tm—i, <)
de Ty, telles que t,_,% soil. la resiriction de ty, & | Ty |;

(4.8, m) il existe un sous-complexe Ty, C T, tel que la restriction vy de tm &
| T | donne a liew & une triangulation (Tm, tm) de Pm plus fine que (Lm, k).
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(4.9, m) pour tout simplere seT* dont U'image t(|s|) renconire P,
cetle image est contenue dans U,,.

Il en résultera notamment que (7, Tw) vérifie les conditions (4.4, m 1)
et (4.5, m 4 1) ce qui permettra de construire (I)%, , t* ) et ainsi de suife.

5. Considérons les intersections mon vides P, NP, C U,, v < m; elles
correspondent & un nombre fini »,, ..., 7, de valeurs de r. Les n-simplexes
8¢lp- dont Vimage <5 _(|s|}) rencontre P, N P, (image qui est alors
entiérement dans U,) engendrent un sous complexe

T::Z-—l, » C Tnt—1 et T:@—1HTZ—1, r;)
est un compact contenu daps U, N Py, et contenant P, N P,. Soient:

Ay Vimage de | T [par tm—y,1; Th—, » la restriction de cette application ;
By Iimage de A, par f,.: U,.— V,.. En remplagant au besoin (7, ts_) par
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une triangulation plus fine, on peut supposer que 4,,, CU,,=U,NO U, et
done qoe B,,, C V. =/(U,m). Dans ces conditions,

(T;‘;l—l, Ty gr); g» :fr Tnj-—-—l, 7

est une triangulation linéaire de B, . Soit B, = [ {Bym) 00 [, =[wl*
est le changement de la .carte [, vers la carte f,,. En vertu du lemme 2 il
existe une subdivision (T_i,,, &) de Tm_, » telle que (Tp_s, », fmr@etr)
soit une triangulation linéaire de B,,,.. D’aprés le lemme 3, il existe une
subdivision (7,,_,, #) de Tm—y telle que T,,_;, , soit un sous-complexe de
T,_y et que ¢, soit la restriction de ¢ & | Ty, |. Faisant r=1r,, la
subdivision (7,,_;, ) sera notée (TS ., t%) et nous remplacerons la trian-
gulation {T,_,. tm—) de P,_, par (5., Tl ), Ty == Th_10t®. La méme
construction appliquée & celle-ci en faisant ¢ =, nous conduit & une triangula-

tion encore plus fine (T4 ,, ¢*) de Ty, et & une triangulation, plus fine

également (Tfﬁ)_l, Ti,'ﬁ.l) de P;,_,. De proche en proche on aboutit finale-

ment 4 une triangulation (Tiﬁf_)..l, ':E;f}wl) plus fine que les précédentes et

véritiant toujours les conditions (4.4), (4.5) et (4 6), cefte derniére étant com-
plétée par la suivante:

(5.1) pour tout simplexe seT®  dont I'émage rencontre P, celle-ci est
contenue dans U, et la resiriction de [,<* & |s| est un isomorphisme
linéaire sur un simplexe euclidien de V...

1’ ensemble des ces n-simplexes engendre un sous-complexe S, C T,

ayant pour images des compacts
Ay =Tl S|} C Pis O U €6 By = fonlAms) C Vi
ceux-ci admettent des triangulations

(Sm-1, Um—t)s (val; bm—l)
ol @, ost la restriction de

@ A | Sporf et on Pon a by = fmo®m_s;

en outre la derniére triangulation est linéaire. Considérant d’autre part les
triangulations

(Lm’ km) de Pm et (Lmv fm'i’km) de Qm:fm(Pm}’
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cette dernidre étant lindaire, il existe en vertu du lemme 1 une triangu-
lation (S, ») de A4,..UP,CU, satisfaisant aux conditions suivantes:

(1!

z ’fm-l

S;n-—l
h' l

8
h T

Ty
e

(@) en composant f,, avec h on obtient une triangulation linéaire (S, f,<h)
de B,,_.UQ,CV,; (b) il existe des sous-complexes §'y,_,, T, de S et
des subdivisions (8,1, #), (T, #') de S,.. et L, respectivement, telles
que Q,, .10k et k,oh" soient restrictions de h & | &, .| et | T,]. Ap-
plicant alors le lemme 3 on obtient une subdivision (75, 1) de e,

telle que %' soit la restriction de © 4| 8,2 | . On supposera les complexes

. . - . . £
5. et § dintersection réduite & §,,_,; leur réunion Tw donne alors

lienw & une triangulation
‘ :z: Tj@} de sz.?;._l U Pm

ottt} cotncide avec ©°¥, ot sur f T;‘;’;..l{ et avec i sur | §|. Cette triangulation
vérifie bien les condiftions annoncées. (4.7, m), (4.8, m} et (4.9, m).

Annali di Muatematica 48
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Supposons P, = P;; comme en (4.3) et donc P, C Ojy1. Les Py, ..., Py,
considérés ci-dessus et quni rencontrent P, appartiennent donc eux-mémes
& 0Oj;,. Notons que chaque fois que l'on est obligé de recourir & une
subdivision de la triangulation de P,,—,, celle-ci subdivise des simplexes
dont I’image est dans P, U .. U P, et, en vertu du lemme 3, on peut la
construire telle qu’elle soit triviale sur les simplexes n’appartenant pas &
I’ 6toile des précédents. Il en résulte que I’on ne snbdivise pas effectivement
les simplexes dont V'image est dans O;_,. On voit donc qu’en se limitant
aux triangulations (T,,, 7.) correspondant aux valeurs de m telles que Py
soit un"0;, (i.e. m=Fk, + k + ..+ k;), on est dans les conditions d’apli-
cation du lemme 4 pour »=3. Ceci definif la triangulation cherchée
(M, m) de 9; celle-ci définit bien une structure de PL-variété car tout
sommet o doit se trouver dans un W, et la restriction de m a |Sia)]
suivie de f,, engendre un C'-complexe au sens de J. H. C. WHITEHEAD
(voir [8a], théoréme B, p. 818); la démonstration de WHITEHEAD montre que
cette étoile est une PL-cellule. La triangulation est évidemment brouwérienne.
On voit en méme temps que ’atlas dy est A,-équivalent & 1’atlas donné d.

Si Pon remplace celui-ci par un autre atlas &' équivalent et lni anssi
localement compact et de type fini (voir le n® 4), on obtient une nouvelle
triangulation (M’, w') de ). Pour voir que celle-ci est équivalente & (M, m)
on peut considérer V'atlas réunion d"=& U &' qui est encorc du méme
type. Dans cette réunion on considérera la réunion des familles de
compacts P construites pour & et d’. Sur ces compacts on considérera
les triangulations (L, k) obtenues par restriction des triangulations (M, m)
et (M’, w’). On construit alors une triangulation (M", m") relative & {” et
vérifiant 1 analogue de la propriété (4.2). Il en résulte que (M", w") est une
subdivision commune de (M, m) et (M’, m). Lorsque d=¢’ le méme
raisonnement montre que la PL-structure t définie par (M, m) est indépen-
dante du choix de la famille de compacts P. On voit ainsi que la structure
t ne dépend pas de Patlas & définissant la structure o et des constructions
utilisées sinon de la structure o elle-méme,

Ceci achéve la démonstration du théoreme 2.

6. THROREME 3. — Soieni @) une variété topologique munie &’ une triongu-
lation brouwérienne (K, h) et o la structure d espace localement isomorphe &
(R",*A,) définie pas Uallas Elx. La PL-structure © associée a o par le théoréme
précédent coincide avec la PL-structure définie par (K. h).

En effet, Vatlas 8g={f,: 4,— B, | a € K| (voir le n° 2) est relative.
ment compact et de type fini: il peut donc servir immédiatement dans la
construction des. n° 4 et 5 pour obtenir la structure t associée & o. Il est
clair que les compacts P, et les triangulations (L,, k,) qui en découlent
conformément au n° 4, jouissent de la propriété smivante: a touf simplexe
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t€ L, correspond un simplexe s€K tel que A 'k,({1])C|s. et que la

restriction de A%, & || soit linéaire. Il s’ensuit que la friangulation

(M, m) de ) constraite & partir de 1'atlas Cx est une subdivision de (K, k).
De 1a on déduit, comme corollaire, le

TatorBME 4. - (Théoréme fondamenial). Soient ) une wvariélé topolo-
gique paracompacte, S Uensemble des structures sur @) d’espace localement
isomorphe & (R", A,) et T Uensemble des PL-structures de ©). Les appli-
cations $: T— 8 et ¢: S— T définies par les théorémes 1 ef 2 sont des
bijections réciproques U une de U’ aulre.

De 1& on déduit que tout ouvert d’une PL-variété admet une PL-struc-
ture induite et qu’est valable le principe du recollement des morceanx:
une structure de PL-variété sur un espace X est déterminée par les struc-
tures induites dans les ensembles d’un recouvrement ouvert de X. En parti-
culier R" et ses ouverts sont canoniquement des PL-variétés; les transfor-
mations du pseudogroupe A, sont des PL-isomorphismes d’un ouvert de
R* sur un autre. Comparer [9 o et b].

7. Sur un espace topologique X, une PL-structure est une structure
frés forte. On introdunit une notion plus faible en considérant une relation
d’ équivalence «faible» entre espaces triangunlés

Xa:(Kaa h’a; X)y a=1, 2,

de méme base X. Deux tels espaces sont dits combinatoirement équivalents
§’ il existe des subdivisions (K, k,) des K, & p'a,rtir d’un méme complexe K,
sans imposer que &k, et h.k, soient le méme homéomorphisme de | K|
sur X comme dans le cas de I’équivalence forte: celle-ci entraine donec
Y équivalence faible. Soit alors f 1’homoméomorphisme de X sur lui-méme
rendant commutatif le diagramme suivant:

| I |
bk / Toks

¥ N

X - » X
f’

On voit que les espaces triangulés X, sont combinatoirement équivalents si
et seulement s’il existe un homéomorphisme / de X lui-méme tel que les
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triangulations (K,, fe h,) et (K., h) admettent une subdivision commune
ou telle que [ transporte la PL-structure définie par (K;, k) sur celle
définie par (K,, h.). La Houptvermulung (dans sa forme faible) affirmait que
deux PL-structures sur un méme espace topologique sont toujours transfor-
mables I’une dans I'auntre par un homéomorphisme de X sur lui-méme. On
sait maintenant que cette conjecture est fausse, MILNOR ayant construit deux
PL-espaces de dimension 7, homéomorphes mais non PL-isomorphes [6b].
Toutefois ces PL-espaces ne sont pas.des variétés eft la Hauplvermuiung
limitée aux variétés topologiques demeure ouverte.

Une classe d’équivalence combinatoire d’espaces friangnlés de méme
base X ou, ce qui revient au méme, la classe correspondante de PL-espaces,
définit sur X une structure d’espace combinatoire; on notera que les PL~stru-
ctures de X dont la réunion constitue une structure combinatoire sont foutes
isomorphes entre elles: la PL-structure abstraite correspondante est donc
un invariant de la structure combinatoire. Une structure combinatoire sur
X peut encore étre définie par (@) un PL-espace T; (b) un homéomorphisme
t: T— X; deux triples (T, ¢, X), (1", ¥, X) définissent la méme structure
combinatoire si 7 et T’ sont des isomorphes; PL-espaces . Si I est une
PL-variété, |’espace combinatoire défini par (T, {, X) est appelé wvariédlé
combinatoire.

Soit 8 une variété différentiable de classe (" au moins. Bappelons que
I’on appelle C"-triangulation de ©) une triangulation (K, &), h: |[K | ~— ),
telle que, pour tout n-simplexe s€ K, la restriction de » a I'adhérence
o de |8 | est différentiable de classe O (i.e, ¢ étant supposé linéairement
plongé dans R* h | o se prolonge & un voisinage ouvert de o dans E" en
une application différentiable de classe C” au sens classique). Un théoréme
fondamental de J.H.C. WHITEHEAD [8a, ¢] ¢’ énonce comme suitf.

Si (Ki, i), i =1, 2, sont deux Cr-triangulations d une variélé diffé-
rentiable ©) de classe O, r=1, alors ces triangulations sont combinatoire-
ment équivalentes.

Compte tenu du théoréme de CAIRNS [2a¢] suivant lequel toute variété
paracompacte de classe O7 admet une (7"-triangulation, ce résultat est
équivalent au suivant.

Soit X un espace paracompact et notons D"\X) Uensemble des structures
de Cr-variété dont il peut éire muni; noltons de méme INX) I’ensemble des
structures combinatoires dont il peul éfre wmuni. Il existe une application
canonique

(7.1) | yx: D(X)— I(X)

telle que si o€ D"(X) et si (K, h) est C-triangulation de la variété O = X,
alors (K, h, X)€1x(o).
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La structure combinatoire y.(c) est dite sous-jacente & la structure dif-
férentiable a.

Le probléme se pose de définir une catégorie des variéiés combinatoires
{(plus généralement des espaces combinatoires). Ce que sont les objets d’une
telle catégorie est bien clair, mais il n’en va pas de méme pour les mor-
phismes. Compte tenu du théoréme ci-dessus de J.H.C. WITHEHEAD, il serait
évidemment souhaitable de définir ces morphismes de telle sorte que toute
application différentiable d’une variété différentiable ©) daus une autre ¢/
soit un morphisme pour les structures combinatoires sous-jacentes. Dans ces
conditions, l’application yx de (7.1) donnerait lien & un foncteur de la
catégorie des variétés différentiablee dans la catégorie des variétés combina-
toires. La chose serait aisée si I’on était assuré de pouvoir C"-irianguler &)
et <)/ de maniére & ce que f devienne une PL-application pour les PL-structures
correspondantes. J’ignore si un tel probléme a été étudié jusq’iei.

8. Revenons an pseudogroupe A, et soit f: U— V une de ses tran-
sformations. Soient xe U, £ un vecteur quelconque de R ef considérons les
points #=wx 41 .§, A étant réel et > 0: ils appartiennent & U pour A
assez petit et en outre il existe un >0 et un vecteur y de RB* tels que

fle 4 28 = flw) + Aem pour 0< X <e.

Ceci permet de prolonger [ en une application f aux vecteurs tangents de
telle maniére que le vecteur (x, §) d’origine 2 et équipollent a £ soit
transporté sur le vecteur d’origine f(x) équipollent & 7%:

(flx, &) = (fla), m).

Dans cette notation un vecteur d’origine dans U (resp. V) est identifie

4 un point de U X RBR* (resp. VX R* et on a f UX R'— VX BR»,
transformation qui commute avec la multiplication d’un vecteur (x, £) par
un scalaire réel A>0: en posant

(wy g) == Eaf): )‘Ex = (’m; )k.E).,
on a

~ ~

On a aussi un diagramme commutatif

Ux B L v R

l l

v 1.y
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dans lequel les fléches verticales représentent les projections sur le premier
facteur.

Toutefois, appliquée aux vecteurs d origine &, 1’ application f nest
pas linéaire; en particulier f(—&,) n’est pas en général un maultiple
de f(£,). De plus f est en général discontinue.

Pour £,4=0 on peut considérer la classe {£,} des AE,, A >0: Ven-
semble de ces classes constitue unn espace S"™! homéomorphe &4 S~ ef
muni d’une structure naturelle de PL-sphére invariante par les opérations
du groupe d’isotropie II, du pseudogroupe A, en x; en outre f induit
un isomorphisme de S3 " sur Sf . On peut considérer 1 espace
fxz} X B* des vecteurs tangents en x comme un cone (,==0S; " de sommet
x et de base S”%. De nouveau f induit un isomorphisme de C, sur Cp,
compatible avec la multiplication par les scalaires > 0. La structure de C,
est celle d’un cone de base une PL-(n-1)-sphére et sur lequel opére un
groupe II isomorphe & Ily; cetfe structure pour laquelle les génératrices du
¢dne ont un sens intrinséque {{:e. invariant par II) est plus précise que la
strocture de PL-n-cellule ouverte qui lui est sous-jacente.

On notera que les applicafions f opérant sus RB* X B* constituent un psendo-
groupe A, prolongeant holoédriquement le pseudogroupe A, [4c, chap. IIL
§ 1, 4]. On en déduit que tout atlas &: -~ (RB?, A,) se prolonge canonique-
ment en un atlas &: C(9)) — (R*, A,) ol C(9)) est un ensemble muni d’une
projection p sur 9 compatible avec les cartes de et . Cet ensemble,
muni de la structure définie par Iatlas & et la projection p, est défini &
un isomorphisme prés: nous U appellerons !'espace conique des wvecteurs
tangents 3 la PL-variété ©). Toute transformation feA, est de la forme

(8.1) (o0, ) — ([ (@), 12+ 9)

ot v est. une application de la source U de f dans le groupe II, y(x)=vz.
Cette application se déduit canoniquement de f et le - de (8.1) indique
1’ opération du groupe II sur R” = CS"~7. Les applications y constituent, an
sens de [4c, chap. V, § 2, I] une classe locale L d’applications des ouverts
de R» dans le groupe 1l opérant sur OS"*. On en déduit que O(%)) est
aussi muni d’une structure L-fibrée de base ©, fibre US"~’ et groupe struc-
tural II. Nous reviendrons ailleurs sur le lien entre cette structure fibrée
et le PL-microfibré tangent 3 la PL-variété ©) défini par J. MiLNor [6¢c].
Lmi sont associés de fagon évidente un espace fibré de fibre S"—* et un
espace fibré principal de fibre~groupe Il. On notera encore que I’application
) — C(%)) peut dtre interprétée comme un foncteur covariant de la catégorie
VPL des PL-variétés dans la catégorie des espace L-fibrés de base une
PL-variété, de fibre CS"~* et de groupe structural IL
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