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Au Professeur Enrico Bompiani, pour son Jubild scientifique~ 
en tdmoignage de +non admiration, 

R6sum6, - On connait te r61e important jo~d par la notion de varidtd combinatoire dans 
dans les ddveloppements rdeents de la topologie dif~rentielle [6], [8], Une structure 
combinatoire sur une varidtd topotogiq~e ~Q s'identifie ~ u n e  classe de triangulations 
isomo~Thes de ~ (i. e. deux q~elconques d'entre elles sont obtenues O~ partir  de com. 
plexes simpliciaux qui admettent des subdivisions isomo+Thes). I t  convient de considerer 
en outre une relation d'dquivalence plus forte ddfinissant des structures de "varidtds 
lindaires par morceaux"~ une structure eombinatoire eorrespondant ~ u n e  elasse de 
structures lindaires par morceaux "homdomorphes ". Nous montrons que cette notion 
est dquivalente, sur une varidtd paracompacte, d cells de Structure d'espace localement 
isomorphe d R n munie du pseudogroupe des homdomorphismes tocaux lindaires par  
morceaux, On montre aussi que les varidtds lindaires par morceaux forme+~t une 
catdgorie qui admet un foncteur covariant associant ~ cha~ue objet o~2 de la catdgorie 
un espaee fibrd C(6~) de "cOnes tangents". 

I n t r o d u c t i o n . -  On connait le r61e jou~ par les notions de PL-variOt~ 
(vari6td lin~aire par morceauxl et de vari~t~ combinatoire dans les d~velop- 
pements r~cents de la topologie diffc!rentielle. ~ku sujet des premibres 
E. C. ZEEMAN [9a] et l ' au t eu r  [4b] ont~ ind6pendamment  l ' u n  de l ' au t re ,  
(~none~ le rdsultat  suivant lequel une vari~tO polyddrale ~2) peut ~tre d~finie 
par an  atlas de ~'~ par rapport  /~ R n compatible avec le pseudogroups des 
isomorphismes locaux lin6aires par morceaux. On trouvera ci-dessous une 
dOmonstration compl+te de ee r~sultat. Nous introduisons aussi une notion 
d'(< espace tangent  >> ~ une PL-var i~ t~ :  cette notion est li6e aux PL-mic ro .  
fibres de ~fILNOR [6¢] &une  manibre sur laquelle nous reviendrons ailleurs. 
Enfin  nous proposons des d~finitions pr~cises qui dis t inguent  (< PL-var i~ td  ~> 
et <~ vari~t6 combinatoire >>. Elles s '~car tent  quelque peu de la terminologie 

(*) Co travail d~veloppe des exposds faits au Sdminaire math6matique de l'Ecole 
do Physique et Mathdmatique de 1 ~Universit~ Centrale du Vgn$zudla (Caracas) en mai 1961. 
(Voir [4-b] ). 
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habituel le  mais nous paraissent  plus conformes aux usage en thdorie des 
s t ructures  [5, 4a]. 

Avec nos d6finitions, une s t ructure  de PL-var i~t~  (resp. de vari~t~ com- 
binatoire) est d~finie sur  un espace topoIogique X sans uti l iser  une triangu- 
lation particull~re, tout comme une s t ructure  de vari~t¢ diff~rentiable dolt 
~tre d~finie sans faire usage d ' une  famitle particuli~re de cartes locales. 
De plus, la notion de vari~t~ combinatoire  introduite ici est telle que ]e 
th¢or~me de J. H. C. WHITEHEAD sur tes C"- t r iangulat ions  [8a, c] s '~nonee 
eomme sui t :  A toute structure de C"-varidtd sur un espace topologique para. 
compact X correspond canoniquement une structure combinaloire unique sur X. 

De m~me, ia Hauptvermutung pour les variCt~s topologiques (para-com. 
pactes) peut  s '4noncer:  Toute vari~t~ topologique admet au plus une s t ructure  
combinatoire  compatible  avec sa topologie. 

Rappelons  que 5. H. C. W~ITEHE~D appelai t  <(vari(it~ combinatoire  ~ une 
varidt~ munie d ' une  t r iangulat ion fixe astreinte ~ v~rifier une condition 
locale (Stoiles de BROUWER). De m~me, la d~finition de MILNOR (voir [6a], 
p. 4) d' une PL-var i~ t~  est relat ive a una t r iangulat ion fix~e~ En outre il ne 
fair pas de distinction precise entre une (< PL-vari~t~)) et une <( vari~td 
eombinatoire  )). 

1. Pa r  ((complexes) K on entendra un <(complexe simplicial  abstrai t  
localement fini)> et on r(ipresenter a par  I KI  l 'espace topologique associd, aussi  
appel~ le polytope de K [7]. Rappelons que si L est un ensemble de sim- 
plexes de K tnon n~cessairement un sous-complexe}, on appelledtoile de L 
dans K (notation StK(Lt) le sous-complexe  engendr~ par les s implexes dont 
une face appart ient  ~ L [7]; le sous-espace  de I KI  ~ r4union des r~alisations 
g~om~triques des s implexes ottverts de L sera not~ I L l :  s i s  est un r -s im- 
plexe, l sl  est donc une r -ee l lu le  ouverle. Une subdivision d ' u n  Complexe K 
est un couple (K', h) ou K '  est un complexe et h un hom~omorphisme (on 
supposera  toujours  qu' un hom6omorphisme est surjectif) h : i K '  I ~ I K I sati- 
sfaisant h la condition suivante:  pour  tout simplexe s 'EK' ,  il existe un 
s implexe s E K  tel que h ( I s ' i ) C I s ]  et tel que la restr ict ion de h ~t Is' 1 soit 
lin~aire par  rapport  aux eoordonnSes barycent r iques  duns I s'l et Is !. Une 
subdivision (K', h) est dire triviale sur un simpte~ce s E K  s~il existe un s'EK' 
(n~cessairement de m~me dimension et unique) tel que la restr ict ion de h 
i~ Is 'l  soit un isomorphisme lin~aire sur  Is] ;  elle est dire triviale sur un 
sous complexe L C K si la propr i~t~ a lieu pour tout s E L. Si (K', h') est une 
subdivision de K', (K", hh'} est une subdivision de K. Si (K~, h~), (K2, h~) 
sont deux subdivions de K, on dit que la seconde est plus fine que la pre- 
miere s ' iI  existe une subdivision (K~ h) de K~ telle que h2--h~h. 
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Tout point o~E[K] est eontenu duns un unique simplexe ouvert  Is I et 
on posera StK(x)~ StK(S): l 'espace ISt~(0~)l est un voisinage compact de x 
(le polytope [ K  / est donc loea lementcompact ) .  On obtient un recouvrement  
ouvert  de !K!  par des ouverts re la t ivement  compacts en consid~rant les 
int~i:ieurs (au sens de la topologie de I K I) des iStK(a)l, off a parcourt  Fen- 
semble des sommets de K. I1 revient  au m~me de consid6rer les 4toiles 
ouvertes obtenues en prenant  la r~union des simplexes ouverts de somme~ a. 
Mauifestement  le recouvrement  par les tStK(a) t est de type fini (i.e. chaque 
ensemble ne rencontre  q u ' u n  hombre fini des autres) et il en r~sulte que 
] K  I est paracompact.  

Soil X ua  espace topologique: un couple (K, h) off h est un hom~omor. 
phisme de [K[ sur X est appel~ triangulation de X et le triple (K, h, X) 
est appel4 espace trianguld de base X;  nous dirons que K est le squelette de 
la t r iangulat ion ou de l 'espace triangul4. Si {K', h') est une t r iangulat ion de 
X elle est dire plus fine que (AT, h) ou encore, en est appelde une subdivision, 
si (K', h-.lh ') est une subdivision de K. Si X est un sous-espace de R ~, une 
tr iangulat ien (K, h ) d e  X est dire liudaire si, pour tout simplexe s EK, la 
restrict ion de h h Is I est un isomorphisme lin6aire sur un simplexe euclidien 
de R '~. Deux espaces triangul~s X1 -- (K~, hi, X) de X2- -  (K2, h~, X), m~me 
base X sont dits lindairements &tuivalents (notation X z ~ X 2 )  si les triangu- 
lations (/~a, h~), a----1, 2, admettent  une subdivisions commune.  Si ces trian- 
gulations sont d6jh des subdivisions d ' u n e  m~me tr iangulat ion (K, h) de X, 
les espaces triangui6s X,  sent l in6airement  dquivalents. It en r6sulte que 
la relation X~c,zzX~ est une relation d'~quivalence. On appelle structure 
lindaire par morceaux ou PL-slructure sur un espace X, une classe u d'~qui- 
valence lin6aire d'espaces triangul~s de baqe X. Huni  d ' u n e  telle structure,  
l 'espace X s'appelle espace lindaire par morceaux ou PL-espace. S' i l  y a 
lieu de pr~ciser la s t ructure  ~, on le note X~. Par  abus de langage, on par- 
lera souvent du (~PL-espace (K, h, X))> au lieu du (~PL-espace d~fini par  
Fespace trial~gul4 (K, h, X)>). Tout squelette d ' une  tr iangulat ion appurtenant  
h ~ est appel~ un squelelte du PL-espace  X~. 

Les PL-espaces  sont les objets d ' u n e  cat6gorie ~PL dont les morphi- 
sines sont les applications lindaires par morceaua~ ou PL-applications d~finies 
comme suit. Soient Xo, Y~ deux PL-espaces  et f:  X - ~  :Y une application 
continue entre  les espaces sous- jacents ;  F application f e s t  dire lindaire par 
morceaux s'il  existe des espaces tr iangulgs (K, h, X} E o~ (L, k, Y) E : jouis- 
sant de la propri~t~ suivante:  i~ tout s implexe s E K correspond un simplexe 
t E L  tels que k-~[h(ist) soil contenu dans I t [  et que la restr ict ion de 
k-~fh ~ I s ]  soil lin~aire par rapport  aux coordonn~es barycentr iques  
duns I s  I et I t l" D'apr6s  un  r~sultat de MI:b~OR [6c], on peut m~me 
trouver  des t r iangulat ions telles que k-~fh soil une application simpliciale. 
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Les morphismes inversibles de cette cat~gorie sont appel~s PL-isomor- 
phismes. 

Soil A,~ le complexe simple ~t n +  1 sommets. Sa r~alisation g~om6- 
trique ]5~  l ,  munie  de la t r iangulat ion (5~,, i,) o~ i ,  est l ' appl ieat ion 
ident ique de I 5 .  [ ,  fournit  l ' exemple  le plus simple d~espace lin~aire par 
morceaux:  on l' appelle le PL-disque  de dimension ,n ou n-disque lindaire 
par moreeaux. Le bord de ] A, [ est un espace ~] A~, [ homdomorphe i~ la 
sph6re S'~-~; la restr ict ion de i ,  aux faces de [ h ,  ] d6finit sur l ' espace  

] A,, [ une P L - s t r u c t u r e ;  le P L - e s p a c e  de base ~] h ,  ] ainsi d~fini est 
appel4 PL-sph~re  de dimension n-1.  Pa r  extension, un P L - e s p a c e  qui est 
PL- i somorphe  h un P L - n - d i s q u e  (resp. i~ une PL-n-sph~re)  est encore 
appel~ PL-n-d i sque  (resp. PL-n-sph~re). Un PL-espace  X~ est appeld 
PL-varidtd de dimension n si sa s t ructure  contient un triple (K, h, X) tel 
que, pour tout sommet a ~ K ,  (StK(a)i i, [StK(a)]) soit un PL-d i sque  de 
dimension n;  l ' espace  X est done n~cessairement une vari~t~ topologique 
avec ou sans bord. Le PL-d i sque  e t l a  PL-sph~re  sont done des exemples 
de ~PL-vari~t~s. Les PL-vari~t~s et leurs PL-appl iea t ions  forment une 
sous-cat~gorie ~¢?PL de la cat~gorie ~ L .  

Un complexe K est dit brouwdrien (on pourrai t  aussi dire que K est 
~t dloiles plates) s'il  satisfait h la condition suivante:  

(BR) - Pour tout sommet a E K il existe un ouvert relativement compact 
B a C  R n donl l'adhdrence Ba admet une triangulation lindaire de squelette 
l' dtoile SIK(a). 

Autrement  dit:  le polylope du complexe SK(a) admet une reprdsentalion g~, 
lindaire sur chaque simplexe, sur l' adhdrence B a d 'un  ouvert B a de B,,. Une 
telle t r iangulat ion T a = (St~(a), ga) de /~a est ~videmment une Cr- t r iangula  - 
lion au sens de J.H.C. W~I~EHEAD ([8C], p. 160). Compte tenu du r~sultat 
de J . H . C .  WHItEhEAD ([8a], p. 818) suivant lequel toute C"-tr iangulat ion 
d ' u n e  vari~t~ diff~rentiable fail de celIe-ci  une PL-vari~t~,  on a la propri~td 
suivante:  Si K est un complexe brouwdrien, ( K, i, I K I ) est une PL-varidtd. 
La r~cipl'oque est inexacte:  S.S.  CAIRNS a en effet montr~ que (K, i, ~;Ki) 
peut  ~tre une PL-varitft~ sans que le eomplexe K soil brouw~rien [2]. Plus 
pr~tcis~ment, CAIRNS a construit  pour tout n ~  4 un eomplexe K, non 
brouw4rien~ tel que (K, i, ] K I )  soit un PL-d i sque  de dimension n. Toute. 
lois, d 'apr~s  J .  H. C. WgI~E~EAD [Sb] la r~eiproque est vraie sous la forme 
affaiblie suivante:  Toule PL-varidtd poss~de u~ squelletle brou~vdrien. 

2. Pour  la simplicitY, nous nous l imiterons aux PL-vari~t~s  z ] ) sans  
bord, c ' e s t -h -d i r e  telles que, pour tout repr~sentant  (K, h, z~2) et tout 
sommet a E K, celui-c i  soit int4rieur h iStK(a)I: Supposons alors que K soil 
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un eomplexe brouw6r ien :  on a, pour  tout a, une applicat ion ga:fla---- 

i Stg(a)]--~Ba (off A s est F int6rieur de ]St~:(a)[) lin6aire sur tout sim- 

plexe et~ si ~/ia~ ~ A-a ~ Jl~ est non vide, on a une t ransformation 

gab - -  gago -1: Bbs ~ Bah, Bah "-" ga(Jl~b) =~ Bba = gb(Ba~). 

Cette t ransformation est 6galement un isomorphisme lin6aire sur tout 
s implexe (plus pr@is6ment  sur  toute image duns B~s d ' u n  s implexe 

f s T c Aab, saK). 

Rappel lons [4a], [5] qu '6 tant  donn6 un espace topologique E on appelle 
homdomorphisme local de E un hom6omorphisme f:  U ~  V d ' u n  ouvert  
U de E sur un autre  V. Un ensemble r- d 'hom6omorphismes locaux 
const i tue un pseudogroupe si on a les propri6t6s su ivantes :  (1°1 si f: 
U--~ V appar t ient  fi l:, f - l :  V ~  U y appar t ient  aussi ;  ~2 °) si f: U - ~  V, f ': 
U ' ~ V '  appar t iennent  h F, le pseudocomposd f ' f:  f - l (V  N U' ) -~ f ' (V  N U') y 
appar t ient  aussi;  (3 °) si f :  U ~  V est une bijeetion entre deux ouverts  U, V 
de E et si U est r~union d ~une famille U~ d ~ouverts plus petits tels que les 
restr ict ions f~ ~ f l 5~ appar t iennent  i~ r,  alors f y appar t ient  aussi ;  (4 °) les 
sources U des f :  U ~  V appar tenant  h F reeouvrent  E. Soit X un nouvel  
espace t opo log ique . .Un  atlas ~ de X vers E compatible  avec ]~ (ou ]?- 
atlas) est un ensemble de cartes locales f:  U ~  V (i.e. d' hom6omorphismes 
d~un ouvert  U de X s u r u n  ouvert  V d e  E)  dont les sources U recouvrent  
X et tel que, pour route autre  carte  g:  R ~ S de l 'ensemble ,  le changement 
de cartes fg-~: g(UN R ) - ~ f ( U N  R) appart ient  i~ I~. On 6erit ~ :  X - + ( E ,  r) 
ou ~ :  X - - ~ E .  Deux atias sont dquivalents si leur reunion est encore 
compatible  avec ]:; on d6montre que la r6union des a t l a s  ~quivalents 
F u n  d ' e u x  est un atlas ~quivalent  ~ dit complet par rapport  h, I' (il n 'est  
pas complet  par  rapport  ~ un pseudogroupe s t r ic tement  plus grand que F). 
Un F-at las  eomplet  ou une classe de ]!-atlas ~'quivalents d6finit sur X une 
s t ructure  de type sp6cial dire s t ructure  d'espace localement isomorphe 
(E~ F). On dit aussi s t ructure  de F-espace ou F-structure. 

Revenons i~ la PL-var id t6  ~ de repr6sentant  (K, h, ~.)) off K est 
suppos6 brouw6rien.  D6signant par  As et Bs  les int6rieurs de Aa et 
Ba ,  les restrictions fs: A a ~ B a  des ga aux A a const i tuent  un atlas ~K 
~K de 6")) par  rapport  ~ R ~ compatible  avec le pseudogroupe A,~ form6 des 
hom6omorphismes locaux f :  U--* V de R '* du type suivant :  pour tout xsU 
il existe uu voisinage compact  P ~ C  U muni d ' u n e  t r iangulat ion lin6aire 
(L~ k) de telle sorte que, pour  tout s implexe seL, la restr ict ion de fok  h 
is ] soit un isomorphisme lindaire st~r un s implexe euelidien de V. (I1 re- 
vient au m~me de dire que (L, fok) est une t r iangulat ion lin6aire de 
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f(P~) C V). Ce pseudogroupe sera appel6 le pseudogroupe des homdomor. 
phismes locaux lindaires par morceaux de R".  

Soit (K', h', ~)) un autre repr6sentant  brouw6rien de la PL-vari6t6 ~ h 
laquelle correspond un aut re  atlas ~,g, de 6),) par  rapport  i~ R" compatible  
avee A,,. En ut i l isant  une subdivision commune des t r iangulat ions (K, h), 
(K', h') on voit que les atlas ~ g  et ~ ,  sont A,-6quivalents ,  ce qui conduit  
au  r6sultat  suivant.  

TIt]~OR]~I~E 1. - Pour route PL-varidtd ¢p~)) les atlas ~ : :  6"1)~ R" com- 
patibles avec. A~ ddfinissent sur l'espace topologique paracompact 61) une 
structure d'espace localement isomorphe ~ (R ~, AQ i)~ddpendante du squelette 
K. V. 

3. Sur  une vari(it4 topologique paracompacte  6)), soient S = S(~-))) l 'en- 
semble des s t ructures  d ' e space  localement  isomorphe ~t (R", h,) et T = T(~),)) 
l ' ensemble  des s t ructures  de PL-var ie t6 .  Le th6or~me 1 affirme F existence 
d ' une  application ~: T - - S  et le th6or~me suivant d 'une  application 

: S---~T tetle que ,,~ o ~ soil l ' identit4.  Le th6or(~me 4 aff i rmera que ~oq~ 
est aussi l ' identit6.  De li~ d6coulera le r4sultat  fondamental  (thdor~me 4}, ~, 
savoir que ,~ et ~ sont des bi ject ions inverses l ' une  de l 'aut re .  

TI~]~OR~ME 2. - Soient ~2 une varidtd topologique paracompacle et ~ un 
atlas complet de 6))rapport 8t R", compatible avec A , ,  ddfinissant sur e)  
une structure ~ d'espace localement isomorphe h (R", A,~). II existe une 
triangulation brouwdrienne (111, m) de la varidtd ~-)), munissant  celle-ci d' une 
PL-structure ": et telle que l' atlas associd ~M soit dquivalent d~, a .  

La  d4monstrat ion fail  l ' ob je t  des nos ~ e~ 5; elle repose sur  un 
certain hombre de lemmes. 

LEMME l . -  Soient B , ,  . . .  Bk un hombre tint de compacts dates R" et 
(Ka, ha} des t r iangulal ionsl indaires  de ceux-ci, a~--1,  2, ..., k. Il  existe 
une triangulation lindaire (K, h) de la rdunion B = B1 U ... t2 Bh s~tisfai- 
sant ~ ~ la condition suivante: pour tout a, il existe un sous-complexe 

K'a C K et une subdivivion (K'a, h'a) de Ka telle que hah'a soil la restriction 

de h ~ I g ' ~ ] .  

II suffit  de faire la d4monstrat ion pour k : 2  en supposant  que B2 et 
B~ sont des simplexes, ce qui ne pr(isente pas de difficultY; on passe a |ors  
au cas g~n~ral par r~currence. 
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LE~I~IE 2. - Soient f: U--~ V une transformation du pseudogroupe A,  
et (K, h) une triangulation lindaire d ' u n  compact B C U. Il  existe alors 
une subdivision (K', h') de K telle que (K', fohoh') soil une triangulalion 
lindaire du compact f(B) C V. 

En vertu de la d~finition de A,~ et du lemme pr~c~ident, on peut cons. 
t ruire un compact B' tel que B C B ' c  U et poss~dant uue tr iangulat ion 
lin~aire (T, t) telle que (T, ft) soil une tr iangulat ion ]inquire de f(B'). On 
applique alors it nouveau le lemme pr~ic~dent pour 

(K~ , hi ) -"  (K, h), l¢ K2, h2) -'- T, t )~  B~ - -  B, B ~ -  B' 

et on prend pour K '  le sous-complexe des s~K d ' image  h(Is!) duns B et 
la restr ict ion h' de h it I K ' I .  

LEI~lgE 3 . -  (J. H.C. Whitehead-J.Munkres). Soient K un  complexe et 
L un sous-complexe. Pour toule subdivision tL', t') de  L, il existe une subdi- 
vision (K', k') de K satisfaisant aux  conditions suivantes: (a) L' est un 
sous-complexe de K'  et 1 est la restriction de k' ~ ] L'I; (b) la subdivision 
(K', k') est triviale sur les simplexes de K n'appartenant  pus ~ StK(L). 

La d~monstration s 'e f fec tue  en montant  sur les squelettes et ne pr(~. 
sente pas de difficult~ (voir [7]~ p. 68; voir aussi [8a], addendum p. 815). 

Soient ~ une vari~t4 topologique et {Os!i~N une suite eroissante de 
sous-ensembles compacts la recouvrant.  Soil, pour tout i, une tr iangulat ion 
(Ks, hs) de 0~ et supposons que K~+I contienne un sous-eomplexe Ks, 
auquel  corresponde une subdivision (K~, 1, hi, 1) de Ks telle que hihi, 1 soil 
la restr ict ion de hs+~ ~ I Ki, 11. Duns Kt+~ on a d6s lors le sous-eom- 
plexe Ks, 2CKs+~, ~ form4 des simplexes s~Ks+:, ~ dont l ' image par hi+~,~ 
soil duns Ks, ~; si hs, ~ d~signe la restr ict ion de h~+~, 1 h [Ks, 2t, (Ks, ~, h~, ~) 
est une subdivision de K~,I e t l a  restr ict ion de hs+2 it I Ks, 21 coincide 
avee hi o hi, ~ °hi, 2. Par  induction on d~finit a:lors une famille double de 
complexes Ki, p tels que 

Ks, p C K~+I, v-1 C ... C Ki+p, o ~-- Ks+p 

avec des applications 

qui soient les restr ict ions des hi+l,p-1 aux I Ks, ~i: (K~,p~ hs, p) est done 
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subdiv i s ion  de K~, ~_~, En r6sum6 on a le d i a g r a m m e  commuta~i f  ci-apr¢,s. 

n n N 

g i ~ - - - - -  

h~ 
~g 

Oi 
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LEM~E 4 . -  Aveo les hypotheses prdcddentes, supposons qu' i l  existe un  
r ~ 0 tel que, pour  p 2> r, la subdivision (K~, ~+i, h ,  ~+1) de Ki, ~ soit triviale. 
Dans cos conditions, il ex, iste une tr iangulation (M~ m) de ¢1)vdrifiant la 
condition suivante : pour tout i, il eadste u n  sous-complexe M~ C M tel 
que (M~,m~) (o~ m~ ddsigne la restriction de m & I M~L)  soit une trian- 
gulation de O~ p lus  fine que (K~, h~). 

I1 suff i t  de d~f in i r  M comme  l imi te  i nduc t ive  des Ks, ~ p a r  r a p p o r t  a u x  
i n j ec t i ons  Ki, , . ~  K~+i , ~ ob t enu e s  pat' compos i t ion  des  app l i ca t ions  

h : - I  
, rq-1 h - - 1  " 

... - - ~  K~, ~ + j l  C I K~+i,, !. 
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On prend alors pour m:  I M.i ~ ~.2 la limite induct ive des applicat ions 

h~, ~ h~, 1 h~ 

et pour M~ l ' image  canonique de K~, r dans M. 

4. Passons  maintenant  ~ la ddmonstrat ion proprement  dite du th6orb- 
me 2. I1 suffit  de faire la d~monstration dans le cas off a)) paracompacte  
est connexe. On peut  alors remplacer  l ' a t las  complet  donn6 par  un atlas 

-~ {f~: U~-~ V~ I i~ I ! ,  

indexg par un ensemble fini ou d~nombrable I, sat isfaisant  aux condit ions 

suivantes :  {a)L~ et ~V~ sont des compacts  de ~) et R" respec t ivement ;  
(b) chaque ~ ne rencontre  qu ' un  nombre fini des U~., j e I ,  [1]. Un tel 
atlas sera appel~ atlas relativement compact et de lype fini. Soit ~I1 te 
reeouvrement  de 6)) form~ des U~: il existe un recouvrent  ~ de m~me 
ensemble d ' indiees I par  des ouverts  W~ tels que WiC  W~C U~; les VV~ sont 
compacts.  On posera T~---~--f~(VV~) d'ofi  1'iC Vi. On cammence par recou- 

vrir  Ti par  un nombre fini de simplexes euclidiens contenus dans Vi et 
soit Q~ la r6union ( compac te )de  ces simplexes.  En vertu du lemme 1, il 
existe une t r iangulat ion lin6aire (Li, li) de Qi qui donne lieu h u n e  trian- 
gulation (L~, k~) du compact  Pi ~ fv-~(Qd C U~, avec k~ = f~-ll~. Ces trian- 
gulat ions satisfont h la condition suivante:  

(4.1) pour tout szLi,  la restriction de f~k~ ~ I s ] e s t  un  isomorphisme 
lindaire sur  un  simplexe euclidien de Vi. 

On se propose de eonstruire  une tr iangulat ion (M, m) de ~ sat isfaisant  
la condition su ivante :  

{4.2) il existe pour  lout i un  sous-complexe T~ de M tel que, ddsignant 
par  t~ la restriction de h ~ I T~ I , { Ti, t~) soit une tr iangulat ion de P~ p lus  
fine que (L~, k~}. 

A cet effet, choisissons un indiee ioeI  et soient 

t~ ,  o = P~o, P 1 , 1 ,  . . . ,  P1,  k~ 

les P~ en nombre fini qui rescontrent  P~o; on d~signera par  01 lear  r~union. 
Celle-ci n ' es t  rencontr6e que par  un hombre fini de P~ distincts des 
pr~c6dents, soient par  P~,~I, ..., P~,k~. Soil 05 la r~union de eeux-c i  et de 01. 



374 P. DEDECKER: Varidtgs tindaires pat" moroeaux e~ varidtds combina~toires 

Par  r6currence on d6finit alors une suite croissante 0~, ..., 0~_~, 0,,, ... de 
compacts,  ehaque O~ 6tant la r6union (finie) de 0._~ et des P~ qui rencon- 
trent  0,+_.~ sans y gtre contenus;  ees Pi  sont not4s P~, t,  ..., P, ,~.  Pour  
la facilit6 nous rangerons les P~ dans la suite 

Po=P~o,  P , = G , , ,  ... P ~ , = G , k , ,  P k , + , = P , , , ,  ..., P ~ , + ~ , = G ,  k~, ...; 

de fagon g4n4rale 

(4.3} Pro---PC, t, 1_<k1, si m-----k~+ ... + k y - + - l ,  l ~ k i + l .  

Ceci revient  h supposer  que les indices i e I  sont remplac6s par  des indices 
m e N ,  l ' i n d e x a t i o n  6tant conforme i~ ce qui pr6c6de. A part ir  de maintenant  
c ' es t  toujours  de cette indexat ion qu ' i l  s 'agira.  

I1 y a lieu d 'obse rver  que la vari6t4 6)) fitant suppos6e connexe et les 
W,,~ C P,~ recouvrant  la vari6t G cel le-ci  est rdunion des 0 , .  

Nous avons d6jh construit  une tr iangulation (Lo, Ko) de Pc Satisfaisant 
h la condition (4.1) c i -dessus  pour  i - - 0 .  Nous poserons 

P,,*=, = P o  u G u ... u P,,,,_, 

(T~_I, ~.~-1) de P;,-1 et nous supposerons avoir eonstruit  une t r iangulat ion * -* * 
satisfaisant aux conditions suivantes:  

t4.4, m) p o u r  tout r < m, il existe u n  sous-comple~e T~ ' - I  C T*~,_~ tel que la 

restrict ion z~ ~-1 de * ,~1  -1 "c,~_~ & T~ engendre une t r iangula t ion  (T~ ~ , ~ - ~ )  de P,. 

p l u s  fine que (L,, , k,.) ; 

(4.5, m) P o u r  tout sim.plexe se T*_~ dont  l' image  "c*_1( I s I) renconh'e P,, , 
cette image est contenue dans  U,,, r ~ m. 

De (4.1) et {4.4) il r~sultera encore que 

(4.6, m) P o u r  tout s implexe  ss T * _ l  et lout r < m tel que z *_d  ] s I) soit 

contenu dans  P,. ,  la restrict ion de f,. ,~_~ dt I s ]  est u n  i somorphisme  
l indaire ,de I s l sur  u n  simple~ce eucl idien de V,,. 

Cela 6tant nous allons construire  au n o 5 une t r iangulat ion (T*,  :*) 

de P *  telle que:  

(4.7, m) il existe u n  sous-compleJce T~_~ C T*~ et une  subdiv is ion  (T~_~, z) 
de * * T~_~ I" T~_~ telles que ~m-~  soit. la restr ic t ion de ~* & t 

T~ C I *  tel que la restrict ion r~ . (4.8, m) il existe u n  sous-complexe  '~ "cm de x,~ d~ 

[ T,'~] donne a lieu d~ une  t r iangu la t ion  (T~,  z~) de P~n p lu s  fine que (Lm,  k~). 
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(4,9, m) pour  tout s imple~e s e T *  don[ l ' image  z * ( ! s t )  rencontre  pro, 
celie image  est contenue dans  U.~, 

I! en r~sultera notamment  que (T.~, ~,~) v6rifie les conditions (4.4, m - ~  1) 
et (4.5, m ~  1) ce qui permet t ra  de construire  (T*+~, z*+z) et ainsi de suite. 

p* 

f. f ,/ 

/ .j/~"\~ 

I 1////  x 
I 

, / ~  

--_k . . . . . . .  f,.r 

! l " 

"x / ] 

5. Considdrons les intersections non r ides P,~ N Pr  C U,., r ~ m;  elles 
correspondent  ~ un nombre fini r l ,  ..., r~ de valeurs de r. Les n-s implexes  
seT*~_~ dont l ' image ":*_dis!) rencontre  P , , N P , .  (image qui est alors 
enti~rement dans U,.) engendrent  un sous complexe 

et 

P ~ - I  et contenant  P . ,  N P,..  Soient: est un compact  contenu dans U,. n * 
AN., l ' image  de IT* * * .... 1, +. i par z,~-l, 1 ; ~m-1,. la restr ict ion de cette application ; 
B+..~ l ' image  de A~,,~ par  f,.: U,. ~ V,.. En rempla~ant au besoin (T~_I,* ~*.~-1) par  
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une t~*iangulation plus fine, on peut supposer  que A,.~. C U,m ~ U,~ (~ U.~ et 
donc que B, ,mC V,.,. ~f,.(U~m). Dans ces conditions, 

( ] 2 - 1 ,  ~, g:), g , . - -  f,. * 

est une t r iangulat ion lin~aire de B,.+,. Soit B,~,.--f,~,(B,.,~) o~ fro,. " - f ,~ f r  ~ 
est le changement  de la ca r te  f,. vers la carte fro. En vertu du lemme 2 il 
existe une subdivision (Tm-~, , . ,  t,.) de T*_~,~. telle que (Tin_l,,., f ,n,g, tr) 
soit une tr iangulat ion ]indaire de B . ~ .  D 'apr~s  le lemme 3, il existe une 
subdivision (]' , .-1, t) de T~_~ telle que T.,_I,  ,. soit un sous-complexe  de 
T,._~ et qne t,. soit la restr ict ion de t h I T.~_~,,. I .  Faisant  r ==r~, 1~ 
subdivision (Tr._~, t ) s e r a  horde (T~)_~, t ~) et nous remplaeerons la trian. 

gulation * -:,~_~) * ~ ~*_~ o t (~. La m~me (T~_~. de par ( T ~ ,  z (~) ~ -<~) 
construct ion appliqu~e i~ celle-ci  en f a i s a n t r - ~ r ~ n o u s  conduit  h une t r iangula-  

tion encore plus fine (T~)_I, t <~) de * T+]~_~ et ~ une triangulation, plus fine 

P~_~. De proche en proche on aboutit  finale- ~galement tT~)_~, z.~_) de 

ment ~ une t r iangulat ion (T~)~_, z,~_~,(~) ~ plus fine que les pr~c~dentes et 
v~rifiant toujours  les conditions (4.4), (4.5) et (4 6}, cette derni~re ~tant com- 
pl6tde par  la sn ivante :  

(5.1) pour  tout s implexe  .,r(~) dont l' s ~ , , , _  1 image rencontre P,~, celle-ci est 
contenue dans  U,~ et la reslriction de !",~m_~(~) ~ a I s I est un  isomorphisme 
lindaire sur  un  s implexe euclidien de V ~ .  

re(a) L' ensemble des ces n -s implexes  engendre un sous-complexe  S .... ~ C ~ .... 
a vant pour images des compacts  

ceux-c i  admettent  des t r iangulat ions 

(s. ,_l ,  a.~_~), (s.~_1, b.,_l) 

off a.~_~ est la restrict ion de 

":~)-1 ~ ] S.~-1 i e t  ou l'on a b . , _ l =  f.,oam_~; 

en outre la derni6re tr iangulation est lin6aire. Consid6rant d ' au t r e  part  Ies 
t r iangulat ions 

(Lm,  k.~) de P.., et (L,.,~, f.~ok.,) de g.,  : / ~ ( P , . ) ,  
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cet te  derni~re  6rant l in6aire,  il ex is te  en ve r tu  du  l emme  i une  t r iangu-  
la t ion {S, h) de A.~_~ (2 P m C  U.~ sa t i s fa i san t  a u x  condi t ions  su ivan t e s :  

P~~-I 

a (a) 
[ X ~( ' . ~  Tin-1 

1 

",. ~-.\\\\\\\\\\\'W / k,.. . t  

T 

( 
h' 

( 

(~+1 
.......... Tin-1 

........ S;,-1 

1 
S 

,,, T m 

(a) en c o m p o s a n t  f.~ avec  h on obt ien t  une  t r i angu la t ion  l in6aire  (S, fro oh) 
de B.~_I U Q.~ C Y.~; (b) il exis te  des s o u s - c o m p i e x e s  S 'm_l ,  Tm de S et 
des subd iv i s ions  (S'm_,, h'), {Tin, h '~) de Sm_~ et L,~ r e spec t ivemen t ,  tel les  
que  a~_~oh' et kmoh" soient  r es t r i c t ions  de h h I S',~_~ ] et  [ T.~I. Ap- 

T A "c) de "~(=) p l ican t  a lors  le l emme  3 on obt ient  role subd iv i s ion  ( .~_~, 1m_1 
tel le  que  h' soit  la res t r i c t ion  de ": h ] S' . ,_~ t • On s u p p o s e r a  les c o m p l e x e s  

A d ~ T.,-~ et S in te r sec t ion  rddui te  h S'm-~; l eur  r6union  T* donne  alors  
l ieu  g une  t r i angu la t ion  

I T . *  * '  ~ * , %.) de P . = P , ~ _ l t . J P . ~  

* A off "cm eoYncide avec z <a) o T.~-I ,  avec  sur  i .+-1 "c sur  [ E et h ~SI. Cette  t r i angu la t ion  
v6ri f ie  b ien  les condi t ions  annonc6es .  (4.7, m), (4.8, m) et (4.9, m). 

Annali di Matematica 48 
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Supposons Pm--P] ,~  comme en (4.3) et donc P,~ C 0i+1. Les P~ ,  ..., P ~  
consid6rOs e i -dessus  et q ui rencontrent  P,~ appar t iennent  donc eux-m~mes 

0i+1. Notons que chaque lois que l ' on  est oblig6 de reeour i r  tt une 
subdivision de la t r iangulat ion de P*~-I, cel le-ei  subdivise des s implexes  
dont l ' image  est dans P~IO ... O P% et, en ver tu  du lemme 3, on peut  la 
const rui re  telle qu 'e l l e  soit triviale sur  les s implexes  n ~appartenant pas '~ 
l '~toile des pr6c6dents. I1 en r6sulte que F e n  ne subdivise pas  effect ivement  
les s implexes  dont l ' image  est  dans 0i_2. On voit donc qu ' en  se l imitant  
aux tr iangulat ions (T* ,  %*) correspondant  aux valeurs  de m telles que P *  
soit un-i0i, (i.e. m - - - - k l + k 2 + . . . + k i )  , on est dans les conditions d 'apl i .  
cation du lemme 4 pour  r - - 3 .  Ceci definit  ]a t r iangulat ion chereh6e 
(M, m) de ~)); eelle-ci  d6finit bien une structure de PL-var i6 t6  car tout 
sommet a dolt se tro uver  dans un W,, et la restr ict ion de m h, 1St(a)] 
suivie de f, ,  engendre un C~-complexe au sens de J. H. C. ~V~IT]~tt]~A]) 
(voir [8a], th~or~me 5, p. 818); la d~monstration de WI~I~E~EAD montre que 
ce[te ~toile est une PL-ce l lu le .  La tr iangulat ion est ~videmment brouw~rienne. 
On voit en m~me temps que l ~atlas ~ M  est A,~-~quivalent h 1 ~atlas donn~ ~ .  

Si 1 ~on remplace  celui-ci  par un autre atlas ~ '  4quivalent  et lui aussi 
localement  compact  et de type fini (voir le n ° 4)~ on obtient une nouvelle 
t r iangulat ion (M', m') de 6)). Pour  voir que celle-ci  est Pquivalente a (M, m) 
on peut  consid~rer F atlas r~union ~"~---~ i.J ~,' qui est encor~ du m~me 
type .  Dans cette r~union on consid~rera ia r~union des famitles de 
compacts  P construi tes  pour  ~ et ~ ' .  Sur  ces compacts  on eonsid~rera 
les t r iangulat ions (L, k) obtenues par  restr ict ion des tr iangulat ions (M~ m) 
et (M', m'). On construit  alors une t r iangulat ion (M", m") relat ive ~ ~ "  et 
v~rifiant l ' ana togue  de la propri~t~ (4.2). I1 en r~sulte que (M", m") est une 
subdivision commune de (M, m) et (M', m'). Lorsque ~-----~'  le m~me 
raisonnement  montre que la P L - s t r u c t u r e  ~ d~finie par  (M, m) est ind~pen- 
dante du choix de la famille de compacts  P.  On voit ainsi que la s t ructure  
z ne ddpend pas de l ' a t las  ~ d~finissant la s t ructure  z et des construct ions 
utilis~es sinon de la s t ructure  a, elle-mSme. 

Ceci ach~ve la d~monstration du th~or~me 2. 

6. THI~OR]~I~E 3. - Soienl ~'l) une varidtd topologique munie d' une triangu. 
tation brouwdrienne (K~ h) et ~ la structure d'espace tocalement isomorphe 
(R'~,~A~,) ddfinie pas l' atlvts ~K. La PL-structure ~ associde ~, a par le thdor~me 
prdcddent coincide avec la PL-structure ddfinie par (K. h). 

En effet, l~atlas ~K-" t fa:  Aa--~Ba [ a ~ K }  (voir le n o 2) est relat ive.  
ment compact  et de type fini: il peut  donc servir  imm~diatement dans la 
construct ion des n °~ 4 et 5 pour  obtenir  la s t ructure  "c associ~e ~ ~. I1 est 
c la i r  que tes  compacts  Pa et les t r iangulat ions (La, ka) qui en d~coulent 
conform~ment au n o 4, jouissent  de la propri4t~ suivante:  h tout s implexe 
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t E L ~  correspond un simplexe s E K  tel que h - l k a ( i l l ) C ! s l  et que la 
restriction de h-lka ~ I t l  soit lin6aire, i1 s 'ensui t  que la t r iangulat ion 
(M, m) de ~) construite fi, partir  de I 'a t las  ~ g  est une subdivision de {K, h}. 

De l~ on d6duit, comme eorollaire, le 

T~EOR~IME 4. - (Thdor~me fondamental).  Soient ~.) une varidtd topolo- 
gique paracompacte, S l'ensemble des structures sur ~.) d'espace localement 
isomorphe & (R' ,  A~) et T l'ensemble des PL-s t ruc lures  de ~). Les appli- 
cations ~ : T ~  S e t  ~: S ~  T ddfinies par  les thdor~mes 1 et 2 sont des 
bijections rdciproques l 'une  de l~autre. 

De l/~ on d~duit que tout ouvert d ' une  PL-vari~t~ admet une PL-s t ruc-  
lure induite e t  qu 'es t  valable le principe du recollement des morceaux:  
une s t ructure  de PL-variSt~ sur un espace X est dStermin~e par les struc- 
tures induites dans tes ensembles d ' u n  recouvrement ouvert de X. En parti. 
culier R'* et ses ouverts sont canoniquement  des PL-vari~t~s;  les transfor- 
mations du pseudogroupe A,, sont des PL- i somorphismes  d ' u n  ouvert de 
R '* sur un autre. Comparer [9 ~ et b]. 

7. Sur un espaee topologique X, une P L - s t r u c t u r e  est une structure 
tr6s forte. On introduit  une notion plus faible en consid6rant une relation 
d' 6quivalence << faible)> entre espaces trianguleis 

X.=(Ko,  ho, X), 2, 

de mSme base X. Deux tels espaces sont dits combinatoirement dquivalents 
s ' i l  existe des subdivisions tK, ka) des Ka,  h p ar t i r  d ' u n  m~me eomplexe K, 
sans imposer que hlkl et h2k2 soient le m~me hom~omorphisme de [ K ]  
sur X comme dans le cas de t '~quivalence forte:  eeIle-ci entratne done 
l '~quivalence faible. Soil aiors f l 'homom(iomorphisme de X sur lui-mSme 
rendant  commutat i f  le diagramme suivant :  

IKI 

X . - - - -  ~ X 
f 

On voit que les espaces triangul~s X~ sont combinatoirement  ~quivalents si 
et seulement s ' i l  existe un hom~omorphisme f de X lui-m~me tel que les 
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t r iangulat ions (K~, fo hi) et (Ks, h2} admettent  une subdivision commune 
ou telle que f t ransporte  la P L - s t r u c t u r e  d~finie par  (KI, hi) sur  celle 
d~finie par (Ks, h:). La Hauptvermutung (duns sa forme fa ib le)af f i rmai t  que 
deux P L - s t r u e t u r e s  sur  un m6me espace topoIogique sont toujours  transfer- 
mables  l ' une  duns F autre par un hom~omorphisme de X sur lui-m~me. On 
sait maintenant  que cette conjecture  est fausse, MIL~OR ayant  construi t  denx 
P L - e s p a c e s  de dimension 7, hom~omorphes mais non PL- i somorphes  [6b]. 
Toutefois  ces P L - e s p a c e s  ne sont p a s . d e s  variSt~s et la Hauptvermulung 
limit~e aux vari~t~s topologiques demeure  ouverte.  

Une classe d '~quivalence combinatoire d ' espaees  triangul~s de m~me 
base X on, ce qui revient  au m~me, la classe correspondante de PL-espaces, 
d~finit sur X une s t ructure  d'espace combinatoire; on notera que les PL- s t ru -  
ctures de X dont Ia r~union const i tue une s t ructure  ccmbinatoire  sont toutes 
isomorphes entre elles: la P L - s t r u c t u r e  abstrai te  correspondante  est done 
un invariant  de la s t ructure  eombinatoire.  Une s t ructure  combinatoire sur 
X peut  encore 6tre d~finie par  (a) un P L - e s p a c e  T; (b) uu hom~omorphisme 
t: T ~ X ;  deux triples (T~ t, X), (T', t', X) deifinissent la m~me structure  
eombinatoire  si T e t  T' sont des isomorphes;  P L - e s p a e e s  . Si T e s t  une 
PL-vari~t~, U espace combinatoire  ddfini par  (T, t, X) est appel~ varidtd 
combinatoire. 

Soil ~) une vari~td diff~rentiabte de classe C" au moins. Rappelons  que 
l 'on  appelle C"- t r iangulat ion de ~ une tr iangulation (K, h), h: I K [  - -~ ) ) ,  
telle que, pour  tout n - s implexe  s EK~ la restr ict ion de h ~ 1 'adherence 
¢~ de I s I est diff~rentiable de classe C r (i.e. c~ dtant supposd l in~airement 
plong~ duns R ~', h I o se prolonge /~ un voisinage ouvert  de ~ dans R ~ en 
une applicat ion diff~rentiable de classe C P a u  sens classique). Un th~or~me 
fondamental  de J. t t .C .  WHI~EI-IEAD [8a, c] s 'gnonce eomme suit. 

Si  (K~, h~), i - - I ,  2, sont deux, C'-triangulations d 'une varidtd dilTd- 
rentiable ap de classe C", r ~ 1, alors ces triangulations sont combinatoire. 
ment dquivalentes. 

Compte tenu du th~or~me de CA~a~s [2a] suivant  lequel  toute vari~t~ 
paracompacte  de classe C * admet une Cr-tr iangulat ion,  ce r~fsultat est 
~qnivalent au suivant.  

Soil X un espace paracompact et nolons Dr(X) l' ensemble des structures 
de C"-varidld dont il peut ~tre muni  ; nolons de +n~me [(X) l'ensemble des 
structures combinatoires dont il peut ~tre munL II exisle une application 
eanonique 

(7.1) yx:  D"(X) ~ _~(X) 

telle que si a ~ D"(X) et s i(K,  h) est C~-triangulation de la varidld ~ ) - - X ~  
alor  (K, h, X) yxto). 
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La s t ructure  combinatoire  7~(¢~) est dire sous-jacente ~ la s t ructure  dif- 
f~rentiable ~. 

Le probl6me se pose de d~ffinir une cat~gorie des vari~t6s combinatoires  
(plus g~n6ralement des espaces combinatoires ). Ce que sent les objets d ' u n e  
telle cat~gorie est bien clair, mais il n ' en  v a p a s  de meme pour  les mor- 
phismes. Compte tenu du th~or~me c i -dessus  de J.ILC. WITItEt tEAD, il serait  
~videmment souhaitable de d~finir ces morphismes de telle sorte que toute 
application diff~rentiable d~une vari~t~ diff~rentiable ~ dans une autre Qi; 
soit un morphisme pour  les s t ructures  combinatoires  sous- jacentes .  Dans ces 
conditions, Fappl ica t ion  7x de (7.1) donnerai t  lieu h un foncteur  de la 
cat~gorie des vari~tds diff~rentiablee dans la cat~gorie des varidt~s combina- 
toires. La chose serait  aisle si Fen  ~tait assur~ de pouvoir  C~'-trianguler ~)) 
et ~)4~ de mani~re h c e  que f devienne une PL-app l i ca t i on  pour  les P L - s t r u c t u r e s  
correspondantes.  J ' i gnore  si un tel probl~me a ~t~ ~tudi~ jusq  ~ici. 

8. Revenons au pseudogroupe A~ et soit f :  U--~ V une de ses tran- 
sformations.  Soient xe U, ~ un vecteur" queleonque de R" et consid~rons les 
points z - - x - ~ ) ~ . ~ ,  ~ ~tant rdel et ~ 0 :  ils appar t iennent  h U pour  ), 
assez petit  et en outre il existe un ~ > 0  et un vecteur  ~ de R ~ tels que 

f (x  + ),. ~) ---~ f(w) + X.~ pour  0 ~ ), < ~. 

Ceci permet  de prolonger f e n  une appl icat ion ]~ aux veeteurs  tangents  de 
telle mani~re que le vecteur  (x, ~) d 'or igine x et ~quipollent fi ~. soit 
transport~ sur  ]e vec teur  d ~origine f(x) dquipollent ~t ~:  

(f]~c, ~ ) =  (f(x), ~). 

Dans eerie notation un vecteur  d 'or ig ine  dans U (resp. V) est identifie 

un point  de U X R  '~ (resp. V X R  '~) et on a f :  U X R ' - - ~  V X R  n, 
t ransformation qui commute  avec la mult ipl icat ion d ' u n  veeteur  (x, ~t par  
un scalaire r6el ~ 0 :  en posant  

(~, ~) = ~ ,  ~ = (~, ~.~_), 
on a 

= 

On a aussi un diagramme commutat i f  

U ×  R ~ ~-~ V X  R" 

y f v 

) , ~ 0 .  
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dans lequet les fl~ches vert icales repr~sentent les project ions sur  le premier  
facteur.  

Toutefois,  appliquSe aux vecteurs  d 'or ig ine  x, l ' appl ica t ion  T n ' e s t  
pas l in6aire;  en par t icul ier  ]~(--~) n ' es t  pus en g~ndral un multiple 
de y(~,). De plus l es t  en g6n6ral discontinue. 

Pour  ~,=[:0 on peut  consid~rer la classe t~,l  des ).~,, ). ~ 0: F en- 
semble de ces classes consti tue un espace S~ -~ hom~omorphe h S ~-~ et 
muni d ' u n e  s t ructure  naturel le  de P L - s p h 6 r e  in~ariante par les opdrations 
du groupe d ' i sot ropie  ]i~ du pseudogroupe An en x; en outre f~ induit  
un isomorphisme de S~ -~ sur Sf~ . On peut  consid~rer espace 
{~v} X R a des vecteurs  tangents en x comme un cone C x - - C ~  -~ de sommet 

S~b-.--1 .~ et de base .~ . De noHveau f iuduit  un isomorphisme de C~ sur Ct~ 
compatible aveo. la mult ipl icat ion par les scalaires ~ 0 .  La s t ructure  de Cx 
est eelle d ' u n  c0ue de base une PL-(n-1)-sph~re et sur lequel  op6re un 
groupe II isomorphe h ]Ix; cette s t ructure  pour laquelle les g6n6ratrices du 
c6ne out un sens intrins~que (£ e. invar iant  par  II) est plus pr6cise que Ia 
s t ructure  de PL-n -ce l l u l e  ouverte  qui h i  est sous- jacente .  

On notera que les applicat ions lop,rant sus R'*× B n const i tuent  un pseudo- 
groupe A. prolongeant  holo6driquement !e pseudogroupe A~ [4c, chap. III.  
§ 1, A]. On en d6duit que tout atlas ~ :  z/)--~ (R'~ A~) se prolonge canonique- 
ment en un atlas ~ :  C(~'I))--~ (R 2~, A,) off C(~))) est un ensemble muni  d 'une 
project ion p sur ~2 compatible avec les cartes de ~ et ~ .  Cet ensemble,  
muni de ]a s t ructure  d6finie par  l ' a t las  ~ et la project ion p, est d6fini 
un isomorphisme pros:  nous l ' appel lerons  l'espace conique des vecteurs 
tangents h l~ PL-var i6t6  ~)). Toute t ransformation f~A,~ est de la forme 

(8.1) (x, y ) - ~ ( f ( x ) ,  Yx" Y) 

off 7 es t  une applicat ion de Ia source U de f duns le groupe II, 7(x) --  ~'x. 

Cette applicat ion se d6duit canoniquement  de f e t  le • de (8.1) indique 
1' op6ration du groupe H sur R '~ ~ C S ' - L  Les applicat ions y consti tuent,  au 
sens de [4c, chap. V, § 2, I] une classe locale L d 'appl ica t ions  des ouverts  
de R ~ duns le groupe 1I op6rant sur CS "-1. On en d6duit que C(G))) est 
aussi  muni d 'une  s t ructure  L-f ibr6e de base 9 ,  fibre CS "-~ et groupe struc- 
tural  H .  Nous reviendrons ai l leurs sur le lien entre  cette s t ructure  fibr6e 
et le PL-mierofibrd tangent ~ la PL-var i6t6  G1) d6fini par  J. MILl, Toga [6c]. 
Lui  sont associ6s de fagon 6vidente un espace fibr6 de fibre S ~-1 et un 
espace fibr6 principal  de f ibre-groupe  II. On notera encore que F applicat ion 
~'D ~ C(@))) peut  6tre interpr~t6e comme un foncteur  covariant  de la cat6gorie 
0 PL des PL-var i~t~s  dans la cat6gorie des espace L-f ibr6s  de base une 
PL-vari6t6.  de fibre CS "-~ et de groupe s t ructural  IL 
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