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Résumé. - L’ étude des intégrales des systémes différentiels extérieurs en
involution a été commencée par BE. CARTAN [3]. Ses mémoires sur ce sujet
s’ occupent, il est vrai, seulement des systémes de Pfaff, mais ils contien-
nent tout ce qui est essentiel pour le cas général.

(’est & E. KAHLER qu’on doit I'extension des résultats de Cartan aux
systémes de degré queconque.

Depuis lors, d’autres auteurs se sont occupés du méme probleme. En
particulier, on doit d’importants résultats & ScHOUTEN et & VAN DER KULxk [12].

Tous ce auteurs 6tudié surtout les éléments plans intégraux réguliers et
les variétés intégrales réguliéres. Or, il se trouve que, assez souvent, il est
intéressant d’étudier aussi les variétés intégrales singuliéres. Pour prendre
un exemple banal, si on considére un systéme d’équations du I°' ordre a
une fonction inconnue de % variables indépendantes

(1) Flact, o .., &% 2 Py, Poyoe, Pu) =0,

on peut considérer que I’intégration de ce systéme revient aun systéme diffc-
rentiel extérieur formé par (1) et par I’ équation de Pfaff

dz — pydat — p,da’ — ... — prda® = 0,

Si le systéme n’est pas en involution, alors il peut tout de méme avoir
des intégrales, mais celles-ci sont singulisres.

Ce mémoire ¢tudie des propriétés qui regardent les variétés intégrales
des systémes différentiels extérieurs, réguliéres aussi bien que singuliéres.
Pour cela il fant d’abord étudier les éléments plans intégraux. Cela comporte
V'étude de certaines variétés de plans dans 1’espace projectif & un nombre
quelconque de dimensions.
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Le premier chapitre est consacré a 1’étude des plans qui appartiennent
a4 un systéme d’équations extérieures finies. Les propriétés des éléments
plans intégraux, en un point intégral d’un systéme différentiel, sont, en effet,
en partie, les mémes que celles d’un tel systéme d’équations finies.

Dans ce méme chapitre, nous avons défini les diverses singularités des
plans du systéme fini, analogues aux singularités des éléments plans inté-
graux d’un systdéme différentiel.

Le plus importants parmi les plans singuliers, que nous avons en &
distinguer, sont ceux que nous avons appelés «de ramification » et les « ca-
ractéristiques ». A 1’aide de premiers nous séparons diverses branches d’élé-
ments plans intégraux. Les derniers sont situés sur les éléments plans inté-
graux réguliers.

Une place spéciale a 6t6 faite aux systémes que nous avons appelés
normaux et qui jouent un role exceptionnel parmi les systémes différentiels
extérieurs.

Les propriéfés des systémes différentiels extérieurs, qui sont propres &
ces systémes et ne sont pas de simples traductions de celles des systémes
finis, sont étudiés dans le 2m° chapitre. Les plus importantes de ces pro-
priétés regardent le prolongement des systémes différentiels et 1’étude de la
maniére dont se prolongent les éléments plans intégraux réguliers ou sin-
guliers. Cela comporte une étude détaillée des propriétés (caractéres, genre,
etc.) du prolongement d’un systéme en comparaison avec les propriétés du
systéme donné.

E. CARrAN démontré [3] un théordme, selon lequel, en prolongeant suc-
cessivement un systéme différentiel extérieur, on arrive aprés un nombre
fini de prolongements (ou & un systéme incompatible, ou bien) & un. systéme
en involution. Ce théoréme a 66 repris par SCHOUTEN et VAN DER KvLx [12]
et par MAsATARE KURANISKI [9]. Nous lui donnons ici, au 3™¢ chapitre,
une demonstration compléte; ¢ est-a-dire que nous démontrons aussi que
toute variété intégrale d’un systéme différentiel en involulion, peut étre
obtenue comme variété régulieré d’un certain systéme prolongé, fait qui
était xesté jusqu’ici sans démounstration [2], [11].

Dans le méme chap. III, nous donnons encore ume déduction du théo-
.réme d’existence de Cartan (sans toutefois le démontrer complétement,
¢ 6st-a~dire sans démontrer la convergence du développement Taylorien) ef
d’un théoréme sur I’ existence des variétés intégrales passant par une variété
caractéristique donnée.

Le contenu de ce mémoire résulte plus en détail des titres des para-
graphes.
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CHAPITRE 1.

Systémes algébriques extérieurs.

§ 1. - g-plans solutions d’un systéme d’ équations extérieures. Variété
représentée par les conditions de Grassmann. Variété des q-plans solutions et
ses composantes irréductibles.

1. Soit un systéme d’équations extérieures
0, = a,;ut =0, (=1, 2, .., by;i=1, 2,..., )
On, = Woiys, u N\ w2 = 0, (e =0byF+1,b,4+2,..,0,; 4,4, =1,2,.., m)

...............

@acl = adl‘ilig e 1'1 u’il /\ ui-g /\ o /\ uil = 07
(Otl = bz_1 —[— 1, bl-—-1 + 2, veey bz,‘ il, oy o 3 i = 1, 2, reey n)

défini dans un espace vectoriel &4 n dimensions sur le corps réel ou sur le

corps complexe, selon que les coefficients a sont dans I’un ou I’autre de
ces corps,

Un plan & ¢ dimensions P, (g-plan) d’ équations (indépendantes)
(1.1) O, =44 =0 (6=1,2,..,n—q)

est dit vérifier le systéme (S) ou appartenir au systéme (S), si, en vertu des
équations (1.1), les équations de ce systéme sont vérifides [2] (V).

Cela veut dire que les formes extérieures © appartiennent a 1’idéal dé-
fini par les formes linéaires o, .

Il est d’ailleurs facile & voir que, si le g-plan P, est représenté para-
méiriquement

(1.2) wi = b i°, =12 .., ¢

alors la condition, pour qu’il appartienne a (S), revient & exprimer que, en
remplacant (1.2) dans (S), on obtient des identités.

2. Si pht-ig sont les coordonnées grassmanniennes du g¢-plan, alors

(1) Premiére partie, ITI, pp. 20-26.
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la condition, pour que celui-ci appartienne a (S), 8’ éxprime [2] (¥, [3] (*) par
les relations

aalilp’tﬂg e ‘Lq — 07
@05151’52 p’hiz g = 07

............

Les variables pi%--i¢ (symmétriques gauches dans les indices) vérifient
le systéme d’équations de Grassmann (v. p. ex. [11] (%

(Gy) plivis e i) pilds e @) — (),

Si nous considérons, dans 1'éspace projectif 1T &4 CI ' dimensions, un
point de coordonnées ph--iq (ou ¢y, éy,.., ¢ forment ume suite croissante)
alors, dans cet espace, les équations déduites de (G,) par 1'arrangement des
indices de chaque variable en ordre croissant, représentent une variété algé-
brique nommée variété grassmannienne G4 [9] (%), [7] (%)

Celle-ci a g(n — ¢) dimensions et est irréductible et sans points singu-
liers [8] () ou [1] ¢). Les g-plans de (S) se représentent donc par les points
d’intersection de la variété plane, représentée par le systéme (1.3) (ol nous
avons en vue les relations qui en résultent pour les p, & indices en ordre
croissant) avec la variété (G,).

Soit Wy la variété de ces points d’ intersection. Elle se décompose en un
nombre fini de variétés algébriques irréductibles. Soit A, une de celle~ci.
Nous désignerons par P, un point de W, et en méme temps le g-plan qu’il
représente. Nous utiliserons le méme terme « variété W, ou 4, de g-plans »,
soit pour désigner- les variétés W, ou 4, elles mémes dans II, telles que
nous les avons définies plus haut, soit pour désigner 1}’ ensemble des g-plans
représentés par les points de ces variétés. Dans le premier cas, le terme
« g-plan (régulier ou singulier) de la variété » désigne le point représentatif,
dans II, du g-plan.
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3. Remarquons qu’on peut oconsidérer que les equations ©, =0 sont
indépendantes entre elles, qu’ancune des équations ©,, = 0 ne fait partie de
I'idéal defini par les autres équations ©, == 0 et par O, =0 ete. Si (S) a
cette propriété, nous disons que ses équations sont algébriquemeut indépen-
dantes. Dans ce cas, [ est le degré du systéme (S).

§ 2. - (q -+ 1)-plans du systéme (S), qui contiennent un g-plan donné
de (8). Droites associées & ce q-plan. Plan polaire. Variélé des (q -+ 1)-plans
de (S), qui contiennent un g=plan de la variété A,. Plans semi-réguliers,
réguliers, ouw singuliers de (§). Gewnre. Chaines de plans de (S). Plans singu-
liers, de rawmification et caractéristiques. Caractéres. Remarque aw sujel des
q-plans singuliers de (S).

1. Cherchons les (q 4 1)-plans du systéme, qui contiennent un g-plan
donné P, d’une variété 4,. Un tel (g4 1)-plan — soit Py, — est déter-
miné par P, et par une droite — soit P,. Nous disons que cette droite est
associde & P,. Soient phis--igis les coordonnées grassmanniennes de Py, ef
u? les coordonnées de la droite P;. On a

(1) pie iy = i ey — g it by L (D) piis e

2. Si Py, appartient & (S), ses coordonnées grassmanniennes vérifient
un systéme de relations, analogues & (1.2)

amr}:l pilif&g s iq+1 f— O,

. piteia e 1 J—
U gyiniy PTE " Pty —O,

Wa iy ... 4, phizedgiyy, =0,

A iy e g gy, = O,

AWUURN S
En vertu des relations (2.1), on obtient de (2.2) un systéme d’équations
linéaires en u’, appelé systéme polaire de P,, [2] ().
Soit 7,(P,) le rang de ce systéme pour un P, donné de 4,. Le plan
qu’il représente — appelé plan polaire de P, [18] (**) — a n — r,(P,) dimeén-
sions. On a toujours, évidemment

ro(Py) 4+ g < n.

{9 p. 6466,
(19 Ch. I1, § 30.

Annali di Matematica 37
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Pour que le (g + 1)-plan cherché P, existe, il faut et il suffit que
(2.3) ro(P,) + g < n.

Considérons (sur 4,) un P, tel que r(P,) y soit maximum et soit r, ce
maximum. Les g-plans P,, situés sur 4,, pour lesquels »,(P,) <r,, forment
sur 4, un certain nombre de sous-variétés algébriques. Nous dirons que ces
g-plans sont « singuliers de premiere espéce du systéme (S)». Cette notion ne
se confond pas, en général, avec celle de plan singulier de la variété 4,,
représenté par un point singulier de la variété de 1’espace II, définie par le
systéeme formé par (G,) et (1.3). Quand cela ne prétera pas 4 confusion, nous
utiliserons la dénomination de «plan singulier », sans préciser «du syste-
me (S)>».

Si r,(P,) =r,, nous dirons que P, est un plan semi-régulier du systéme (S).

Nous appellerons, « degré de singufarité » la quantité r, — ry(P,).

3. REMARQUE. - Pour frouver les coordonnées de la droite P, associée
a P,, on peut supposer que ce dernier plan est défini par ¢ droites indé-
pendantes Py, P® .. P@ resp. de coordonnées wuyy, uiyy, ..,y et
exprimer que:
1) P, appartient & (S);

2) P, est associée & chacune des droites P,® (=1, 2,...,q) dans le
systéme d’équations du 2m€ degré, appartenant & (S);

3) P, est associée & chaque 2-plan défini par denx de ces droites
dans systéme d’équations du 3m° degré appartenant & (S)..; P, est associde
a P, dans le systéme d’équations de degré q 4 1 appartenant & (S).

(est la méthode de Cartan-Kahler [2], [8], pour définir une droite
" associée & un ¢-plan dans un systdme (S). (En réalité ces auteurs s’ occupent
de systémes différentiels extérieurs et d’éléments plans intégraux par un
point, mais cela revient au méme (v. aussi [13]).

4. Soit maintenant un g-plan P,, semi-régulier de (S), situé sur 4,.
Supposons remplie la condition (2.3) et soit un (¢ 4 1)-plan Py, du systéme,
contenant P,. Py, est situé sur la variété Wy, des (¢ 4 1)-plans du
systéme, définie par le systdme livéaire (2.2) et par (Ggiq).

Il existe sur Wy, un voisinage de (¢ 4+ 1)-plans qui contient Py, et
tel que chacun de ses (¢ + 1)-plans contienne un g-plan d’un certain voisi-
nage de P, donné sur A4,. Donc 1’ensemble des (g 4 1)-plans de (S), qui
contiennent les g-plans semi-réguliers de (S) situés sur 4,, forment une va-
riété algébrique de (¢ 4 1)-plans, que nous nommons Ay . Sur cette variété
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se frouvent aussi des (g - l)-plans qui contiennent des g-plans singuliers
de (8).

Agqr est irréductible, car les g-plans situés sur ses (g 4 1)-plans, forment
une variété irréductible 4, .

5. On peut définir pour les (g + 1)-plans situés sur A,y,, comme pour
les g-plans situés sur A4,, les nombres rqi,(Pyys) €6 744, Vu que dans un
voisinage quelconque d’un (g 4 1)-plan de Ay, il ¥ a des (g + 1)-plans
semi-réguliers, il suit que, par un g-plan générique P, semi-régulier- de 4,,
il passe un (g + 1)-plan semi-régulier de 4,y,, ¢’ est-a-dire que les g-plans
de 4,, qui ont la propriété d’étre contenus seulement dans des (¢ + 1)-plans
singuliers (de premiére espeéce) de (S), forment une sous-variété de 4, .

Par une extension facile de ce raisonnement, on voit qu’on peut trouver,
par un P, générique semi-régulier situé sur 4,, un P,y semi-régulier gé-
nérique situé sur A,y ; par Pyy, (81 rgp +9-+1<n), un Py, semi-régulier
générique situé sur une variété 4,,., ete. Il est possible que, pour un P,
particulier ef pour un A donné, tous les (g 4 h)-plans, formés de cette ma-
nidére soient singuliers de premiére espéce pour (S). Dans ce cas nous dirons
que P, est singulier de 2™° espéce pour (S). On voit tout de suite que 1’ en-
semble des g-plans P, singuliers de 2m¢ espéce pour (S) forment un certain
nombre de sous-variétés algébriques de 4,.

Si, pour un g-plan P, semi-régulier, on a pu trouver la snite de plans
semi-réguliers jusqu’a lindice ¢+ % (sans qu'on ait précisé si tous les
Pyinqs sont singuliers de premidre espéce de (§)), nous disons que P, est
semi-régulier enftre les indices ¢ ef ¢ + k. Si

Ygen T4+ h=mn

I’operation ne peut, évidemment, étre continuée., Nous dirons, dans ce cas,
que P, est régulier o droite.

Posons ¢ + 2 =p; done
7, +p=n
L’indice p est le genre du sysléme (S) sur la suite de varidtés A,,

Aq+1, ver y Ap .

6. Supposons g > 1 ef considérons les (¢ — 1)-plans situés sur les g-plans
d’une variété irréductible 4,. Ces (g — 1)-plans appartiennent au systéme (S),
v. p. ex. [2] (V). Ils forment une variété irréductible de (q — 1)-plans de (S).

(*4) p. 23.
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Il est possible que cette variété coincide avec une variété 4, .., irréductible
de (¢ — 1)-plans. Dans ce eas, les plans de la variété 4, peuvent étre générés
a Vaide des plans de 4,,, par le procédé exposé dans le no, précédent.

Si ¢ — 1> 1, nous pouvons répéter ces considérations et nous arrivons
soit 1) & un indice ¢’ = ¢ —% tel que les (¢ — 1)-plans situés sur les
q"-plans de la variété A, forment une sous-variété d’une variété irréductible
Agr—s, non coincidant avec Ay, soit 2) & des I-plans ou droites semi-ré-
gulidres.

Examinons chacun de ces cas.

1. Premier cas. -Soit P, un ¢-plan semi-régulier de (S). L’hypothése 1)
veut dire que, sur ce g-plan, il existe un (¢ — 1)-plan P,, semi-régulier de (S),
sur celui-ci un (¢ — 2)~plan Py, semi-régulier de (S),.., jusqw'a un Py,
semi-régulier de (§).

L’ indice ¢, auquel on est arrivé, dépend du choix de la suite de plans
Py, Py, ... Posons

min ¢" = ¢'(P,) + 1

(il est possible que, pour un choix particulier de la suite Py, Pys,.., on
arrive & ¢’, mais qu’'il y ait des suites convenablement choisies, pour
lesquelles on est dans le II™e cas), ensuite, entre les P, situés sur 4,

min ¢(P,) = ¢

(il est possible que, pour certains P, sur 4,, on soit dans le IT™° cas).

P, est semi-régulier entre les indices ¢'(P,) et ¢ (ou bien, §’il est semi-
régulier aussi entre les indices g et ¢ 4 h, alors il est semi-régulier entre
¢(P,) ot q -+ h).

Les plans P,, pour lesquels ¢'(P,) > ¢/, forment une sous-variété de 4,
qu’ on obtient en exprimant que les ¢/(P,)-plans situés dans P, sont singuliérs
de I*r egpdce pour (8). Si ¢(P,) > ¢, il y a, dans un voisinage de P, un
autre g-plan — soit P* — de A4,, tel que ¢(P,)=¢ . Dans ce cas nous
dirons encore que P, est singulier de III™¢ espéce (ou a gauche) d indice
¢(P,). La meéme dénomination sera utilisée, lorsque gdPy>0 et il y a
d’autres P, sur A4,, pour lesquels nous sommes dans le II™® cas.

Si ¢(P,)=¢ (=1), nous disons que P, est régulier & gauche, jusqu’a
Vindice ¢ 4+ 1. §’il est encore régulier & droite, nous disons qu’il est ré-
gulier entre les indices ¢ -+ 1 et p.

8. La variété B, des (¢'— 1)-plans situés sur les g-plans de A4, est ir-
réductible et située sur une variété irréductible 4, , de plans de (S).
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Soit Py, un ¢'-plan de By . Supposons que, par ce ¢-plan, passent des
g-plans de (S), qui contiennent des ¢-plans de 4, non situés sur By .
D’ aprés I’hypothése, ces g-plans ne peuvent pas &tre situés sur 4,. Si
cette propriété avait lieu pour tous les ¢'-plans de By, il resulterait que,
dans le voisinage de tout P, de A,, il y a des g-plans de (S) non situés sur
4,, ce qui est impossible. On en déduit Ie

THEOREME. - Les ¢'-plans de By, par lesquels passeni des g-plans de
8S), formés de g'-plans non situés sur By, forment une sous-variété By de
By . Par un '-plan générique de By (non situé sur By) passent seulement des
q-plans de (S) formés de g'-plans appartenant a By .

TrrorEME. - Tous les g'-plans de By sont singuliers de premiére espéce
pour (S).

En effet, soit P, un tel ¢-plan. Dans son voisinage, il y a, d’aprés
)’ hypotheése, des ¢'-plans P’y de A, non situés sur des g-plans de 4, et semi-
réguliers. Considérons alors la suite des variétés de plans de (S), a1y
Aysyy .. 11 est clair que A, n’est pas située sur une de ces variétés. Il en
résulte que, pour une eertaine valeur g, telle que ¢ <¢q < ¢, les g-plans de
(S) contenant P, ne sont pas semi-réguliers de (S) sur 47. Done les g-plans
de (S), passant par Py sont singuliers de I®*¢ espéce. Puisque, d’autre part,
nous avons 6tabli que, si ¢ > ¢, les g-plans situés sur les P, de 4, forment
des variétés Az — il suit que ¢ = ¢’ . D’ o notre afflrmatlon

Ces g'-plans singuliers, qui ont la propriété que, tout en se trouvant sur
une variété Ay irréductible de g'-plans de (S), les (@' -+ 1)-plans de (S), qui
les contiennent, forment une variété A, distincte de Aq,;l (¢’ est-a-dire de la
variété des (¢ + 1)-plans de (§) qui contiennent les (¢’ 4+ 1)-plans semi-régu-
liers situés sur 4,) seront appelds singuliers de ramification.

9. Deuxiéme cas - Supposons maintenant qu’on arrive a4 des 1-plans
(droites) semi-régulieres. Les droites appartenant & (S) forment une variété
plane donnée par le systéme d’équations linéaires appartenant a (S), 0, =0.

Dans ce cas, nous disons que P, est régulier & gauche jusqu’a 1'indice
1, ou, plus bridvement «régulier ¢ gauche». S'il est régulier aussi & droite
jusqu'a Vindice p, nous disons qu’il est régulier.

De ce qui précede, il suit immédiatement:

THEOREME, - Il y a une seule smwfe de variétés irréductibles d’ éléments
plans réguliers de (S).

Cette suite peut &tre construite, en partant des droites de (S). Donnons
encore les définitions suivantes.
Le genre p du systéme, sur cette suite de variétés, sera appelé plus
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bridvement le gemre du systéme (S) et nous dirons encore que (S) est en
involution & p variables indépendantes [2].

Si, sur un plan régulier P,, les variables u', ..., u? sont indépendanies,
nous disons que le systéme (S) est en involution aux variables w*, u®, .., u?
indépendantes ou encore, en involution (u*, u*, .., u?.

Un g¢-plan sur lequel les variables #', #°, ... u? sont indépendantes

sera encore appelé g-plan (w*, u? .., 4% ou q-plan (u).

10. Chaines de plans de (S). - Considérons une suife de plans de (S),
contenus chacun dans le suivant

2.4) Py s CPyssy Con CPyy CPyCPyuy Coo C Pyyny -

‘Nous disons qu’une telle suite forme une chaine du systéme (S).

On peut construire une chaine, en partant d’un plan P,_, de (S) ef en
construisant successivement une droite P,9"*+ aggociée, qui forme avec
P, un plan P, _,,; de (S), ensuite une droite P,'"*** associe &
celui~ci, ete. Pour la construction de ces droites, on peut d’ailleurs employer
le procédé décrit plus haut (v. no. 3).

Supposons que ¢ —k=1 et que, sur les droites P{’, P! .., on ait

respectivement

sur PY: =0, 4° =0, u* =0,..., " =0,
sur PP w=0 =0 u=0,.., uttt1=0,
sur PEth. =0, u* =0, u*=0,..., ut+—2 = 0.

Sur le plan P,iy-., les variables u', u° .., u?*""* sont indépendantes
et mous pouvons les considérer comme coordonnées. Nous dirons que le
chaine (2.4), définie par les droites ci-dessus, est une chaine de coordon-
nées.

Chaines réguliéres ou semi-réguliéres. Lorsque les plans de la suite (2.4)
sont semi-réguliers, nous disons que la chaine est semi-réguliére. On peut
évidemment, construire une chaine semi-réguliére par la méthode indiquée
plus haut, en sapposant d’abord que P, , est semi-régulier, ensuite que
les droites ont ét6 choisies, de maniére & satisfaire aux conditions de semi-
régularité. '

Si gq—k=1, g+ h—1=p, nous dirons que la chaine est réguliére.
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11. Introduisons la notation

Yorga — rq/(qu) == 8¢/t
Pote = Vgdr = 8tz

--------------

Iei nous avons désigné par 7, (Py) le rang du systéme polaire d’un Py
générique situé dans P,, ¢’ est-a-dire tel que le rang r, (P,) soit maximum
quand P, varie sar la variété 4, (v. no. 2 plus haut et nos. 7—9 pour
le choix de ¢").

Il s’ensuit, pour ¢ <g=p

(2.5) vy = e (Py) + Sqys + Sgga -+ oo -+ 8

et encore

(2.6) v (Py) 4 Sqrgr + Sqrz + oo F 8, g <0 g < p),
(2.6") rg(Pg) 4+ Sgg1+ Sqpa + o+ 8 +p=n.

Les nombres s sont les caraciéres du systéme sur lo suile de variéiés

A4,. Dans le cas des plans réguliers, on a ¢'=1 et par suite

re=t =+ Sz 8 . + 8, .
On peut encore écrire
(2.7 #1= 8 -+ 81,

ot s, est le rang du systéme formé par les équations linéaires de (S). On
a donc, dans ce cas

{ e =8+ 81+ 84 .. +8,,

2.8)
1 Sot 8+ St tsptp=mn.

Toujours dans le cas des plans réguliers, les nombres s seront appelés
les caractéres de (S) (sans spécifier la suite des A, [2] (*) ou [13] (**).

(*2) Chap. 1V, pp. 61.67.
(**) Chap. II, pp. 61-70.
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Remarquons encore — ce qui est facile & vérifier — que, dans le cas
des systémes du 27¢ degréd, lo swite des caractéres Sy, Syqz, .., Sy SUr UNe
- suite quelconque de variélés de plans semi-réguliers, est mon croissante [3].

12. Soit une variété irréductible 4, de p-plans de (S), autre que la
variété A4, des p-plans réguliers. D’aprés ce que nous venons d’établir dans
les nos. précédents, il y a un entier ¢ (1 <g <p) tel que tous les (¢ - 1)-plans,
situés sur les p-plans de A, , forment une variété Agy, de (¢ + 1)-plans
semi-réguliers, tandis que les g-plans situés sur le mémes p-plans soient
singuliers de I*v® espéce. Ces g-plans sont situés sur une variété de g-plans
semi-réguliers, soit A4y, et ils y forment une sous-variété algébrique B
Un g-plan générique de A’y est semi-régulier a gauche jusqu’s 1'indice
¢ +1 (¢ <q). Cela veut dire que les (g — 1)-plans, les (g — 2)-plans, ..., les
(¢ + 1)-plans, situés sur les g-plans de A';,, sont semi-réguliers et forment
resp. des variétés A'y_i, A'y_z, ... A'gq. de (@ — 1)-plans, de (¢ — 2)-plans,

, de (¢ 4 1)-plans. Sur ces variétés, les (¢ — 1)-plans, les (g — 2)-plans, ..
les (¢’ + 1)-plans situés sur les g-plans de B'; forment des sous-variétés de
Ayiy Ayzy oy Agys de (g—1)-plans, de (g—2)-plans, ..., de (¢’ 1)-plans.

Tous les g’—-plang, situés dans les g-plans de 4',, sont des ¢'-plans
singuliers de I°*® espéce situés sur une variété de ¢'-plans semi-réguliers,
soit A, et y formant une sous-variété Bg. Les ¢-plans situés sur les
g-plans (singuliers de I°* espéce, de A4')), contenus dans les p-plans de

A%, ont la méme propriété. Ils forment une sous-variété de By — soit By —
a
de ¢-plans qui oufre la singularité (de tous les plans de B"y), ont encore

la propriété d’étre contenus dans des p-plans de Ay. Si q’> 1, on peut
continuer le méme raisonnement et on ftrouve, de cette facon, une suite
décroissante de nombres p, ¢, ¢, ... ¢'? ... ¢* ayant les propriétés suivantes:

a) Il y a une variété de g”-plans semi-réguliers A&J{)”;

b)) Un g'P-plan générique de la variété A%}*\”, est régulier & gauche
Q P ) q g%} g

jusqu'a Uindice gury -+ 1. Tous les guy.-plans situés dans les g¥-plans
de Afﬂ)l) sont singuliers de I?*® espdce et situés sur une variété de gé+v-
plans semi-réguliers A;’(}Fji) en y formant une sous-variété algébrique

B%fjﬁ% Les q““’—pllans situés sur les g™-plans singuliers de premiére espé-

ce de A“Tl) ont la méme propriété et forment une sous-variété — soit
q(d) ; prop
Bg&fﬁi} — de BYlY,. Tous les g¢'*+P-plans situés sur les ¢“~"-plans de

Aq(@,_l) forment une sous-variété algébrique de Bq H—lb soit Bq(‘fj)l), ., tous

les g#+V-plans situés sur les p-plans de 4, forment une sous-variéteé

algébrique de B i, So1t B q(fﬁb

(1)
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¢} Un g™-plan générique de AW) est régulier.

Il résulte que les ¢®-plans situés sur les p-plans de 4, sont singu-
liers de I°" espéce pour (8) et situés sur la variété des g®-plans réguliers,
Done

THROREME. — Les p-plans de la varidté A, sont formés de q®-plans
singuliers de premiére espéce pour (S), situés sur la variélé des ¢“-pluns
réguliers (g = 1).

13. On peut construire un plan P, de A4, et une chaine de coor-
données sur P,, de la maniére suivante:

On construit d’abord (si ¢* >>1) une chaine semi-régulidre de coor-
données

P1CPszCPq(x)__1-

On construit ensuite une droite P,(¢") associée a Py_y, formant avec

Py_y un g¥-plan P ¢ singulier (de premiére espéce), situé sur la sous-

variéte BUAY de la variéts ALY, Ainsi, les coordonnées de P,(«™) doivent
vérifier, oufre les Py relations qui expriment que cette droite est as-

gociée a4 P (%1 encore les relations qui obligent P () & rester sur B(”&')1 .

Si q")——l, on commence par construire la drmte P,®, singulisre (de
premiére espéce), située sur la sous-variété B,® de la variété 4,®,

On continue en construisant la chaine semi-réguliére

Pq(x)_H C qu(x)+2 C N C Pq(;(_.l)_l

et ensuite une droite P, agsocise & (P =—s)_,) ef située sur la sous-
variété BY (o— de la variété A% q0—v et ainsi de suite. Les coordonnées
de la droite P,a”™") yerifient les ¥ e—1_, relations qui eipriment qu’elle
est associée & P _, et en outre celles qui expriment qu’elle elle ess

singuliére.

Ainsi donc on peut construire les p-plans de 4, &4 laide de chaines
semi-régulieres et de plans singuliers. La chaine

P.CP.C..CP,,

construite comme plus hauf, peut d aillears &tre prise comme chaine de
coordonnées.

Annali di Matematica 38
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14. Considérons, sur le plan P, de 4, une chaine
PICPZC“’C Ppa

dans laquelle tous les plans sont semi-réguliers, sauf ceux, dont nous venoens
d’ établir plus haut qu’'ils sont singuliers de ramification. Considérons
vncore la suite des nombres

vo(Py), 12(P2), vey 7p(Fp) .

Si P, est semi-régulier alors rPy) =1, (sur la variété A, sur laquelle
il se trouve). Si FP,;, est singulier de ramification («--1==¢"), nous
supposons que iy Pats) ne change pas lorsque P, varie dans un voisi-
nage sur la variété ng}l) de plans singuliers sur laquelle il se trouve, ce
qui s’exprime en disant qu’il est pms d’une fagon générique sur cetfe
variété.

TUne droite associée au plan P, et qui forme avec celui-ci un (x4 1)-
plan situé sur B(i Y (singulier de ramification) ¢’est-a-dire sur un p-plan de
A}, veérifie les équatlons du systéme polaire de P, et encore un systeme de
condltlons gui expriment cette propriété-la. Le rang dn systdme total des

conditions est donc plus grand que 74(F,). Soit ce rang r(FPy) + 104

Pour un o quelcongue (< p), désignons par pe le rang du sysiéme qui
exprime qu’ une droile est associde & un Py el situéé sur un p-plan de la
variété 4,. On a

(2.9) = 14 (Py) -+ We ,

ot Wy =0, si Pyy, est semi-régulier ou si o =p; Wy > 0 si Py, est sur
BS;(T)I) (@ 4+ 1 = qD); r4(Py) =1y si P, est semi-régulier; ry(Py) <71y si P, est
singulier.

Les nombres

(2.10) Cg = Ta (Pm> - 4‘«*1(1)@—1) )

différences de rangs des systdmes polaires de deux termes successifs, d'une
chaine générique d’'un p-plan P, de 4;, s'appelleront le pseudocaractéres du
systtme sur la variété 4,. Si P, est semi-régulier, alors o, est égal au
caractére s, .

Il est évident que, pour que le systéme soil en involution & g-variables
indépendantes, il faut et il suffit que les w, soient nuls, pour a=12,... q.

15. REMARQUE. ~ Si le systéme est du II™¢ degré, on a'ioujom's

Cats == Oy — W »
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En effet, considérons les plans P, et P,.,, termes suaccessifs d’une
chaine générique d’un p-plan P, de A; et supposons que cefte chaine ait
ét6 prise comme chaine de coordonnées. Pour qu’un droite P; soit associée
a Py, il faut et il suffit (dans notre hypothese) qu’elle soit associée aux
droites P,(V, P,(® .. P, et le rang du systéme qu’on obtient en imposant
ces conditions est #4(Px). Pour qu’elle soit associé & P,;,, il faut qu’elle
soit encore associée & P.(¢+1); cela veut dire qu’ au systéme polaire de P,,
de rang r,(P,); il faut ajouter o, relations indépendantes qui expriment
que P, est associée aussi a P>+ . D’autre part, P, est situé sur 4, * (va-
riété générée par les a-plans situés les p-plans de A;) et vérifie les w,,
relations qu’il faut ajouter au systdme polaire de P,—, pour obtenir un P,
situé sur 4% .

On peut donc dire que, pour que P, soit associée & P,, il faut d’abord
qu’elle soit associée &4 P, ; et que le plan P, X P,_,, soit situé sur un 4}*
— ce qui implique r,_,(P,.,) + W, relations indépendantes et, en plus,
G, — Wq—1, relations indépendantes. En impossant encore la condition que le
(x+1) — plan P, X P, soit situé sur la variété Ag 5", qui contient les
(@ 4+ 1)-plans de A, , on obtient en tout

al .
To = Tg + We — Way

relations indépendantes entre elles et de celles qui expriment que P, est
associé a P,, et situé sur 4g%. ‘

Une droite ., associée a P,;, est 1) associée & P, et 2) associée &
P,«+3) Les relations qui expriment la condition 2) sont (on le voit comme
plus haut) an nombre de o4y, indépendantes entre elles et de celles qui
expriment la premiére condition.

D’autre part, la condition 1) peut se décomposer en

@) la condition d’étre associde & P,_, ;

b) la condition de former avec Py, un P, situé sur Af* ;

¢) la condition d’étre associée a P,@®

Si on me retient que les deux premiéres, c¢’-a-d. @) et b), alors il y a,
parmi les relations 2) de plus haut, un nombre aun moins égal & oy, d’indé-
pendantes. Ce nombre est o, — wy_,. Donc on a la relation de 1’ éconcs.

16, Etant donnée une variété 4,, on peut se demander, quel est le
nombre de parambdtres, dont dépend un g¢-plan (¢ < p) de (S), situé sur un
p-plan semi-régulier de 4, et qui contient un y-plan P.(y <¢) donné sur
un p-plan de 4,.

Pour y répondre, supposons que, sur un p-plan de 4,, les variables
u', u*, .., u? soient indépendantes et que, par suite, on puisse supposer que,



300 M. Hamovict: Sur Pintégration des systémes différentiels extérieurs

sur P,, les variables u', u’, ..., u? soient indépendantes. Supposons que, sur

P,, u', u*,.., u soient indépendantes et
w = lgu*, e=q-+1, 942 .., n;
wH=uwtt=_, =ul =0 e=1,2, .., 7.

Notre probléeme revient & imposer aux coefficients I7i., Iis, ..., 0, la
condition que le g-plan d’équations

u” = lgu® (@=1,2,..,9
appartienne & (S). Cela revient &4 déterminer successivement les droites

P§Y+1) W=uw=.=uw=0 wr=.,.=u=0 u = l?'['l)
associée & P,

P(1r+2) (’M/l — = ... = Ut — yrtt = 07 wits = ... = %4 = O; ue = Z$+2)
associée & Py, = P, X P{T™

P£Q) (%1 = =.. =yl = 0, s = l;)
associée & P,_, = P,_, X P,

ce qui implique, en tenant compte des nos. précédents, un nombre de
oy + Py T e T Pe—

é6quations indépendantes. Done le nombre de paramatres Iy(a=y-+1, v+ 2, ..
«e, @), qui restent indépendants, est

(2.11) Nyg=(@—1)0—q — @y + o1+ o + pg—1) -
D’ aprés (2.9) et (2.10), il résulte d’ici
(2.12) Nyg=@—70—@—(@—7re—+
4 (Op = 204 F oo (g — ¥ — Do) — 0y + Wpps + oo+ 10g0).

On déduit le

TuRORNME. - Pour que les plans de A, soient semi-réguliers, enire les
indices v + 1 et q, il faut et il_suffit que le nombre de paramétres N, , dont
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dépend ce plan soil égal o
N, g=@—7)0"—q—re)+ O + 267—}:2 4 (@ — 1 — L)og—s .

En général N, , est plus petit que ce nombre.

Lia démonstration résulte immédiatement du fait que la régularité¢ implique
Wy = Wyp1 == eee = Wyemy = (.

Pour le cas des plans réguliers, nous retrouvons un théoréme connu [2] (**).

17, ExEMPLE. - Soit le systéme
wAWNR+uW AN AWCF+ut AutAu" =0,
ur Auw Au® 4+ ut Aut A u® 4 ut Aut Au® =0,
w AW A =0, W ANuAut=0.
On constate immédiatement que les caractéres de ce systéme sont
s, =8,=0, s,=4, s,=s5,=5,=0.
Il y a une variété 4,* de 3-plans, donnée par les équations

Przi = 0, Diss +Pigr = 0, Pigs T Pigp = 0

(et les équations de GRASSMANN (G,)). Tous les 2-plans contenus dans ces
3-plans ont p,, =0 (et sont donc singuliers); inversement, un 2-plan avec
P12 = 0 ést situé sur un 3-plan de 4,*. Les caractéres sur la sunite de va.
riétés qui commence avec 4,* sont

1y =3, sf =2

- Le genre sur cette suite de variétés est 4.

Il y a encore une variété 4,* de 4-plans de (S) donnée par les équations

Prijr = 0

(et les équations de GRASSMANN ((,)). Toutes les droites situés sur ces 4-plans
ont x* = 0 et inversement, toute droite avec a' = 0 est située sur un 4-plan

(*4) p. 7%
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de AS™*. Les 3-plans situés sur les mémes 4~plans sont singuliers. Les ca-
racteres sur la suite de variétés, qui commence avec A, sont

— gF — g —
s =8, =&y =8, =0

ri* =1, s ;

4

Le genre, sur la méme suite, est 8.

18. Considérons un p-plan P, de (S), régulier entre les indices ¢ et p,
p étant le genre de (S) sur la suite de variétés A, Adgyq, ..., 4, — et les
g-plaus qu’il contient (¢ = ¢"). Parmi ces g-plans, ceux qui sonf{ singuliers
de I espéce forment un certain nombre de variétés algébriques irréduc-
tibles, soit €, €, ..., Cf?. Supposons que, pour P,, les f, soient minima
pour tout ¢ (¢ =¢ < p). Alors ces nombres restent constants si, au lieu
de P,, on prend au autre p-plan de (S), contenu dans un certain voisinage
de P,. Les p-plans de 4,, pour lesquels un f, serait plus grand, forment
une sous-variété de la variété A,. Supposons encore que chacune des

variétés ij), fﬁ, Cflfq) est de dimension minima pour tout ¢. Les p-
plans de 4,, pour lesquels une ou plusieurs d’enfre elles serait de dimen-
sion plus grande, forment une sous-variété de p-plans de (S) située sur 4,.

Lies ¢-plans des variétés O, situdes sur les p-plans P,, sur lesquels
les nombres f et les dimensions de ces variéiés sont minima, sont des
g-plans caraciéristiques de (S), situés sur les p-plans P,. Les p-plans,
pour lesquels un nombre f, des variétés C, ou les dimensions de certaines
de ces variétés sont plus grands que le minimum, seront appelés exception-
nels.

Les g-plans des variétés C, situées dans les p-plans exceptionnels
seront appelés singuliers spécinu.

19. Remarques aw sujel des plans singuliers. - Nous sommes arrivés,
dans ce qui précéde, 4 une classification des plans singuliers de (S). Tout
d’abord, nous avons défini trois espéces de plans singuliers. Mais, encore,
nous avons 6té amenés a distinguer les g-plans singuliers (de premiére
espéce, ef, par suite aussi des autres deux espéces) caracléristiques situés
sar les p~plans réguliers entre 1’indice ¢ (minimum) et I'indice p (genre)
sur une suite de variétés algébriques A,, Adgqs, ..., 4, de (S) et ceux
que nous avons appelés ¢-plans singuliers de ramification.

Mais ces plans singuliers ne sont pas les seuls possibles. Nous avons
déja mentionné au no. précédent les plans singuliers spéciauwx, situés sur
des p-plans (réguliers entre ¢ et p) exceptionnels. Il peut y avoir encore
p ex. des g¢-plans singuliers situés sur une 4,, tels que les (¢ + 1)-plans,
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qui les contiennent soienf tous singuliers et qui pourtant ne sont pas de
ramification (c’est-a-dire que ces (g 4 l)~plans sont situés sur 4,.,). Nous
n’allons pas étudier ici une classification compléte des plans singuliers.
Nous nous contentons seulement de donner quelques définitions plus loin,
au no. 20.

Remarquons encore, &4 propos des variétés de g-plans singuliers, un
autre critére de classification.

Soif, sur une variété 4, de g¢-plans semi-réguliers, une sous-variété
irréductible B, d’éléments g-plans singuliers de premiére espdce. Soit r,(P,)
le rang du systéme. polaire d’un g-plan de B, et posons

max. #q(Py) =78, .
By

Les g-plans sur B, pour lesquels rq(pq)<r§q (¢’il en existe) forment
une sous-variété de B,, soit By,

En procédant de la méme maniére, on obtient des suites de variétés de
g-plans, chacune contenant le suivantes, formées de plans singuliers de
premiére espéce de degrés différents.

De la méme maniére on pourrait définir des variétés de plans singuliers
d’une espéce gquelconque et de degrés plus elevés.

Ces degrés différents de singularités peuvent d’ailleurs étre rencontrés,
soit qu’il s’ agisse de singularités de ramification, soit qu’'il &’ agisse de
singularités caractéristiques, ete.

Dans le premier cas, & partir de deux variétés de plans singuliers
(contenus I’une dans Pautre) on construit deux suites différentes de variétés
de plans semi-réguliers.

Nous avons deja rencontré des singularités de degrés plus élevés au
no. 12,

20. Nous dirons q’un plan P,, appartenant & (S), est générigue . droite,
quand il y a un voisinage de P,, dans lequel, 6tant donné un g-plan
queleconque de (S) — soit P, — il y a des homéomorphismes entre les
(¢ + »)-plans de (8) (x= 0 arbitraire) qui contiennent P, et ceux qui
contiennent Py, ces homéomorphismes conservant la semi-régularité des
plans pour (S) on la régularité des mémes plans pour les variétés irréductibles
sur lesquelles ils se trouvent et faisant se correspondre les intersections
des plans correspondants.

Les plans, qui ne sent pas génériques a droite, sont en quelque sorte
singuliers. Si I’homéomorphisme n’existe pas pour les (g 4-1)-plans, cette
singularité est de I°*® espéce; si elle n’existe pour aucun des (g -~ A)-plans
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(h donné > 1) elle est de 2m¢ espéce; il est évident que les plans singuliers
définis dans les mnos. précédents (caractéristiques ou de ramification) sont
singuliers au point de vue de cette derniére définition.

21, Un plan singulier est semi-générique sur la variété (By, C,,..) sur
laquelle il se trouve §il. est régulier sur cette variété et si son systéme polaire
est de rang maximum suar cette variété. Il est générique 0 droife sur la méme
variété & il remplit, pour des variations sur Lo variété les conditions données
plus haut pour les éléments semi-réguliers génériques & droite.

Un plan de (S) est totalement générique s’il est générique & droite et
si tout les plans qu’il contient (semi-réguliers ou singuliers) son génériques
& droite.

Les plans qui ne sont pas totalement génériques, ont une certaine sin-
gularité, qui peut étre d’une autre sorte que celles qui ont été définies
jusqu’ici (Iéve, IIme JIIme espéces).

Lorsque nous dirons « plan singulier >, sans spécification d’espéce, nous
entendrons toujours « de premicre espéce ».

§ 3. — Systémes normaux. Leurs p-plans intégraux. Leurs caractéres el
leurs pseudo-caraciéres sur wune variété A,. Systémes quasi-normaux. Plans
caractéristiques. Condition d’involution d’un systéme normal. Forme simplifide
d’ un systéme normal.

1. DEFINITION. ~ Un systéme extérieur de la forme

( by = 0,
3.1) la=1,2,..,8; 0=1,2,..,8; i=1,2,..,p)

? 9o = Vi A\ uf =0,
ott 0, sont des formes linéaires indépendantes en vy el ¢, soni, elles aussi,

indépendantes entre elles el des 0, sera appelé p-normal, ou encore, plus sim-
plement, normal.

THROREME. - Un systéme normal me peul avoir de plans & plus de
p dimension, sur lesquels les variables u' soient indépendantes.

En effet, s’il y avait un tel plan, soit & p 4 k dimensions, ses équations
pourraient s’ écrire '

Voi = lm’f%i + boic ™ (t= 17 2’ s h)’

ou t sont des paramétres indépendants. En remplacant dans (3.1), la condition,
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pour que celles-ci soient verifiées avec les variables u#, { indépendantes,
impose /. = 0, ce qui prouve ’affirmation.

2. THEOREME. - Les p-plans de (3.1) sur lesquels ' sont indépendantes
(8’4l en existe) se trouvent sur une seule variété algébrique irréductible A, .

En effet, si on ecrit les équations d’un tel p-plan sous la forme

3'2) Voi = lo’i]‘ 'M/]

et si on pose

(33) ecx = BsiVoi ’
on obtient de (3.1), — en imposant la condition qu’elles soient vérifiées, les
relations

ls'i - lai' - O)
(3.4) e
Baai lm’j = 0.

Or, les [,; peuvent &tre considérés comme coordonnées du p-plan.
En numérotant les v,; avec un seul indice, allant de p4+1 & p 4 ps;, on
pourra écrire an lieu des équations (3.2)

uv:—_lviui (V=p+1:p+2>-~-,19+l’31)

et on aura

(3.5) lw’ — (__ I)V_l p12 vee I—1, v, ik1, 0 p ’
Pz p

les autres coordonnées grassmanniennes s’exprimeront par polyndomes en
l,;. En partant des équations linéaires (3.4) entre les I,;, on déduit que
toutes les coordonnées grassmanniennes 8’ expriment en fonction d’une partie
d’entre elles, par des polynomes divisés par p.,..,. De sorte qu’'il n'y a
pas de p-plan singulier, sur la variété W, des p-plans de (3.1), avec
u', u® ..., u? indépendantes. On voit donc immédiatement que cette variéié
est connexe et sans p-plans singuliers et, par suite, aussi irréductible.

3. On déduit encore, comme cas particulier, le

THEOREME. - Si le systéme (3.1) admet un p-plan régulier, sur lequel
ut, u®, .., uP sont indépendanies, alors lous les p-plans sur lesquels les mémes
variables sont indépendanies, sont réguliers.
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En effet, d’aprés le théoréme du mo. 9, § 2, il doivent appartenir a la
méme variété A,, qui est celle des p-plans réguliers.

4. Si le systéme a la forme (3.1), dans lequel les équations 8,=0 éta-
blissent entre les v, et #* un certain nombre de relations linéaires —
mais laissent indépendantes les variables u! — nous disons qu’il est
quasi-normal.

TaworiME. — Un systéme quasi-normal, qui admel conume solution un
p-plan P, , sur lequel les variables u' sont indépendanies, peut éire ramené o
la forme normale, par une transformation des variables de la forme

(3.6) Voi = Vg5 + Dol .
En effet, soient
Vyj == eo‘ji u
les équations de la solution P,.
Alors, on n’a qu'a poser
3.7 haji = egji

et on obtient, en temant compte de (3.4) (c’est-a-dire, dans notre cas
€i = €5ij), des équations du deuxiéme degré de la forme (3.1),

v A ul = 0.
D’ autre part, des hypothéses faites sur les équations 6,=0, on a
(3.8) 8 = BosiVoi + Cuyu? ;
done, dans les variables transformées
(3.9) 8¢ = BasiVei + Basi€sjitt? 4 Caju!

et, puisque ce systdme admet la solution vgi =0, sur laquelle les u' sont
indépendantes, il suit

Bccgi Oqii -f- Oaj =0
et par suite on a
*
o == BasiVsi s

ce qui prouve I affirmation.
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Notons d’ailleurs que la condition, énoncée plus haut, pour gun’un
systéme quasi~-normal puisse étre transformé en un systéme normal, est
évidemment aussi nécessaire.

La condition pour que les v,; vérifient les relations 6, =0, peut &tre
remplacée par le fait que ces variables s’ expriment & 1'aide de ps, — s,
autres variables ¢’ indépendantes entre elles

(3.10) Vi == Cpay V¥

5. Soit un p-plan appartenant an systéme normal (§), déterminé par p
droites indépendantes qu’il contient P, P,® .. P,® resp.de coordonnées
Wl VL, Us, UL, .., Uy, vp. Supposons encore que, sur P,, les variables
u' soient indépendantes, ¢’est-d-dire que la matrice des variables ui, ui, -
w, soit de rang p.

Pour déterminer un g-plan P, situé sur P,, on n’a qu'a prendre ¢

droites @, ..., §,'? situés sur P,, indépendantes entre elles. Pour cela on
s P iy
peut prendre d’abord les valeurs des coordonnées u! de ces droites, soit

', uy’, ., us'. Ces valeurs, (vu ’indépendance des droites P, ..., P\®
) ) h q ) H 3
peuvent d’exprimer

*iv—-

Uy -—N’:“? e=12.,q9;i=12,..,p)

Une fois les valeurs A trouvées de ces relations, on tronvera les
valeurs v*’ par les relations analogues

N .
'Upvz )\ZU;.

Supposons encore que P, soit régulier entre ¢ 41 et p et que les

Py situés sur P, soient singuliers des ramification. Pour que le plan

Pyq>¢) situé sur P, soit singulier, il faut que le rang du systdme
polaire de P,

(3.11) — Coiy ¥y W Coiyut 0 = 0

soit plus petit que 7,. Et pour cela, il faut d’abord que le rang de la
matrice

(3.12) Il Conuy " NI

(o les indices o, p sont pour les lignes et v sont les indices des colonnes),
soit plus petit que r,; ce qui s’exprime par un systéme de conditions
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algébriques pour ). D’autre part, sur P,, on aura
R R
vj = hiju;
et par suite
T AP
v, = M hiu;
ou encore

. kg
v, = hiu,,

ce qui a pour conséqueuce que le rang de la matrice (déduite de (3.11))
ll — Coiy up*i Gciv'v:y Il

est, Ini aussi, plus petit' que r,, et que par suite la condition (en Rf;, ex-
primée pour le rang de (3.12), est suffisante pour la singularité du plan P,.

Dans ce cas, le plan P, ést caractéristique. En effet, si P, varie dans
un cerfain voisinage (de manidre qu’il laisse toujours indépendantes les u)
et qu’on veuille trouver les P, singuliers qu’il contient dans chaque
position, on procédera comme plus haut. Les p droites indépendantes P;®
pourront étre prises de maniére que les coordonnées u; soient toujours les
mémes et par suite les conditions pour la singularité de P, sont toujours
les mémes. On déduit notre affirmation (v. § 2 nr. 18).

ToroRiME. - Elant donné un systéme p-normal (3.1), un q-plan singulier
de ce systéme, situé sur un p-plan (u) régulier entre q(< q) el q est caracté-
ristique.

6. Construisons maintenant, sur un p-plan sur lequel #*, u? ..., u?
sont indépendantes, une chaine de coordonnées, comme au mno. 13 du § 2
et exprimons les propriétés qui définissent cette chaine, lorsque P, varie
sur sa variété 4,.

Si ¢ >1(v.§ 2 no. 12), alors pour k=1, 2, .., ¢ - 1, une droite
associée 4 un P, de la chaine, ¢'est-d~dire associée aux droites P,
P.®, .., P* sera donnée par les équations

vﬁiu’?-—viiui:o (J=12,.,k;i=1,2,.., ph

(ot vl; = civ) (v. les notations des nos. 4,5, plus haut) et puisque, la chaine
étant de coordonnées, u;’.: 5;, on obtient

(8.18) Vg = Vi uf
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et on aura, en comparant avec (3.2) et en tenant compte de (3.4),
V5 == loij = loji

Parmi ces équations, il y en a 7, indépendantes. Domne, pour
Jj==1,2, .., k on déduit que (en vertu des équations 0, =0) parmi les
variables v, il y en a s, indépendantes, parmi les v, il y en a s, indé-
pendantes entre elles et des précédentes, les antres v, s exprimant en
fonction d’elles, ... parmi les vy, il y en a s, indépendantes entre elles
et des précédentes les auires v,z en dépendant linéairement. On peut
s’arranger de maniére que les v, indépendantes soient vy, e, .., Vs
les v,, indépendantes soient ¥, s, .., Vs, ebe. [3].

De plus, si (en vertu des premiéres (3.1) il y a une relation

AG]' Voj = O,

alors, puisque, sur P,, les u' sont indépendantes et que la droite P,%+b,
associée & P,, peut étre une quelconque des droites de P,, on aura aussi
identiquement

Agi ’Uzn' = 0,

7. Supposons maintenant k= q® — 1. Alors, d’aprés la construction

de P,, il suit que la droite P*+"=P,(a™) doit atre associde & P, et
encore vérifier nn nombre de relations, qui expriment que P, est situé sur
B,,gﬁ}"” (v. no. 13- et 14, § 2). Ces derniéres relations sont linéaires en I,

(no. 2, ce §) et forment avec le systéme polaire de P, un systéme de rang
T = Wi = ¥ty - Welo_y = pgity = pg.

Si k=¢®, on aura, comme systéme polaire de P,, le systéme (3.13) oun
J varie de 1 & ¢®. Le rang de ce systéme est égal au nombre de variables
v =1, 2, ..., k) qui restent indépendantes en vertun des relations 0,=0

ot des relations qui expriment que P est sur quﬁ”. Mais, d’autre part,
ce méme nombre est égal & ri(Py).

Les pseudo-caractéres (v. no. 14, § 2) o, o;, ..., 64(x1—y sont respective-
ment égaux aux caractéres de mémes indices, tandis que le nombre de
variables v, qui restent indépendantes enfre elles et des vij =12, ..,
¢*) — 1), en vertu de (3.1), est #u(Px) — r%s(Pr—s) = ok.

8. On peut continmer de la méme maniére et on voit aisément que,
! étant un indice quelconque, au plus égal & p, si P, est semi-régulier,
alors le rang de son systdme polaire est 7, et le nombre de variables
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Vs indépendantes entre elles et des wv,(j=1,2,..,7- 1) est égal a
r, —r, (P, (ce caractére étant considéré, naturellement, sur la suite
respective de variétés A4,).

Si P, est singulier de ramification (! = ¢'?) la droite P, associée a P,_;
(et située sur un P, de 4,) doit vérifier, outre le systéme polaire de P,_,,
encore w, , relations, qui expriment que P, est (générique) sur qu}‘rl). Ces
relations sont linéaires et forment, avec le systéme polaire de P, ;, un
systeme de rang p,(i_1 == 74i)_1(Pyh_1) + wyli)—1.

THHOREME - Le nombre de variables v, indépendantes entre elles ei des
vei(f =1, 2,...,1 — 1) est égal au pseudo-caractére o .

En effet, d’aprés ce qui précéde, ce nombre est égal & v, (P) — r;_y(P;_1).
D’aprés le théordme du no. 15 § 2, il suit

TaROREME. - La condition nécessaire et suffisanlte pour que le sysiéme
(3.1) soit en involution aux variables w', u’, ..., u? indépendanies est que le
nombre de paraméires N, dont depend un p-plan sur lequel les variables
u', u*, ..., u? sont indépendantes soit égal &

P — p) — prp— — (01 + 20, + . -+ (g — 1) 5g—2).

En général N,, est plus pefit que ce nombre.

La démonstration résulte immédiatement de ce qui précéde, en tenant
compte qu’il y a une seule variété 4, qui contient des plans sur lesquels
u', u® .., u? sont indépendantes.

9. Remarquons encore que, si la chaine de coordonnées est générique,
on peut toujours & arranger de maniére que parmi les v, , ceux qui sont
indépendants aient les indices o=1. 2, ..., o, parmi les wv,, ceux qui sont
indépendants aient les indices o=1, 2, ..., 0, [2] et de plus, que les v,
avec o> o, soient fonctions (linéaires) des v, et des v, avec o < o,, les
vy avec o > o, soient fonctions des v, v, et des v, avec cgc;,' ete,
Tout cela revient & des transformations linéaires entre les (3.1) et & des
substitutions entre les variables u®.

Plus encore, supposons que nous ayons arrangé le systeme de cette
maniére et considérons le vy-plan PT(PI(”Pl(Z)x .. X Pyt)) gemi-régulier
entre y et un indice ¢(>7y). On peut évidemment faire en sorte que les
Us 1,5 Vs de, g oo dépendent seulement des % o1, Vg y—2, o, Y €f DO
dépendent pas de Vi, Vo, vy Vs Cela revient &4 remplacer les (3.1) par
des combinaisons linéaires de ces mémes équations.
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Nous allons montrer que, aprés cet arrangemenf, les variables
Us b, 8, Vsoba, g, o (B=7)
dépendent, elle aussi, seulement des
Vg, y—1 Vg, p—2 3 v 5 Vo1«
En effet, pour un § >y, on aura, comme plus haut (v. (3.13))
(8.14) v, = ol

Or, on a, par hypothése:

vie = combinaisons linéaires de @?,Y_l, s of,
(o7 >'s,)
donc
B . . . > y—1 1
Vo, = combinaisons linéaires de wvig , .., v;.
(G’>3Y)

Mais, d’auntre part, on peut supposer que le plan
Py X P® (Ppey = P, X ... X P0t7))
est aussi semi-régulier et qu’ on a, comme pour P,

Vg = combinaisons linéaires de v, ..., Vsg @b de Vgy—1; ;s Vo s
(@ >3,)
Y

Par suite de quoi

(3.15)  wlp == combinaisons linéaires de vl ", ., Vig; V511, e, Vbt G o Voss
(o/>5.)
Y

D’ autre part, le second membre de (3.14) donne, comme plus haut,

(3.16) ( ?Jérg)—_' combinaisons linéaires des vlg, ..., vgvg, VS, ety wor s Uly s
[«) 8,
Y

Il faut maintenant identifier (8.15) avec (3.16). En cela il faut tenir
compte que les variables v}, ..., Ve sont indépendantes des autres variables

qui entrent dans les combinaisons des seconds membres, puisque, comme
nous ’avons vu, le plan P,_, X P® est semi-régulier. Donc

vl = combinaisons lindaires des variables v, y—is ey Ul

(o’ > ST)
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Mais d’ici il résulte notre affirmation, puisque, évidemment, on peut
renoncer & 'indice supérieur vy.

On voit que, par suite de cette propriété, si le systéme est régulier oun
bien régulier entre vy et p, alors on peut ranger ses équations de maniére
que, pour tout y =y (ou encore, s’il est régulier, pour tout y’) les
Vog(c' > 8y, B=7') dépendent linéairement des v s, ..., Us, tandis que
Vyp avec o' << 8, sont indépendantes de ces variables.

10. Supposons maintenant que P, soit un plan singulier de ramifi-
cation générique du systéme, situé sur P,(u) et que ce dernier plan soit
régulier (u) entre y -1 et p. Alors le raisonnement fait plus haut n’est
plus valable. On peut pourtant arranger le systéme comme nous ’avons
montré an début du no. précédent et ensuite faire en sorte que w,,, vy, ..
s sy soient indépendants entre eux ef des

Vo, iy Vo, y—zy voo; U

et que les v,y (s’ > o,) dépendent seulement de ces dernidres variables.
On peut d’ailleurs remplacer les équations d’indice plus petit ou égal
4 o par des combinaisons linéaires de ces mémes équations de maniére que
les o, 1, avec 8,4, < ¢’ =< o,, dépendent seulement des vy, Vs, y—1; wuv ) Vo
Quant aux vy, 4., avee o >a,, il pourront s exprimer & l’aide des

Vg, Vgay sery Vg yt €6 dOS W1 15, Vo ygry eney Vos v

qui sont indépendants entre eux et des précédents.

Cela résulte immédiatement du fait que la chaine de coordonnées est
supposée générique.

Mais, de cette méme hypothése, il résulte encore que les variables

Vi, pprs Vzopta, wos Ysppy v

n’ entrent pas.dans cette expression des vy, ,4,. En effet, si elles y entraient on

pourrait faire une transformation #,, = wiy; + vu, de manidre que dans- le
systéme transformé il n’y ait pas que les variables vi, Vo, o) Vpy indé-
pendantes des ¥;, 1, ..., mais encore une partie des variables v, , ce qui voudrait
dire que le plan P, (pris dans le systéme initial de coordonnées) n’était
pas générique.

On est arrivé ainsi & un systdme régulier entre y 4+ 1 et p, avec la
chaine de coordonnées réguliére entre v+ 1 et p et qui a les propriétés
suivantes :
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1) Les variables v,,, vy, ..., v,, sont indépendantes des v, ,—,
V. y—z1 oy Uy ©b les variables wvg. (¢’ > o,) dépendent seulement de ces
derniéres,

2) Les variables v, ,41, Vs qb1. e Usps, v sont indépendantes des
Vo, y 0F des vy 1, ..., Vs; les variables v, 4,(8,41 <" =< 0,) dépendent
de ces derniéres mais sont indépendantes en vy, vy, ..., Vs - les variables
Vor, (410’ > 0,) 8’ expriment & 'aide des variables v,n .o, ef des v, y—, v, Vo,
ou bien & ’aide des variables v, U5 y—1, «v, Vo1-

Par suite de ce que nous avons établi plus haut, au no. 9, il résulte
que, pour tout =y 4 1, les Vs yit1, 85 Us.yi+2, 8, o, pourront 8’ exprimer
& laide des v, .y, V51, o) Vs

Il résulte en particulier que (pour tout § =y + 1) les v, peuvent étre
supposées (en faisant & la rigeur une transformation sur les u) indépen-
dantes entre elles en wv,,, Vzps wry Voo Les v,p(c" > o,) sont fonctions des
Vorg ef dOS Vo v, Vs, vz, w0, Vot

Lorsque nous aurons rangé ainsi le systéme, nous dirons qu’ils est sous
forme simplifiée. Nous emploierons d’ailleurs le méme nom pour !’arrange-
ment décrit au no. précédent, lorsque le systéme normal est régulier.

THEOREME., - Tout systéme normal (u) qui admet des plans (u) est su-
sceplible d’ étre mis sous forme simplifiée.

11. 'Supposons le systdme mis sous forme simplifiée. Désignons, pour

simplifier I’ écriture, les variables v, ., ¥5 y—s, ..., U5 par v*. D’aprés les
propriétés établies an mno. 10, on pourra ranger les équations du 2m¢ degré
d’indices 6,41 41, 02+ 2,..., o, et faire — au besoin — en plus, une

transformation sur les variables u, de maniére que, pour un certain t,,

1) pour tout (p=)B =1y + 1,les variables v, avec S < T=T(n <g,)

101 1 %
soient indépendantes (mod ¢*) des Vs, gyt s oo s Vg -

2) les variables w.g(3> v+ 1) aveec 1, <7 <o,, dépendent (mod v
des Usppatiys s Vogy et des v avee S <T<T,.

(Remarquons qu’il n’est pas exclu que les variables de 1) n’existent
pas (auquel cas, nous supposons T, = g,)).

3) les variables w, r+1 avec T, <t <o, dépendent (mod v*) des
USY+1+1’T’ ey v“ﬂ' .

Ce procédé peut étre répété em considérant les variables V1, 85 ver
s ‘L“cyg{ﬁ2“{ 4 1) et on arrivera & un systéme tel que ces variables aient
les propriétés, qui se déduisent des propriétés 1), 2), 3) de plus haut, en y
remplagant t, par (o, =)%(=") et ainsi de suite.

Il est clair que, finalement, aprés un certain nombre (soit %) d’ opérations,
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on arrive &4 un systéme oit T, = Tpr,, Ou bien & un systéme ol t, =g, (v. la
remarque faite plus haut).

12. Nous allons examiner ces deux possibilités. Commencons par Ila
premiere.

Supposons qu’on ait, pour un certain 8 >y 41,

[ Ve, =0 (mod v*) (¢/> 5y
(3.18) S Vor, y1 = AorionVor,yp1 (mod 0¥) o, =0" > 8.4,
Vorg = Bgic/ﬂ[)o—ng (mod v%)
et en plus
U, yp1 = CrorVony 4 Niyv,, indépendants en v,
(mod v¥)(Sy4s <TE T ; P S 801),

Vet ot = Corgr¥pry (mod v%) (0, = 0" > 841, 2 =7 > 1),
(3.19) Vet ypg = C’:/’G'” Vgriry (D’lOd ’U*) Gy =>a" > s Ty =17 > ’Cg),

Vglh—0) oy == Crth—t,h 5, (mod v*) (o0, = oM >t _,, =0 > ),

Oy = Coz 07, (mod v%) (6, =0 >, oy =1 > 1, =1)

Remarquons qu’on peut faire des combinaisons linéaires entre les équa-
tions, de maniére & simplifier encore les relations ci-dessus, notamment
faire en sorte gue

! OTU// = 0
Cogn =0 pour o’ > 1,
(3.20) Corgn =0 pour o’ >1;,

s e s + % s o3 ¥ v 4 = & & 2 & v & s %

C.a—v 0 =0 pour LU N R
D’ autre part, en faisant une transformation

U, = U, - )‘u‘f'*'l»‘
on aura

Vo, y1 = Vg, 1 + ;"vcrr .
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La seconde des relations (3.18) devient aprés la transformation
V41 = Ao Vo, pn (mod v¥) (0, = 0" > 0p14)
et, par suite de la premiére de (3.18),
Vor, o = Aoron ) W, y41 + M)
ou encore, par suite de la 2=e (3.18),
[Aoror — Aoron WN]Wer, gz = MAign (V) Vgiry «

Par suite de (3.18) et (3.19) il résulte alors, en remplagant Vo, y1 €0
fonction de v,, et identifiant,

Aa"r = gc’r()")
{Ac"r’ — A_a"r’ (l)] Cor = )‘A—a"c 0‘)

8.21) (L.
[Agint— — Attt (N)] Crth=0 =1 = X Agrnti—2 (X)
| 0= )\[Ic,,r(h—i)(l)
et
(3'22) [AU’T(I“ - Zo"'c{h) 0‘)] O'r(h)g = Q‘AU’E’(X) .

On en déduit, de proche en proche, en partant de la derniére de (3.21)
et en tenant compte que A, = Ay (0)

A—-a"r(;’_‘) 0‘) - (};
AG,T(h—m()\) =0,
Ay()) =0,

Ap-(A) = 0,
et par suife, dans (8.18), on a
(3.28) Ao = 0, pour >0, <y ="

Par la méme méthode, il résulte que, dans le second cas (¢’est-a-dire
8i T, = g), on a

(3.24) Aqrgu _ O,
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13. Utilisons maintenant le fait que le systdme admet des plans régu-
liers (u) entre vy 41 et p. Pour un 3>y 41, on a, d’aprés ce qui a 6té
établi plus haut

(5.25) VatWg = Lowgi v, + Mow, v, (mod v*),

ou t® et ¢’ prennent les mémes valeurs qu’au no. précédent et v=1, 2,..
wis Sgp1. On a, d’autre part

(3.26) VW, 1 = O3 U5 (mod v¥)

¢ prenant, comme au no. précédent, les mémes valeurs que ™,

De la régularité du systéme, il suit qu’on aura

Y+ B
Voog = Voo qy

par suite des relations existantes entre les v,,. Donc on aura
Lo w5ty + Mamyvi;" t= Oz unh.
D’ autre part, par suite des relations (3.14)
vlﬁ}l = Ohreps  eb v;i = v;}.
Donc on déduit, en tenant compte de (3.25), (3.26), (3.19), (3.20)
Loy Cenly + Lus G Ly + e 4 Lot Ortimv ol
4 Lo Ny ol 4 Mow, 0, g = Cotog § Lgthgn vlry + Mz, of, |,
ol tous les coefficients L, M, C ont 6t6 définis dans ce mo. et le précédent.
En identifiant, on déduit 4’ ici 4’ abord
M., = 0;
ensuite, puisque dans (3.19), v, ., sont indépendantes en v,
Lw, =0
et ainsi de suite

L.y = Liwgy = .. = Ly 0—» =0,
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Donc
(3.27) Vg = L.y Vzy -

THEOREME. - Un systéme normol (u) régulier entre v+ 1 ef p, dont les
y-plans situés sur la variété de plans (u) du systéme sont singuliers de rami-
fication, peut éire rangé sous forme simplifice de maniére qu on ail

Voy = 0 (mod v¥ (¢’ > ay),

(3.28) Vg = (%'p v (mod v¥) B=rv+1;onu<si<e<a)(®

Vg = I;)pp’”w (mod v*) (I <p < ay

Le systéme ayant ces propriétés sera dit sous forme simplifide réduite.

Craritre II.
Systemes différentiels extérienrs.

§ 4. - Définition d’ un systéme différentiel extérieur. Points intégraux et
éléments plans intégraux. Poinis el élémenis plans semi-réguliers ou réguliers
ou singuliers. Régularisation. Variétés intégrales.

1. Nous allons étudier les systémes différentiels extérieurs de la forme

Fa) =0, @=1,2,.. k)
B = @ At = 0, G=h+1,h+2 ., k)
(Z) 6052 ponenet a/azilig dwi‘ /\ dwi2 = 0, (mz o h]_ "{— 1 hl + Ly seey hg)

.................................

9% = Clvgpilgg "p daxi N dact: A\ LA dm@'p = 0} {O&P = hp__l + 1 hF__.l -{— &y . p"

(31, @2, ey ip == 1, 2, ver sy '”/),
ou F,(x) et les coefficients
Woi s Dagiyias ove 5 Qg iy

ity e i{)

{#) Lies coefficients C dépendent, en général de 8. Il va sans dire qu'on ne fait pas
la somme pas d’aprés cet indice.



318 M. Hanvovicr: Sur Vintégration des systémes différentiels emtérieurs

sont des fonctions des variables %, % .., #* (p = n). Nous supposons que
ces fonetious sont analytiques et réguliéres dans un domaine D réel ou
complexe de ces variables. A vrai dire, pour la plupart des théorémes que
nous avons & étudier (sauf pour les théorémes d’existence), si nouns sommes
dans le domaine réel, il suffirait de supposer que ces fonections sont de
classe C pour un certaine valeur de n (= 1) et, dans la suite, cette
classe résulterait avec évidence des considérations que nous ferons.

Nous supposons encore que (X) est fermé, ¢ ést’-a-dire que
aF,, db,, db,,, .., d@ap

appartiennent & I’ideal défini par les premiers membres de (I).
Nous supposons encore (condition A) que, dans un voisinage de chague
point P de D, dont les coordonnées vérifient les équations

“4.1) I () = 0,

ces dernicres peuvent étre résolues -par rapport & h 4’ entre les variables x;
autrement parlé, (4.1) représente une varidlé analylique réguliére Q (resp.
une variété réguliére de classe 0) & n—h dimensions dans D.

Plus généralement, on pourra supposer (condition 4) que le systéme
(4.1) est décomposable en wun certain nombre de systémes d’équations
F,»(x)==0, dont chacun représente en D une variété régulidre analytique &
n — k™ dimensions. Nous disons, dans ce cas que @ est décomposable et que
les varidtés Q) sons ses composanies.

On pourrait encore supposer que, dans D, et y ait aussi des points
qui ne remplissent pas ces conditions. Ce sont des points singuliers, tandis
que les autres, ol les conditions sont remplies, sont réguliers. Dans tout
voisinage de chaque point singulier, il y a des points réguliers et Uensemble
des points réguliérs est ouvert.

2. Un point P(x) dont les coordonnées x vérifient (4.1) est point intégral.
Un g-plan par P) (6lément g-plan), qui appartient au systéme (%), est
appelé élément q-plan intégral [2].

Un point intégral P est régulier pour (Z) s’il remplit les deux conditions
suivanies :

@) P est régulier sur la variété @ ou sur une de ses composantes.
b) Il y a un voisinage de P formé de points intégraux réguliers P/,

tel que, entre les variétés algébriques d’éléments g-plans iniégraux par P
et par P’, il y ait des homéomorphismes qui conservent les ¢éléments plans
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semi-réguliers pour X et pour ces variétés et qui fassent se correspondre
les intersections.

Un element g-plan E, par P est semi-régulier, resp. régulier & gauche,
ou & droite, entre deux indices, genérique elc. si:

o) P est régulier pour le systéme (Z).

b') sont vérifiées les conditions algébriques, établies, au § 2 du Chap. I,
pour la régularité de I’élément g-plan dans 1’espace vectoriel des différen-
tielles au point P.

La définition des chaines réguliérs, donnée au no.10 § 2 Chap. I s’applique
de la méme manidre aux points réguliers. De méme, la définition du genre
sur une suite de variétés A4, d’éléments plans intégraux, la définition du
genre du systéeme (X) et les définitions des éléments plans singuliers, de
ramification ou caractéristiques ou exceptionnels aux points réguliers de (),
et aussi la notion de degré de singularité des éléments plans singuliers de
I*ve egpece.

Un systéme de genre p (dans les points intégraux réguliers) est encore
dit en involution & p variables indépendantes. Si sur un élément p-plan
E, intégral régulier, les formes de PFAFF ', w? .., P sont indépendantes,
nous dirons que le systdme est en inwvolulion aux formes o', w?, ..., 0? indé-
penndantes. Les » sont supposés & coefficients analytiques réels ou com-
plexes (ou encore de classe C“) selon que (£) a la méme propriété.

3. Les points intégraux de (Z), qui ne sont pas réguliers au sens de la

définition donnée plus haut, sont singuliers pour (). Supposons que, dans
D, ces points singuliers soient donnés par les équations (4.1) et

4.2) Fou(x) =0

F,. c¢tant des fonctions analytiques (réelles ou complexes selon que les F,
sont réelles ott complexes (ou encore de classe C‘ dans le cas ou les F,
sont de classe O“) (4.1) et (4.2) définissent ensemble une variété Q', éven-
tuellement décomposable en un nombre de variétés régulidres, qui peuvent
avoir des points singuliers.

Si on ajoute & (I) les équations (4.2) et les équations

(4.3) dFa/ = O

on obtient un systéme (Z'), qu’on peut considérer de la méme maniére que
(). On peut d’ailleurs chercher dans le systéme (¥') les points singuliers
et construire les variétés de ces points, comme plus haut. Tl est evident que,
de cette maniére, si, chaque fois, comme plus haut, on trouve des sous-
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variétés de points singuliers, on arrive & un systéme sans points singuliers
ou & un systéme de points isolés.

I’ opération ainsi décrite, par laquelle on décompose un systéme (Z) en
un certain nombre (fini) de sysfémes sans points singuliers, sera appelée
régularisation. Un systéme ainsi régularisé se compose done d'un nombre
distincts de systémes sans points singuliers.

Les éléments plans intégraux de (X') sont aussi éléments plans inté-
graux de (I), mais le fait d’étre semi-réguliers pour (') n’implique pas
la gemi-régularité pour (¥). Si on vent étudier tous les éléments plans
intégraux, on peut le faire d’abord aux points réguliers de (Z) et ensuite,
séparement, anx points de ('), ete.

4. Soit, par un point P de D, une variété V, réguliére &4 ¢ dimensions
dans D, donnée par les équations

fx{%)-——‘g {:R:I, 2, ver s %—-—Q)

V, est une variété intégrale de () si ses points sont des point intégranx
et ses éléments g-plans tangents sont intégraux. Si ces éléments g-plans
sont semi-réguliers, réguliers & droite ou a gauche, ete, alors nous dirons
que la variété a les mémes propriétés de régularité,

Les variétés intégrales formées par des points infégraux singuliers, dont
les coordonnées vérifient (4.2), sont aussi variétés intégrales de (4.3). Cest
d’ailleurs pourquoi on a formé le systéme (X') en ajoutant ces derniéres
relations, ¢’ est-a-dire en fermant le systéme. Cette régle sera suivie partout:
Si on aura a ajouter, an systéme (I), un autre systéme différentiel exterieur
(T), on ajoutera aussi les équations obtenues en annulant les différentielles
extérieures des premiers membres de (T), ¢’est-a-dire en fermant le systéme
obtenu.

8§ b. - Prolongement des systémes différentiels. Systémes mnormawu.
Prolongements successifs.

1. Les 6léments g¢-plans E, de (I) peuvenf &tre représentés par un
systéme d’ équations linéaires

GRY) ¢y = L daf =10 (6=1, 2,..., n—0@)

supposées indépendantes. Les coefficients L. dépendent du centre de
I’élément plan. Ils doivent remplir certaines conditions, pour que, en vertu



M. Harmovicr: Sur Pintégration des systémes différentiels emtérieurs 321

de (5.1), les équations différentielles de (Z) soient vérifiées. Ces conditions
s’ expriment par un systéme d’équations algébriques (en L,). Nous nom-
merons ce systéme (7,), mais nous ne 1 écrivons pas explicitement. Pour
que (2) ait des éléments plans intégraux A& ¢g-dimensions par chagque poinf
intégral, il faut et il suffit que (T,) soient compatibles en L;.

Si, sar E,, les formes de Prarr o, @® .., w? sont indépendantes,
alors, en nommant &°(c=1, 2,.., n—gq) des formes de Prarr (aux
mémes propriétés de régularité que ) indépendantes entre elles et des
o¥a=1, 2, ..., q), on peut écrire les équations de E,

(.2) o =6 —lger=0 6=12..,n—q;a=12..,0¢,

ou I, sont fonctions de L,; et des variables «, rationnelles en L,; et analy-
tiques x. Les conditions pour que K, soit intégral, s’expriment par des
relations entiéres multilinéaires en 7, qui résultent de (7,). Le systéme de
ces relations sera désigné aussi par (T,); cela ne préte pas & confusion.
Nous nommerons élément g-plan intégral (o', o .., 0% ou élément g-plan
integral (»), un élément plan intégral, sur lequel les formes o?, ©?
sont indépendantes.

a
ey @

2. Le systéme (7)) nous donne les variétés 4, en chaque point P. Si
nous nous occupons seulement d’éléments g-plans ou bien d’éléments plans
situés sur ces éléments g-plans, pour un ¢ donné, alors on peut remplacer
(2) par un autre systéme, donné par les équations (5.1), (4.1) et (T},). Cest le
prolongement algébrique [5], [6], & g-dimensions de (¥). Les éléments g-plans
de ce systéme définissent les 6léments g-plans de (Z).

Il est clair que le systéme d’équations finies (4.1) et (7,) du prolonge-
ment algébrique se décompose en plusieurs variétés réguliéres, si la variété
Q donnée par (4.1) se décompose ou si la variété d’éléments g-plans, définie
par (I,), se décompose. Dans ce dernier cas, nous désignerons pas (G,) les
équations d’une composante, que nous aurons choisi, du systeme (T,).

3. Etant donnée un variété integrale ©),, & ¢-dimensions, de (), sur
laquelle les formes o', ©’, ..., w? sont indépendantes, les conditions, pour
que, sur 9., soient vérifiées les relations (5.2), déterminent les paramétres
I3 et leurs valeurs vérifient (7).

Inversement, étant donnée umne variété €, intégrale du systéme formé
par (56.2), (4.1) et (T,) — dans les variables « et I — sur laquelle les
formes » sonf indépendantes entre elles, les relations entre les variables x
imposées par cetfe variété définissent, dans 1’espace de ces variables, une

dAnnali di Muatematico 41
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variété €, intégrale de (2). Cela suit immédiatement du fait que, en vertu
de (6.2) et de (T},), les (¥) sont identiquement vérifices.

4. Le systéme qu’on obtient en fermant le prolongement algébrique
de (Z) [2] (*)

F, =0,
(ZI) (Tq)y (Tq’>7
Lgid;‘(}”’ = O, dLm' A dat =0

sera appelé le prolongement & g-dimensions fermé de (Z) [B], [6] ou, plus
bridvement, le prolongement & g-dimensions de (Z) ou encore le g-prolon-
gement de (2). Par (Ty) nous désignons le systéme qu’on obtient en annu.
lant les différentielles des premiers membres de (T,).

Nous supposerons toujours le systéme régularisé (v.§ 4, no. 3) et, lorsque
nous parlerons d’un prolongement, nous entendrons «un quelconque des
systémes distinctes en lesquels se decompose (X')».

Le systéme (¥') dépend des variables « et des L,; — en nombre total
de n-+n (n—gq). Dans un voisinage d’un element g-plan intégral, sur
lequel les w” sont indépendantes, le nombre des variables peut &tre reduit
A N=mn-+gn —gq), ¢ est-a-dire que le systéme dépend des variables «
et I;. Nous considérons, dans la suite, si (T,) est compatible en chaque
point intégral P de (Z), que le nombre de variables de (X') est N. Cela est,
évidemment, permis, puisqu’on peut, dans ce point, trouver un élément plan
intégral E, et ¢ pfaffiens indépendants sur les éléments plans intégraux
contenus dans un certain voisinage de E,.

Etant donné un élément plan intégral de (Z'), si on retient senlement
les coordonnées x et du, il définit un élément plan intégral de (3).

4

REMARQUE. - On pourra numéroter les variables de 1 & N, en adoptant
les indices 1, 2,..., n pour les variables x, et en notant les autres variables

X

avec arti, prtz, .. x¥. Nous nous rapporterons plus-loin & cette numéro-
tation. Un élément y-plan du prolongement a N coordonnées

o, %, .., xr, xrtr, prteo L N

on pourra considérer séparément les coordonnées x*, a®, .., ®".

(%) p. 5056,
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5. Un systéme différentiel extérieur fermé sera appelé g-normal s’il est
algébriquement équivalent 4 un systéme de la forme

Fyx) =0

(6.3) B, = aidei=0 (p=1,2,..,8,)

B, =@ Nw?»=0 (a=1,2,...,¢q;0=1,2,..,s)

les formes 6, étant indépendantes entre elles, w* étant ¢ formes PrAry indé-
pendantes entre elles ef des 6,; ®,, des formes de PrAFF indépendantes des
w,, 8, et vérifiant un systéme de relations identiques de la forme

(5.4) Dogn®oy = 0 (mod 6).
Si, au lien de (5.4), on a des relations de la forme
(b.4) b5 Woo + brgw* =0 (mod 6)

(indépendantes en &,,), le systéme se dit g-quasi-normal. D’aprés ce que nous
avons 6tabli antérieurement (Chap. I, § 3, no. 4), un systéme quasi-normal peut
éfre ramené & un systéme normal, par un autre choix des formes @,,, & il
y a, par chaque point, des éléments plans intégraux, sur lesquels les © sont
indépendants.

Lorsque cela ne prétera pas & confusion, nous disons « systéme normal »
ou « quasi-normal > au lieu de g-normal ou g¢-quasi-normal.

6. THROREME. —~ Si le systéme (I) admet des éléments q-plans intégraux
et si son g-prolongement (X') admel, par chaque point, des éléments g-plans
Ey . dont les composantes pii~iq pour &y, 4y, ..., by < n (v. I observation & la
fin du no. 4) sont les composanies d’ éléments q-plans Ey de (2), alors (') est
quasi-normal.

En effet, si, sur E,, les 0* sont indépendantes, les équations (5.1) sont,
pour les éléments g-plans d’une variété de E,, équivalentes & un systéme
de la forme (6.2) ef, par suite, les équations

(6.5) ALy Adxi =0
sont équivalentes &

(5.6) — do® 4 dii \ 0% -+ Gde* = 0,
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Dans ces équations, dw”, d®° sont des formes quadratiques extérieures
en ©*, ®° et ces dernidres, en vertu de (5.2), s’ espriment aussi & V'aide des
pfaffiens w. On peut donc écrire

do* = K 0P Awr,  doo = HE wbAor,

ot les coefficients Hg,, Kg sont polynomes en 7, & coefficients fonctions
de ». En vertu de.cefte relation, on a de (5.6)

6.6) Doq A 0 = 0,
on
3.7) O = AIG + 1 Kl 0® — Hig? + Rogg@® (o = hips).

Les coefficients h,,; sont arbitraires. On peut les supposer, pour le
moment, nalles.

Entre les formes ®,,, il y a des relations linéaires, déduites de (5.7) et
de (7). En tenant compfe de (5.2), ces relations sont de la forme

(5.8) Bosaoa + = =0 (mod U),

ce qui prouve notre théordme.

7. Remarquons encore que, par suite du théoréme établi au no. 4 du § 3,
Chap. I, on pourra ramplacer &,, par des formes @, & V'aide de relations

. . *
Do == Do kaaB whf
avee, pour k,.p, les conditions

(6.9 broa Boap - ?r{% =0, kc«zB = kcBa

(qui sont compatibles en k) et le prolongement deviendra un systéme normal.
Cela revient d’aillenrs & prendre dans (5.7) hos, = kg (ou k est une solution
de (6.9)) au lien de zéro, comme nous I'avions pris d’abord. (’est ce que
nous supposerons toujours fait dans un g¢-prolongement quelconque, qui
admet des éléments g-plans intégraux.

8. Des théordmes démontrés au § 3 nos. 1-3, il suit que, si dans le do-
maine D, tous les points intégraux d’un systéme (¥) g-normal sont réguliers
pour (Z), alors tout élément g-plan intégral, sur lequel les formes w sont
indépendantes, est semi-régulier.
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De méme, si dans le domaine D, il y a, en chaque point intégral (d’un
systéme g-normal), une variété 4, d’éléments g-plans intégraux réguliers
enfre les indices v et-g, alors tout autre élément g,~plan intégral (v < q, = @),
sur lequel ¢, des pfaffiens w* sont indépendants et qui est?généré par des
éléments y-plans situés sur les g-plans de A;, est situé sur une variété 4,
de la suite définie par les éléments g-plans de A4,.

9. Considérons de nouveau un systéme g-normal, en involution aux w*
indépendantes. On peut toujours supposer que, sur un F, régulier, sont ré-
guliers les éléments plans

E, = EM X Ei@ X ... X B =1, 2,.., ¢,
ou, sur E/® on a
wi(dg) = 0, o*deg) =0, ..., 0¥ (dg) = 0, wb(dg) =0,
wbti(dg) = 0, ..., 0w¥dg) = 0.

Dans ce cas, nous dirons guw on a, sur E,, une chaine reguliére de coordonndes.
Pour qu’'un élément linéaire intégral E,(3) soit associé & E,, il faut que

Bga(dg) 0a(8) — 0a(dg) 3 (®) =0 B =1,2,..,7)
et, en y introduisant
We (dﬂ) = 5,13 y
on a

D () = ('E)Pa (dg) We(3) .

Parmi ces relation, il y en a r, indépendantes entre elles et des équations
de PFAFF du systéme. D’autre part (supposé y <g), sur E,., les formes
o', @, .., ot sont indépendantes, d’aprés la maniére dont nous avons
défini la chaine régulidre de coordonnées, Domne, s'il y a une relation
de la forme

H, o8 =0
identique, on aurra aussi identiquement

On peut aussi répéter toutes les considérations que nous avons faites
sur les systdmes normaux au § 3. Rappelons, par exemple, qu’un systéme
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normal, qui admet des éléments plans intégraux (w), peut étre mis sous forine
simplifiée ou réduite comme au no. 8, au dit paragraphe.

10. Le prolongement fermé (X') d’un systéme (X), peaf, & son tour, étre
de nouveau prolongé. Si ce nouveau prolongement est aussi &4 ¢ dimensions,
nous le nommerons le deuxiéme prolongement & q-dimensions. De la méme
maniére. on définit, de proche en proche, le h-idéme prolongement & ¢-
dimensions.

Considérons un élément plan E,, sur lequel les w* sont indépendantes
et soient (5.2) les équations du prolongement algébrique, dans un voisinage
de FE,. Dans le méme voisinage, les équations du II™® degré de la ferme-
ture sont de la forme .(5.6") avec (5.7). Nous supposons qu’il y a des élé-
ments plans F', intégraux (0% du I—°* prolongement.

Si on passe an deuxidme prolongement, les équations du prolongement
algébriqne de (Z') sont de la forme

(5.10) Do — LG 08 = 0,
avec les relations (4.1), 5.2), (T), (I",) et avec, en plus, le systeme de

relations qui résulte pous Iz et que nous désignons par (TE;)); auxquelles on
ajoute les équations qui ferment le systdme obtenu.

11. En continnuant de la méme maniére, on arrivera au h-iéme prolon-
gement de (2) (au voisinage de E),

(5.11) G)Gd;d2 el — Zzlwz'_‘ °‘h-—13 (,OB st O,
avec les relations (5.2), (5.10), ..., avec encore les relations finies (4.1), (T,),

(Tg)}, v s (szh)) et enfin les relations qui ferment le systéme. Les équations
du 2me degré sont de la forme-

(5.12) Do my_p N 0F = 0,
ou
(513) Oooer, B = dlgmmmh_ig + .o,

les termes non éorits étant des formes en % qu’on trouve de la méme
maniére que nous l'avons fait pour 1’expresion des @,, au no. 6.

12. Dans la suite, étant donné un systéme normal (D.3), I'indice p des
6quations du second degré sera appelé indice d’ordre, tandis que Dindice
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« sera appelé indice de coordonnées. Dans les équations (5.12), du prolonge-
ment d’ordre h, les indices o, @, @y, ..., «,_; sont indices d’ordre et B,
indice de coordonnées.

13. Soit E, un élément plan intégral déterminé par les d&léments
linéaires HE®@ =1, 2, .., q), chacun avec les composantes (sur E,)
wb(a,) = 8F. D’ aprés (5.2), on a

(5.14) oo (de) = 1g .

En passant au second prolongement, on aura d’apreés (5.10)
(5.15) Ooa(de) = Iip

D’ autre part, d’apres (5.6, on a
(5.16) 1% = Uy .

D’apres (5.7) et (5.15), on a

lf;g == G)m(dg) = dg lf, -+ l?KEu — Hga -+ hgga

et par suite

(5.17) lag — e = dgle — do 1§ + 17 (K fo — Klp) — (H3 — Hgs) = 0.

14. Quand on fait un prolongement d’ordre quelconque (v. n. 10, § 5),
en tenant compte de la signification des coefficients /, on aura

(5-18) lgqocg B = Doy .. a, <d8> = dB lg,a:g ey + lglacg -y K\émh -

2
— H«zlag... @, Rey + haalug Y TR
ot K a la méme signification qu’au § 5 no. 6 et H et h ont des signifi-
cations analogues a celles qu’'on leur a données au méme paragraphe: H
est le coefficient qui intervient dans la relation

ey —_— 7 @
ADg, ... @, = Halwz woe, o of A\ ot

(en vertu des équations du prolongement) et h, un coefficient. symétrique
dans les deux derniers indices et choisi de maniére que le prolongement
soit un systéme normal.
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Les coefficients K, H, h dépendent de

g [+3 g
w} la; lma% YT laldz arr o:.éﬁ.

15. Observons que, de la méme maniére qu’on 1’a montré plus hant,
on déduit que

(5.16’) l;ag e Ghﬁ —_ lglﬁs v O‘k,ﬂﬂﬂh *

D’ autre part, -en changeant enire eux deux indices quelqonques, on
peut écrire & partir de (5.18)

(5'19) Ldald»z wof = 331 - Gy e O

G
R T Zu; RPN S

TR RRE.

e

a a g
= dB By e By o By een Gy T dB le:; cor gy oo By one By + Pmozz @B

ot P depend de

g G G
‘IE} la; ldm&z, rees la;ag e Ot
Supposons que !’expression

Lc:a;ocg -3

(=}
= la

g voe O ...ﬂh U ses Oy w

g0it fonction des x et des

) a o}
ld] b Z(Z[Oﬁg A ld]dz s Olh_‘ .

11 & ensuit que

I+ — a a
dB_Lalocz oy = dB lou L A - dB ial (z&L —e O e Oy

pourra § exprimer, si nous remplagons dgly ... ., ... 2y o
sions, qui résultent de (5.19), en fonction des « et des

2, Par leurs expres-

zG ZJ [
[r3 4 Gy s eevy G102 war och *

Donc I’ expression (5.19) dépendra de ces mémes variables. Or, cela est vrai
pour k=2, par suite de (5.16).

Il résulte, en tenant compte aussi de (5.16) que. pour tout %, lo
différence

Za o ZU/ ’ 7ot
A2 e Gﬂhdh+‘ 0O wee g K h'*‘i’
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o les indices o sont les mémes que les indices o, mais en ordre non

croissant, est fonction des variables x et des Iz, U3, .. B, .. z,, O les indices
B de chaque paramétre sont en ordre non croissant.

§ 6. — Prolongement des éléments plans intégraux. Etude des composantes
de ce prolongemeni. Sysféme polaire du prolongement &’ un élément plan.
Prolongements d’ordre supérieur.

1. Considérons le g-prolongement (¥') de (¥) et supposons vérifies les
hypothéses du mno. 6 § 5, autrement dit, qu il y ait en chaque point
intégralQ des éléments y-plans E’, de () pour tout (y < g), dont les com-
posanfes grassmanniennes & indices compris enfre 1 et n (v. no. 4 § H)
représentent des éléments y-plans K, de (Z). Dans ce cas, nous dirons que
E', est le prolongement de E, et que E, est la projection de E',.

Faisons encore 1’observation que, si E, a un prolongement E',, alors
tout élément plan K8 =1, 2, 3, .., y) contenu dans E, a un prolongement
Ep contenu dans E,. Cela résulte avec évidence si ’on suppose que, sur
E, sont indépendantes les formes ', w* ..., v et qu'on peut supposer que
E; a 6té obtenu, en faisant

6.1) WBTL == @Bt | e Y = O

(ce qui ne diminue pas la généralité). Alors Ep s’obtient de E; de E; en
imposant sur ce dernier les mémes conditions (6.1).

R. Les équations du prolongement d’un élément plan intégral. - Soit B,
un élément y-plan de (X), pris d’une facon générique sur un élément
g-plan (w) semi-régulier générique de (Z). Supposons que K, soit déterminé
par y éléments linéaires de coordonnédes E, @, E®, ..., E® de méme
base P — point intégral régulier de . Les équations de E, peuvent &tre
écrites sous la forme (5.1) ou (5.2). (T,) étant les équations verifides par
Lsi, on peut dire que ce sont les équations des éléments g-plans intégraux
par P — ou encore, si (T,) sont les équations vérifiées par I3, elles sont les
équations des éléments plans intégranx () par P. Au lieu de (7,), nous
considérerons les équations qui représentent la variété irréductible 4, sur
laquelle se trouve E,.

Supposons que, sur E, soient indépendantes les formes w* et que E,
s’obtienne en imposant, sur E,, les conditions

oYt = ¥+ = .., = w¥ = 0.

Anneali di Matematica 42
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Soit K,y,, un élément (v 4- 1) — plan intégral semi-régulier, qui con-
tient E, et est sur E,. On peat supposer que E,,, est obtenu en imposant
sar B, les conditions

0?2 = s = | = @ = 0.

On peut considérer .que K., est défini par K, et un élément linéaire
B0+ = E, , situé sur H,.,(E, est associé & E).

Supposons qu’on connaisse le prolongement E', de E,(y < q) et cherchons,
& partir de celui-ci, le prolongement E/,, de E,,,.

8. Suppossons, comme nous 'avons déjh faif, que les composantes des
éléments plans E,® B=1, 2, ..., v + 1) sur K, soient

(6.2) wl(dy) = 85 (B=1,2,..,7+ 1.
Désignons par E{® le prolongement de E,®B=1, 2, ..., v). De (5.6)

et (5.7),_en imposant la condition que E, soit associé & chacun des éléments
linéaires E{®, E{®, ..., E{t et en désignant resp. par

dle, dae; doly, doc; . dily, doo; dogly = 8y, dyaoe = 8

les composantes de ces éléments linéaires, on trouve

(6.3) A5 — dJ° + K% — 2H%,.= 0 6 r=1,2 .7
6.3) 8IS — A + 2K, — 2H s, = O,

Ces derniores relations définissent 3I; et laissent indétermiodes
5l.:f+1, al;.{‘g, vy al;.

Mais, en dehors des (6.3) et (6.3), il faut que soient encore vérifides les
rvelations (I7,) — ou plutdt (T') (v. § B, nos. 2 et 4) si nous nous rapportons
4 une composante du systéme (T,) qui contient des éléments g-plans ().

REMARQUE. — Si on cherche un élément plan E;, associé & FE. et dont
les composantes o soient

wi{dy) = 3% pour 2 =1,2,..., 7,
6.2
§ Opour B=1,2,...,7,

ZwB@):
8 pour B =1 +1, Y42, ..,4q
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alors on voit immédiatement, comme plus haut, que les relations sont analo-
gues, seulement qu’an lieu de (6.3"), on obtient

6.3 517 — dI5Ee + 2USK %58 — 2HE,E = 0.

4. Séparons dans les relations (G,) celles qui s’en déduisent pour
{, &, .., I{ et supposons qu'elles forment le systdme (G,), les autres
formant le systéme (T..).

Une partie des équations (G,.) exprime que chaque élément linéaire
B, E@ .., E® est intégral et associé & tous les éléments plans formés
par les autres. On peut former ces équations en prenant d’abord un élément
linéaire intégral E, ™5, 1, 0, 0, ..., 0), en exprimant ensuite que E,® est
associé & E,® ensuite que F,® est associé a I’ élément plan formé par E,®
et E,®, ete. Soit (G};) le systéme qu’on obtient de cette maniére.

Une autre partie des équations (G,;) est formée par les équations qui
expriment que E,, ou certains des Ejp (3 <{y) contenus dans FE, sont singu-
liers de ramification (v. § 2 no. 13 ef suiv.) sur les E, de la variété 4, que
nous étudions. Ces équations seront appelées (G.:*). Les équations (T)) et
(%5*) forment ensemble tout le systéme (%)

Si les E, de E, sont réguliers, alors le systéme (G;i*) n’éxiste évidem-
ment pas.

Remarquons d’ailleurs qu une partie des équations (Gi*) peut se
déduire des équations (T;) et du fait que, sur E,, les formes de PFA¥F
w', ©?’ ..., of sont indépendantes. Nous n’allons considérer que les équa-
tions (G,,*) indépendantes de (Tyy).

b. Soient

(6.4) H(®, w)=0
les équations du systéme () jusqu'au degré y 4 1. En y substituant
(6.5) 07 = lgo* + ¢7
on fronve les mémes équations sous la forme
(6.6) LY, w)=0.
Soit une de ces équations, de degré p
(6.7 £ = Aaes ... a, 0% Ao= A A o% -+ Ay, .. o dor A\ w® AL A 0% .,

ou les termes non écrits contiennent au moins deux facteurs ¢.
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Remplagons dans ce systéme, dans les produits extérieurs, les w*(dp),
$7(dg), par les composantes des éléments linéaires E®B=1, 2, .., v+ 1)
de H... (v. plus haut, no. 1, ou no. 9 du § 5). Puisque sur E,.,, on a

it =t = .. =0w?l=0, $"=0,
on obtient

(6.8) Ayaa, ... @, = 0 sy-+1; aty, ..., &y = L2, o, v+ 1)

Ces équations appartiennent au systéme (7). Si, dans (6.4), on considére
les équations de A,, alors, (6.8) appartient & (G,). C’est un systéme en

17, 4, ., I1a qui contient le systdme (G, ).

6. Si les E,,,, situés sur les K, de la variété 4, sont réguliers, alors
(6.8) appartiennent & (Tf, ,) (il 0’y a pas de systéme (T;[5 ). Si, pour
certaines valeurs de B(=v), les Ep de F, sont singuliers (de ramification)
de premiére espéce, alors le systéme (6.8) implique au moins une partie des
relations qui expriment cette propriété, ¢ est-a-dire que, de ce systéme, il
résulte une partie de (G4, 1). En effet, si on a donné E,,,, celui-ci est sur
une cerfaine variété A.,,, ce qui implique la singularité des Ep; E.;, ne
peut varier d’une maniére continue, sans que cette propriété se conserve.

Si ce sont les K., de E, qui sont singuliers (de ramification), cette
propriété s’exprime par des relations qui ne résultent pas de (6.8), puisque
ces derniéres n’expriment que le fait que E i, est intégral. Un K., de E,,
vérifie — il est vrai — les conditions de singularité, mais il ne résulte pas
qu’a une variation eontinue de cet E,, avec conservation de (6.8), I’élément
plan reste singulier, sans qu’on lui impose en plus cetie condition.

Si, pour certaines valeurs de 3( <y -+ 1), les Eg de K, sont singuliers
de 2me espdce (v. § 2, no. 12), ¢’est-a-dire qu’il y ait des chaines semi~
régulieres de (I) situées dans E,,

(6.9) B, CEes Coo CEpyn (h=0)

tous les E, ny qui contiennent By étant singuliers (de ramification) de
Ire espéce — alors les coordonnées de des Ky vérifient certaines conditions,
qui ne découlent pas de (6.8). Elles appartiennent & (Tn*).

7. Remarquons que, (¥) étant un systéme fermé, il contient aunssi les
é6quations d¥, =0, ¢ est-a~dire, en vertu de (6.6) et (6.8), les relations

(6’10) dg‘) - dAVapZz e (XP /\ ﬁ)“l /\\wwz //\ se /\ O\)ap +
-+ A‘)O’1¢2.-. a{)dq)al A a% A LA 0% 4+ ...,
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ot les termes non écrits contiennent des facteurs ¢. Ces derniéres équations
seront considérées seulement pour p=1, 2, ..., y, parce qu’elles se référent
a un élément intégral (y 4 1)-plan et que, par suite, une équation de degré
plus grand que (y 4+ 1) y serait trivialement vérifiée.

Les équations. (6.10) sont équivalentes & d¥f, = 0 et sont identiquement
vérifides (en vertu de (6.4)), sur un élément (y + 1)-plan E.,, si on fient
compte de (6.5), (6.8).

Pour le prolongement E',, de K., en supposant =0 et dy,=0,
on déduit de (6.6), des relations entre d.l2, 3I, notamment (6.3) et (6.3
D’ autre part, de (6.10), on déduit, pour ¢7=0, dy° =0,

L @, Ao No= /AN o% =0 b=1,2,..., 7).

Cette relation est identiquement vérifiée sur E'..,, si celni-ci existe.
Mais on a

dlAvmocg e Gy - d2l‘4wx1ag - = . = dy Avce;otz -, — 0:

dans les directions de K™, E/® .., E/Y, puisque ces derniéres sont
contenues dans Ej, qui est le prolongement de E,, supposé connu. Il
8’ ensuit que Pon a aussi

6.11) aAvomxg...aep =0 (p =12 .,

Cette condition est donc imposée par (6.8) considéré avec y << p, ¢ est-
d-dire par le systéme qu’on obtient en annulant les différentielles des 1ers
membres de ces relations. Elle est d’ailleurs identiquement vérifiée en
vertu de (6.3"), c¢’est-a-dire ne nous offre aucune relation nouvelle.

8. Si nous sommes dans les cas ol les équations (G)*) se déduisent

toutes de (6.8), alors les équations (1 %) (qu’on déduit de (TH*) par diffé
rentation) se déduisent de (6.11) et le systdéme polaire de E{ se compose
seulement des équations (6.3) et des équations (Tl qu'on obtient de (G,
par différentation. C’est, en particulier, le cas si E, est régulier. (' est aussi
le cas, si tous les K., de FE, sont semi-réguliers et si, pour tout § < y--1
les Eg contenus dans K, ne sont pas singuliers a droite dans le sens precisé
4 la fin du no. 6.

TaEOREME. - Dans I hypothése ci-dessus, le systéme polaire de E est
formé des équations (6.3) et des équations (T',.) qu’on oblieni de (Gy2) par
différentation.
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Précisons pourtant qu’il est possible, méme s’il existe un systéme
(?;;‘1*) independant de (6.8), que le systéme (‘G’Tj‘*) soit identiquement vérifié
en vertu de (6.3).

8 7. - Prolongement des éléments y-plans réguliers. Cas oir le prolonge-
ment d’ un élément y-plan est régulier.

1. De ce qui précéde, on peut tirer certaines conclusions pour le cas
ot E, est régulier.

Tout d’abord, on déduit que, si By < ¢) admet un prolongement E',
il en est de méme de E,, (v. no. 8 § 6). On voit aisément que, dans
les mémes hypothéses, E; est semi-régulier. En effet, le systéme polaire
de E¢, étant composé, comme nous I’avons vu (v. no. 8 § 6), son rang mne
varie pas, quand E, est remplacé par un autre élément y-plan intégral-
voisin. Cela résulte du fait que: 1) E, étant régulier, le rang du systéme
polaire de E, me varie pas; 2) Le rang de (6.3) est évidemment constant
et 3) le rang de (T, est le méme que le rang du systéme (T), considéré
comme systéme d’équations finies en

l$+17 ,l:.'.z, ey lg

et ce dernier ne varie pas avec K/, puisqu’il détermine le mombre de
paramétres dont dépend un E, régulier qui contient E,.

De plus, il résulte avec évidence que, si nous considérons une chaine
réguliére
(7.1) E.CE,C..CHE,,

alors la chaine des prolongements
(7.19) E'CE/C..CE/

est aussi réguliére. On en fire

THEOREME. - Si (Z) est imvolution avec les formes o', v* -, w? indé-
pendantes, son prolongement (X') est aussi en involution avec les mémes formes
indépendantes [3), (\")[11], [b]. Les éléments plans d une chaine réguliére se
prolongent &’ aprés des éléments plans qui forment une chaine réguliére.

2. Supposons que E, soit semi-régulier et ait un prolongement E{ et
que le systéme (‘C;’f*) n’ existe pas indépendamment de (6.3"); alors on voit

(%) Chap. I, pp. 1569-175.
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immédiatement, de la m&me fagon que plus haut, que E'.;, existe et que
E; est semi-régulier,

Si E, est régulier & droite, on peut prolonger les éléments plans de la
chaine semi-reguliére

(7.2) B, C By C o C By,

dans ceux de la chaine (semi-réguliere)
(7.27) E/CEL.C..CE).

Soit E, régulier & gauche jusqu'a I’ indice 7% 4 1, tous les E, contenus
en K. étant singuliers de ramification et se trouvant sur une variété 4*
d’éléments plans intégraux. Considérons la chaine (7.1) et supposons qu’a
cette chaine appartienne la suite d’éléments plans E,, E, , ..., singuliers
de ramification, formée comme au no. 12 du § 2. Supposons, de plus, que
les éléments plans E,, E,, .. soient génériques sur les variétés d’éléments
plans (singuliers de ramifications) sur lesquels ils se troavent (v. § 2,
no. 21) — dans ce sens que le systéme polaire de chacun ces éléments plans
est de rang maximum, entre tous les éléments plans de la méme variété.

TakorEME. - Dans ces hypothéses, si le systéme (T *) W existe pas indé-
pendamment de (6.3), la chaine (7.1) est semi-réguliére. .

Soit, en effet, un Ep contenu dans E,. Si Ep est semi-régulier, alors il
suit, comme plus haut, que son prolongement I’est aussi. Si E; est un des
éléments plans singunliers de ramification E,, E,, .., alors, on voit tout
aussi aisément que le prolongement est semi-régulier. En offet, comme plus
haut, on voit que son systdme polaire se compose du systéme (6.3) —
dont le rang est constant — et de (G's,).

Le rang de celui-ci ne varie pas dans un voisinage de E; sur la variété
des éléments plans (singuliers de ramification) sur laquelle il se trouve,
puisque, par suite du fait que FE, reste sur 4,, Ep doit rester sur cette
variété d’éléments plans (définie par (G3)) et que nous I’y avons supposé
générique.

St de plus, la chaine (1.1) peut étre prolongée & droite jusqu’ v lindice q
avec les mémes propriétés, il résulte que la suite (7.1) peut aussi étre prolongée
et K, est régulier.

On peut encore énoncer:

TaRoOREME. - Si (Z) admet une variété A, & éléments plans intégraue ()
et si, pour tout vy le systéme (@;’f*) n' est pas indépendant de (6.3"), alors (X
est en involution aux formes v indépendantes et la chaine (génerique sur A,)

(7.3) E,CEC..CE,.
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se prolonge dans la chaine réguliére.

7.3 E/CE/ C.CE{/.

8. REMARQUE. - Considérons un prolongement (') & ¢ dimensions de Z
et un 6lémeut plan intégral (o) B’y est de (¥'). E, alors le prolongement d’ un
élément plan intégral E,de (Z).Il appartient & une variété 4,d’éléments plans
semi-réguliers de ('), qui sont aussi prolongements d’éléments plans de ()
appartenant & une variété 4,.

(%) a aussi des éléments g-plans intégraux &;, qui ne sont pas prolon-
gements d’éléments plans intégraux de (Z), mais sur ces &; les formes v ne
sont pas indépendantes. Inversement, on voit que si, sur un élément g-plan
intégral de (), les w ne sont pas indépendantes, alors cet élément plan
n’est pas prolongement d’un élément g-plan (w) intégral de (Z).

8. Caracteéres du g-prolongement d’ un systéme, dans les cas précédents,
q-p g Y s

1. Soit un 6élément y-plan intégral K, de (I) régulier entre les indices
1 et g et examinons I’ensemble des éléments plans K, qui contiennent K,
(y < q). Cela peut étre fait en examinant le g-prolongement algébrique
de (2).

Supposons E, défini par les y éléments linéaires E,®, E,?, ..., K, de
coordonnées

0*(dg) =8 (@=1,2,..,q; 8=1,2,..,7); 0%(ds) = la;

supposons encore qu’il soit contenu dans 1'élément g-plan (w) régulier, E,.

Cet E, peut 8tre défini par les éléments linéaires intégraux KE,®(f =1,
2, ..., q) de coordonnées w*dg) =23, ®°(ds) = I3. Ceux des I3, dont Vindice j
est au plus égal & v, sont donnés du fait que £, est donné. Les autres sont
pour le moment indéfinis et on sait seulement qu’il satisfont aux déquations
(G,) de la variété 4, des g-plans réguliers.

2. D’aprés ce qui a ét6 établi au no. 16 du § 2, un élément g-plan
intégral régulier qui passe par un élément y-plan intégrai (régulier) donné
depend de

(8.1) Ng=@—10—9— (@ — 77—+
+ (Sy42 -+ 28\(+2 A+ (g =7 — 1)8g—)

paramétres.
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A partir de cette formule, les caractéres du g-prolongement peuvent
otre facilement trouvés:

Supposons qu’on ait, dans K,, une chaine réguliére de coordonnées
(v. § 5 no. 12) et soit E. le prolongement de K.

Le prolongement (X') de (X) est & # 4 g(n — g) variables et ses relations
finies sont les relations finies de (I) et le systéme (T,). Pour trouver le
nombre ', de relations (linéaires) indépendantes anxquels doivent satisfaire
les coordonnées d’un élément lindaire [0+ pour éfre associé & Ky il faut
tenir compte que le systéme de ces relations est formé par: 1) les relations
(6.8 au nombre de y(n — ¢) (indépendantes); 2) les relations {5.2) au nombre
de n — ¢ (indépendantes) et 3) les relations (Gl entre 307, 8l7;,, .., 3.
Le nombre de relations indépendantes parmi ces différentielles est égal an
nombre total des paramétres i1, I, ..., {; dont on déduit le nombre de
paramétres indépendants dont dépend U E, contenant FE,, ¢ est-a-dire
(@— Y)(% - Q) - N‘r‘xq—-\“ Donc,

=y —q) 4 —q +(Q—v)0—q — Ny gy
et, en partant de (8.1),
8.2) =0+ D0 =@+ (@ — 1T — S —
— 28— e — (@ — v — 1)84,.

On déduit d’ici, pour les caractéres (en tenant compte de (2.5) et (2.8)
(8.3) ¢ =r/—rli=s+sut.+s+tp—qg (=1

En partioulier, pour ¢ =p, vy =p
(8.4) 8p = Sp.

3. Dans les mémes hypothéses qu’au no. précédent, on voit aisément
que, parmi les coefficients 17, il en est n—s,— ¢ indépendants; les para-
métres I; doivent satisfaire encore & s, conditions linéaires. indépendantes

{(pour que is [, soit associé a4 FE,™) et par suite, il en reste # — s,— 8, — ¢
indépendants, ete.

On peut encore dire autrement: parmi les coefficients I3, il en est

S+ 8+ o +8,+p—gq

indépendants, et les autres en dépendent (outre que des variables x); parmi
les coefficients I; il en est s,+s,+ ..+ s, +p—gq indépendants et les

Annali di Matematice 43



338 M. Harmovicr: Sur Vintégration des systémes différentiels extéricurs

autres dépendant de ceux-ci et des !7; ... parmi les coefficients /7 il en est

S+ St o+ +p—4q

indépendants et les autres s expriment & I'aide de ceux-ci et des
13, 15, ., L—s.

Si Von constrnit le prolongement fermé et qu'on introduit les formes
@y, comme en (D.7), on voit tout de suite expliquée I expression (8.3} des
valeurs des caractéres du prolongement.

4. Supposons maintenant que les éléments g-plans intégraux E, appar-
tenant & A, soient semi-réguliers entre les indices k41 et ¢, tandis
que les éléments plans & k dimensions (o), w% .., o*) contenus dans ceux-
1a sont singuliers (de ramification). Alors, entre les coordonnées des X
éléments lindaires E,™, E®, .., Fi® de coordonnées

wddg) =233 B=1,2, ..,k a=1, 2, .., q),

il y a un systéme de relations qui impose cette singularité. Si nous consi-
dérons un élément (k — 1)-plan [, , contenu dans [/, et ne contenant pas
I2,®, alors ce dernier élément linéaire vérifie, ontre les relations qui résul-
tent du fait qu’il est associé & Er_,, encore un systéme qui résulte des
relations de singularité de £,. Les éléments linéaires E*+*, I\A+2 . @
de E, (de coordonnées

w¥dg); B=k+1, E4+2, ..., q; «=1,2 .., 9,

on un 6lément linéaire quelconque FKy(3) contenu dans E,, vérifient des
relations analogues, qui résultent des mémes relations de singularité,
lorsq’on considére 1’élément k-plan (contenu dans [5,) défini par K, , et
un des éléments linéaires ci-dessus.

11 faut toutefois remarquer que ces derniéres relations sonl vérifiées par
suite du fait que Fy®) est associé & E,. En effet, [, étant ¢lément plan
singulier de ramification, tous les éléments k-plans, contenus dans un
(k + h)-plan passant par Ej,, sont singuliers de ramification.

5. Considérons maintenant les éléments plans de coordonnées
,Ezm: By = El(l) X El(m’ E, = E, anl(&, e s Eq: Eq-1 X E2,

construits comme au mno. 12 du § 2, ¢’ est-a-dire de maniére que — dans la
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chaine (7.3) les ¢léments plans

lfk, Eft‘” sre g Ek (q>k>k1>-..>kh)

h

soient singuliers de ramification, les aufres étant semi-réguliers.

Si Von considére un élément h-plan intégral I, de cette chaine, ef
qu’on cherche un élément linéaire I associé & FE,, alors les parameétres de
cet E, verifient un systéme linéaire dont le rang est 7,(E)).

Observons encore que, si h=£k,—1, 1'"élément linéaire associé a K,
formera avec celui-ei un F,.,. qui est encore soumis & un certain nombre
de relations, qui imposent a £, d’étre singulier de ramification (v. no. pré-
cédent) Alors, pour qu un élément linéaire soit associé & FE, et situé sur
un £, de la variété 4, considérée, les parameétres de cet F, seraient soumis
4 un systéme de relations linéaires de rang »,(E,) et encore & un nombre,
soit w, de relations (non nécessairement linéaires) indépendantes entre elles
et des précédentes. Soit en total le nombre de ces. relations g, == v,(E}) -+ wp.

Dans le cas o Ej.; est semi-régulier, on a g, = ry(Ey).

~ 6. Supposons maintenant que nous soyons dans le cas étudié au no. 2,
§ 7, o la chaine (7.3, prolongement de (7.3), est régulidre. Alors, pour
établir les caractéres du systdme prolongé, on peut procéder comme plus
haut (v. no. 2). On voit d’abord, de la méme maniére, que, pour un y quel-
congue, on aura

=+ D0 =+ (g — D0 — Q) — Vg

ol v, 4. désigne le nombre de paramétres indépendants, dont dépend wun
élément g-plan 4, passant par F.

Ce nombre v,, , , peut &tre trouvé, comme nous 1’avons fait au no. 16
du § 2.

On a done
(8.5) 'r*r’ =+ Hn— O+@Q@—1) S 25y+2 -
= (@ =¥ — 1)6gs + Wop1 F Wops + oo + Wy
et
(8.6) sy =1 —r =0+ 0y + o 0y — W,

§ 9. - Prolongement des éléments plans intégraux. Cas général. (suite).

1. Soient de nouveau les hypothéses des nos. 1, 2, § 6, avee les mémes
notations, et occapons-nous encore du probléme énoncé & la fin du no. 2 du
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méme paragraphe. Nous avons établi que les composantes 3z, 3! de E{, pro-
longement de I’élément plan FE,, associé & [E,, doivent vérifier, outre le
systéme polaire de /7, dans (), les relations (6.3), (“G;T}(CG;T *) et (Gy2)- Nous
avons vu que les (G sont identiquement vérifies en vertu de (6.3) et
nous avons examiné le cas ot (G'5,") n’existe pas indépendamment de (6.3).
Si ce systome offre des équations nouvelles (ce qui — nous l'avons vu —
implique que /%, n’est pas régulier & gauche que jusqu’a un certain indice
Yy = 1), oces équations, en vertu de (6.3), imposent des conditions pour FE,,
nécessaires pour 1 existence du prolongement de E;, ¢ est-a-dire de
E‘f-l-l = E‘f X E1 .

Désignons par

po(@; 15, 15, .., 1=0

les relations, décrites au nos. 4, 5 § 8, qui expriment que certains éléments
plans contenus dans FE, sont singuliers de ramification. Ce sont les rela-

tions (%;*). En employant (6.3"), on obtient de (T'}i*) le systéme
@.1) gt 4 0P (4,158 — AKGE + HEE)=0.

Swh ol.e
Si les & sont donnés, alors (9.1) représente un systeme de rela-
tions en d,J3, qui donnent les conditions pour 1'existence de E/i,, avec
les ® donnés par (6.2).
Si on veut que ces relations (9.1) soient vérifides, quels que soient
les £, alors on & les conditions
20,

dp, o 5 % G
©.2) soe 5 (@l — 2K, HE) =0

G=ry+Lry+2.,¢r=12.,7),

pour qae tout élément (v + 1)-plan (w), E,., contenant E, ait un prolonge-
ment E/., contenant FE.

REMARQUE. - Le rang du systéme polaire de K, (= B ... X B,
dans lequel on suppose que les éléments linéaires E,®, ..., E,(r~% forment une
chaine de coordonnées) Gtant r.,(F.,) supposons que, parmi les équations
9,=0, il y en ait w,, indépendantes en . Supposons encore que le
systétme formé par les équations ¢,=0 et le systéme polaire de K.,
puisse &tre résolu par rapport a

Pyt = Tyml(E‘('-—l) -+ Wy

des paramétres I, notamment I, I, .., l{y*. Si on considére les équa-
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tions auxquelles doivent satisfaire les parametres I7;,, Ili;, ..., Iy, pour
que [,xtD, ... F(@ soient associés a F._, et situés sur !élément g-plan
E, de 4,, il est clair que, [, , étant générique de 4,, on frouvera des
systémes que vérifient les 7 et on peut supposer, sans restreindre le géné-
ralité qu’ils seront résolubles resp. par rapport a

l{?) lg27 T lgp\(-l {Q:Y + 1.7 Y+ 2? b q)

avec les mémes indices o, o, g

oy Op e

. Cas 1. - Supposons que, K, étant situé sar une variété A4,, E (C E,)
goit ou bien semi-régulier sur une variété A, d’éléments y-plans semi-
réguliers, ou bien singulier de ramification sur une variété B, d’¢léments
Y-plans singuliers de ramification; dans ce dernier cas, nous supposerons
qu’il est générique, ¢’est-a-dire régulier sur la variété B, et tel que son
systéme polaire soit de rang maximum (v. no. 20 du § 2).

Supposons encore que les (9.2) soient compatibles en d,lz, en tenant
compte de (G',,) et qu’il y ait dans (9.2) des relations indépendantes de

(G'ye). Alors ces équations expriment que K est singulier, — ou bien que
certains éléments plans contenus dans [ soient singuliers, puisque — si
elles sont vérifiées — il passe par lui des éléments plans, qui n’existent

pas, si elles ne sont pas satisfaites. Remarquons encore qu’il ' agit de
singularité de ramification, puisque tout E; situé dans E/;, remplit, évidem-
ment, les mémes conditions,

Si les (9.1) sont compatibles avec (%';) seulement pour certaines
valeurs de £, alors les éléments plans K, formés par E, et les éléments
linéaires définis par ces valeurs de £ admettent des prolongements. Cles
éléments plans sont, eux aussi, évidemment, singuliers de ramification.

3. Supposons que I’élément plan E, soit semi-régulier entre les indices
v+ 1et g que Z ait un prolongement — soit E; — ef que 1’élément
plan E.., soit défini par £, et un élément linéaire E, quelconque de E,.
By, étant semi-régulier 4 droite jusqu’ & lindice g, il suit que les systémes
(6.3) et (T',;) nous donneront successivement une chaine régulidre jusqu’'a E,.

En effet, supposons, ce qui ne diminue pas la généralité, que FE,., soit
défini par

EY et El("f'i'l)((nl: W= ... = = O, oYt e |, = 9= O)

Nous savons que K.y, existe. D'autre part, les conditions

g

%(.’X), li, 2 tasa l;-_;_l)"—:'o
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pour E. ., ne sont pas aufres que celles que nous avons eu pour E, puisque
de celles-1a4 et des conditions G, qui expriment que [+ est associé a
E,, il suit que tout élément plan situé dans FE.,, est singulier (de rami-
fication). Donc le systdéme analogue a (9.2) et correspondant & FE,,,, n’est

que le méme systéme (9.2)

THEORRME. - E; élant régulier enire les indices v+ 1 el q, 8¢ E, o un
prolongement E/ ef si (9:2) sont compatibles avec Ty,, alors les éléments
de la chaine réguliére

EY+1 C Er+2C o C Eq

ont des prolongemenis, formant une chaine réguliére pour (X). Ces condilions
sont aussi nécessaires pour U exisience du prolongement.

4. Cas II. - Supposons maintenant que le systéme (9.2) implique, pour

()

I’ existence des solutions en d,l{.,, des relations en w, I, soif

9.3) bolee, 15, 13y, 1) =0.

Cela veut dire que les éléments g-plans intégraux de (Z), qui admettent
un prolongement dans (2') ne sont pas quelconques. Leurs coordonnées
doivent vérifier, outre les équations des variétés A4,, encore les équations
(9.3). Les E, qui remplissent cette condition forment une sous-variété de 4,.

Les (9.3) peuvent d’aillenrs &fre compatibles enftre elles (en temant, bien
entendu, compte aunssi de G,) en [, ou bien peuvent impliguer des condi-
tions en .

Si on entend se limiter aunx élémenfs plans de (Z) qui vérifient les
(9.3), alors, dans le prolongement, il faut considérer le systémé formé par
par (£') et par (9.3) constuit pour tout y de O & ¢). Le systéme ainsi obtenu
n’est pas en général, fermé. Pour le fermer (v. § 4, no. 4) il faut lui
ajouter encore les relations qu’on obfient en annulant les différentielles
des Iers membres des (9.3). Le systéme ainsi obtenu soit désigné par (I}).

5. (Z)) peut étre de nouveau étudié de la méme maniére que (). D’abord,
on peut trouver ses suites.de variétés irréductibles d’é6léments plans. Pour
notre but, qui est d’étudier les g-prolongements des éléments plans inté-
graux de (3) dans (¥), il ne sera intéressant d’étudier que les suites qui
aboutissent & des variétés d’ éléments g-plans prolongements de £, de (),
¢’ est-a-dire, (pour les formes ®* que mnous avons choisies) d’éléments
g-plans (w).

11 est possible que (Z)) n’admette pas, par chaque point intégral (de
coordonnées x, ), des éléments g¢-plans (w), mais qu’il en admette par
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certains points intégraux qui vérifient, outre le systéme (I)) encore un autre
systéme d’équations. Ou encore, que par les points, qui vérifient un certain
systéme d’équations, il y ait des variétés d’éléments g-plans (w), qui
n’ existent pas par chaque point intégral. Alors, tous ces systémes d’équa-
tions représentent des variétés de points intégraux singuliers de notre
systéme, et il faut les considérer comme au § 4 no. 3, ¢’ est-a-dire régu-
lariser le systéme. 4 lo fin on arrive, ou 4 des sysiémes qui w admellent
pas d’éléments g-plans (), on bien & d’ auires qui n’ admetlent que des points
intégraux réguliers et en chaque point un élément plan (v).

§ 10. - Pseudo-caractéres du systéme prolongé, sur une suile de variétés
@ éléments plans intégrawe. Bemorques sur U arbitrariélé des éléments plans
intégraux du systéme prolongé. Relalions enire les coefficienis | du prolon-
gement: d’involution, supplémeniaives, de compuatibilité. Leur forine.

1. Si les prolongements des éléments g-plans E, de I ne sont pas
réguliers, comme il a été supposé au § 8, alors il y a lieu de chercher les
psedo-caractéres du prolongement.

Considérons un Z (C E,: v.no. 1, § 9) et supposons (Cas I, du § 9) que
le systéme (9.2) soit compatible en d,I7 (en tenant compte de (%,). Alors,
ces équations constituent des conditions de singularité pour 1’ élément plan
L. du systéme prolongé. D’aprés les notations établies au § 2 no. 15, en
deésignant par ¢'._, le rang du systéme formé par le systéme polaire de
E/_ (prolongement de [._;) et par les conditions (9.2), on aura

Plv—l - le—l(E Iw(—l) + w*]{—l}

ol 7'\ (E's—1) est le rang du systéme polaire de K, _,.

En cherchant ensuite 1’expression de +',(Fy), arrive & la formule (8.5).
(Il est vrai que (8.5) avait été établie an § 8, ot il ¢ agissait du cas sans
systéme (T';Y), mais cefte hypothése n’y entrait pas). Donc

101) g =vln — @)+ (g —v+1)eg-r — 0y — 2001 — . — (@ — 7)0,) +
Wy A W A W

et

{10.2) 0y = 6, + O i1 + oo + Gyy — W,

’

Lie nombre de formes indépendantes, parmi les @, est o, comme nous
Pavons vu au no. 7 § 3

2. Ces considérations peuvent étendues, de la méme maniére a des
prolongements d’ordre gueleconqgue.
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KEtablissons d’abord un ordre entre les coefficients
ligo .. Bp—iBy Br=Be= o= Bua =B0)

des prolongements d’ordre k: Un coefficient g, est dit de rang plus
pelit que ou antérienr A un autre zgg% gy 81 1) h<H ousi2 h=»w

et, pour un certain x (1 <<x<<h on a

2
LN7Y

?‘,z > @m §,z+1 = @x+1 PREETON) @'n-l = Bn~1; ﬁ'n = Bh-

Si tous les indices inférieurs sont respectivement égaux

5’1:“617 R ﬁ,h:’;@h;

le coefficient antérieur est celui dont 1’indice supérieur est plus petit. On
voit aisément que si

22 a1 gt i
lﬁlag"'ﬁh ant. lpg,..p, ot leran ... By ant. Bg”lﬁ"z e B

h
alors

lglﬁg e Bh ant. Zgn}g,,g E’HF;”‘

Si ZEXBE..,Bh est antérieur a lgflg,g e B alors ce dernier sera dit posiérieur
an premier ou de rang plus élevé.
Si, de plus, tous les indices B sont plus petits que touts les indices f

nous dirons que lp,..z, est tolalement anlévieur & g, .. g,

3. D’aprés ce qu'on a vu au § 3 no. 9 et suiv.et au § 5 no. 9,10, on
peut amener le systéme prolongé (X) & la forme simplifiée ou simplifiée
réduite. Cela revient & faire dans (X'), sur les équations (5.6, ou dans (6.3),
sur les équations 8,=0, ou encore sur les formes o, une transformation
linéaire d’aprés lindice o et éventuellement une transformation sur les
formes 2.

Dans le cas particulier, ou les équations de () sont linéaires en &> (ce
qui arrive p. ex. si le systéme (¥) est lui-méme quasi-normal), les relations

G, sont linéaires en /7. Il en résulte qu’a toute relations linéaire entre les

@sa, 1l correspond une relation linéaire entre les 15 (a coefficients fonctions
de x).

Par suite des transformations mentionnées ci-dessus, vae 1’ expression (5.7)
des @, en fonction de dif, on voit alors aisément que, parmi les {5 pour
un y donng, il y en a ¢,, d’indépendants entre eux et des Les, L, o, I
et qu'ils ont Vindice s, allant de 1 & o,. Les autres I dépendent

seulement de /7, I/, .., 1 -
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Si on passe au 2™¢ prolongement, on voif qu'entre les @, il y a des

relations, dont on peut déduire des relations entre les I§ qui, avec les
les relations de symétrie 17 =13, (v. no. 12 et suiv. § 5} forment les rela-

tions (G,) — o est-a-dire les relations qui correspondent & (%, dans le
(2)

second prolongement. Ces relations se déduisent de ( ’;‘1 , (‘G’T*l*) et (@'Yg) en
tenant compte de (6.3") et de (5.15). Celles qui proviennent des relations
(CG;';) ef (G',z) pour toutes les valeurs de y seront appelées relations d’ invo-
lution ; celles qu’ on deduit de (‘Z;’;‘1 *) seront appelées relations supplémen-
taires.

B et y étant donnés (3=1¥), si nous tenons compte seulement des rela-
tions d’involation, il reste parmi les I3, exactement o'y indépendantes entre
elles et des précédentes. Cela résulte immédiatement des relations (%)
entre lz,, en tenant compte des relations entre les formes @, ce qui,
d’aprés (5.7) revient & des relations entre dig, et enfin entre d.lz ou
®op(dy) = Ig,. Le fait d’avoir remplacé les formes @, par des combinaisons
linéaires indépendantes d’aprés 1'indice o (en vue d’amener le systéme 2 la
forme simplifiée) ne change, évidemment, pas cette conclusion).

Si on veuft tenir compte aussi des relations supplémentaires, alors il
fant observer que ces relations proviennent de (9.2) et qu’elles impliquent
pour ng un nombre de relations, que nous désignons par w\,_ g, de ma-
niére que le nombre restant de valeurs /. indépendantes entre elles et des
valeurs antérieures, est op —w',.; . On a

Wi, ¢ W, a0y, gz A e W g = W

4. Supposons que les éléments plans (o) de (Z) soient réguliers entre
Yy+1 et g, les E, (de E, détant singuliers de ramification. Supposons
encore qu’on prolonge le systéme et que les relations supplémentaires soient
compatibles.

Si le prolongement a été amené & la forme (normale) simplifiée (§ 3
nos. 9 et 10), alors, par suite des relations (%'%) et (G'**) (ces derniéres sont
les relations ¢, =10 (v. & 9, no. 1)) ‘ ‘

1) les B! 41, v, Ot yy vy Onmg. y dépendent des @g, y—1; - o1,
2) les Bt 41, B, Bz, By s ®n—q 3 = v + 1) sont fonctions des

@GIY+1+1’ B, @51Y+1_!~2, By osees (DG'YB et des ﬂ)a, y—1j5 e G}GI,

3) les Doty 141, B mg,Hﬁz,B, ey @oryg  SONE fonctions des Doys Dopy o
.y @, indépendantes en @,,, @, .., @

I

Y

Annali di Matematica 44
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(I¥ aprds 1 observation faite aw mno. 3 plus haut, il en résulte, au cas
ot les éqnations de (Z) seraient linéaires en @7, des relations linéaires en I;).

3. Cherchons maintenant le second prolongement ef construisons, pour

celui-ci, les relations supplémentaires. Pour cela il faut, comme nous

G
Y1, .

Pavons vu (§ 9), remplacer dans dg9,, les quantités dpll, dpl .. dgl} resp

par d.lg, d, .13, .., dilg, ce qui revient & remplacer

o de), Bo, —a(dg), - D(dp)
resp. par

G)GB(d*f)9 G)OB(dr~1)a eery G)aB(dl)

4 V'aide de (6.3). 9, =0 étant w,, relations indépendantes en Z?, cela nous
donne un systéme de ., relations indépendantes et on ne diminue pas la
généralité en supposant qu’elles peuvent étre résolues par rapport a

G)D‘/T +1, B(d\f)) ®5’Y+2, B(d,v): ] (Da',‘, +wY““1’ B(dy)'

Or, & aprés I’arrangement fait plus haut, tous les @sp(d,)o' > d,) s’ ex-
priment linéairement & 1’aide des

(I)U”B(d\() (G,T-{-l < 6 < G,‘r)
et des
(Dal(d‘{)p ey G)!S,\f_l(d*()'

A lenr tour, les @y(d,) s expriment & Iaide des @,(d,), ..., @, y—s(dy) et
des @,(d,). En écrivant maintenant I3, au lien de @..(d,) et en remplagant
tont dans les relations supplémentaires, celles-ci deviennent des relations
en I et les I, totalement antérieurs. Parmi ces relations supplémentaires,
celles qui contiennent effectivement Iy, (et sont indépendantes des relations
d’involution) sont au nombre d’au plus w., pour chaque 3. 1l pemt y en
avoir qui contiennent seulement des I, totalement antérieurs aux I7,.

THREOREME. - Si le systéme admmel des éléments plans (v) réguliers enire

v+ 1 et q et siles relations supplémentaires du II — e prolongement sont
compatibles avec les relations d involution, alors les relations supplémentaires

se réduisent o des relations en l.‘;}« et des variables tolalement anlérieures &
celles—ci.

Si le systéme prolongé a 6té mis sous forme simplifiée réduite (§ 3
no. 18), on voit tout de sunite le
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THROREME. - Les relations supplémentaires entre I, tmpliquent seulement
les variables 17 (0,4, < pr < ¢ = 0,) pour une certaine valewr de p, et les varia-
bles fotalement antérieures & I7..

6. Rappelons que le I°r prolongement a été obtenu en considérant une
variété A, de g-plans (0) semi-réguliers de (I), plus précisément, d’une
branche régularicée de (I).

Si on prolonge encore une fois, il faut remarquer que certains points
de (2) (de coordonnées x, I) peuvent &tre singuliers et qu’il faudrait régu-
lariser ce systéme. Cela veut dire ajouter & (X') des équations finies (en w, I
(v § 4, no. 3\. Nous examinerons plus tard cette opevation. Pour le moment,
nous considérons seulement les points de (2')(x, ) ott le rang du systéme

en [7, est maximum, (I'élément plan E, étant un é&lément plan générique,
contenu dans un élément g-plan générique E, de 4,).

7. Si on passe maintenant au prolongement suivant, on deduira (par le
méme moyen que nous avons employé pour le 27¢ prolongement) des rela-

tions supplémentaires en I3, (au nombre de ¢',—w._; indépendantes) des
relations en dpll(f > y) ou encore en @, (dg). Mais, d’aprés le résultat du
no. 14, § b, il suit d’ici des relations en @, (d,) qui seront les nouvelles
relations supplémentaires.

Supposons qu’elles soient toujours compatibles en ®.,4(d,). Du fait que
les @op sont fonction des I7. (v. plaus haut no. b), il suit que les relations
supplémentaires en @.p(d,) se transforment en relations en Bop(dy)) o
bien en If..
De plus, on voit aisément qgue ces relations impliquent seulement

les . (py < p < o,) et des variables totalement antériures aux I7..

8. Ce raisonnement peut &tre continué tant que les relations supplé-
mentaires sont compatibles. Ces relations supplémentaires impliquent d’abord
w,—; — relations entre l;, ensuite w’Y_l relations entre lfm ete. Si on est
arrivé, dans le prolongement d’un certain ordre % &4 un w(Yh_’Il):O, alors,
dans ce prolongement les éléments intégraux p-plans (w) sont réguliers
entre un indice inférieur & y 4+ 1 et ¢. D’ auntre part le nombre de rela-
tions supplémentaires wg‘_jl) ne peunt pas #&ire toujours positif, puisque,
aprés le h-iéme prolongement le nombre de variables I7, . , restées indé-
pendantes est o, —wn' ., —w"; —..—w®<Y On arrivera donc certaine-
nement ou 1) & un systdéme en involution ou 2) 4 un systéme dont les
éléments g-plans (w) sont réguliers entre un nombre inférieur & y 4 1 et ¢
ou encore 3) & un systéme oll on est dans le cas II, c’est-a-dire tel que le
systéme (9.2) n’est compatible que s’il y a des conditions (9.3).
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Dans la deuxidme de ces éventualités, on peut d’ailleurs continuer le
prolongement et on arrive & 1’une des autres.

THROREME. - En prolongeant successivamnent (w) un systéme différentiel
extérieur, on arrive ow & un sysiéme en {nvolution, ou bien a un systéme donit
les relations supplémentaires ne sont pas compatibles.

9. Supposons qu’ on soit dans le cas II. Plus généralement, supposons
qu’on soif arrivé au h-iéme prolongement, de la maniére décrite plus haut
et qu aprés un ou plusieurs prolongements de plus, on soit arrivé, en
éliminant les i%, ..y, des relations supplémentaires, & des relations entre les

coefficients Igg, ... g, et les coefficients & moins de & indices inférieurs et
les variables «. Ces relations serout appelées relations de compaiibilité.
Elles forment un systéme algébrique. qui se décompose en général en un
certain nombre de systémes irréductibles.

Considérons le systéme des relations d’involution et des relations

supplémentaires de (™), supposé reésolu par rapport au plus grand nombre

possible de variables I5p, ..p, et du rang le plus élevé possible. Ajoutons
ensuite un systéme — soit (C¥) — irréductible de relations de compatibilité
remplacons dans celui-ci les solutions trouvées ci-dessus et ensuite résolvons
et ensuite résolvons le systéme par rapport au plus grand nombre possible

de variables lgg, .. p,, du plus grand rang possible.
Soit C le systéme ainsi trouveé.

10. Supposons qu’il y ait un nombre de variétés 4, d’éléments g-plans
() de (Z™) (v. § g, no. 4) et considérons une d’entre elles.

On peut construire une chaine générique d’éléments plans contenus
dans un élément g-plan de 4,, de la méme maniére que nous l’avons fait
pour le systéme (Z™). Pour la construction d’un élément linéaire associé &
un E, donné, on a & considérer le systéme (6.3) (ou, plus précisément, le
systdme qui lui correspond dans mnotre (,™), avec [3g, . p,) et le systéme
qw on obtient des relations supplémentaires et des relations de compatibilité.
Cela nous donne de nouveaux éléments plans singuliers de ramification.

Remarquons encore qu’en faisant une transformation linéaire sur les
formes ®» et une autre entre les équations de (Z), les coefficients changent
ot les relations de compatibilité, comme celles de singularité et celles
d’involution se transforment. Si la transformation est faite de maniére que
la chaine de coordonnées reste générique, alors les relations d’involution
ot celles supplémentaires gardent la propriété de laisser indépendantes les
variables ! aux mémes indices et de pouvoir &tre résolues par rapport aux
mémes variables ! qu’avant la transformation.
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Il est possible qu’aprés une telle transformation, le systéme (C¥) soit résoluble
par rapport & des variables /, de rang plus élevé qu’avant la transformation.

Il est clair que nous pouvons_supposer avoir transformé, des le début,
le systéme de maniére qu’ une nouvelle transformation quelconque n’améne
pas de changement du systéme (C), de ce point de vue.

11. Soient
(10.3) Bs, .. Byye = foe, ... Bh—iE(Z’ ) Br=fh=...=Bh1=¢)

(pour certaines valeurs des o et des (3, ¢) une partie des relations de compa-
tibilité, résolues par rapport aux ! dont le dernier indice inférieur — e —
est le plus grand possible. Nous allons montrer que tous les indices infé-
rieurs dans (10.3) sont égaux & ¢.

Supposons en effet que — dans ces équations (10.3), avee ¢ fixé et le
plus grand de tous — on en considére celles dans lesquelles §,_, est le
plus grand; ceux-ci, celles dans lesquelles 3, , est le plus grand, etc. On
peut supposer sans restreindre la généralité que, par suite des relations

d’involution, supplémentaires et de compatibilité, les Ig, .5 _,. choisis
de cefte maniére avec o =1, 2, .. %, sont indépendanis entre eux et des [
antérieurs et que, dans (10.3), (pour les valeurs fixées des B) ’indice o va
de %, +1 & %. Les relations d'involution et supplémentaires lient les

12 .. p it

(g > %q) aux variables antérieures.

Tous les [ postérieurs & ceux des premiers membres de (10.3) sont
soumis seulement aux relations d’involution et supplémentaires. On déduit
que, si on ne considére que ces relations,les g B,_,c Avec o=1,2,.., %, sont
indépendants entre eux et des antérieurs. En effet, s’il y avait une relation
entre elles et les [; antérieurs, cette relation nous en donnerait wune
entre les g, . g,,c et les antérieurs, outre les relations de compatibilité.

Supposons encore que

frar=Br2=. = Brer=ce,
les

gk; LA ﬁx

étant plus grands que ¢ et faisons la substitution

0k = w* B _l_ owe,
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1! est olair que, par cette substitution, en tenant compte des relations

d’involution et supplémentaires, les nouvelles variables I, .. g, § expri-
= 7
ment comme combinaisons linéaires des

L, I A A
Bis e Byse o 6y DBIBIBS o Byt s, URABBBL e Byt ety s CBIBABL o BB e B,

(chacun de ces coefficients ayant % indices inférieurs) et d’expressions impli-
quant des variables antérieures. Or, toutes ces variables sonf indépendantes
entre elles, en vertu des relations d’involufion, supplémentaires et de compa-

tibilité et i1 en résulte que l;“lé e By_,e AVEC o=% + 1, ..., n, deviennent
indépendants des précédents. D’ailleurs, les relations (10.3), dans ce cas,
deviennent des relations contenant des [ postérieurs & Zg, B yer CO
qui, d’aprés I’opération faite an no. précédent, est impossible.

On en conclut que les relations de compatibilité d’ordre le plus élevé
sont de la forme

(10.4) lee .. = [0 @),

avec

o=wn+1 it 2, .., %

Il ¢’ ensuit que, hu nombre de relations w("7*, il faut ajouter le nombre
obtenu plus haut, soit w7 (=x, — %) et le pseudo-caractére o™ est dimi-
nué de ce nombre.

12. Cherchons maintenant les prolongements dans (Z(*) des éléments
plans de (%), qui appartiennent a (Z,), ¢’ est-a-dire les éléments g-plans
(0) de (3,™). La méthode & saivre est la méme que celle suivie pour (Z),
¢’ est-a—dire de chercher successivement, les éléments d’une chaine d’élé-
ments plans contenus dans un K, intégral. Cela nous donnera aussi les
éléments plans singuliers de ramification.

Soit y la plus grande dimension d’un élément plan (®) de ramification
de (Z™)., Il est clair que, si y <e, il y aura, en général, des éléments
e-plans singuliers de ramification de (,), qu’on obtient par la méthode
employée plus haut, pour le cas ou il s’agissait des prolongements de
y-plans singuliers de ramification. D’ailleurs, de ce que nous avons montré
plus baut, les relations de singularité, qui sunivent des relations (10.4) de
compatibilité, ont la méme forme, que si elles suivaient de relations
supplémentaires.

. . B
Si y=¢, on peut en dire autant, seulement que, au nombre w(Y_.ll) de
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. . . . Fi—s . .
relations supplémentaires il faut en ajounfer w?‘f_f Y qui proviennent des

ralations de compatibilité (10.4)..

Des lors, il suit qu’on peut procéder pour le systéme (Z,) comme pour
le systéme (M),

Si y>e, alors les relations de compatibilité ne changent pas les
opérations, que nous avons décrites plus haut, pour le prolongement des
élements plans singuliers de ramification de dimensions la plus élévée.

13. Rapportons nous maintenant & la remarque faite au no. 6, plus haut.
Il est possible que les équations qui donnent les relations supplémentaires,
pour un prolongement d’ordre plus grand que 5, deviennent singuliéres pour
certains points du prolongement d’ordre %, qui satisfont & un cerfain
systéme d’équations. Ce systéme sera appelé, lui aussi, systéme d’équations
de compatibiliteé.

On peut alors procéder avec ce systéme, de la méme maniére gue nous
"avons fait plus haut, et on arrive aux mémes conclusions. Mais nous
n’allons pas le faire ici, puisque ce serait répéter les mémes choses,

§ 11. - Prolongement des éléments plans intégranr coractéristiques.

1. Soit maintenant un élément plan intégral (w) E, semi-régulier entre
Y+ 1 et g et considérons dans K, une chaine générique de coordonnées.

Supposons que le prolongement (dans (') d’un élément g-plan (w) de
4,, semi-régulier, existe et soit K, ce prolongement. Sapposons qu’on soit
dans le premier cas étudié plus haut, oit il n’y a pas de relations de com-
patibilité pour les éléments plans prolongés. Nous allons démontrer le

THROREME. - Dans ces hypothéses, le prolongement d’un élément k-plan
caractéristique (k> v) est un élément k-plan caractéristique.

Supposons que [ soit formé par E“, E®, .., E\® et soit Er son
prolongement, formé par E,“, E/®, .., E%®.

Ey se trouve sur la variété Ax des k-plans situés sur les E, ef les
y-plans qu’il contient sont singuliers de ramification. Il &’ ensuit, par le
méme raisonnement qu’on a fait au § 6 no. 8 que, pour un élément linéaire
E,(*+1 associé a Ei, il n’y a pas de relations (Gp*). Par suite, E,*+ est
donné seulement par les équations (6.3) et (Gx.).

Le rang de (6.3) est évidemment constant quand FEj varie. Occupons-
nous de (Gky). Et pour cela, d’abord de (Gr,.

2. Herivons la condition pour qu’un élément linéaire E,(8) soit associé
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a4 un élément plan integral Ez de (X). Ce sont des conditions linéaires, de
la forme

(11'1) Apa(EB) G)G(a) -+ Bpa(EB) w“(5) = O;

ou p varie de 1 & rg(Hp). Pour trouver les relations TGy, il faut exprimer,
a Paide de (11.1), que 1'élément linéaire E,*+%

wl(dk+1): e =2 wk(dk»lul) prnsd 0, (.l)k+1(dk.1r.1) == 1, wk+2(dk+1) = mq(dk+1) —-":O
&% (Ap4a) = s, k41

est associé & Hyx, ce qui revient & un systéme linéaire de la forme
(11.2) A% + Bylegs (br=1,2 ., 74),

ot A,;, B, ki1dépendent de x et de 1, .., lk, c est-a-dire de Ei; ensuite,
que ’élément linéaire E,(*+2

M) = oo = 08 (dp ) =0, 0*Fdy 0) =1, 0" Tdy,0) = ... = 0Ydp4.) =0
7 (dpy2) = lita
est associé & Hry, = B,V X Ep, ¢ est-h~dire un systéme de la forme
(11.3) Aéﬁi—%z + B?f, ke =0 (po=1, 2, ., ryy1);
. ensuite, que 1’élément linéaire E*+Y
Oy pg) = oo OFFETHd ), @A) =1, Ry ) = == 0%dpy ) =0,
0 (Apyr) = Lt
est associé & Eypy == B0 X Hpyy o, ¢ est-d-dire un systéme de la forme

(11.4) AR+ B k=0 (pr=1, 2, ., Thygma; t=1, 2, s g ).

3. By, est, par hypothése, caractéristique (de premiére ou de deuxiéme
espéce). Supposons qu’il en soit de méme pour tous les éléments (k4 1)~
plans, pour tous les élements (k- 2)-plans, ... pour tous les éléments
(b + h — 1)~plans contenus dans E, et passant par Ey, tandis qu’il y a
dans B, un Epyn végulier & droite (k- h = g). Cette hypothése est justifiée
par le fait que E, est semi-régulier.
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Alors, les systémes (11.2), (11.3), ... (11.4) sont compatibles et leurs rangs
sont respectivement

Tu(E), ThgalBrta)s ooy Tith—a(Ergn—a)
Cela résulte du fait que le systéme (11.1) (pour
B=tk k+1, ., b-+h—1)

est de rang rg(l) et qu’il laisse indépendantes les variables w(@). D’aprés
nos hypothéses, on a

(11.5) TalBR) S 1h, oy Tagn—oBryn—z) STppn_z, TapnalBrpn1) <Frgn—

ef pour des élémevts Ek-plans, (£ -4 L)-plans .. voisins de Fi, Fr.y, ... les
rangs des sysfémes polaires changent.
Cela veut dire qu’il y a des relations

i

| HOAL =0, ., H A =0
(11.6) '
\

(1) (1) (h) k)
Hep B, = 0, .., Hch-"hB-"h’ en =0,

dont les coefficients Hélgl, H(P‘j?, H‘c:{ih dépendent resp. de Er, Exyy, oo Erin_s.

A unne variation de [, sar 4, (11.2), .., (11.4) restent vérifides; on
aura done

ASSBl 1y + UiysBAGY + 8BS 1y = 0,

s

(ALY e
AP Blgs + 14340, 4 3BY =0 (=1, 2, .., ¢—h).
Par suite de (11.6), on aura donc aussi
(@) Honlip845 + HOIBY 1y =0,
(A18) (v

! . (k) 30 = a(h)
(@) H A,

(h) (h) —
+ Hchr’]zaBPh’ kb = O.

4. Cherchons mainfenant le rang du systéme polaire de Er. On voit
tout d’abord, que le systéme (11.7) a le rang

PRlER) + ThriBpa) F oo+ CrpnalBrgn—a) + Poan A o + 10

Annali di Mutematics 45
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et il faut lui ajouter le systéme (6.3) de rang k(n —q) et le systéme (5.2),
de rang n —q. Donc en tout, pour le moment, nous avons

(11.9) Ni=E 4 D —q) +rBr) + oo + TrponaalBrin—) + Toon+ oo + 79

équations indépendantes, pour le systéme polaire de Fg.

Mais il y a encore les relations (11.8). Remarquons que dans (11.6), on
peut supposer que '

¢, prend vy — ry(E,) valeurs, soit ¢, =1, 2, ..., 1, —1,(E)),

e prend ¢4y — Tpa(Bpya) valeuss, soit co=1, 2, ..., 7211 —Vpa(Brar);

¢p prend ¥pp 1 —Faon—1 (Bxin—) valeurs, soit ¢, =1, 2, ...,
Tph—1 = Papna(Bpan—2) -

Ce sont donc les mémes valeurs, que ces indices prennent dans (11.8).

5. Remarquons encore que, dans (11.8, a,), interviennent les différen-
tielles dx et 8I7, 83, .., 3li, donc, par suite de (6.3") dily, dudg, .., dilj,
¢’ est-a-dire le prolongement, supposé connu, Ky de Fy.

Ensuite, dans (11.8, @), interviennent, outre ces quantités, encore 3lz4,.
Le nombre de relations, indépendantes entre elles et de (1L.7), en ces
derniéres quantités, soit désigné par p, xy:.

Ce raisonnement peut &tre continué. Des relations (11.8 a,), on peut
déduire un nombre de vrelations, dans lesquelles n’interviennent que
82, BIZ, ..., 515, &’ autres, dans lesquelles interviennent 3/z;,, sans qu’inter-
viennent 8lz4,, .., enfin d’autres, dans lesquelles interviennent ces der-
niéres, .... Des relations (11.8, a,), on peut déduire:

1) des relations dans lesquelles interviennent seulement 8, ..., 8l,

2) des relations dans lesquelles interviennent les variables précédentes
et 8l%4.; 80it (i, x4s le nombre de relations en 3IZ;, indépendantes entre
elles et de celles qu’on a obtenues de (11.7) et de (11.8, a,) ... (11.8, @), entre
815, 815, .., Blgys,

3) des relations dans lesquelles interviennent les précédentes et
8l%42; SOit [Ly, k4o le nombre de relations en 3li4. indépendantes entre
elles et de celles qu’on a obtenues de (11.7) et de (11.8, a,) ... (11.8, ay—y),
entre 313, 815, ..., 8liga, we,

m) des relations dans lesquelles interviennent les précédentes et
3l%qm—i; SOib [, x4m—s le nombre de relations indépendantes entre elles ef
de celles qu’on a obtenues entre 317, 313, ..., 8liqm—s, o -
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<

Si h=1, alors les relations 2) ... n’existent pas. Si h =2 alors
m=2, 3, ..., h,

6. Le rang du systéme polaire de Er est

Nz Ny 4+ s ks + s, w1 + oo+ Wi, ks +
(11.10)
Ps, k42 + hh, kas

B, Et+h—1.

D’autre part, va que nnus avons pris les éléments plans de la chaine

Exya C By C oo Chrgn

avec la seule condition d’étre situés sur un E, générique de A4,, il suit
que les éléments linéaires

Bk, Bkt B (R,

qui, avec Ey, forment cette chaine, ne sont soumis qu’a la condition d’étre,
chacun, associé & 1'élément plan formé par les précédents avec Ep et, par
suite, las relations (11.8) ne donnent aucune nouvelle relation en

Bligss 8lira, vy Slisn,
¢ est-a-dire qu'on a
e, kgt Ba, ks + oo + Ba, kg =0

Ha, kt2 + o+ e, BL2 = 0

wn, wpn = 0.

On en déduit pour le rang du systéme polaire de K’y

P,k - Nl;
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ou bien
e =F+ 1 —q) + re+ requ + oo+ 1y —

— (ke ~— re(Er) — oo — Prpn—s — Tipna(Erpny))

ef, puisque

Tk"‘l =¥ + SE—}*l? rer rq—l — Tq-—z + Sq—-l;

on obtient

T —-|— Y41 —|—- + [P—— (Q —_ k)Vq_l — Sk — 28k+2 — e -—(q —F— l)Sq_l
et. par suite de (8.2),

(11.11) e = % — (g — ri(Ex) — o — (Prgrm1 — (Prpn—o(Eryn_a)).

On en conclut te théoréme énoncé au no. 1 et plus précisément, le

TrBORAME. - Etant donné le q-prolongement (%) de (I), supposé sans
relations de compalibilité, et, dans un qg-plan de () vrégulier enire k-1
et q, un élément k-plan Ey caractéristique de premiére ou de seconde espéce,
le prolongement Ej de Ejx est caractéristique de premiére espéce; son degré de
singularité est au moins le degré de singularité de Ey si celui-ci est de
premicre espéce. Em désignant par k-4 h la dimension la plus petite d’un
élément plan de (Z) situé sur un Ey(w), contenant Ep et régulier & droite,
le degré de singularité de Er est est égal & la somme des degrés de singu-
larité des éléments plans d’ une chaine générique d’éléments plans intégraux
contenant Ey

Ek: C Ek}—1 C v C Ek-{-h—l-

7. Considérons un systéme normal (2') (qui peut étre le prolongement
de (2)) et formons le systéme polaire d’un élément plan Ky de coordonnées
(prolongement de FEx). Les équations de ce systéme sont (outre celles qui
proviennent des équations de Prarr de I)

(11.12) 00y(®) — Ooald)0u(B) =0  (a=1,2 ., q; Y=1,2 w, k)

Si E; est caractéristique, alors, parmi les formes @, il y a moins de
ry indépendantes et il en résulte des conditions, que doivent vérifier les
®go(dy) pour o >k, o est-a-dire des conditions en I%,, ou bien en Ig,, qui
appartiennent & %'%") (v. § 6 no. 4).
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Remarquons que, parmi ces relations, il peut y en avoir qui contiennent
seulement des I0.(y, v =k). Cela veut dire que, si on considére les k-
prolengements successifs (0!, o’ ..., 0*) de (¥), les prolongements des 6l6-
ments k-plans de (¥) ne sont pas nécessairement contenus dans des prolon-

gements g-plans de ().

8. Nous appellerons élément k-plan caractéristique simple relatif & un
g~prolongement (v', o’, .., ©?), un élément A-plan K caractéristique
(W', w?, ..., 0¥) tel que son k-prolongement soit contenu dans un ¢-prolon-
gement d’un élément g-plan (») %, contenant Fy.

Nous appellerons caractéristigue régulier un O6lément IL-plan caracté-
ristique de X qui contient un élément (k—1)-plan régulier et est contenn
dans un élément (& -+ 1)-plan régulier. ~

11 est facile, en utilisant les résultats du no. 8, d’établir le

TaROREME - Le prolongement d'un élément plan caractéristique simple
(dans un g-prolongement donné (v) de (I)) est un élément plon caractéristique
simple.

CuapiTrE 11L
Théoremes concernant les variétés intégrales.
§ 12. - Démonstration compléte du théoréme du prolongement, de E. Cartan.

1. Considérons un voisinage d’éléments plans E, d'un systéme différentiel
extérieur analytique (Z) et ses g-prolongements successifs. On a constaté au
§ 10 que, aprés un nombre fini de prolongements, si on n’a pas obtenu un
systéme en involution, on arrive nécessairemeut & un prolongemens, qui admet
un systéme de relations de compatibilité. Ce systéme se décompose en un
nombre fini de systémes irréductibles, et dans chacun de ces derniers, les équa-
tions du degré le plus ¢élevé ont la forme (10.4). Chacun de ces systémes peut
étre prolongé de nouveau et, en partant du systéme donné (Z), aprés un cer
tain nombre N de prolongements, en considérant (chaque fois que les relations
de compatibilité se décomposent) toutes les composantes — on arrivera 4 un
certain nombre fini de systémes prolongés. Supposons qu on puisse choisir
une suite infinie de prolongements successifs dans lesquels les éléments
g-plans intégraux d’un certain voisinage aient des prolongements.
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Supposons encore que, pour N= N,, les relations de compatibilité ou
supplémentaires ne contiennent plus des variables ! & indices inférieurs
plus grands que v.

Alors ces indices inférieurs n atteindront cette valeur que pour un nombre
fint de prolongements.

En effet, parmi les quantités 7, .., (le nombre d’indices inférieurs
étant N), un certain nombre sont indépendantes et ce nombre diminue
chaque fois.

Done aprés un nombre fini de prolongements, on arrivera & diminuer
le nombre v et finalement on arrivera & un systéme en involution, les
prolongements des éléments g-plans considérés étants réguliers.

2. Supposons que le systéme (Z) admette une variété intégrale ), a
g-dimensions, sur laquelle les formes ® sont indépendantes. Sur cetfe va-
riété, les formes @, dépendent linéirement des © et les coefficients 7; sont
déterminés. dl; sont aussi, sur 9),, fonotions linéaires des ® et par suite
@ss ©t les coefficients I3z sont déterminés, et ainsi de suite. Cela veuf dire
que les éléments. plans tangenfs & 9, admettent des prolongements d’un
ordre quelconque. Il y a donc une suite infinie de prolongements successifs
de (Z) et, dans ceux-ci, les prolongements des éléments plans tangents &
%),. D’aprés ce que nous venons de montrer au no. précédent, il saif qu'on
arrivera & un systéme en involution, dont le prolongement de 9, est
Iintégrale. Donc le théoréme du prolongement, de E. CARTAN.

THEOREME. — Efani donné un sysiéme (L) et une suite de q-prolongements
successifs de celwi-ci, si on considére un voisinage d’éléments g-plans E, de
(), aprés un nombre fini de prolongements, on arrive ou bien & un prolon-
gement dans lequel les éléments plans E, n’admetient plus de prolongement,
ou bien & un systéme en involution dans lequel les prolongements de E, soni

réguliers.
En particulier, si parmi les E, considérés il en a qui sont tangents a
une variété intégrale €, de (Z), on obtient le

TaRoREME. - Toute variété intégrale V, de (Z) peut étre oblenue comme
intégrale régulisre d’un prolongement de (Z) en involution.

§ 13, - Théoréme d’ existence de Carian.

1. Soit un systdme I en involution & p variables indépendantes. Soit
), une variété intégrale réguliere analytique de % (g < p). Nous cherchons
un 6lément de variété intégrale analytique réguliére V.., 4 ¢+ 1 dimen-
sions contenant 9V, .
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Supposons que, dans un voisinage de ©),, les variables ', & ..., ¢
soient indépendantes ef soieni

(13.1) It = g, F, .., x9), X°= @', X, .., 0,
(6=q -+ 2, Q+3, vy W)

les équations de 9, dans ce voisinage.

Supposons encore que chaque élément plan F, tangent & 9, dans le
voisinage considéré, soit contenu dans un élément (g + 1)-plan E, ., intégral
régulier sur lequel da', da®, ..., dx? dx?t! sont indépendants. Nous allons
chercher I'élément de 9,4, de maniére que cette variété contienne des
éléments plans I,.

Pour cela, construisons un g 4 1 prolongement () (da', da®, ..., da?*?)
de Z, que nous écrivons

(13.2) dz® = ladn” (o=q—+2, .., n; a=1,2, .., ¢+ 1),

oti nous avons noté dz° au lieu de du. (’est notamment le (g 4 1)~prolon-
gement, contenant les éléments (g + 1)-plans, qui prolongent les éléments
(g + 1)-plans réguliers de (). Le caractére s, de (Z) est, d’aprés (8.3)

$ors =81t Squ2 + o F S P —gqg—1

et on peut s’ arranger (en faisant au besoin une transformation sur les
variables ¢, v. § 3, no. 9 ef suiv.) de maniére que, par sunite des relations (G,,4)
si &, >0,

2
1t

lg+3, s Zq+3’1+1
soient indépendantes, les autres 1T, ' stant fonctions de ceux-la (et
des x); si §2>0,

l¢21+2 l3+3, . Zg+5’2+l

H

soient indépendants entre eux et des 1, les 2% _  [* etant fonctions
de ceux-la

.............

si 8 >0
o ’ jate gats ettt
g1s g1y s bgia

soient indépendants entre eux et des 15, .., Iy, les &3t 1 6tant
fonctions de ceux-la.
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2. Le systéme (13.2) (ou mieux dit, sa fermeture) est en involution
(dx*, die?, ..., dx?+?) et il reste tel si on remplace Iit7, ... I+ par des

fonctions de ', %, ..., x?+' arbifraires

¢ +2 -2 -8’ 1 Q-+’ 1
(13.8) W0t = O, a2, .., 00, o, WV en T = QU P 2, L ),
! .
Les autres paramétres I1s+t2 . 1o, sont fonctions de

e, w? .., wh 19, 05, .., g,
On peut faire
I+t — C‘P(mly mza ver wQ) = zq—|—1’
aprés quoi, la fonction ¢ dans (13.1) est identiquement nulle. Si on fait
alors dans (13.2)

L G —
xQ+ ___O’ zf"__cpd",

on trouve lj(e =1, 2, .., q) comme fonctions de «*, «* .., 9, vérifiant les
conditions qui résultent pour elles (G,.,). Prenons les fonctions @ dans
(13.3), de maniére que. pour x =0, ¢’ est-a-dire sur 9,, 1'élément plan défini
par les éléments linéaires de coordonnées

El(l)(dlml—_— 1, d1x2 I e == dle+1 — O, dlzg == l’f), e

, Bfodat =0, .., dx? =0, da? =1, dx?** =0, de° = I3,

E1(9+1}(dq+1x1 = ... = dq_+'1%9 = O, dq+1%q+1: 17 dq+1zg _ i;_;_l)

soit I’ é6lément plan donné FEqy,. Cela est évidemment toujours possible.
Désignons par (X*) le systdme qu’on obtient en remplacant (13.3) dans (%).
Si nous construisons une intégrale. de (&) qui, pour xt*=0, donne
pour 2° les fonctions o7 et, par suite, pour Iz =1, 2, ..., g 4 1), les fonc-
tions qui en résultent, c’est-a-dire

ZZ:—&; (dzl, 2, ves o q)

et (18.3), alors nous avons une solution du probléme & résoudre. Nous
avons dome ramené ce probléme a celui d’un systéme (g -+ 1)-normal
avec Sgt, = 0.

8. Ce n’est d’ailleurs pas la senle manidre de le faire. On peunt évi-
demment, donner les fonctions

gty L, 2Pt e w2 xit?

oy
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(si 8'y4:=A) de maniére & satisfaire (13.1) pour x2+* =0 et que I’élément
plan formé par les éléments linéaires

9eet?
Bdat =1, .., dw? =0, dat+ =0; dp?* = a0
a8y, 1
o AR A ’
oy At BT DT o1 (65 g )

BE@dat =0, dga*=0, ..., dat =1, da?+ = 0;

Qe t? f AR ,
S AT = T Agee =15 (6> q+ 8441 +1),

2
Ar?? =

El(Q+l)(dq+1xl == 0, dq+1x2 = 0, seny dq,’,lwq = O, dq+1mQ+1 = 1 ;

AR E Y

ES Lt
oy QT = e —

dq+1z°—= l3+1 (o > q - 3’q+1 -+ 1)7

pour x¢t* =0, soit I’élément (¢ + 1)-plan intégral de ©),.,. Dans ce cas,
les I, pour o=g+ 2, .., ¢+ Sg4. + 1, sont déterminées en fonction des
x*; du systéme (¥') il reste les équations d’indice o> ¢ + sj4. 4 1, qui est
en involution (dx?, da?, ..., dxtt) et dont les caractéres sont égaux & ceux
de (Z) diminués de §¢q,.

Ainsi de nouveau le probléme a 6té ramené au cas $,,,=0.

4. Supposons donc que nouns soyons, dans ce cas.

En prolongeant successivement le systéme () on trouve toujours des
systémes normaux en involution (dx', da?, ..., dxtt') dont le dernier caractére
est zéro. Puisque nous connaissons 9, (wet+t = 0), nous connaissons aussi les
coefficients successifs

1 gy o (g 0y, 0 <0, 00,

comme fonctions de a', @, ..., ®9, pour x?+'. D ailleurs, d’ici il résulte les
fonctions

g’f‘“ lg'f‘l, o zg'i’l; A3y Az ves (“ = q + 1} Uy, %2 Sg + 1: "')

pour witi=0,
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Dans le voisinage d’un point P(r;. #7) de 9,, si la variété O, .,
cherchée existe, elle pourra étre donnée par le dévelloppement

= i3 % 1 o £741 A
=2, + L, (@* — x;) + 9 (@™ — 5 )@~ 25") - ...

Le fait, que cefte série est convergente dans un voisinage de P et
qu’ elle représente effectivement une solution, se démontre aisément & 1’aide
des majorantes.

& 14. - Variéiéds inlégrales passant par une variété caractéristique simple
et régulicre.

1. Supposons que 9, soit une variété caractéristique simple et régu-
liere (v.§ 11, no. 8). En constraisant le (g + 1)-prolongement de (Z), comme au
§ précédent, on constate, comme plus haut, qu’on peut ranger les variables
2> de manidre qu’il y ait une solution, dans laquelle s+, zots .., o#Fr+it?
sont des fonctions arbitraires de ', «?, ..., ¢, vérifiant (13.1).

Si ces fonctions sont données, il reste encore non déterminés h des
coefficients gy, (kb étant le dégre de singularité des éléments g-plans tan-
gents & ;) soit lop(zv =0, d’, ..., oM).

Mais en tenanf compte que la variété est caractéristique simple et
et régulidre, on voit que les relations (11.15) détérminent les coefficients
21,9 du 2m¢ prolongement.

Ensuite, en tenant compte que le prolongement d’un élément plan
caractéristique simple et régulier — est, & sont tour, caractéristique simple
et régulier (v. § 11, no. 8, 9), il suit qu’on pourra répéter le procéds.

Restent donc non déterminées seulement les quantités lopi, lois, gbas -

On en déduit que, pour déterminer un développement formel d’une
intégrale passant par @),, il faut encore donner, outre les fonctions

gtz gats | prbe gt de af, L., w0,
dans le voisinage d’un point de 9),, les relations

(14.1) Zgmo == [T{o", X%, ..., 24, ottt

oL f sont soumises & la condition que (14.1) soient vérifices sur €.

La convergence du développement qu’on frouve et le fait que ce
développement est la solution du probléme peuvent étre démontrés a 1’aide
de majorantes.
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