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ltdsumg. - L '~ tude  des intCgrales des syst~mes diff~rentiels ext~rieurs en 
involution a ~t~ commenc~e par E. (]A:RTA~ [3]. Ses m~moires sur ee sujet 
s'occupent~ il est vrai, seulement  des syst~mes de P f a f f ,  mais ils eontien- 
nent  tout ce qui est essentiel pour le cas general.  

C 'es t  h E. KAI~L]~R qu 'on  doit l ' ex tens ion  des r~sultats de C a f t a n  aux 
syst~mes de degr~ queeonque.  

Depuis lors, d ' au t res  auteurs  se sont occup~s du m~me probleme. En 
particulier,  on dolt d' importants  r~sultats ~t Sc~ouTE~ et i~ VAN I)]~R KULK [12]. 

Tous ce auteurs  (~tudi~ surtout  les ~l~ments plans int(igraux r~guliers et 
les vari~t~s int4grales rdguli~res. Or, il se trouve que, assez souvent, il est 
int~ressant d '~tudier  aussi les vari~t~s intCgrales singuli~res. Pour  prendre  
un exemple banal, si on eonsid~re un syst~me d 'dquat ions du Ier ordre 
une fonction ineonnue de k variables ind~pendantes 

(1) F~(0~ 1, x ~, . . . ,  x k, z p , ,  p ~ ,  . . . ,  Pk )  = O, 

on peut consid~rer que l 'int~igration de ce syst6me revient au syst~me diff6- 
rent iel  ext~rieur form~ par (1) et par l '~quat ion de P f a f f  

d z  - -  p l d x  ~ - -  p 2 d x  ~" ~ .,. - -  p ~ d x  k ~ O. 

Si le sy s~me  n 'es t  pas en involution, alors il peut tout de m~me avoir 
des int~grales, mais celles-ci  sont singuli~res. 

Ce m~moire 6tudie des propri6t~s qui regardent  les vari~t~s int~grales 
des syst~mes diff~rentiels ext6rieurs, r~guli~res aussi bien que Singulibres. 
Pour  cela il faut d 'abord ~tudier les ~l~ments plans int~graux. Cela comporte 
l '~tude de eertaines var i f ies  de plans dans l ' espace  projectif  i~ un  nombre 
quelconque de dimensions. 
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Le premier  chapitre  est consacr6 a l '6 tude des plans qui appar t iennent  
g un syst6me d'{iquations ext6rieures finies. Les propri{ft6s des 616ments 
plans int6graux, eu un point int6gral d ~ un syst6me diff6rentiel, sent, en effet, 
cn partie, les m~mes que cellos d ' u n  tel syst6me d'~quations finies. 

Darts ce m~me ehapitre,  nous avons d6fini les diverses singularit6s des 
plans du syst~me fini, analogues aux singularit~s des 416ments plans int6- 
graux d ' u n  syst6me diff4rentiel.  

Le plus importants  parmi les plans singuliers~ que nous avons eu h 
distinguer,  sent ceux que nous avons appel6s << de ramification)> et les ~< ca- 
ract6rist iques >>. A l ' a ide  de premiers  nous s6parons diverses branches d' 416. 
ments  plans int6graux. Les derniers  sent situ6s sur les 616merits plans int6- 
graux r~guliers. 

Une place sp{iciale a 6t6 faite aux syst6mes quc nous avons appel4s 
normaux et qui jouent  un r61e exceptionnel  parmi les syst6mes diff6rentiels 
ext6rieurs. 

Les propri6t6s des syst6mes diff~rentiels ext6rieurs, qui sent propres h 
ces syst6mes et ne sent pas de simples traductions de celles des syst6mes 
finis, sent 6tudi6s dans le 2 ~e ehapitre.  Les plus importantes de ces pro- 
pri6t6s regardent  le prolongement des syst6mes diff6rent iels .et  l '6 tude de la 
mani6re dent  se prolongent les 616ments plans int6graux r4guliers ou sin- 
guliers. Cela comporte une 6tude d6taill6e des propri6t6s (caract6res, genre, 
etc.) du prolongement d ' u n  syst6me en comparaison avec ]es propri6t~is du 
syst6me donn6. 

E. CA]~A~ d6montr4 [3] un th6or6me, selon lequel, en prolongeant suc- 
ecssivement un syst6me diff(frentiel ext6rieur,  on arrive apr6s un nombre 
fini de prolongements (ou g un syst6me incompatible, ou bien) h u n  syst6me 
en involution. Ce th6or6me a 6t6 repris par  SOHOUTE~ et VAx DER K~LK [12] 
et par  ]~ASATAKE KURANIS:K]: [9]. NOUS lui donnons ici, au 3 me chapitre,  
une demonstra t ion compl6te;  e ' e s t -h -d i r e  que nous d4montrons aussi que 
toute vari6t6 int6grale d ' un  syst6me diff4rentiel en involulion, peut  ~tre 
obtenue comme vari6t6 r(~guli6r6 d ' u n  certain syst6me prolongS, fair qui 
6tait :~est4 jusqu ' i e i  sans d~monstration [2], [11]. 

Darts le m~me chap. III ,  nous donnons encore une d4duction du th~io- 
r6me d 'ex i s tence  de C a r  t a n  (sans toutefois le d6montrer  compl6tement,  
c~st- /~-dire  sans d6montrcr  la convergence du d6veloppement T a y l o r i e n )  et 
d ~ un th6or6me sur l~existence des vari6t6s int6grales passant par une vari(~t4 
caract4rist ique donn6e. 

Le contenu de ce m6moire r6sulte plus en d6tail des ti tres des para- 

graphes. 
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CHAPITRE I. 

S y s t b m e s  a l g 6 b r l q u e s  e x t 6 r i e u r s .  

§ 1. - q-plans solutions d'un syst~me d'dquations extdrieures. Varidtd 
reprdsenlde par les conditions de Grassmann. Varidtd des q-plans solutions et 
ses composantes irrdductibles. 

1. Soi t  un  sys tbme d ' 6 q u a t i o n s  ext~,rieures 

(s) 

0 ~  = a ~ u  i = O, ( ~  = 1, 2, . . . ,  b~ ; i = 1, 2 , . . . ,  n) 

0~ = a~h~uh/~ui~=O, (~2 = b~-~ 1, bl + 2, . . . ,  b~; i~, i 2 = 1 ,  2, . . . ,  n) 

. . . .  . . * o * , . • • • • 

O~l = a~zi~i . . . .  h u~  A u i; A ... A u ~  = 0,  

(al = b~-l-t-  1, bz_~-~-2, . . . ,  b~; i l ,  i~ .... , i z - - 1 ,  2 , . . . ,  n) 

d6fini  ,dans un espace  vec tor ie l  h n d imens ions  sur  le corps  r6ei ou sur  le 
corps  complexe ,  selon que  les coef f ic ien t s  a sont  dans  F u n  ou l ' a u t r e  de 
ces corps,  

Un  p lan  h q d imens ions  Pq (q-plan) d '~qua t i ons  ( ind6pendantes)  

(1.1) (I)~ = A:~u ~ = 0 (z = 1, 2 , . . . ,  n - -  q) 

est dit  vgrifier le svsti~me (S) ou apparlenir au systi~me (S), si, en ve r tu  des  
6qnat ions  (1.1), les 6qua t ions  de ce sys tbme sont v6rif ides [2] (1). 

Cela veu t  dire  que  les formes  ex t6 r i eu re s  0 a p p a r t i e n n e n t  /~ l ' id6a l  dd- 
f ini  par  les formes  l in6ai res  % .  

I1 est d' a i l leurs  fac i le  /~ voir  que,  si le q - p l a n  Pq est repr6sen td  para .  
m 6 t r i q u e m e u t  

(1.2) u ~ = bi~ t ~ , ((: - -  1, 2, ..., q) 

alors  la condi t ion,  p o u r  q u ' i l  a p p a r t i e n n e  /~ (S), rcv ien t  h e x p r i m e r  que,  en 
r e m p l a c a n t  (1.2) dans  (S), on obt ient  des identi t~s.  

2. Si p~t~ .... ~q sont  les coordonnPes  g r a s s m a n n i e n n e s  du q-p lan ,  a lors  

(~) Premi6re  partie, III~ pp. 20.26. 
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la condition, pour que celui-ci  appar t ienne ~ (S), s 'Oxprime [2] (~), [3] (~) par  
les relations 

(1.3) 
aa~i~6pQi~ .,, iq = O~ 

qaqid~ ... ~q" pi~i~ ... iq --- O. 

Les variables p~i .... ~q (symm4triques gauches dans les indices) v6rifient 
le systbme d '4quations de G r a s s m a n n  (v. p. ex. [11] (~) 

( Gq) p[iliu ... iq ~dl]d~ ... dq _~_ O. 

Si nous consid4rons, dans l '4space pro jectif H ~ C~ -1 dimensions, uu 
point de coordonn4es p ~ . ~ q  (ou il, i2,..., iq forment  une suite croissante) 
alors, dans cet espaee, les ~quations d4duites de (Gq) par l ' a r r angement  des 
indices de chaque variable en ordre croissant, repr4sentent  une vari4t6 a lg4- 
brique nominee vari6t6 grassmannienne Gq [9] (~), [7] (~). 

Celle-ci a q(n--q)  dimensions et est irr~ductible et sans points singu- 
liers [8] () ou [1] (~). Les q-plans d e  (S) se repr4sentent  donc par les points 
d ' in tersect ion  de la vari6t4 plane, repr4sent6e par le syst~me (1.3) (oil nous 
avons en vue les relations qui en r6sultent pour les p, ~t indices en ordre 
croissant) avec la vari6t6 (Gq). 

Soit Wq la varidld de ces points d'inlersection. Elle se d6eompose en un 
hombre fini de vari6t4s alg4briques irrdductibles. Soit Aq une de celle-ci. 
Nous d4signerons par Pq un point de W~ et en m~me temps le q-plan qu ' i l  
repr6sente, iNous uti l iserons le m~me terme << vari6t6 Wq ou Aq de q-plans >>, 
soit pour d6s igner- les  vari~t4s t ~  ou Aq etles m~mes dans II, telles que 
nous les avons d6finies plus haut, soit pour d6signer l ' ensemble  des q-plans 
repr4sent~s par  les points de ces vari6t4s. Dans le premier  cas, le terme 
<< q-plan (r6gulier oa singulier) de la varj~t4 ~> d4signe le point repr4sentatif,  
dans II, du q-plan. 

(2) 13" 24. 
i s ) 13' 89. 
(4) 13' 14. 
(5) 13. 2:[.22. 
(6) Vol. I I ,  l ivre IV ,  chap. X I V ,  § 1, 13. 309-316 (darts l '4dit ion russe 1313. 3t0-3~8). 
(~) 13. 14. 
(s) 13. 45. 
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3. Remarquons  q u ' o n  peut  eonsid6rer que les equat ions O a ~ -  0 sont 
ind6pendantes  entre elles~ qu' aucune des 6quations 0 ~ - - 0  ne fail part ie de 
l ' id6al  defini pa r  les autres  6quations 0 ~ - - 0  et par  0 ~ : = 0  etc. Si (S) a 
eerie propri6t6, nous disons que ses 6quations sont algGbriquemeut ind6pen- 
dantes. Dans ce ca.s, 1 est le degrd du syst~me (S). 

§ 2 . -  (q-+-1)-plans du systdme (S), qui contiennent un  q-plan donnd 
de  (S). Droites assocides dt ce q-plan.  P l a u  polaire: Varidld des (q 4:- 1)-plans 
de (S), qui contiennent un  q~-plan de la varidtd Aq. Plans  semi-rdguliers, 
rdguliers, ou singuliers de (S). Genre. Chaines de p lans  de (S). Plans  singu- 
liers, de ramification et caracldrisliques. Caract8res. Remarque au sujet des 
q-plans  singuliers de (S). 

1. Cherehons les (q + t )-plans du systbme, qui eontiennent  un q-p lan  
donn6 Pq d ' une  vari6t6 Aq.  Un tel (q + 1)-plan - -  soil Pq+: - -  est d6ter. 
rain6 par  Pq et par  une droite - -  soil P~. l'~ous disons que eette droite est 
associde h, Pq.  Soient pi:i:...iq+~ les coordonn6es grassmanniennes  de Pq+~ et 
u ~ les eoordonn6es de la droite /)1. On a 

(2.1) ~:~ .... ~ ÷ . . . . . . . . .  p - q : : u':pi~ .... ~÷, - -  u,~.p,:~ ..... *q+: -[- ... -~ (-- 1)qu~+~p~:~...~. 

2. Si Pu+: appar~ien~ h (S), ses coordonn~es grassmanniennes  vdrifient 
un systbme de relations, analogues ~ (1.2) 

(2.2) 

a a: , i :p  i:i~is "" i q + i  - - -  O~ 

~a2 i l i  2 pi:ieia ... iq+ i - - -  O~ 

aaqi:i2 ... iq pi~i2 ... iq i q + t  .--. O~ 

• . i l i a .  " " 

a a q + i i l i  2 .,. ~ q + i p  "'" ~q*q+i = O. 

En vertu des relat ions (2.1), on obtient  de (2.2) un syst6me d '6quat ions  
lin6aires en u ~, appel6 systdme polaire de Pq, [2] (9). 

Soil rq(Pq) le rang de ee systbme pour  un Pq donn6 de Aq. Le plan 
qu ' i l  repr6sente - -  appeI6 p lan  polaire de Pq [13] (:o) _ a n --  rq(Pq) dimen. 
sions. On a toujours, 6videmment 

rQ(Pq) A- q <-- n. 

t 9} p. 6~[.66. 
(~o) Oh. IL  §'30. 

A n n a I i  di  M a t e m a t i c a  37 
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Pour que le (q + 1)-plan eherch~ Pq+~ existe, il faut  et il suffit que 

(2.3) rq(Pq) -}- q ~ n. 

Consid~rons (sur A~) un  Pq tel que rq(Pq) y soit max imum et soit rq ce 
maximum. L es q-plans Pq, situ6s sur Aq~ pour lesquels rq(Pq)< rq, forment  
sur  Aq un cer tain nombre de sous-vari4t6s alg~briques. Nous dirons que ces 
q-plans sont << singuliers de premi@e eslg~ce du syst~me (S)>>. Cette notion ne 
se confond pas, en g6n6ral, avec celle de plan singulier de la vari~t6 Aq, 
reprSsent6 par un point singulier  de la vari6t6 de l ' espace  lI, d6finie par le 
syst~me form~ par (Gq) et (1.3). Quand cela ne pr~tera pus h confusion, nous 
utiliserons la d~nomination de << plan singulier )>, sans prgciser <~ du syst~- 
me (S))>. 

Si rq(Pq) --rq, nous dirons que Pq est un plan semi-rdgulier du syst(~me (S). 
Nous appellerons, ~ degrd de singutaritd >> la quantit6 rq ~ rq(Pq). 

3. RE:~IARQUE. - Pour  t rouver  les coordonn6es de la droite /)1 assoei~e 
t~ Pq, on pent supposer que ce dernier  plan est d~fini par q droites ind~- 
pendantes  p~(i), p~(2), ..., p~(q) resp. de coordonn~es u~(~), u~(2), ..., u~(q) et 
expr imer  que : 

1) P~ appart ient  ~t (S); 

2) /)1 est associ~e ~ chacune  des droites P~(~)(~-- 1, 2, . . . ,  q) duns le 
syst6me d '~quations du 2 me degr~, appar tenant  ~ (S);  

3) P~ est associ~e ~ chaque 2-plan d~fini par denx de ces droites 
dans syst~me d '~quations du 3 "~e degr~ appar tenant  h (S)... ; P~ est associ~e 
"~ Pq dans le syst~me d '~quations de degr~ q + 1 appar tenant  '~ (S). 

C'est  la m~thocle de C a r t a n - K i i h l e r  [2], [8], pour d~[inir une droite 
associ~e t~ un q-plan clans un syst~me (S). (En r~alit6 ees auteurs  s 'oecupent  
de svst~mes diff6rentiels ext~rieurs et d'61~ments plans int~graux par  un 
point, mais cela revient  au meme (v. aussi [13]). 

4. Soit maintenant  un q-plan Pq, semi-r~gul ier  de (S), situ~ sur Aq. 
Supposons remplie la condition (2.3),et soit un (q ~ 1)-plan Pq+l du syst~me, 
coutenant  Pq.  Pq+~ est situ~ sur la vari~t¢ Wa+~ des (q - I -1 ) -p lans  du 
syst~me, d6finie par le syst~me lin~aire (2.2) et par (G~+~). 

I1 existe sur Wq+l un voisinage de (q ~ 1)-plans qui contient Pq+l et 
tel que chacun de ses (q-{-1)-plans contienne un q-plan d ' u n  certain voisi- 
nage de Pq donn~ sur Aq. Done l ' ensemble  des (q ~ 1)-plans de (S), qui 
eont iennent  les q-plans semi-r~guliers  de (S) situ~s sur Aq, forment  une va- 
ri~t~ alg~brique de (q ~ 1)-plans, que nous nommons Aq+l. Sur  cette vari~t~ 
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se t rouvent  aussi  des (q ~-1) -p lans  qui cont iennent  des z -p lans  singuliers 
de (S). 

Aq+~ est irrdductible, car les if-plans situ4s sur  ses (q + 1)-plans, forment 
une vari4t~ irr4ductible A~. 

5. On peut  d4finir pour  les (q + 1)-plans situ4s sur A~+~, comme pour  
l~es q-plans  situ4s sur Aq, les hombres  rq÷t(Pq+li et rq~-l. Vu que dans un 
voisinage queleonque d~un (q-~ 1)-plan de Aq+~, il y a des (q-{-1)-plans 
semi-r6guliers ,  il suit que~ par un z-p lan  g6n6rique Pq semi-r6gu]ier- de .,4q~ 
il passe un (q-~  1)-plan semi-r6gul ier  de Aq+~, c ' e s t -h -d i r e  que les q-p lans  
de Aq, qui ont la propri4t4 d' ~tre contenus seulement  dans des (q-~ 1)-plans 
singuliers  (de premiere  espi~ce) de (S), forment une sous-vari4td de Aq. 

Pa r  une extension facile de ce raisonnement,  on voit qu ~on pent trouver,  
par  un Pq g~n4rique semi-r6gul ier  situ4 sur Aq, un Pq+~ semi-r4gul ier  g6- 
n6rique situ~ sur Ag+~ ; par  Pq+~ (si rq+~ ~ q-~  1 < n), un Pq+~ semi-r6gul ier  
gSn~rique situ6 sur  une vari~t~ Aq+~, etc. I1 est possible que, pour  un Pq 
par t icut ier  et pour  un h donn¢~ tous les (q-~ h)-plans, form4s de cette ma- 
nibre soient singuliers de premiere  esp~ce pour  (S). Dans ce cas nous dirons 
que Pq est singulier de 2 ~e esp~ee pour (S). On volt tout de suite que l 'en-  
semble des q-plans  Pq singuliers de 2 m~ esp~ce pour (S) forment un certain 
hombre de sous-vari4t6s alg4briques de Aq. 

Si~ pour un z -p lan  Pq semi-r4gulier ,  on a pu trouver la suite de plans 
semi-rdgul iers  jusqu~h l ' indice  q-{-h (sans qu ' on  air pr4cis4 si t o u s l e s  
Pq+h+~ sont singuliers de premiere esp~ce de (S)), nous disons qile Pq est 
semi-r4gul ier  entre les indices q et q-~ h. Si 

l 'opera t ion  ne peut, 6videmment,  6tre continu4e. 51ous diron% dans ce cas, 
que Pq eat rdgulier ~ droite. 

Posons  q ~ h - -  p ;  done 

rp -{-p -- n. 

L ' ind ice  p est le genre du sysl~me (S) sur la suite de varidtds Aq, 
Aq+, , ... , Ap . 

6. Supposons  q > t et consid6rons les (q - -  1)-plans situ(is sur les q-plans  
d' une vari4t6 irr4ductible Aq. Ces (q - -  1)-plans appar t iennent  au systbme (S), 
v. p. ex. [2] (t~). Ils forment une varidtd irrdductible de ( q -  1)-plans de (S). 

(i~) p. 23. 
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I1 est possible que cette vari6t6 co~'ncide avec une vari6t¢ ~ Aq_~, irr6ductible 
de (q - -  1)-plans. Dans ce eas, les plans de Ia vari6t6 Aq peuvent  6tre g4n6r6s 
/~ l ' a ide  des plans de A~_~, par  le proc6d¢ expos6 dans le no, pr6c6dent. 

Si q - 1 > 1, nous pouvons r4p4ter ces consid6rations et nous arr ivons 
soit 1) /~ un indiee q " = = q - - k  tel que les ( q " - - l ) - p l a n s  situ6s sur  ]es 
q"-plans de la vari6t6:4~,, forment une sous-vari6t6 d' une vari6t6 irr6ductible 
A~,,_~, non co~neidant avec A~,,_~, soit 2) h des ] - p l a n s  ou droites semi-r6- 
gulibres. 

Examinons  chacun de ces cas. 

7. Premier cas. - S e l f  Pq un q-plan semi-r~gulier  de (S). L 'hypoth~se  1) 
veut  dire que, sur ce q-plan,  il existe un (q - -  1)-plan P~_~ semi-r4gul ier  de (S), 
sur eelui -c i  un ( q - - 2 ) - p l a n  P~_~ semi-r~gulier  de (S), ...~ j u squ~ t  un Pq,, 
semi-r~gul ier  de (S). 

L ' ind ice  q", auquel  on est arrive, d4pend dw choix de la suite de plans 
P~-~ , Pq-2 , .... Posons 

rain q" = q' (Pq) +4- 1 

(il est possible que~ pour  un choix par t icul ier  de la suite Pq_~, Pq_~, ..., on 
arrive /~ q", mais quail y ait des suites convenablement  choisies~ pour 
lesquelles on est dans le I I  m+ cas), ensuite, entre les Pq situ~s sur Aq 

min q'(Pq) -- q' 

(il est possible que, pour  ter ra ins  Pq sur  Aq, on soit dans le I I  me cas). 

Pq est semi-r~gulier  entre l e s  indices q'(Pq) et q (ou bien, s ' i l  est semi-  
r4gulier  aussi  entre les indices q et q + h, alors il est semi-r4gul ier  entre 
~(Pq) et q + h). 

Les  plans Pq, pour  lesquels  q'(Pq) > q', forment une sous-vari4t~ de Aq, 
qu 'on  obtient en expr imant  que les q'(Pq)-plans situ~s dans Pq sont s{nguli6rs 
de I ~re esp~ce pour  (S). Si q'(P~)> q', il y ai dans un voisinage de Pq un 
autre  q - p l a n -  soit P * - - d e  Aq, tel que q'(Pq)=q'.  Dans ce cas nous 
dirons encore que Pq est singulier de I I I  "~e esp~ce (ou ~ gauche) d'indiee 
q'(Pq). La m~me d~nomination sera utilis4e, lorsque q'(Pq)> 0 et il y a 
d ' au t r e s  P q s u r  Aq, pour  lesquels  nous sommes dans le I I  m+ cas. 

Si q'(Pq)-~ q' ( ~  1), nous disons que Pq est rdgulier & gauche, j u s q u ' h  
l ' indice  q ' +  1. S ' i l  est encore r~gulier 'h droite, nous disons qu ' i l  est rd- 
gulier entre les indices q' + 1 et p. 

8. La vari4t~ B, des (q ' - -1) -p lans  situ6s sur  les q-plans  de Aq est ir- 
r~duetible et situ~e sur une varlet4 irr~ductible As, , de plans de (S). 
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Soil Pq,, un q '-plau de Bq,. Supposons que, par ee q'-plan, passent des 
q-plans de (S), qui cont iennent  des q '-plans de Aq, non sitn4s sur  Bq,. 
D'apri~s l 'hypoth~se, ees q-plans ne peuvent  pas ~tre situ6s sur Aq. Si 
cette propr%t6 avail lieu pour tons les q'-plans de Bq,. il resul terai t  que, 
dans le voisinage de tout Pq de Aq, il y a des q-plans de (S) non situ6s sur 
Aq, ce qui est impossible. On en dgduit le 

T g E o ~ 1 ~ . -  Les q'-pla~s de Bq,, par lesquels passent des q-plans de 
(S), formds de q'-plans non situds sur Bq,, forment une sous-varidtd B~, de 
Bq,. Par un q'-plan gdndrique de Bq, (non situd sur Bg,) passent seulement des 
q-plans de (S) formds de q'-plans appartena~t ~ Bq,. 

Tm~ottg~E. - Tousles q'-plans de Bq, soul singuliers de prem@re esp~ee 
pour (S). 

En effet, soil Pq, un tel q'-plan. Dans son voisinage, il y a, d 'aprbs 
l 'hypoth~se, des q'-plans P'q, de Aq, non situ4s sur des q-plans de Aq et semi- 
r6gnliers. Consid4rons alors la suite des vari6tOs de plans de (S), Aq,+z, 
A-q,+2, .... I1 est clair que Aq n' est pas situ(ie sur une de ces vari6t6s. I1 en 
r4sulte que, pour une certaine valeur  q; telte que q'<_ q < q, los q-plans de 
(S) contenant  Pq, ne Sont pas semi-r6guliers de (S) sur A~. Done les q-plans 
de (S), passant par  Pq, sont singuliers de I ~ esp~ce. Puisque, d ' au t r e  part, 
nous avons ~tabli que, si q > q', les q-plans situ~s sur les Pq de Aq forment  
des var%t~s A~ - -  il suit que q = q'.  D'ofi notre affirmation. 

Ces q'-plans singuliers, qui ont la propridtd que, lout en se trouvant sur 
une varidtd A~, irrdductible de q'-plans de (S), les (q' + 1)-plans de (S), qui 
les contiennent, forment une varidtd Aq,+~ distincte de A~,+~ (c' est-~t-dire de la 
vari6t6 des (q'-Jr-1)-plans de (S) qui cont iennent  lea (q'-}-1)-plans semi-r6gu- 
liers situgs sur Aq) seront appelds singuliers de ramification. 

9. Deuxi~me cas - Supposons main tenant  qu 'on  arrive h des 1-plans 
(droites) semi-r4gulieres.  Les droites appar tenant  h (S) forment  une vari4t4 
plane donn4e par le syst~me d'Squations lin6aires appurtenant  h (S), 0~1=0.  

Dans ce eas, noas disons que Pq est r4gulier h gauche jusqu'/~ l ' indice  
1, ou, plus brii~vement <<rdgulier i~. gauche>>. S' i l  est r~gulier aussi h droite 
j u s q u ' h  l ' indice  p, nous disons qu' iI  est rdgulier. 

De ee qui pr~eb, de, il suit imm~diatement :  

TK]~OR~ME. - II y a une seule suite de varidlds irrdduetibles d ~dldmenls 
plans rdguliers de (S). 

Cette suite peut ~tre construite,  en par tant  des droites de (S). Donnons 
encore les d6finitions suivantes. 

Le genre p du syst~me, sur cette suite de vari~t4s, sera appel6 plus 
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bribvement  le genre du  systSme (S) el nous  dirons  encore que (S) est en 

involution h p variables  inddpendantes [2]. 

Si, sur un plan rdgulier Pq,  les variables u ~ . . . .  , u q sent  inddpendantes ,  

nous  disons que le systSme (S) est en invo lu t ion  a u x  variables u ~, u ~, . . . ,  uq 

indgpendanles  ou encore, en involu t ion  (u ~, u ~', . . . ,  uq). 

Un q-plan sur lequel  les var iables  u ~, u ~, ... uq sent ind~pendantes 
scra encore appel~ q - p l a n  (u ~, u s, ..., u q) ou q - p l a n  (u). 

10. Chatnes de plans de ( S ) . -  Consid~rons une suite de plans de (S), 
contenus chacun dans ]e suivant 

(2.4) g q - ~  C Pq-a-4- ,  C . . .  C P q - i  C Pq C P q + ~  C . . .  C Pq- -bh - i  " 

N o u s  disons q u ' u n e  telle suite forme une chaine du syst~me (S). 
On peut  construire  une chalne, en par tant  d ' u n  plan Pq-h  de (S) et en 

construisant  successivement  une droite P~(q-a+t) associ~e, qui forme avec 
Pq-h un plan Pk-h+~ de ( S ) ,  ensuite  une droite p~q-h+2~ associ~e i~ 
celui-ci ,  etc. Pour  la construct ion de ces droites, on peut  d 'ai l leurs employer 
le proc~d4 d6erit plus haul  (v. no. 3). 

Supposons que q - -  k - - 1  et que, sur les droites P~), ~-~P~2),..., on air 
respect ivement  

sur  P +  : u 2  ~ O,  U s - "  O, U 4 - 0 ,  . . .  , U q + h - 1 - -  O,  

s u r  p('2) : - - I  u 1 - -  O~ U a --" O, U 4 ~ O, . . . ,  U q'+'h-1 ~ O, 

19(q--h--~) 
s u r  ~ x  u t  - -  O,  u 3 - -  O,  U 4 --~- O,  . . .  ~ u a + n - ~  - -  O.  

Sur le plan Pq+h-1, les variables u 1, u~ . . ,  u q+h-~ sent ind~pendantes 
et nous pouvons les consid~rer comme coordonnSes, l~ous dirons que le 
ehatae  (2.4), deifinie par  tes droites ci-dessus,  est une cha~ne de coordon. 

nges. 
Chaines rdguli~res ou semi-rdgul@res. Lorsquc  les plans de la suite (2.4) 

sent semi-r6guliers ,  nous disons que la chatne est semi-r~guli¢~re. On peut  
~videmment,  construire  une chatne semi-r~guli~re par  la m6thode indiqnSe 
plus haut, en supposant  d 'abord que Pq-k est semi-rSgulier,  ensuite  que 
les droites oat ~t~ choisies, de mani~re it satisfaire aux conditions de semi-  
r~gularit& 

Si q --,- k ---" 1, q -{-- h ~ 1 - - p ,  nous dirons que la ehaine est rggul@re. 
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11. I u t r o d u i s o n s  la no ta t ion  

rq,+l - -  rq,(Pq,) : sq,+~, 

rq,÷2 - -  rq,+~ "-- 8c~,+2 

rp  --- r io_ i --- 8p . 

Iei nous  avons d4sign4 pa r  rq,(Pq,) le r ang  du syst~me polaire  d ' u n  Pq, 
g4n~rique situ4 duns P~, c ' e s t - ~ - d i r e  tel que le r ang  rq, (Pc) soit m a x i m u m  
quancl Pq var ie  sur  la vari4t~ Aq (v. no. 2 plus  h a u t  et nos. 7 - - 9  pou r  
le cho ix  de q'). 

I! s ' ensu i t ,  

(2.5) 

et encore  

(2.6) 

(2.6') 

pour  q ' < q ~ p  

rq --- rq, (Pq,) + Sq'+l + 8q,+~ "+- ... -}- Sq 

rq, (Pq,) -}- Sq,+l -~- Sq,+2 -]-- ... + Sq -+- q < n 

r~, (Pq,) + sq,+~ + sq,+~ + ... + sp + p = n .  

Aq. 

(q < P), 

Les  nombres  s sont  les caracl~res du sysl~me sur la suite de varidtds 
Duns le cas des p lans  rOgulier% on a q ' =  1 et par  sui te  

rq = r~ + s~ + s~ + ... + s q .  

On peu t  encore  6erire 

(2.7) rl  = So -+- s l ,  

oh So est le r ang  du  syst~me form6 par  les 6quat ions  l in4aires  de (S). On 
a donc, dans  ce cas 

[ rq --  80 -~ 81 -~ 8z -~ ... "~- 8q, 
(2.8) 

I 
Toujours  dans  le cas des p lans  r6guliers ,  les nombres  s seront  appel4s 

les caract~res de (S) (sans sp6cif ier  la sui te  des Aq) [2] (1~) ou [13] (13). 

(~) Chap. IV~ pp. 6667. 
(is) Chap. II, pp. 61-70. 
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Remarquons encore - -  ce qui est facile h v~rifier - -  que, dans le cas 
des syst~mes du 2 ~e degrd, la s u i t e d e s  caract~res sq,+~, sq,+~, . . . ,s~ sur une 

s u i t e  quelconque de varidtds de p lans  semi-rdguliers, est non croissante [3]. 

12. Soit une varidt6 irr6ductible A~ de p-p lans  de (S), autre  que la 
variOt6 Av des p -p lans  rOguliers. D'apr(~s ce que nous venons d '6tabl ir  dans 
les nos. pr6c6dents, il y a un entier  q (1 <q <p)  tel que tous l e s  (q -4- 1)-plans, 
situ6s sur les p -p lans  de A~ ferment  une vari6t6 * Aq+l de (q q- 1)-plans 
semi-r6guliers,  tandis que les q-plans situ(is sur le m~mes p-p lans  soient 
singuliers de I ~re esp~ee. Ces q-plans sent situ6s sur une vari6t6 de q-plans 
semi-r6guliers,  soit A'q, et ils y ferment  une sous-vari6t6 alg6brique B'q. 
Un q-plan g6n6rique de A'q est semi-r6gul ier  h gauche  j u s q u ~  F indice 
q ' -~  1 (q '<  q). Cela veut dire que les (q - -1 ) -p lans ,  les (q - -2 ) -p lans ,  ..., les 
( q ' +  1)-plans, situ6s sur les q-plans de A'q, sent semi-r6guliers  et ferment  
resp. des vari6t6s A'q_l, A'q_2, .... A'q,~l de ( q -  1)-plans, de (q ~ 2)-plans, 
..., de (q' -~ l)-ptans. Sur  ces vari6t6s, les (q - -  1)-plans~ les (q - -  2)-plans, ..., 
les (q'-'k i ) -plans sirra% sur les q-plans de B'q ferment  des sous-vari6t~s de 
A'q_~, A'q_z, ..., A'~,+~ de (q--1)-plans, de (q--2)-plans, ..., de (q'-~ 1)-plans. 

Tous les q'-plans, situ6s dans les q-plans de A'q, sent des q '-plans 
singuliers de I ~re espbce situ6s sur une varlet6 de q'-plans semi-r6guliers ,  
soit A~; et y formant  une sous-vari(~t6 B'~',. Les q'-plans sitm~s sur les 
q-plans (singuliers de I ~ esp~ce, de A'q), contenus clans les p-plans  de 

I t  / !  - -  

A; ,  ont la m(~me propri~t6. Ils fe rment  ane sous-~,ari6t6 de B q , -  soit B~, 

de q'-plans qui outre la singularit6 (de t o u s l e s  plans de B"q,), ont encore 
la propri6t6 d ' e t r e  contenus dans des p-p lans  de A~. Si q ' >  1, on peut 
cont inuer  le m~me ra isonnement  et on trouve, de cette fa~on, une suite 
d6eroissante de nombres p, q, q', ... q~ ... q(~) ayant  les propri6t6s suivantes:  

a) I1 y a une vari6t6 de q")-plans semi-r6guliers  ,(i+~) ~q(~)  ; 

A(i+~) est r¢gulier h gauche b) Un q(*'-plan g6n6rique de la vari6t6 ~q!~) , 
j u s q u ' h  l ' ind ice  q(~+~)q-1. T o u s l e s  q~i+~)-plans situ6s dans les q(*'-plans 

de ~(~+~) sent singuliers de I ~'~'~ espbce et situ6s sur une vari6t6 de q(*+~)- mq(1) 

plans semi-r6guliers  A (~+2) q(~+~2 en y formant  une sous-vari6t6 alg6brique 

B(~+~) Les q(~+~)-plans situ6s sur l~s q¢~-plans singuliers de premiere  esp~- (i+~). 
ce de .~q(~) ont la m~me propri~t6 et fe rment  une sous-vari~t~ - - s o i t  
B(i+~) de ~(~+~) Tous ]es q¢t+~-plans situ~s sur les q"-l~-plans de q( /+ l )  - -  -~ q(~+~) • 
(~) 

~(~) ferment  une sous-vari~t~ alg6brique de ~q(~+~), soit q(~+~), ..., tous x~ q(i--1) 
(~) (2) 

les q(~+l~-plans sitn~s sur les p -p lans  de A~ ferment  une sous-vari~t~, 

( i+~) s o i t  B ( i+~)  alg6brique de B ~+1), ~(~+~). 
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/ t (×  4 ~) c) Un  q(~)-plan g6n6rique de ~q(~) est r6gulier. 

I1 r6sulte que les q(×)-plans situ6s sur les p -p lans  de A~ sont singu- 
liers de Ier espbee pour (S) et situ6s sur la vari6t6 des q(~)-plans r6guliers. 
D o n e  

T ~ O R ~ ¢ I E . -  Les p-plans de la varidtd A~ ~ sont formds de q(~)-plans 
singutiers de premiere esp~ce pour (S), situds sur la varidtd des q(~)-plans 
rdguliers (q(~) >~ 1). 

13. On peut  construire  un  plan Pp de A~ et une  chaIne de coor. 
donn6es sur Pv,  de la manibre suivante:  

On construit  d ' abord  (si q ~ >  1) une chalne semi-r6gulibre de coor- 
donn6es 

c c . . .  c • 

On construit  ensuite une droite P~(q(~)) assoei6e h Pq(~,)-l, formant  avee 
Pq(~)-i un q(~)-plan Pq(~) singulier  (de premibre esp~ee), situ6 sur la sous-  

vari6t6 ~(×+~) de la variO6 A (~-~-1) Ainsi, les eoordonn6es de P~(q(~)) doivent lJq(×) q(x) . 

v6rifier, outre les rq(×)_~ relations qui expr iment  que cette droite est as- 

soei6e h P(~) - t ,  encore les  relations qui obligent Pq(~)h rester  sur B ~ )  1). 

Si q(~)= 1, on commence par construire  la droite P~(~), singulibre (de 
premiere  espbee), situ6e sur la sous-vari6t6 BI(~) de la vari6t6 A~(~. 

On continue en construisant  la chalne semi-r6gulibre 

G(z)+~ C G(~,)+~ C ... C Pq(~-~)-i 

et ensuite  une droite Pl(q(~-l)) associ6e ~ (Pq(~.-1)_t)et situ6e stir la sotts- 

vari6t~ B(q~_l) de la varlet6 '~(~) et ainsi de suite. Les coordonn~es Z-Xq (×--1) 

de la droite p~(q¢~-i)) v6rifient les rq(~-l)_~ relations qui expr iment  qu 'e l le  

est assoei6e  ~ Pq(~-~)-1 et en outre eelles qui expr iment  qu 'e l le  elle est 

singulibre. 

Ainsi done on peut censt rui re  les p-p lans  de A 7 ~ 1'aide de eha~nes 
semi-r6gulibres et de plans singuliers. La ehaine 

construite comme plus haut~ peut d 'a i l leurs  gtre prise comme chaIne de 
coordonn6es. 

Annali  di Matematica 38 
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14. Consid6rons, sur le plan P~ de A~ ~, une ehaIne 

P~ cP~c.., c P~, 

dans laqnelle t o u s l e s  plans sont semi-rdguliers,  sauf ceux, dont nous venons 
d '~ tabl i r  plus haul  qu ' i l s  sont singuliers de ramification. Consid6rons 
encore la suite des nombres 

r~(P~), r~(P~), . . . ,  r~(P~). 

Si Pa est semi-r6gutier  alors r~(P~)--r~ (sur la va.ri6t6 A~ sur laquelle 
it se trouve). Si Pa+~ est s ingulier  de ramificat ion (~ 4 -1  =q(t)), nous 
supposons que ra+~(P~+~) ne change pas lorsque Pa+~ varie dans un voisi- 

nage sur  la vari6t~ ~(~)~(~+~) de plans singuliers sur  taquelle  il se trouve., ee 
qui s ' expr ime  en disant quail est pris d~une fagon g~n~rique sur  eette 
varietY. 

Une droite associ~e au plan P~ et qui forme avec ce lu i -c i  un (~ 4 - 1 ) -  
~(~+~) (singulier de ramification) c 'est-h-dire sur  un p-plan de plan situ~ sur ~,~(~) 

A ~ ,  vdrifie les dquations du syst~me polaire de P~ et encore un syst~me de 
conditions qui expr iment  cette propri~t(~ lb. Le rang du syst~me total des 
conditions est donc plus grand que r~(P~). Soil ce rang r~(P~)4- w~. 

Pour un  ~ quelconque (<p) ,  ddsignons par p~ le rang du syst~me qui 
exprime qu 'une  droile est associde ~, un P~ el situdd st~r un  p -p lan  de la 

varidld A~.  On a 

(2.9) p~ = r~(P~) 4- w ~  

oh w,~ = 0, si P~+~ est semi-r4gulier  ou si : ¢ - - p ;  ~v~ > 0 si P~,+~ est sur 
B(~+~) (~ ~ 1 q~))' r ~ ( P ~ ) -  r~ si P~¢ est semi-r~gulier  ; r~(P~)< r~ si P~ est q(i )  ~ ~. 

singulier.  
Les  hombres  

(2.10) ~ - -  r~, (P~) - -  r~-~(P~-0,  

diffdrences de rangs des syst~mes polaires de deux termes successifs,  d~une 
chaine g4n~rique d 'un  p - p l a n  P~ de A~, s appelle 'ont le pseudocaracl~res du 
syst~me sur la vari~t¢ Ap. Si P:~-I est semi-r6gulier ,  alors a: est ~ ~gal au 
earacti~re sa.  

Ii est ~vident que, pour  que le systgme soil en inxolulion ~ q-variables 
inddpendanles, il fau t  el il suf f i t  que les w~ soient nuls, pour  ~ - -  1, 2, ..., q. 

15. REMARQUE. - Si le sysl~me est du II~ me degrd, on a loujonrs 
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En effet, consid~rons les plans P~ et P~+z, termes suceessifs d ' u n e  
chalne g4n~rique d 'un  p -p lan  P~ de A~ et supposons que cette cha~ne ait 
6t~ prise comme chaine de coordonn~es. Pour  q u ' u n  droite P~ soit associ~e 
h P~, il taut  et il suffit (dans notre hypoth~se) qu 'e l l e  soit associ~e aux 
droites P~(~), P~(~),..., P~(~) et le rang du syst~me qu 'on  obtient en imposant  
ces conditions est r~(P~). Pour  qu 'e l le  soit associ~ ~ P~+~, il taut  qu 'e l le  
soit encore assoei~e /~ P~(~¢+~); cela veut dire qu ' au  syst~me polaire de P~,  
de rang r~(P~)/ il taut a jouter  %+_1 relations ind~pendantes qui expr iment  
que P~ est associ4e aussi a P~(~+~). D ' au t r e  part, P~ est situ~ snr A ; *  (va. 
r i~t~ g~n~r4e par  tes ~-plans situ6s lea p -p lans  de A~) et v6rifie lea ~;~_~ 
relations qn ' i l  taut  ajouter  au syst~me polaire de P~_~ pour obtenir un P~ 

A** situ~ aur ~ . 
On peut done dire que, pour que P~ soit aasoci@ bo P~, il taut d ' abord  

qu 'e l Ie  soit associ~e h P~_~ et que le plan P~ X P~-~ ,  soit situ6 sur un  A** 
--  ce qui implique r~_~(P~=~)~w~_~ relations ind~pendantes et, en plus, 
~ -  w~,_~, relations ind5pendantes.  En impossant encore la condition que le 

*** 
(~ ~ - 1 ) -  plan P~ X/)1  soit situ6 sur ta vari4t~ A~+~ , qui contient les 
(~--~ 1)-plans de A~,  on obtient en  tout 

relations inddpendantes entre elles et de eelles qui expr iment  que PI est 
associ~ h P~-I et situs sur A** 

Une droite Q1, associ6e h P¢,+~ est 1) associde ~t P~ et 2) aasoci~e 
P~(~+~). Les relations qui expr iment  la condition 2) sont (on le volt comme 
plus haut) an hombre de %+1 ind~pendantes entre ellen et de celles qui 
expr iment  la premiere  condition. 

D ' a u t r e  part, Ia condition 1) peut  se ddcomposer eu 

a) la condition d ~ t r e  associde h P~_~ ; 

A** b) la condition de former avec P~_~ un P~ Situ~ sur  ~ ; 

c) la condition d ' e t r e  associ(ie h P~(~). 

Si on ne ret ient  que les deux premi~res~ c' .~.d, a) et b), alors il y a, 
parmi les relations 2) de plus haut,  un nombre au moins ~gat h ~+~ d~ind~ - 
pendantes. Ce non/bre est % -  w~_l. Donc on a la relation de l '~conc~. 

16. ]~tant donn~e une vari6t~ A~, on peut se demander ,  quel est le 
uombre de param~tres,  dont d~pend un q-plan (q _~p) de (S), situ~ sur  un  
p=plan semi-r6gul ier  de Ap et qui contient un y-p lan  Pr(~, <q)  donn~ aur 
un p - p l a n  de A~. 

Pour  y r~pondre, supposons que, sur un p -p l an  de An, los variables 
~ t  u ~, ..., uv soient ind6pendantes et que, par suite, on puisse suppoaer que, 
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sur  Pq,  les var iables  u ~, u ~, ..., uq soient  ind~pendantes .  Supposons  que, sur  
Pr ,  u ~, u~ . . . ,u~ soient  i nd4pendan tes  et 

u ~ = 1/, u ~ . 

~tT+~ --- UT+~ - -  

Notre  probl~me rev ien t  ~ imposer  aux  
condi t ion  que ]e q -p l an  d ~ q u a t i o n s  

U ~ --  l~ U ~ 

- - u q - - ' O  

( o = q +  1, q + 2 , . . . ,  n ;  

~ = 1 ,  2 , . . . ,  7). 

l f f  O "  coeff ic ients  lv+~, v+~, " ' ,  l~, la 

(~ = 1, 2, . . . ,  q) 

appa r t i enne  h (S). Cela rev ien t  h d~te rminer  success ivement  les droi tes  

( 7  p~+l)(u  l = u  s _  - - u ~ = 0 ,  u~+ 2 -  - - u q = 0 ,  u ~ = l ~ + l )  
associ4e h P~ 

P ~ + ~ )  ( u  ~ = u s - - u ~  = u ~ +  ~ = 0 ,  u ~ +  3 - - -  u ~  = 0 ,  u ~  = l ~ + ~ )  

associ~e i~ P~+I P v  X P~+~) 

• ° • • • • • • • • , • . • • • . • , • , • , , • 

P ~ )  ( u  1 = u s = . . .  = u q  - 1  = 0 ,  u ~  = l~)  

associ~e h Pq_l - -  Pq-2 X P ~ - I ) ,  

ce qui  impl ique,  en t enan t  compte  des nos. pr(ic4dents, un  nombre  de 

4quat ions  ind4pendantes .  Done le nombre  de pa rambt res  l/~(~¢---- 7 -f-1, 7 + 2 ,  ... 
. . . , q ) ,  qui res ten t  ind6pendants ,  est 

(2.11) N~,q --  (q - -  y)(n - -  q) - -  (~  + ~+~ + ... + ~q-~). 

D'ap r6s  (2.9) et (2.10), il r~sul te  d ' i c i  

(2.12) N~, q --  (q - -  y)(n - -  q) - -  (q - -  y)rq_~ -4- 

+ (~+~ + 2~+~ + ... + (q - -  ~" - -  1)~_~) - -  (w~ + w~+~ + ... + wg_~). 

On d4dui t  le 

TH~OR]~E. - Pour que les p lans  de Aq soient semi-rdguliers, entre les 
indices 7 + 1 et q, il fau t  el il suffit  que le hombre de param~tres Ny, q dent  
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ddpend ee plan soit dgal ~ 

N~, q : (q - -  ~,)(n - -  q - -  rq_l) + (%+~ + 2%+~ + ... + (q - -  ~, - -  1 ) ~ - 1  • 

En gdndral Nv, q est plus petit que ee hombre. 

La d~monstration r~sulte imm~diatement du fair que la r~gularit~ implique 

Wy : ~Oy+i ~ - -  ~q--i "-- 0 .  

Pour le cas des plans r~guliers, nous retrouvons un thgor~me connu [2] (i~). 

17. EXE~PL]~. - Soit le syst~me 

u ~ A u ~ A u ~ '-k ut A u ~ A & -k u 1 A & A u ~ : 0, 

u ~ A u ~A u ~ + u ~ A u  ~ A u ~ + u ~ A  u ° A  u ° : 0 ,  

u~Au~Au'--O, u~ A u ~ A  u O - - 0 .  

On constate imm6diatement  que les caract~res de ce syst~me sont 

8 o - ' 8 ~  = 0 ~  8 ~ - - ' 4 ,  8 3 - - - 8  4 = 8  5 = 0 .  

I1 y a u n e  vari6t6 A3* de 3-plans, donn~e par ]es ~quations 

p ~ : 0 ,  P ~ * s + P , ~ 7 : 0 ,  P , 4 s + P * 6 9 : 0  

(et les ~quations de GRASS~A~ (G3)). T o u s l e s  2-plans contenus dans ees 
3-plans on~ p~ : 0 (et sont donc singuliers) ;  inversement,  un 2-plan avec 
P~2 : 0 est situ~ s u r u n  3-plan de As*. Les caract6res sur l a  suite de va- 
ri~t(~s qui commence avec A3* sont 

a : 3 ,  S: : 2 .  

Le genre sur cetfe suite de vari~tds est 4. 

I1 y a encore une vari~t~ A4* de 4-plans de (S) donn6e par les 6quations 

(et les ~quations de GRiSS~IAz~¢ (G~)). Toutes les droites situOs sur ces 4-plans 
ont ~e ~--  0 et inversement,  route droite avec ~cz= 0 est situOe s u r u n  4-plan 

(,4) i~. 77~ 
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de A * * .  Les 3-plans situ6s sur les mgmes 4-plans sont singuliers. Les ca- 
racteres sur la suite de vari6t6s, qui commence avec A**, sont 

r~ - - 1 ,  s~ = s ¢  = s  7 - - s s  - - 0 .  

Le genre, sur  la m~me suite, est 8. 

18. Consid~rons un p -p l an  P~ de (S), r~gulier entre les indices q' et p, 
p ~tant le genre de (S) sur  la suite de vari6t~s Aq,, Aq,+~, ...~ A~ - -  et les 
q-p lans  qu ' i l  contient  (q >~ q'). Parmi  ces q-plans,  ceux qui sont singuliers 
de I ~e espbce forment un certain nombre de vari~t6s alg~briques irr6duc- 

tibles, soit C(q ~), C(q 2) .... , c(qf~ ). Supposons que, pour  P~,  tes fq soient minima 
pour tout q (q' ~ q  _~p). Alors ces nombres restent  constants si, au lieu 
de Pv, on prend au autre p -p l an  de (S), contenu dans un certain voisinage 
de Pp.  Les p -p lans  de A~, pour lesquels  un fq serait  plus grand, forment 
une sous-vari6t6 de la vari6t6 A~. Supposons encore que chacune des 

~(~) ~(2) C(q f~) est de dimension minima pour  tout q. Les  p -  vari6t~s ,~  , ,~q , ..., 
plans de Azo , pour  lesquels  une ou plusieurs  d 'en t re  elles serait de dimen. 
sion plus grande, forment une sous-vari6t6 de p -p lans  de (S) situ6e sur Ar.  

bes  q-plans des vari6tds Cq situ6es sur  les p -p lans  P~, sur lesquels 
les nombres [ et Ies dimensions de ces vari6t6s sont minima, sont des 
q-plans  caractdristiques de (S), situds sur les p-plans P~. Les p -p lans ,  
pour  lesquels un hombre fq des vari4t6s Cq ou les dimensions de certaines 
de ces variOt6s sont plus grands que le minimum, seront appel~s exception. 
nels. 

Les q-plans des variOt6s Cq situ6es dans les p -p lans  exceptionnels  
seront appel6s singuliers spdciaux. 

19. Remarques au sujet des plans si~tguliers.- ~ous  sommes arriv6s, 
dans ce qui pr6cbde, h une classification des plans singuliers de (S). Tout 
d 'abord ,  nous avons d6fini trois esp~ces de plans singuliers. Mais, encore, 
nous avons 6t6 amends h dis t inguer  ]es q-plans singuliers (de premibre 
esp~ce, et, par  suite a u s s i  des autres  deux esp~ces) caractdristiques situ~s 
sur  les p -p lans  r6guliers entre l ' indiee  q' (minimum) e~ l ' indice  p (genre) 
sur  une suite de vari6t~s alg6briques A,,, Aq,d.1, ...~ A~ de (S) et ceux 
que nous avons appel~s q-plans  singuliers de ramification. 

Mais ces plans singuliers ne sont pus los seuls possibles. Nous avons 
d~j~ mentionn6 au no. pr~c6den~ les plans singuliers spdviaux, situds sur 
des p-plans (r6guliers entre q' et p) exceptionnels. I1 p e u t  y avoir encore 
p ex. des q-plans singuliers situ6s sur une Aq~ tels que les (q + 1)-plans, 
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qui les contiennent soient tous singuliers et qui pourtant ne sont pas de 
ramification (e'est-h-dire que ces (q-~- 1)-plans sont situ~s sur Aq+~). Nous 
n'allons pas 4tudier ici une classification complete des plans singuliers. 
Nous nous contentons seuIement de donner quelques d~finitions plus loin, 
au no. 20. 

Remarquons encore, h propos des vari4t6s de q-plans singuliers, un 
autre crit~re de classification. 

Soit, sur une vari6t4 A¢ de q-plans semi-r6guliers, une sous-vari6t6 
irr6ductible Bq d'616ments q-plans singuliers de premi6re esp~ce. Soit rq(Pq) 
le rang du syst6me polaire d 'un  q-plan de Bq st posons 

~k 
max. rq(pq) -- rB~. 

Bg 

Les q-plans sur Bq pour lesquels rq(pq)~rBq (s'il en exis te)forment  

une sous-vari6t6 de Bq, soit .B'q. 
En proc6dant de la m~me manibre, on obtient des suites de vari6t6s de 

q-plans, chacune eontenant le suivantes, form6es de plans singuliers de 
premidre esp~ce de degrds diffdrents. 

De la m6me manibre on pourrait d6finir des variO6s de plans singuliers 
d 'une esp~ce qnelconque et de degr6s plus elev6s. 

Ces degrds diff~rents de singularit6s peuvent d'ailleurs ~tre rencontr6s, 
soit qu' i l  s'agisse de singularit6s de ramification, soit qu'il  s'agisse de 
aingularit6s caract6ristiques, etc. 

Dans le premier cas, h partir de deux vari~t6s de plans singutiers 
(contenus 1' une dans l 'antre) on construit deux suites diff6rentes de vari6t6s 
de plans semi-r6gu|iers. 

Nous avons dej'~ rencontr6 des singularitds de degr6s plus 61ev6s au 
no. 12. 

20. Nous dirons q'un plan Pq, appartenant h (S), est gdndrique h~ droite, 
quand il y a un voisinage de Pq, dans lequel, ~tant donn~ un q-plan 
quelc0nque de (S) --  soit P~ - -  it y a des hom~omorphismes entre les 
(q + v~)-plaus de (S) ( z ~  0 arbitraire) qui contiennent Pq et ceux qui 
contiennent Pq,, ces hom~omorphismes conservant la semi-r~gularit~ des 
plans pour (S) on la r~gularit(~ des m6mes plans pour les vari~t~s irr~ductibles 
sur lesquelles ils s e  trouvent et faisant se correspondre les intersections 
des plans correspondants. 

Les plans, qui ne sont pas gdn~riques ~ droite, sent en quelque sorte 
singuliers. Si l 'hom~omorphisme n'existe pas pour les (q + 1)-plans, cette 
singularitd es~ de I ~e esp~ce; si elle n 'existe pour aucun des (q-~ h)-plans 
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(h donn4 > 1) elle est de 2 me esp~ce; il est 4vident que les plans singuliers 
d6fin[s dans les nos. pr6c4dents (caract4rist iques ou de ramification) sont 
singuliers au point de rue  de cette dernii~re d4finition. 

21. Un plan singulier  est semi-gdndrique sur la varidtd (Bq, Cq, ...) sur 
laquelle il se trouve s' i l  est r6gulier sur cette vari6t6 et si son systbme polaire 
est de rang maximum sur cette vari4t6. I1 est gdndrique ~ droite sur la m~me 
varidtd s ' i l  remplit,  pour  des variations sur la varidtd les conditions donn6es 
plus haut  pour les 616ments semi-r6guliers  g6n6riqnes h droite. 

Un plan de ( S ) e s t  totalement g4n6rique s ' i l  est g4n6rique "h droite et 
si tout  tes plans qu'i.1 contient  (semi-r6guliers ou singuliers) son g6n6riques 

droite. 
Les plans qui ne sont pas totalement gdn6riques, ont une cer taine sin- 

gularit6, qui peut  ~tre d ' u n e  autre sorte que celtes qui ont 4t6 d6finies 
j u s q u ' i c i  (I ~re, I [  me, IXI me esp~ces). 

Lorsque  nous dirons (~plan singulier ~, sans specification d'esp~ce, nous 
entendrons toujours  (~ de premiere espOce ~>. 

§ 3. - Syst~mes normaux.  Leurs  p - p l a n s  inldgraux. Leurs  caraet~res el 
l eurs pseudo-caract~res sur une varidtd Ap.  ~qst~mes quas i -normaux .  Plans  
caractgrisliques. Condition d ' involu t ion  d ' u n  syst~me normal. Forme simplifige 
d' un  systdme normal. 

1. DEFInITIOn. - Un syst~me extdrieur de la forme 

(3.1) 
t 0~,--0, 

(a--l ,  2,...,So; e = l ,  2, . . . ,s l;  i--1,2,. . . ,p) 
t ¢ ~ - - v ~ A u  ~ = 0 ,  

o~ 0~, sont des formes lindaires inddpendantes en v~ et % sont, elles aussi, 
inddpendantes entre elles el, des O, sera appeld p-normal ,  ou encore, p lus  sim. 
plement,  normal. 

T~t~OR~ME. - Un syst~me normal  ne peut  avoir de p lans  ?e p lus  de 
p dimension, sur lesquels les variables u ~ soient inddpendantes. 

En e[fe t ,  s ' i l  y avail un tel plan, soit h, p - } - h  dimensions, ses 4quations 
pourra ient  s' 6crire 

v~ = l ~ u ]  + l ~ t  • (~ = 1, 2, ..., h), 

o/1 t sont des param~tres ind6pendants.  En remplaqant  dans (3.1), la condition, 
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pour  que cel les-c i  soient  verifi6es avec los var iables  u, t ind6pendantes ,  
impose  l ~ i ~ -  0, ce qui prouve  1' a f f i rmat ion .  

~. TI~I]~OR~]ME. - Les p -p lan s  de (3.1) sur lesquels u s sent  inddpendantes 
(s ' i l  en existe) se trouvent sur  une seule varidtd algdbrique irrdductible A v .  

En effet,  si on ecri t  les 6quat ions  d ' u n  tel p - p l a n  sous la forme 

3.2) v:~ - -  l:sjui 

et si on pose 

(3.3) 0~ = B~:~v~s, 

on obt ient  de (3.1), - -  on imposan t  la condi t ion  qu ' e l l e s  soient  v6rifi6es, les 
re la t ions  

(3.4) 
I l.i~ --  l~sj --  O, 

B~,,s l,~ i = O. 

Or, les l~ i peuven t  ~tre consid6r~s comme coordonn6es du p-p lan .  
En num6ro tan t  les v~i avec un  senl indice,  a l l an t  de p ~ 1 h p - ~ p s ~ ,  on 
pour ra  @ri re  au l ieu des 6quat ions  (3.2) 

~ v  - - -  l v s  U s (v - - p  -4- 1, p -~- 2, . . . ,  p A-psi)  

et on a u r a  

(3.5) l~s --  ( --  1) ~-~ p ~  "'" ~-~' ~' s+l .... p . 
P 1 2  . . .  p 

les au t res  coordonn6es  g r a s s m a n n i e n n e s  s ' e x p r i m e r o n t  par  polynOmes en 
1,~s. En pa r t an t  des 6quat ions  l in6aires  (3.4) ent re  les l~s, on d6duit  que 
toutes  les coordonn6es  g r a s s m a n n i e n n e s  s ' e x p r i m e n t  en fonct ion d ' u n e  pa t t i e  
d ' e n t r e  elles, par  des po lyn6mes  divis6s pa r  P:2 . " v "  De sorte q u ' i l  n ' y  a 
pas de p - p l a n  s ingul ier ,  sur la vari6t6 W~ des p - p l a n s  de (3.1), avec 
ul, u ~, .. . ,  u ~ ind6pendantes .  On veil  doric imm6d ia t emen t  que cette vari6t6 
est connexe  et sans p -p l ans  s ingul ie rs  et, par  suite,  aussi  i r r6duct ible .  

3. On d6dui t  encore,  comme cas par t ieu l ie r ,  le 

Ttt]~OR]~ME. - Si  le systdme (3.1) admet un p -p lan  rdgulier, sur  lequel 
u 1, u 2, . . . ,  u p sent  inddpendanles,  alors t o u s l e s  p -p lans  sur  lesquels les m~mes 
variables sent  inddpendanles,  song rdguliers. 

Annali di Matematica 39 
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En effet~ d 'apr~s le th~or~me du no. 9, § 2, il doivent appar teni r  h la 
m~me vari~t~ A~, qui est cetle des p -p lans  r~gutiers. 

4. Si le syst~me a la forme (3.1), dans lequel les 4quations 0~---0 ~ta- 
blissent entre les v~ et u ~ un certain nombre de relations lin~aires - -  
mais laissent ind~pendantes les variables u ~ - -  nous disons qu~'il est 
quasi-normal .  

TH~OR]~IE.-  Un syst~me quasi-normal,  qui admet comme solution un  
p-p lan  P~, sur lequel les variables u i sont inddpendantes, peut  ~tre ramend ;t 
la forme normale, par  une transformation des variables de la forme 

(3.6) 

En effet, soient 

Vat "-" e~]i UJ 

les 6quations de la solution P~. 

Alor% on n ' a  qu~h poser  

(3.7) h:]~ = e:jl 

e t  on obtient, en tenant compte de (3.4) (c'est-i~-dire, dans 
e~i~= e~i) , des ~quations du deuxi~me degt~ de la forme (3.1), 

notre cas 

V:~/~ U ~ --  0. 

D ' au t r e  part, des hypotheses  faites sur  les ~quations 0 ~ = 0 ,  on a 

(3.8) 0~ = B=~v~ --l- C~j uJ ; 

donc. dans les variables transform~es 

(3.9) O~ = B ~  v~* .-~ B ~  e~j~ uJ -~ C~ i u~ 

et~ puisque ce syst~me 
ind~pendantes,  il suit 

et par  suite on a 

ce qui prouve l 'af f i rmat ion.  

admet la solution v :* - -0 ,  sur laquelle les u ~ sont 

B~,~, e~# + O¢,j = 0 
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Notons d 'a i l l eurs  que la condition, 6nouc6e plus haut. pour  q u ' u n  
systbme quasi -normal  puisse 6tre t ransform6 en un syst~me normal, est 
6videmment aussi n6cessaire. 

La condition pour  que les vo~ v6rifient los relations O~ = 0 ,  peut  ~tre 
rempla@e par le fair que ces variables s ' expr imen t  h l ' a ide  de p s i - - s o  
autres  variables  v ~ ind6pendantes entre elles 

(3.10) v~ --  c~,~ v ~ . 

5. Soit un p-plan  appar tenant  au syst(~me normal (S), d6termin6 par p 
droites ind6pendantes  qu ' i l  contient p a), p(2~, ..., pep), resp. de coordonn6es 

v ~ V v ... i ,~ u ~  v~, u2, 2, , up, vp. Supposons encore que, sur  Pv,  les var iables  

u ~ soient ind6pendantes,  c'est-i~-dire que la matr ice des var iables  u~, 2~ ..., 

u~ soit de rang p. 

Pour  d~terminer un q-plan Pq situd sur  Pp, on n ' a  qu 'h  prendre q 
droites Q~(~', . . . ,  Q~q~ situ6s sur  P~,  ind6pendantes entre elles. Pour  eela on 
peat  prendre  d~abord les valeurs  des eoordonndes u ~ de ces droites, soit 
U : i  U , i  , i  

, ..., uq . Ces valeurs,  (vu l ' ind6peudance  des droites P~),  ..., pep)) 
peuvent  d' expr imer  

• i 

u~'  - -  ),~ u1 (~ --  1, 2, ..., q ; i - -  1, 2, ..., p). 

Une lois les valeurs  ),~ trouv6es de ces relations, on t rouvera les 
valeurs  v *'~ par  los relations analogues 

v~ ~ - -  ),~ v~. 

Supposons encore que P ,  soit r~gulier entre q'-{-1 et p et que les 
Pq, situ4s sur  P~ soient singuliers des ramification.  Pour  que le plan 
Pq(q> q') situ6 sur  Pp soit singulier, il faut que le rang du syst~me 
polaire de Pq 

(3.11) *v ~ i  C ~  v~ "-[- Czi~ Ue** V ~ - -  0 

soit plus petit  que rq. Et pour cela, il faut d ' abord  que le rang de la 
matr ice  

(3.12) H c:i~u~ i]l 

(oil les indices z, ~ sont pour  les lignes et v sont los indices des colonnes), 
soit plus pet i t  que rq; ce qui s ' expr ime  par un syst~me de conditions 
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alg~briques pour ),~. 

et par suite 

ou encore 

D ' au t r e  part, sur P~,  on aura  

ce qui a pour cons~queuce que le rang de la matr iee (d~duite de (3.11)) 

est, lui aussi, plus petit ~ que rq, et que par  suite la condition (en),~)~ ex- 
prim~e pour le rang de (3.12), est suffisante pour la singularit~ du plan Pq. 

Dans ce cas, le plan Pq ~st caractdristique. En effet 7 si P~ varie dans 
un certain voisinage (de mani~re qu ' i l  laisse toujours ind4pendantes les u ~) 
et qu 'on  veuille t rouver  les Pq singuliers qu ' i l  contient  dans chaque 
position, on proc~dera comme plus haut. Les p droites ind~pendantes P~<~ 
pourront  ~tre prises de mani~re que les coordonn~es u~ soient toujours les 
m~mes et par suite les conditions pour la singularit~ de Pq sent toujours 
les m~mes. On d~duit notre aff i rmation (v. § 2 hr. 18). 

Tt~]~oR~]~. - E t a n t  donnd u n  syst~me p - n o r m a l  (3.1), u n  q - p l a n  s ingul ier  
de oe syst~me, situd sur  u n  p - p l a n  (u) rdgulier entre q~(< q) et q est caractd. 
rist ique.  

6. Gonstruisons maintenant ,  sur un p -p lan  sur lequel u ~, u 2, ... ,  u ~ 
sent inddpendantes,  une ehalne de coordonn~es, comme au no. 13 du § 2 
et exprimons les propri~t~s qui d~finissent cette ehalne~ lorsque P~ varie 
sur sa vari~t~ A~. 

Si q (~ )~ l  (v .§  2 no. 12), alors pour k - - l ,  2, ...7 q(~)- 1, une droite 
associ~e i~ uu Pa de Ia chaine, c ' e s t -h -d i re  associ6e aux droites P~(~7 
P~('~), ...7 p k, sera donn~e par les ~quations 

v ~ u ~ - - v ~ u ~ - - O  ( j - -  1, 27..., k; i - - 1 ,  2, ... , p), 

(oil v~  = c ~ v  i (v. les notations des nos. 4,5, plus haut) et puisque7 la ehalne 
~tant de coordonn~es, u ~. = ~ on obtient 

1 17 

(3.13) %i - -  v~ u ~ 
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et on aura, en comparant  avec (3.2) et en tenant compte de (3.4), 

v~ = l~, i --- l~i~. 
Parmi  ces 4quation% il y en a r~ ind4pendantes.  Donc, pour 

j - ~ l ,  2, ..., k on d~duit que (en ver tu  des ~quations 0 ~ = 0 )  parmi les 
variables  v~ il y en a s~ ind4pendantes,  p~rmi les v~ il y en a s~ ind4. 
pendantes  entre elles et des pr~c~dentes, les autres  v~ s ' expr imant  en 
fonction d'elles,  ... parmi les v ~ ,  il y en a s ,  ind4pendantes  entre el]es 
et des pr~c~dentes les autres  v ~  en d4pendant  lin~airement. On peut  
s ' a r ranger  de mani~re que les v:~ ind6pendantes soient v~, v ~  ..., v ~  
les v~ ind4pendantes soient v~, v~,  ..., v ~ ,  etc. [3]. 

De plus, si (en ve~'tu des p r e m b r e s  (3.1) il y a u n e  relat ion 

A~iv~ i : O, 

alors, puisque,,  sur  P~,  les u * sont ind~pendantes et que la droite PI(*+~, 
associ4e h P , ,  peut  8ire une quelconque des droites de P~,  on aura  aussi 
ident iquement  

A~j v~{ : O. 

7. Supposons maintenant  k = q(~)-- 1 : Alors, d 'apr~s  ]a construct ion 

de P~,  il suit que la droite p(a+z,=p~(q(~))dolt ~tre associ~e h Pk et 
encore v~rifier un hombre de relations, qui expr iment  que P ,  est sitn4 sur 

B(Z+~) (v. no. 13 ~ et 14, § 2). Ces derni~res relations sont lin~aires en l~ik q(~) 
(no. 2, ce §) et forment avec le syst~me polaire de Ph un  syst~me de rang 

Si k =q(~), on aura, comme syst~me polaire de Ph, le syst~me (3.13) ou 
j varie de 1 h q(~'). Le rang de ce syst~me est ~gal au nombre de variables  
v ~ i ( j = l ,  2, ..., k) qui restent  ind~pendantes en ver tu des relat ions 0 ~ = 0  

(~.+i) d' et des relat ions qui expr iment  que P~ est sur  ~q(~) . )Iais, autre  part, 
ce m~me nombre est 4gal h rk(Pk). 

Les pseudo-carac t~res  (v. no. 14, § 2) al a2 . . . .  , %(~)-1 sont respective- 
ment  ~gaux aux caract~res de m~mes indices, tandis que le nombre de 
var iables  v~q(~), qui restent  ind4pendantes entre elles et des v~i( j - -1 ,  2, ..., 
q(~) ~ 1), en ver tu  de (3.1), est r~(P~)--r~--~(Pk_~)= z~. 

8. On peut  cont inuer  de la m~me m a n b r e  et on volt ais4ment que, 
1 ~itant an  indice quelconque,  au plus ~gal ~ p, si P~ est semi-r~gulier,  
alors Ie rang de son syst~me polaire est r~ et le nombre de variables  
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v~ ind~pendantes entre elles et des v o i ( j = l  , 2, . . ,  l -  l) est ~gal h 
r~--r~_~(P~_~) (ce caract~re ~tant considdr~, naturel lement,  sur la suite 
respective de varidt(fs Aq). 

Si P~ est singulier de ramificat ion (1 = q(~)) la droite P~ associde i~ Pt_~ 
(et situ~e sur un P~ de A~) doit v~rifier, outre le syst~me polaire de P~_~, 

encore w~_~ relations, qui expriment  que P~ est (g~n~rique)sur  B~I~) +~). Ces 
relations sont lin~aires et forment, avee le syst~me polaire de P~_~, un 
systeme de rang ~q(~)_~---r~(~)_~(P~(~)_~)-}-wq(~)_~. 

TI:n~ORE~[E - Le hombre de variables v:~ inddpendantes entre elles el des 
v~( j  = 1, 2, ..., 1 - -  1) eat dgal au pseudo-caract~re ~ .  

En effet, d 'apr~s ce qui precede, ce nombre est ~gal h rt(P~)--r~_~(P~_~). 

D'apr6s le thgorbme du no. 15 § 2, il suit 

Tm~om~E.  - L a  condition ndcessaire et suff isante pour  que le systOme 
(3.1) soit en involut ion a u x  variables u ~, u ~ , . . . , u  ~ inddpendantes est que le 
hombre de param~tres  Nop dont depend un  p - p l a n  sur  lequel les variables 
u ~, u ~, ..., u ~ sont inddpendantes  soit dgal 4 

p ( n -  p ) -  pr~_~ - -  (~  + 2~  + ... + ( q -  1)~q_J. 

En g~n~ral No~ est plus petit que ce nombre. 

La  d~monstration r~sulte imm~diatement de ce qui prdc~de, en tenant  
compte qu ~il y a une seule vari~t~ A~, qui contient des plans sur lesquels 
u ~, u ~, ..., u ~ sont ind~pendantes. 

9. Remarquons encore que, si la chaine de coordonn~es est g~n~rique, 
on peut toujours s ' a r ranger  de manibre que parmi les v~l, ceux qui sont 
ind~pendants aient les indices ~----1. 2, ..., ~1 parmi les v~2, ceux qui sent 
inddpendants  aleut  les indices v = 1, 2, ..., ~ [2] et de plus, que les v~ 
avec ~ ~ a2 soient fonctions ( l in~aires)des  v:~ et des vo2 avec a <_ a2, les 
v~s avec a ~ % soient fonctions des v~,  vo2 et des v~8 avec ~ ~8, etc. 
Tout cela revient h des t ransformations lin~aires entre les (3.1) et h des 

substi tutions entre les variables uh 

Plus encore, supposons que nous ayons arrang~ le syst~me de cette 
mani~re et consid~rons le y-plan p~(p(~)p(2~ X ... X P~(~)) semi-r(igulier 
entre ~" et un indice q(~ y). On peut 5videmment faire en sorte que les 
v~v+l,r, v~v+2, ~ ... ddpendent seulement des v~, y_~, v~, ~-2, ..., vz~ et ne 

d6pendent pas de v~r, v~v, ..., v~rv. Cela revient ~ remplacer  les (3.1)par 
des combinaisons lin~aires do ees m~mes ~quations. 
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Nous allons montrer  que, aprbs cet arrangement,  les 

v~+~, ~, v~,r+~ , ~, ... (~ ~ T) 

elIe aussi, seulement  des 

V~,T_lVcr,  T _ ~  . . .  ~ V ~  . 

En effet, pour  un ~ > y, on aura~ comme plus haut  (v. (3.13)) 

(3.14) V~T --  V~. 

Or, on a, par  hypoth~se:  

v~,~ ---- eombinaisons lin~aires de v:, ~_~ ~ , 

d~pendent,  

done 

variables  

v~, T combinaisons lin~aires de v~-~l, . . . ,  1 V ~ .  

Mais~ d ' au t r e  part~ on peut  supposer  que le plan 

P~-I X PI(~) (P~-I = P~(~' X ... X P~(T-)) 

est aussi  semi-rdgul ier  et q u ' o n  a~ comme pour  PT, 

vo,~ ----- eombinaisons lin~aires de vl~,. . . ,  VSTS et de v : ,T_~ , . . . ,  v ~ .  
(e ,>ST)  

Pa r  suite de quoi 

T--I V~I '~--1 '(~--'1 1 (3.15) v~,~ -" eombinaisons lin~aires de v~ , , ~ . • . .  V~,T-- I~ . . .  V~I ~. . .  V~I 
(at :> ST) 

D'au t r e  part, le second membre  de (3.14) donne, comme plus haut,  

(3.16) v~,~ combinaisons lin~aires dee v~ ,  , V~T~ ' ~ T ---  ... Vc~, ~--1 ~ ... V~I . 
( ~ '  > s T) 

II faut  maintenant  identif ier  (3.15) avec (3.16). En ceta il faut tenir  
compte que ]es variables  v ~ ,  . . . ,  VsT~ sont ind~pendantes des autres  var iables  

qui entrent  dans les eombinaisons des seconds membres,  puisque,  comme 
nous l ' avons  vu, le plan Pv-~ X PJ~) est semi-rdgulier.  Donc 

v~,~ - -  eombinaisons lin~aires des var iables  v~,~_~ .... , v~ .  
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~[ais d~ici il r~sulte notre affirmation, puisqu% 6videmment,  on peut  
renoneer  ~ l ' indice  sup6rieur  y. 

On voit qu% par suite de cette propri6t6~ si le syst~me est r~gulier ou 
bien r~gulier entre ~, et p, alors on peut ranger ses 6quations de mani~re 
que, pour  tout y ' ~ ,  (ou encore, s ' i l  est r6gulier, pour tout y') les 
vo,~(z'> sr,, ~ ~ y') d~pendent l in~airement des vo, ~,_~, ..., Vol, tandis que 
vo,~ avec  a ' ~  sr, sont ind~pendantes de ees variables.  

10. Supposons maintenant  que Pr soit un plan singulier de ramifi- 
cation g6n~rique du sys tbme,  situ~ sur P~(u) et que ce dernier  plan soit 
r~gulier (u) entre 7 ~ 1 et p.  Alors le ra isonnement  fait plus haut  n ' e s t  
plus valable. On peut  pour tant  ar ranger  le systbme comme nous l ' avons  
montr~ au d6but du no. pr6c~dent et ensuite faire en sorte que v,T, v~v, ... 
..., v~y soient ind~pendants entre eux et des 

et que les v~,r(~'> ~.~) d~pendent seulement  de ces dernibres variables.  
On peut  d 'a i l l eurs  remplacer  les 6quations d ' indice  plus petit ou ~gal 

a par  des eombinaisons t in ,a i res  de ces m~mes ~quations de manibre que 
les v~,,, ~+~ avec s.r+~ < ~" ~ ~r, d~pendent seulement  des v~T~ v~, ~_~, ..., v~.  

Quant aux v:,,T+~ , avee ~ ' ~  av, il pourront  s~exprimer h F aide des 

~3~1~ V ~  . . .  ~ V~, T--1 e t  des  .~)j, y-~-1~ re, y-l-1~ .'.. ~ Vzy~ y-b~ 

qui sont ind~pendants entre eux et des precedents.  
Cela r4sulte imm~diatement du fair que la chalne de coordonn~es est 

suppos~e g~n6rique. 
~[ais, de cette m~me hypoth~se~ il r6sulte encore que les variables 

Vl, y~l~ V2,y+l, . , .  ~ Vsz+l,y+l 

n' entrent  pas. dans cette expression des v~,, r+l. En effet, S i elles y entraient  on 

pourrai t  faire une t ransformation u~+l--~ U'~+I Jr- vu~ de mani~re que daus-  le 
syst/~me transform6 il n ' y  air pas que les variables Vr¢, v2T, ..., v~ V ind6- 
pendantes des v~. r~, "", mais encore une part ie des variables v,, T ~ ee qui voudrai t  
dire que le plan Py (pris dans le syst~me initial de eoordonn(tes) n ~ t a i t  
pas g~n~rique. 

On est arrivd ainsi /~ un syst~me rdgulier entre y--I-1 et p, avee la 
chalne de coordonn~es rCguli~re entre y ~ - 1  et p et qui a l e s  propri6t6s 
suivantes : 
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1) Les variables vlT, v~ ,  . . . ,  V~T T sent ind6pendantes des V,,T_~ , 
V~.T_2 . . . .  , V~ et les variables  V~,T,(~'>'%) d6pendent  seulement  de ees 
dernibres. 

2) Les variables  v~, T+~, v2, T+~ . . . .  , V,T+~, T+~ s0nt ind6pendantes des 
v,, T et des vz, r--~, " " ,  vo~; les variables  v~,,, r+I(ST+~ < o"~<, %) d6pendent  
de ces dernibres mais sent ind6pendantes en V~T, V~T, ..., V~TT; les var iables  
v~,,T+:(o' > %) s' expr iment  "~ l ' a ide  des var iables  v,,,, T+~ et des v~, T_x, . . . ,V~ ,  
OU bien h l ' a ide  des variables vo,.,, V~,T_~, ... , V~. 

Pa r  suite de ce que nous avons 6tabli plus haut, au no. 9, il r6snlte 
que, pour tout ~ >_ T + 1, les V~T+~+~, ~, V,~+~+2, ~, ..., pourront  s ' expr imer  

1' aide des vz, ~, V,,T_~, . . . ,  Vo~. 

Il r6sulte en par t icul ier  que (pour tout ~ ~ T + 1) les v~,,~ peuvent  ~tre 
suppos~es (en faisant h la r igeur  une t ransformation sur les u) ind6pen- 
dantes entre elles en vr~, v~ T, . . . ,  V~TT. Les v,,~(o'> vT) sent fonctions des 
v~,,~ et des V,,T_x, V~,r_~, ..., V~. 

Lorsque  nous aurons rang6 ainsi le syst6me, nous dirons qu ' i l s  est sous 
forme simplifi@. Nous emploierons d~ailleurs le m~me hem pour  l 'arrange-  
ment d6erit au no. pr@6dent, lorsque le systbme normal est r6gulier. 

TH~Om~2ME.- Tout systdme normal  (u) qui admet  des p l a n s  (u) est su- 
sceptible d' ~tre mis  sous forme simplifi6e. 

11. S u p p o s o n s  le systbme mis sous forme simplifi6e. D6signons, pour 
simplifier l 'dcri ture,  les variables  V:,T_I, V~, T- -2 , ' " ,  V:~ par v*. D 'aprbs  les 
propri~t~s 6tablies au no. 10, on pourra  ranger les 6quations du 2 m+ degr6 
d ' indices  %+1 + 1, %+~-f- 2, . . . ,  % et faire - -  au besoin - -  en plus, une 
t ransformation sur  les variables  u, de mani6re que, pour  un certain z~, 

1) pour  tout ( p ~ ) ~ ?  + 1, les variables  v~ avec sv+~ < ": <: ":~(~:~ <_ %) 
soient ind6pendantes (rood v*) des V~T+~+I,T, ..., V~TT. 

2) les variables  v ~ , ~ ( ~ > T + l )  avec ~ < ~ ' ~ % ,  d6pendent  (mod v*) 
des VsT+I+~,T, ..., V~TT et des v~ avec ST+ ~ < ~c ~ ,~. 

(Remarquons qu ' i t  n ' e s t  pus exclu que les variables  de 1 ) n ' e x i s t e n t  
pus (auquel cas, nou s supposons z~ --  o~)). 

3) les variables  V~,T+~ avee z~ < z ' ~  zr d6pendent (mod v*) des 
V s T + l + l ,  T ~ " ' "  ~ V%T " 

Ce proc6d6 peut  ~tre r6p6t6 en consid6rant les variables  v~+~,~,... 
..., v~r~(~ ~ , f  Jr-t) et on arr ivera  h u n  syst6me tel que ees variables aleut 
les propri6t4s, qui se d6duisent  des propri6t6s 1), 2), 3) de plus haut,  en y 
remplagant  z~ par  (zT ~ ) ' c 2 ( ~  z~) et ainsi de suite. 

I1 est clair que, finalement~ aprbs un certain nombre (soit h)d '  op4rations, 

Annali di Matematica 4 o  
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on ar r ive  i~ un  sys tbme  o~:~ z~- -zh+~,  ou b ien  "~ un sys t~me off ~:~--z~ (v. la 
r e m a r q u e  fai te  p lus  haut).  

12. Nous  a l lons  e x a m i n e r  ees d e u x  possibil i t~s.  
premii~re. 

Supposons  qu'  on air, pour  un  cer ta in  ~ > T q--1~ 

Commen¢ons  par  la 

(3.18) 

et en p lus  

/ v : , r - ~ 0  (rood v*) (¢~'>~v) 

I vo, ,r+~--  A~,~,,v~,,~.+~ (rood v*) 

l v~,~ - -  B~,~,, v~,,~ (rood v*) 

~ ~ 6" > 8,~+~ 

(3.19) 

v~, ,~+~ ---- C¢:,,v,,,~ Jr N¢.~ v~v i nddpendan t s  en v~, v 
(mod v*) (s:+~ < • <=_ -c~ ; pL ~ s:+,), 

v¢,, ~+~ - -  C~,~,,v~,,~ (rood v*) (% _~ ~' > sr+~, % ~ z' > :~), 

v~,,, ~+~ - -  C~,,:,,, v~,,,,~ (mod v*) % ~ ~"' > z~, % ~ z" > %), 

• * ° • • • . * • . • • . • • . • . • . • • * • • • • . ° • * • • • • , 

v~-~),  'c ~ -" C~(h--%~h) v~(~,),~ (rood v*) (% ~ a,h) > %_~, Zh ~ Z (n-~) > ~h--~), 

V4~),:,+~ - -  C~(~%v~ (rood v*) ( ~  ~ > zh, % ~ Z (h) > % = t). 

R e m a r q u o n s  q u ' o n  peu t  fa i re  des combina i sons  l in~aires  ent re  les ~qua- 
t ions,  de mani(~re h s impl i f ie r  encore  les re la t ions  c i -dessus ,  n o t a m m e n t  
fa i re  en sor te  que  

(3.20) 

CTUtf ~ 0 

C-,~, = 0 pou r  ~" > :1, 

C¢,,~,,, -"  0 p o u r  ~'" > % ,  

C41,-%~h) - -  0 pou r  ~(~) > zg__l , 

D ' a u t r e  part ,  en fa i san t  une  t r ans fo rmat ion  

U~ ~ ~-~ 2r- ~,U~+I, 

o n  a u r a  

v~, ~+1 " -  v~, ~+l -~  ~.v~ T • 
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La  seconde  des  re la t ions  (3.18) dev ien t  apr~s la t r ans fo rma t ion  

%,, ~+~ = Ao,~,, @,, ~o+~ (mod v*) (% ~ d '  > %+d 

et, par  sui te  de la p remie re  de (3.18), 

v~,, ~+~ = A-~,~,, (X) (v~,,, ~+~ + Xv~,,~) 

ou encore ,  pa r  su i te  de la 2 m~ (3.18), 

[&,~', - -  -4~,~,, 0,)] v~, ,  "c+~ = ZA~,~,, 00  v~,,~. 

P a r  su i te  de (3.18) et (3.19) il r6sul te  
fonc t ion  de vo v et ident i f ian t ,  

[A~,~, - -  A-~., (X)] C~,, = )~ ~ , ~  (;~) 

(3.21) 

alors,  en r empla¢an t  v~,,,v+~ en 

, • ° • • * • . • • ° ° • • • ~ ° • • 

0 - -  ), A~,~(h-t)(~) 
et  

(3.22) [A~,4 s~ - -  ~]~,4~,)(~)] C,~,~ - -  ),A~,~(),). 

On en d~duit ,  de p roehe  en proehe,  en pa r t an t  de la  de rn i~re  de (3.21) 
et en t enan t  compte  que  A~,o,, = A~,¢,(0) 

A~,~"~-'~ 0,) - -  0, 

Ao,~h-~(X) = 0, 

• • ° • . • , . • . 

~ , ~ , ( ~ )  = o,  

.4o,~(x) = 0, 

et par  sui te ,  clans (3.18), on a 

(3.23) A~,,,, - -  0, pou r  ~ ' >  %, z " ~  zh = t. 

P a r  la mOme m~thode,  il r(fsulte que,  dans  le second  eas ( c ' e s t - ~ - d i r e  
si ":h = %), on a 

(3.24) A~,:,, = 0. 
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18. Uti l isons maintenant  te fait que ie syst/~me admet des plans r6gu- 
liers ( u ) e n t r e  y - [ - 1  et p. Pour  un ~ > y - + - l ,  on a, d'apr/~s ce qui a 6t6 
6tabli plus haut  

(3.25) v~% = L~1%,~ v~,,~ -~ M , %  v~ (mod v*), 

ou z Ch) et z" prennent  les m~mes valeurs  q u ' a u  no. pr6c6dent et v = 1, 2,. . .  
..., sy+~. On a, d ' au t r e  part  

(3.26) v.J,), ~+~ - -  C.~(~,)~ v~y (rood v*) 

prenant,  comme au no. prdcddent, les m~mes valeurs que .ga). 

De ia r~gularit~ du syst~me, il suit  qu ' on  aura  

.:(h)~ "-  V~:(h)y+~ 

par suite des relations existantes entre les v:~. Donc on aura  

D ' au t r e  part, par  suite des relat ions (3.14) 

a',~ --  v~,,~+l et --  . 

Donc on d6duit, en tenant  eompte de (3.25), (3.26), (3.19), (3.20) 

L~(h)~, C~,~ v~ + L~,%,, C~,,~, v~, v + ... + L~(~,)~ C~(~-') v~h-,) v + 

oft tous les coefficients L, M, C ont 6t6 d6finis dans ce no. et le prfe6dent .  

En identifiant, on d6duit d' ici d' abord 

M~% - -  0;  

ensuite, puisque dans (3.19), v,~,r+~ sent ind6pendantes en v ~  

et ainsi  de suite 
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Donc  

(3.27) v~(% - -  L4~% v~,f . 

T ~ O R ~ M E .  - Un syst4me normal  (u) rdgulier entre y-}- 1 et p, dont les 
y -p lans  situds sur  ta varidtd de p lans  (u) du  syst4me sont singuliers de rami .  
fication, peu t  ~tre rangd sous forme simplifide de mani~re qu' on air 

v~,~ - -  0 (rood v*) (~' > ~r), 

(3.28) v~,~ ---- C~, e v~  (mod v*) ( ~  7 + 1 ; %+~ ~ t ~ ~ ~ %) (~) 

v ~ - -  L~e,v~, v (mod v*) ( t < ~ ' ~ % )  

Le  sys t~me ayan t  ces propri~t~s sera  dit sous forme simplifide rdduite. 

CHAPITRE II. 

S y s t ~ m e s  d i f f ~ r e n t i e l s  e x t ~ r l e u r s .  

§ 4. - Ddfini t ion d' u n  syst~me diffdrentiel extdrieur. Points  in tdgraux et 
dldmenls p lans  intdgraux~. Poin ts  et dldments p lans  semi-rdguliers ou rdguliers 
ou singuliers. Rdgularisation.  Varidtds intdgrales. 

(~) 

1. Nous  al lons 6 tudier  les sys t6mes  d i f f6rent ie l s  ex t6 r i eu r s  de la forme 

F~(x) - -  O, (~ = 1, 2, . . . ,  h) 

0~1 - -  a~li d~  ~ - -  O, (i - -  h -}- 1, h ~ 2, ..., hi) 

0~ = a ~  dx  ~ A d~ ~ - -  O, ( ~  - -  hi + 1, h~ + 2 ....  , h~) 

• • , . • • • • o * • • . ° • , , , * . • , • • • • , * , • . • • 

O~p = a%~i .... ~p dx  il A dx  i~ A ... A dx~p - -  O, (% = h~_~ -{- 1, h~_~ -t- 2, ..., hp) 

(i i ,  i2, ..., ip = 1, 2, . . . ,  n), 

off Fa(a~) et les coef f ic ien t s  

a~li  , ao;~ili~ ~ ... ~ aq~pili ~ ... ip 

(i5) L e s  coeff ic ients  C ddpendent~ en ggndral  de ~. II  va  sans dire  q u ' o a  ne  fa i l  pas 
la somme pas d ' ap r6s  eel indiee.  
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sont des fonctions des variables ~c ~, x 2, ..., x" (p ~--n). Nous supposons que 
ces fonetim~s sont analyt iques et r~iguli~res clans un domaine D rdeI ou 
complexe de ces variables. A vrai dire, pour la plupart  des th~or~mes que 
nous avons it ~tudier (saul pour les th6ori~mes d' existence), si nous sommes 
dans le domaine r~el, il suffirait  de supposer que ces fonctions sont de 
classe C ~") pour un certaine valeur de n (_~ 1) et, dans la suite, cette 
classe r~sulterait  avec 6vidence des consid6rations que nous ferons. 

Nous supposons encore que (~) est fermd, c '6s t ' -h -d i re  que 

dF~ , dO~ , dO~ , ..., dO~e 

appar t iennent  fi l ' idea l  d6fini par les premiers  membres  de (~2). 
Nous supposons encore (condition A) que, dans un voisinage de chaque 

point P de D, dont les coordonndes vdrifient lea dquations 

(4.1) F g x )  - -  o, 

ces derni~rea peuvent ~tre rdsolues par  rapport ~ h d' entre les variables x; 
aut rement  parl6, (4.1) repr~sente une varidtd analytique rdguli~re ~ (resp. 
une vari(it~ r~guli~re de elasse C (")) "~ n -  h dimensions dans D. 

Plus  g~n4ralement, on pourra  supposer (condition A ' ) q u e  le syst~me 
(4.1) est d~composable en un certain nombre de syst~mes d '6quat ions 
F~(~>(w)----~0, dont chaeun repr~sente en D u n e  vari~t~ r~guli~re analyt ique /~ 
n - - h  (~) dimensions. ~qous disons, dans ce cas que .Q est ddcomposable et que 
lea varidtds ~2(~) sons aes composantes. 

On pourrai t  encore supposer que, dans D, et y air aussi des points 
qui ne remplissent  pas ces conditions. Ce sont des points singuliers, tandis 
que les autres,  off les conditions sont remplies,  sont r~guliers. Dans tout 
voisinage de chaque point singulier, il y a des points r~guliers et l 'ensemble 
des points r6guli~rs est ouvert. 

2. Un point P(x) dont les coordonn~es x v~rifient (4.1) est point intdgral. 
Un q-plan par P(x) (~l~ment q-plan), qui appart ient  au syst~me (E), est 
appel~ dldment q-plan intdgral [2]. 

Un point integral  P e s t  rdgulier 1)our (Z) s'il  remplit lee deux conditions 
suivantea : 

a) P e s t  r6gulier  sur la vari~t~ ~2 ou sur une de ses composantes. 

b) I1 y a un voisinage de P form~ de points intt~graux r~guliers P', 
tel que, entre  les vari~t~s alg~briques d '~l~ments q-plans int~graux par P 
et par P'~ il y ait des hom~omorphismes qui conservent les ~l~ments plans 
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semi-r~guliers  pour E et pour ees vari~tds et qui fassent se correspondre 
les intersections.  

Un element q-p lan  Eq par  P est semi-rdgulier, resp. rdgulier & gauche,  
ou ~ droite, entre deuw indices, gendrique etc. si: 

a') P e s t  r~gulier pour le syst~me (E). 

b') sont v(irifi~es les conditions alg~briqnes, ~tablies, au § 2 du Chap. I, 
pour la r~gularit~ de l '~l~ment q-plan dans l ' espace  vectoriel  des diff~ren- 
tielles au point P. 

La d~finition des chaines rdguli@s, donn~e an no. 10 § 2 Chap. I s 'applique 
de la m6me mani~re aux poin ts  r~guliers. De m~me, la d(~finition du genre 
sur une suite de vari¢t~s Aq d'~l~ments plans intetgraux, la d~finition du 
genre du syst~me (Z) et les d~finitions des dldments plans singuliers, de 
ramification ou caractdristiques ou exceptionnels aux  points  rdguliers de (~), 
et aussi la notion de degrd de singularitd des ~l~ments plans singuliers de 
I ~re espece. 

Un syst~me de genre p (dans les points int~graux rdguliers) est encore 
dit en involution ~t p variables inddpendanles. Si sur un dl~ment p -p lan  
E~ intdgral r~gulier, les formes de P~AFF to~, ¢o ~, ..., to~ sont ind~pendantes,  
nous dirons que le syst~me est en involution aux  formes <~, to:, ..., to~ indd. 
penndantes .  Les to sont supposes '~ coefficients analyt iques r~els ou com- 
plexes (ou encore de classe C (~)) selon que ()-]) a la m6me proprietY. 

3. Les points int~graux de (~)+ qui ne sont pas r~guliers au sens de la  
d~finition donn~e plus haut, sont singuliers pour  (~). Supposons que, dans 
D, ces points singuliers soient donn~s par les ~quations (4.1) et 

(4.2) F~ , (x)=O 

F~, 4tant des fonctions analyt iques (rSelles ou complexes selon 
sont r~elles off complexes (ou e~leore de classe C (~) dans le cas 
sont de classe C (u)) (4.1) et (4.2) d6finissent ensemble une vari~t~ 
tuel lement  d~composable en un hombre de vari~t~s r~guli~res, qui 
avoir des points singuliers. 

Si on ajoute ~ (~.) les ~quations (4.2) et les ~quations 

(4.3) dF~, - -  0 

que les F~ 
off les F~ 

~-g, ~ven- 
peuvent 

on obtient un syst~me (E'), qu 'on  peut consid~rer de la m~me mani/~re que 
(E). On peut d 'a i l leurs  chercher  darts le syst~me (~.') les points singuliers 
et construire  les vari~t~s de ces points, comme plus haut.  I1 est evident que, 
de cette mani~re, si, chaque fois, comme plus haut, on trouve des sous- 
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vari6tgs de points singutiers, on arrive ~ un systbme sans points singuliers 
ou ~ un systi~me de points isol~s. 

L 'op~rat ion ainsi d~crite, par laquelle on d~compose un syst~me (~.) en 
un cer tain hombre (fini) de syst~mes sans points singuliers, sera appel~e 
r~ularisat ion.  Un syst~me ainsi rdgularisd se compose doric d ' u n  nombre 
distincts de syst~mes sans points singuliers. 

Les dl~iments plans int~graux de (Z') sont aussi dl~ments plans int~- 
granx de (~), mais le fait d '~tre semi-r~guliers pour (Z') n ' impl ique  pas 
la semi-r~gulari t~ pour (Z). Si on year  ~tudier t o u s l e s  gl~ments plans 
int~graux, on peut  le faire d 'abord  aux points r4guliers de (v) et ensuite, 
s(~parement, aux points de (~'), etc. 

4. Soit, par un point P de D, une vari6t6 Vq r~gulibre ~t q dimensions 
dans D, donn~e par les ~quations 

A ( x )  - -  0 (). = L 2, ..., n - -  q). 

Vq est une vari~t~ int~grale de (E) si ses points sent des point int~graux 
et ses ~l~ments q-plans tangents sont int(~graux. Si ces ~16ments q-plans 
sont semi-r~guliers,  r~guliers ~ droite ou ~t gauche, etc, alors nous dirons 
que la vari~t~ a les m6mes propri~t~s de r~gularit(~. 

Les vari~t~s int6grales form6es par des points intCgraux singutiers, dont 
les coordonn6es v~rifient (42), sont aussi vari~tP=s int~grales de (4.3). C'est  
d 'a i l leurs  pourquoi on a form4 le syst~me (E') en ajoutant  ces derni~res 
relations, c 'est-i~-dire ell fermant  le syst~me. Cette r~gle sera suivie partout:  
Si on aura h ajouter, au syst~me (~)~ un autre syst~me diffdrentiel  exter ieur  
(T), on ajoutera aussi Ies 6quations obtenaes en annulan t  les diff~rentielles 
ext~rieures des premiers  membres  de (T), c ' e s t -h -d i r e  en fermant  le syst~me 
obtenu. 

§ 5. - Prolongement des syst~mes diffdrentiels. Syst~mes normaux. 

Prolongements successifs. 

1. Les ~l~ments q-plans Eq de (v) peuvent ~tre repr~sentds par  un 
syst~me d '~quations lin~aires 

(5.1) ¢~ = L~tdx ~ = 0 (z = 1, 2, ..., n - -  q) 

suppos~es inddpendantes.  Les coefficients L~i ddpendent  du centre  de 
l '6l~ment plan. Ils doivent remplir  certaines conditions, pour que, en vertu 
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de (5.1), les 6quations di[f(irentielles de (~) soient v6rifi6es. Ces conditions 
s ' expr imen t  par  un syst6me d'(~quations alg4briques (en Lz~). Nous nom- 
merons ee syst6me (Tq), mais nous ne l '6cr ivons pus explici tement.  Pour  
que (E) air des 616ments plans int6graux fi q-dimensions par chaque point 
int6gral, il faut et i] suffit  que (Tq) soient compatibles en L~ .  

Si, sur  Eq, les formes de PgAFF co ~, o) ~ . . . .  , toq sont ind6pendantes,  
alors, en nommant 6)~(v_~ 1, 2, ..., n - - q )  des formes de P~AF~ (aux 
m~mes propri6t6s de r4gularit~ que ~o) ind6pendantes entre elles et des 
(~(:¢ = 1, 2, ..., q), on peut  6erire les 6quations de Eq 

(5.2) ~ --  6)* - -  t~ ¢o~ = 0 (, = 1, 2, ... ~ n - -  q ; ~ = 1, 2, ..., q), 

o~l l~ sont fonctions de L~i et des var iables  x, rationnelles en L~i et analy- 
t iques x. Les  conditions pour  que Eq soit int6gral, s ' expr iment  par  des 
relat ions enti6res nlultilin~aires en l~, qui r6sultent de (Tq). Le syst~me de 
ces relat ions sera d6sign6 aussi  par  (Tq); cela ne prate pus fi, confusion. 
Nous nommerons 616merit q-plan  int6gral (¢o 1, o) ~, ..., toq) on (~16ment q-plan  
integral  (¢o), un 616ment plan int6gral, sur  lequel  les formes o) ~, (o ~, ..., (oq 
sont ind6pendantes.  

2. Le syst6me (T~) nous donne les vari6t6s Aq en chaque point P. Si 
nous nous occupons seulement  d'616ments q-plans  ou bien d'616ments plans 
situ6s sur ces 616ments q-plans,  pour  un q donn6, alors on peat  remplacer  
(E) par  un autre  syst6me, donn6 par les 6quations (5.1), (4.t) et (Tq). C'est  le 
prolongement algdbrique [5], [6], ~t q-dimensions  de (E). Les  616merits q-plans  
de ce syst6me d6finissent les 616ments q-plans  de (E). 

I1 est clair que le syst6me d '6quat ions  finies (4.1) et (Tq) du prolonge- 
ment alg6brique se d6compose en plusieurs  vari6t6s r6guli~res, si la vari6t6 
Q donn6e par (4.1) se d6compose ou si la vari4t6 d'616ments q-plans,  d(~finie 
par  (Tq), se d4compose. Dans ce dernier  cas, nous d6signerons pus (~q) les 
6quations d ' une  composante,  que nous aurons  choisi, du systeme (Tq). 

3. Etant  donn6e un vari6t6 integrale ~'))q, g q-dimensions,  de (E), sur 
laquelle  les fo rmes  (~)1, ¢o2, ..., toe sont ind6pendantes,  les conditions, pour  
que, sur  ~ q ,  soient v6rifi6es les relat ions (5.2), d4terminent  les parami~tres 
l~ et leafs  valeurs  v6rifient (Tq). 

Inversement ,  6tant donn~e une vari6t6 ~ q  int6grale du syst6me form5 
par (5.2), (4.1) et (Tq) - -  dans les var iables  x et l ~ -  sur  laquelle les 
formes to sont ind6pendantes entre elles, les relations entre les variables x 
impos6es par cette varlet6 d6finissent, duns l ' e space  de ces variables,  une 

Annali di Matematica. 41 
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vari6t6 Z])q int6grale de (~). Cela suit imm~diatement du fair 
de (5.2) et de (Tq), les (Z) sont ident iquement  v6rifi6es. 

que, en vertu 

4. Le syst6me qu 'on  obtient en fermant  le prolongement  alg6brique 
de (E)[2] ¢°). 

(~') 
F a  - -  O, 

L~ d$ ~ --  O, dL~ A dx ~ = 0 

sera appel6 le prolongement ~ q-dimensions ferm~ de (E)[5], [6] ou, plus 
bri6vement,  le prolongement ~t q-dimensions de (E) ou encore le q-prolon- 
gement de (E). Par  (T~) nous d6signons le syst6me qu 'on  obtient en annu. 
lant les diffdrentielles des premiers  membres  de (Tq). 

51ous supposerons toujours le syst6me r6gularis6 (v. § 4, no. 3)et, lorsque 
nous parlerons d ' u n  prolongement,  nous entendrons <<un quelconque des 
syst6mes dist inctes en lesquels se decompose (X')>). 

Le syst6me (~ ' )d6pend des variables x et des L o i -  en nombre total 
de n + n  ( n ~ q ) .  Darts un voisinage d ' u n  element  q-plan int6gral, sur 
lequel  les ~o~ sont ind6pendantes,  le nombre des variables peut ~tre reduit  
~t N = n  + q(n--q) ,  c 'es t - i t -d i re  que le syst6me d6pend des variables x 
et l~. Nous consid6rons, dans la suite, si (Tq) est compatible en chaque 
point int6gral P de (~), qu e le hombre de variables de (Z') est N. Cela est, 
6videmment,  permis, pu isqu 'on  peut, dans ce point, t rouver un 616ment plan 
int6gral Eq et q pfaffiens ind6pendants sin: les 616ments plans int6graux 
contenus dans un certain voisinage de Eq. 

Etant  donn6 un 616ment plan integral  de (Y-/), si on ret ient  seulement  
les coordonn6es x et dx, il d6finit un  616ment plan integral  de (E). 

REMARQUE. - On pourra  numdroter  les variables de 1 h N, en adoptant  
les indices 1, 2, . . . ,  n pour les variables x, et en notant les autres variables 
avec w'+~, x'~+2,..., x N. Nous nous rapporterons p l u s l o i n  h cette num6ro- 
ration. Un 416ment 7-plan du prolongement a N coordonn6es 

,~1, X2,..., ;~n~ Xn+l, Xn+2,..., ~N; 

on pourra  eonsid6rer s6par6ment les coordonn6es x t, x 2, ..., x" . 

06) p. 50-56. 
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5. Un syst~me diff~rentiel ext~rieur ferm~ sera appel~ q-normal s ' i l  est 
alg~briquement  ~quivalent h uu syst~me de la forme 

(5.3) 

F~(x) = 0 

0 e =  a~da~ ~ = 0  ( ~ = l ,  2 , . . . , so)  

% = ~ A o ) ~ = 0  ( ~ = 1 , 2 , . . . ,  q ;  ~ ' - ' l ,  2 , . . . , s , )  

tes formes 0p ~tant ind~pendantes entre elles, ¢o ~ ~tant q formes PFAFF ind¢- 
pendantes  entre elles et des 0p; (%~ des formes de PFA~F ind~pendantes des 
~%, 0 e et v¢rifiant un syst~me de relat ions identiques de la forme 

(5.4) b ~ o ~  -- 0 (mod 0). 

Si, au lieu de (5.4), on a des relat ions de la forme 

(5.4') b ~ a ) ~  + b~o~ --  0 (mod 0) 

(ind~peudantes eu 6)~), le syst~me se dit q-quasi-normal.  D'aprds ce que nous 
avons ~tabli antdr ieurement  (Chap. I, § 3, no. 4), un systi~me quas i -normal  peut  
(3ire ramen~ h u n  syst~me normal, par  un autre choix des formes 6)~, s ' i l  
y a, par  ehaque point, des ~l~ments plans intdgraux, sur  lesquels les to sont 
ind~pendants.  

Lorsque  cela ne pr6tera pus h confusion, nous disons << syst~me normal )> 
ou << quas i -normal  >> au lieu de q-normal  ou q-quas i -normal .  

6. T~OR~ME. - Si le systdme (Y.) admet des dldments q-plans intdgraux, 
et si son q-prolongement (E') admet, par chaque point, des dldments q-plans 
E'q, dont les composanles p ~  .... iq pour i~, i~, ..., iq ~ n (v. l'observation ~ la 
fin du no. 4) sont les composantes d' dldments q-plans Eq de (Y.), alors (Y.') est 
quasi-normal. 

En effet, si, sur  Eq, les ¢o~ sont iad~pendantes,  tes ~quations (5.1) sont, 
pour  les 61~ments q-plans  d ' une  vari~t5 de Eq,  ~quivalentes i~ un syst~me 
de la forme (5.2) et, par  suite, les dquations 

(5.5) dL~ A dx ~ --" 0 

sont (iquivalentes 

(5.6) - -  da)~ --~ dl~ A o)~ q- l~,d~o ~ . -  O. 
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Dans ces 6quations, do) ~,, d6)~ sont des formes quadrat iques  ext6rieures 
en ~o ~, a)~ et ces derni6res, en ver tu  de (5.2), s ' e spr iment  aussi h l ' a ide  des 
pfaffiens o). On peut  doric 6crire 

d(o ~ ~ K ~  ~o~ A (o'~, 

oh les coefficients H ~ ,  K~v sont polynOmes en 1, h coefficients fonctions 
de x. En vertu d e  cette relation, on a de (5.6) 

(5.6') ~ A ~o~ --  0, 

O U  

(5.7) 

Les coefficients ho~ sont arbitraires.  On peut  les supposer,  pour le 
moment, nulles. 

Entre  les formes 6)~., il y a des relations lin4aires, d6duites de (5.7) et 
de (Tq'). En tenant compte de (5.2), ces relations sont de la forme 

(5.8) b~,~o~ q-,c~to ~' -" 0 (rood ,~), 

ce qui prouve notre th6or6me. 

7. Remarquons  encore que, par  suite du th4or6me 6tabli au no. 4 du § 3, 
Chap. I, on pourra  ramplacer  6)~ par  des formes a)* a h l ' a ide  de relations 

avec, pour  kaa~, les conditions 

(5.9) b~o~k~ -{- c~ --  O, ko~ ~- k ~  

(qui sont compatibles en k) et le prolongement  deviendra un syst6me normal. 
Gela revient  d' ai l leurs a prendre dans (5.7) h ~  --  k ~  (ca k est une solution 
de (5 .9 ) )au  lieu de z6ro, comme nous l ' av ions  pris d 'abord .  C 'es t  ce que 
uous supposerons  toujours  fair "duns un q-prolongement  quelconque,  qui 
admet des 616ments q-plans int6graux. 

8. Des th6or6mes d6montrgs au § 3 nos. 1-3, il suit que, si duns le do- 
maine D, t o u s l e s  points int6graux d ' u n  syst~me (Z) q-normal  sont r6guliers 
pour  (E), alors tout 616ment q-p lau  int6gral, sur  lequel les formes ¢o sont 

ind6pendantes , est semi-r6gulier .  
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De mSme, si dans le domaine D, il y a, en chaque point intdgral (d 'un  
syst~me q-normal),  une vari~t~ A~ d '~l~ments q-p lans  int~graux r~.guliers 
entre les indices ? et q, alors tout autre  ~leiment q~-planint~gral  (? ~ q, ~ q), 
sur lequel  ql des pfaffiens to~ sent ind~pendants et qui est~g~n~r~ par des 
(~14ments ? -p lans  situ~s sur  les q-p lans  de Aq, est situ~ sur une vari~t~ Aq~ 
de la suite d~finie par  les ~l~ments q-p lans  de Aq. 

9. Consid~rons de nouveau  un syst/~me q-normal ,  en involution aux ¢o~ 
ind~pendantes.  On peut  toujours  supposer  que, sur  un Eq r~gulier, sont r~- 
guliers  les ~l~ments plans 

E~ : E~ (~) X E~ (2) X ... X E~(~) (y = 1, 2, ..., q), 

off, sur  E~(~), on a 

to~(d~) = 0, (o-~(d~) = 0, ..., to~-~(d~) = 0, ¢o~(d~) :~= 0, 

to~+~ (d~) = 0,  . . . ,  ~o~(d~) = 0 .  

Darts ee eas, nous dirons qu' on a, sur  Eq, une cha¢ne regul*Sre de coordonndes. 
Pour  qu 'un  6I~ment lin~aire integral E~(8) soit associ6 "~ Ev, il rant que 

a)~(d~) t%(~) ~ ¢o~,(d~)%~(~) = 0 (~ - -  1, 2, . . . ,  ?), 

et, en y int roduisant  

on a 

~o,, (d~) ~ ~,,~, 

a)e~ (~) = ~ ( d ~ )  (o~,(~). 

Parmi  ces relation, il y e n  a rv ind~pendantes entre elles et des ~quations 
de PFAFF du syst~me. D ' au t r e  part  (suppos6 ? ~ q), sur Ev+l, les formes 
0) I, ¢o ~, .... ¢o~+ 1 sont ind~pendantes,  d ' apr~s  la mani~re dont  nous avons 
d6fini la chalne r6guli~re de coordonn~es. Donc, s ' i l  y a une relation 
de la forme 

identique,  on aur ra  aussi ident iquement  

Hp co~,( d~) - -  O. 

On peut  aussi  r~pdter routes les considerations que nous avons faites 
sur les syst~mes normaux au § 3. Rappelons,  par  exemple, q u ' u n  syst~me 
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normal, qui admet des (il~ments plans intdgraux (¢o), peut  ~tre mis sous forme 
simpli[i~e ou r~duite eomme au no. 8. a u d i t  paragraphe.  

10. Le prolongement  ferm6 (v,) d ' u n  systbme (E), pent, h son tour, ~tre 
de nouveau prolong6. Si ee nouveau prolongement  est aussi h q dimensions, 
nous le nommerons le deuxidme prolongement ~ q-dimensions. De la m~me 
manibre, on d6finit, de proehe en proche, le h-i~me prolongement  h q-  
dimensions.  

Gonsid~rons un ~l~ment plan Eq, sur lequel  les ~o~ sont ind6pendantes 
et soient (5.2) les 6quations du prolongement  atg6brique, dans un voisinage 
de Eq. Duns le m~me voisinage, les 6quations du I I  r~° degr6 de la ferme- 
ture sont de la forme (5.6 ') avee (5.7). Nous supposons qu ' i l  y a des 616- 
merits plans E'q intdgraux (¢o~) du I -er protongement.  

Si l 'on  passe au deuxi~me prolongement~ les 6quations du prolongement  
alggbriqne de (E') sont de la forme 

(5.10) a)~,, 1 ~ - -  ~ (o~ --  0 ,  

avec les relations (4.1), (5.2), (Tq), (T'q)et avee, en plus, le systbme de 
relat ions qui r6sulte pous l ~  et que nous  d6signons par  (T(q~))I auxquelIes  on 
a joute  les 6quations qui ferment  le syst~me obtenu. 

1l. En cont innuant  de la m~me manibre, on arr ivera au h-i6me prolon- 
gement de (E) (au voisinage de Eq), 

(5.11) a)~,~ .... c'h-i - -  1~'1¢ ... ~'h-~ ¢o~ = 0, 

avee les relations (5.2), (5.10), ..., avee encore les relations finies (4.1), (Tq), 
(T(q~)),..., (T(q h)) et enfin les relations qui ferment  le syst~me. Les ~quations 
du 2 me degr~ sont de la forme-  

(5.12) 

off 

(5.13) 

les termes 

- l f f  . . .  , 

non dorits grant des formes en (o ~, qu 'on  trouve de la m~me 
mani~re que nous l ' avons  fair pour  l ' expres ion  des 6):~ au no. 6. 

12. Dans la suite, 6tant do nn6 un syst+me normal  (5.3), l ' indiee  p des 
6qua~tions du second degr4 sera appel6 indite d'ordre, tandis que l ' ind iee  
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sera appel6 indice de coordonndes. Dans 
ment d 'o rdre  h, les indices ~, :¢~, z¢~, ,.., 
indice de coordonn6es. 

les 4quations (5.12), du prolonge- 
~_~  sont indices d 'o rdre  et ~, 

13. Soit Eq un 616ment plan int6gral d6termin6 par les 
lin6aires E~(~)(~ = 1, 2, ..., q), chacun avec les composantes 
~ o ~ ( ~ ) = ~ .  D 'aprbs  (5.2), on a 

(5.14) a)z(da) = l~. 

En passant  au second prolongcment,  on aura  d ' aprbs  (5.10) 

(5.15) 6)o~(d~) - -  l ~ .  

D ' au t r e  part, d ' ap res  (5.6'), on a 

(5.16) 1/¢-- l ~ .  

D ' ap rbs  (5.7) et (5.15), on a 

t~ = ~o~(a~)= a~t~ + t~K~ - -  H;~ + h ~  

et par suite 

(5.17) l = ~ - - l ~ - -  d~l~, -- d~l~-4- l r (K~ , - -  K ~ ) - - ( H ~ - -  H~,~)--O. 

14~. Quand on fair un prolongement  d 'o rdre  queleonque (v. n. I0, § 5), 

= -  d ~ + l~,~ .... ~ h - , v K ~ n  l~,~ . . . .  %~ ~ o ~  .... % (d~) - -  ~ l ~  . . . .  % 

_ H ~ ~1~. . .  ah_ i~a  h "~- hza la  . . . .  a h _ t ~ a  h , 

off K a la m6me signification q u ' a u  § 5 no. 6 et H 
cations analogues ~ celles qu 'on  leur a donn6es au 
est le coefficient qui intervient  dans la relat ion 

et h ont des signifi- 
m6me paragraphe:  H 

- ~ -- H ~ ~o~ A ~o='~ 

(en vertu des 4quations du p r o l o n g e m e n t ) e t  h, un coefficient,  sym4trique 
dans les deux derniers  indices et choisi de manibre que le prolongement  
soit un systbme normal. 

(5.18) 

414ments 
(sur Eq) 

en tenant compte de la signification des coefficients l, on aura  
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Les  coe f f i c i en t s  K, H, h d ~p e n d e n t  de 

15. 0 b s e r v o n s  que, de la m~me ma n i b re  q u ' o n  l ' a  mon t r4  p lus  haut ,  
on d~dui t  que  

(5.16') l~= .... ,,h~ - -  l~,~ ... %_~%.  

D'  au t r e  par t ,  ~en e h a n g e a n t  en t r e  e u x  d e u x  indices  que lqonques ,  on 

peu t  6er i re  ~ p a r t i r  de (5.18) 

1 ~ l ~ _ ( 5 . 1 9 )  L~,,~ ... ~,~ = ~,~ ... ~ ,.. % ... ~ j  - -  ¢,~ ... % ... ~,~ ... %~ - -  

off P d e p e n d  de 

Supposons  

x ,  l~,, 1 ~ 1 ~ 

1' e x p r e s s i o n  q u e  

_ _  l ~ _ _  l ° L ~ i g :  . . .  at h ~ ~¢i , . .  ot v . , .  0:7 . . .  e" h ~1 . , -  ~ F  "'" °iv "'" a h  

soit fonc t ion  des x et d e s  

~'1 Y , . .  ' ' "  6 c h _ _  1 

I1 s ' e n s u i t  que  

d~ L ~  ... % - -  d~ l~  ... s .. =~ ... ~h ... 

p o u r r a  s ' e x p r i m e r ,  si nous  r emplagons  d ~ l ~  ~ ~ p a r  
. . . . . .  ~ " ' "  a h 

sions, qui  r~su l ten t  de (5.19), en fonc t ion  des 0~ et des 

l ~ l ~ 1 ~ 

] c u r s  e x p r e s -  

Done l ' e x p r e s s i o n  (5.19) d6pend ra  de ces m~mes var iables .  Or, ce la  est vrai  

p o u r  h - - - 2 ,  pa r  sui te  de (5.16). 
I1 r~isulte, en t enan t  compte  aussi de (5.16') que.  pour  tou t  h, l a  

d i f f d r e n c e  
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oi~ les indices ~ so~t les m~mes que les indices £~ mais en ordre non 

croissant, est fovtelio~, des variables x~ et des l~, l ~  .... l ~  .... ~ ,  oh les indices 
de chaque param~tre sont el, ordre non croissant. 

§ 6. - Prolongement des dldments p lans  inldgraux. Etude des composantes 
de ce prolongement. Sysldme polaire du prolongement d ' u n  dldment plan.  
Prolongements d' ordre supdrieur. 

1. Consid6rons le q-prolongement  (E') de (E) et supposons vdrifides les 
hypoth6ses du no. 6 § 5, au t rement  dit, qu ' i l  y air en ehaque point  
int6gral, des 416ments y -p lans  E '  r de (Y/) pour  tout (y <_ q), dont les com- 
posantes grassmanniennes  h. indices compris entre 1 et n (v. no. 4 § 5) 
repr4sentent  des 616ments y -p lans  E~ de (Z). Dans ce ca% nous dirons que 
E'y est le prolongement de E r et que Er est la projection de E'r. 

Faisons encore l 'observat ion  que, si Er a un prolongement  E':, alors 
tout 414ment plan E~(~ = 1, 2, 3 . . . .  , y) contenu dans E: a un prolongement  
E~ contenu dans E.c. Cela r6sulte avec 6vidence si F on suppose que, sur 
Ev sont ind¢pendantes les formes ¢ol, ,~o~ ..., 0)v et qu 'on  peut  supposer  que 
E? a 4t6 obtenu, en faisant 

(6.1) 

# / (ce qui ne diminue pas la g6n4ralit6). Alors E~ s 'obt ient  de Er de Ev en 
imposant  sur  ce dernier  les m~mes conditions (6.1). 

2. Les dquations du prolongement d~un dldment p lan  intdgral. - Soit Ev 
un 416ment "(-plan de (Y), pris d ' u n e  fa?on g~n4rique sur un 616ment 
q-p lan  (¢o) semi-r4gut ier  g6n4rique de (E). Supposons que Er soit d~termin6 
par y 616ments ]in4aires de coordonn¢es E1 ~1), E1 (2), . . . ,  E1(9 de m6me 
base P - -  point int6gral r6gulier  de E. Les 4quations de Eq peuvent  ~tre 
6erites sous la forme (5.t) ou (5.2). (T¢) grant les 6quations verifi6es par  
L ~ ,  on peut  dire que ce sont les 4quations des 61~ments q-plans  int6graux 
par  P -  ou encore, si (Tq) sont les 6quations vdrifi4es par  l~, elles sont les 
6quations des 616ments plans int~graux (¢o) par  P .  Au lieu de (Tq)~ nous 
consid6rerons les 5quations qui repr¢sentent  la vari6t6 irr6ductible Aq sur 
laquelle se t rouve Eq. 

Supposons que, sur  Eq soient ind6pendantes  les formes ~o ~ et que E r  
s 'ob t ienne  en imposant,  sur  Eq, lee conditions 

Annali di Matematica 42 
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Soit Er+~, un 616ment (,( 4 - 1 ) -  p lan int6gral semi-r6gul ier ,  qui con- 
t ient E v e t  est sur E¢. On peut  supposer  que E ~  est obtenu en imposant  
snr  Eq les condi t ions 

( ~ ' : + ~  - - -  ¢0"¢+~ - -  ~ o ) q  - -  O .  

On peut  eonsid6rer  ,que Er+~ est d6fini par  Ev et un  61~ment l in6aire 
E~(~+ ~) : E~, situ6 sur E~+~(E~ est associ6 h E~). 

Supposons qu 'on  oonnaisse le ~rolongement  E'v de Ev(" [ < q )  et cherchons. 
dt par t i r  de oelui-ci, le prolongement  E~+~ de E,t+~. 

3. Suppossoas ,  comme nous l ' avons  d6jh fair, qae les composantes  des 
61~ments plans E1/~) ( ~ - - 1 ,  2, ..., y ~ 1) sur  EQ soient 

(6.2) ~o~(d~)= ~ ( ~ =  1, 2 , . . . , ~ + 1 ) .  

D6signons par  E~(~) le p ro tongement  de EI(~)(~-~-t, 2, .. . ,  7). De (5.6') 
et (5.7), en imposant  la condi t ion que E~ soit associ~ /~ .chacun des ~16ments 
l in6aires E~ (1), E~ a), ..., E~(~) et en d6signant  resp. par  

les composantes  de ces 616ments lin6aires, on trouve 

(6.3) d~l~ d~l~ + ,,t~K - -  2H:.~ - -  0 (z, z ~ 1, 2 ... y) 

(6.3') ~l~ - -  d~l~+~ A- 2I~K.~+~, ~ - -  2II~+~,~ - -  O. 

Ces derni~res relat ions d6finissent  ~l~ et laissent  ind6termio6es 

~l,,+1, ~l,¢+ 2 , ..., ~lq. 

~fais, en dehors  des (6.3) et (6.3'), il faut que soient encore v6rifi6es les 
re la t ions (T'q)--  ou plut6t  (~;'~) (v. § 5, nos. 2 et 4) si nous nous rappor tons  
i~ une composante  du svst/~me (T~) qui cont ient  des 61~ments q-p lans  (to). 

t 
R E M A ~ t Q U E .  - Si on cherche un 616ment plan E,', associg h Er et dont 

les composantes  (o soient 

t to~(d~,) = ~ pour  ~ = 1, 2, ..., 7, 
(6.2') ) 

I i 0 p ° u r  ~ = 1 ' 2 ' ' ' ' ' Y '  
¢o~(~) = ~ pour  ~ = 7 + 1, ~" "4- 2, ..., q, 
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alors on voit imm6dia tement ,  eomme plus haut,  que  les relat ions sont analo- 
gues, seu lement  q u ' a u  l ieu de (6.3'), on obtient  

(6.3") ~l~-- d~l~@ + 2 l ~ , K ~  -- 2H~.~ = O. 

4. S~parons dans les re la t ions (~q) celles qui s ' en  ddduisent  po'ur 
u l~, l~, ..., lr et supposons  qu 'e l l es  fo rment  le syst~me (~v~), les autres  

formant  le syst~me (~y2). 
Une par t ie  des 6quat ions (~v~) expr ime  que ehaque ~l~ment l in6aire 

E1 (~), E~ (2), ..., E~(r)"est int6gral et associ~ h tous les 6lgments plans form6s 
par  les autres.  On peut  former  ees 6quations en p renan t  d 'abord un  61~ment 
linfiaire int6gral  E~(t~, 1, 0, 0, ..., 0), en expr imant  ensui te  que E~ (2) est 
associ6 /~ E~ (~ ensui te  que E~ (8) est assoei~ ~t l '616ment p lan form~ par  E~ (t~ 
et E~ (2), etc. Soit (~;~) le svst~me q u ' o n  obtient  d e  cette mani~re.  

Une autre  pat t ie  des 6quations (~;r~) est form6e par  les 6quations qui 
expr iment  que Ev, ou eer tains  des E~ (~ <2. ?) contenus  dans E~, sont singu- 
l iers de ramif ica t ion  (v. § 2 no. 13 et suiv.) sur  les /~ de la vari6t6 A o que 
nous 6tudions.  Ges 6quat ions seront  appel6es (~ff~*). Les 6quat ions (~;~) et 
(~**~ forment  ensemble  tout  le systgme ( ~ ) .  

Si leg E~ de Eq sont r6guliers,  alors le syst~me (vgff,) n '6x is te  6videm- 
ment  pas. 

Remarquons  d ' a i l l eu r s  q u ; u n e  par t ie  des 6quat ions (~;~*) peut  se 
36duire des ~quations (~*d et du  fair que, sur  Ev, les formes de PFA~:e 
@, to ~, ..., co~ sont ind6pendantes .  Nous n ' a l lons  consid6rer  que les 6qua- 

y;* tions ( ~ * )  ind6pendantes  de (r~). 

5. Soient  

(6.4) Jg,,(co, ¢o) = 0 

les 6quations du syst~me (~,) j u s q u ' a u  degr~ y ~ 1. En y subs t i tuant  

~7 ~ (0  ~ (6.5) 6)~ = l,,,.o + 

on t rouve les mt~mes 6quat ions sous la forme 

(6.6) £~@, ~o) --- O. 

Soit une  de ces ~quations, de degr6 

(6.7) £ , ,  - -  A ~ , ~  .., ~0 of', A ~o~-" A ... A ¢o~p -4- A~I~,~ .., ~I~ @ '  A ~o~', A .., A ~o~0 + . . . ,  

off les termes non 6erits eont iennent  au moins  deux facteurs  q~. 
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Remplagons dans ce systbme, dans les prodnits ext6rieurs, les e)~(d~), 
¢~(d~), par  les composantes des 616ments lin6aires / ~ ) ( ~ - -  1, 2, ..., ~' + 1) 
de Ev+~ (v. plus haut, no. 1, on no. 9 du § 5). Pnisque snr Ev+~, on a 

o n  

(6.8-) 

l e s  

coy+ ~ - ~  ¢ov+a - -  - -  toq ----- 0, ¢~ --~ 0 ,  

obtient 

A,~,~,: ... ~ - -  0 (~ ~ y + 1 ; ~ ..., % ~- 1, 2, ..., ? -}- 1). 

Ces 6quations appa,rtiennent an syst6me (Tq). Si, dans (6.4), on considbre 
6quations de Aq, alors, (6.8) appart ient  & (~q). C'est  un systbme en 
l °" ~ * " '  ( ~ r + ~ ,  ' ) '  ,.~ l~+~ qui contieut le syst6me 

6. Si les E.~+~, situ6s sur les Eq de la vari6t6 A¢ sont r6guliers~ ators 
(6.8) appar t iennent  /~ ( " t+ ' , ' )  (il n ' y  a pas de systbme (~7~+ ,, ,)). Si~ pour 
certaines valeurs de ~( < ,~), les E~ de Eq sont singnliers (de ramification) 
de premibre esp6ce, alors le syst~me (6.8) implique au moins nne partie des 
relations qui expr iment  cette propridt6, c ' e s t -~ -d i re  que, de ce systbme, il 
r6sulte une partie de ( ~ ' ~ ,  ,). En effet, si on a donnd Er+~, eelui-c i  est sur 
une certaine varidt6 Ar+~, ee qui implique la singnlarit~ des E~; Er+~ ne 
peut  var ier  d ' u n e  mani~re continue, sans que eette propri6t6 se conserve. 

Si ce .sont les Ev+, de Eq qui sont singaliers (de ramification), cette 
propri6t~ s ' expr ime  par des relations qui ne r6sultent pas de (6.8), puisque 
ces dernibres n ' exp r imen t  qne le fair que Er+, est int6gral. Un Er+~ de E¢, 
v~rifie ~ il est vrai - -  les conditions de singularit6, mais il ne r6sulte pas 
qu'/~ une variat ion continue de cet E~, avec conservation de (6.8), l '616ment 
plan reste singulier,  sans qu 'on  Iui impose en plus cette condition. 

Si, pour certaines valeurs de ~( <_ I.-~ 1), les E~ de Eq sont singuliers 
de 2 m~ espi~ce (v. § 2, no. 12), c ' e s t -h -d i re  qu ' i l  y air des chatnes semi-  
r6gulieres de (~) situ6es dans Eq, 

(6.9) E~ C E~+, C ... C E.t+h (h ~ 0) 

t o u s l e s  E,~+h+~ qui cont iennent  E~ 6rant singuliers (de ramification) de 
I ~re esp~ce - -  alors les coordonn6es de des E~ v6rifient certaines conditions, 

* *  
qui ne d6eoulent pas de (6.8). Elles appar t iennent  ~t ( ~ ) .  

7. Remarquons que, (~,) 6rant un systbme ferm6, il contient  aussi 
6quations d~E,~- 0, c 'es t -~-di re ,  en ver tu  de (6.6) et (6.8), les relations 

(6.i0) d£~ -" dA~l~...~pA 0)~i A~o~/\  ... A ~o~ A- 

A,~,~...% d~ ~ A o~ A ... A (¢'p -4- . . . ,  

les 
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off les termes non 6erits contiennent  des facteurs +. Ces derni~res 6quations 
seront consid6r6es seulement  pour ~---~ l, 2, ..., ~,, parce qu 'e l les  se referent  

un 61¢ment int6gral (7 q - 1 ) - p l a n  et que, par suite, nne 6quation de degr6 
plus grand que (7 q-1)  y serait  t r iv ia lement  v~rifi~e. 

Les 6quat ions  (6.I0) sent ~quivalentes ~ d~f,~---0 et sent ideut iquement  
v6rifi6es (en ver tu  de (6.4)), sur  un gl6ment (7 q- 1)-plan Ez+~, si on tient 
compte de (6.5), (6.8). 

Pour  le prolongement  E'~+~ de /~v+~ en snpposant  @ = 0 et d + : = 0 ,  
on d~duit de (6.6), des relations entre d:l~, ~l~, notamment  (6.3) et (6.3'). 
D ' au t r e  part, de (6.10); on d6duit, point +~--= 0, d+ ~ - -  0, 

dA,~,~ ..~, A ~o~ A ~ A . . ,  A ~ = 0 (~ = 1, 2, . . . ,  ,~). 

Cette relation est identiquemen~ v6rifi6e sur E'v+~, si ce lui -e i  existe.  
Mais on a 

d ~ A ~  ..... % = d2A~,~,... % --  --  d~ A~,¢~ .... ~ = O, 

dans les directions de E~ ~), E]  2~, ..., E:<r ), puisque ces derni~res sent 
contenues dans E;, qui est le prolongement  de E~, suppos6 connu. I1 
s ' ensu i t  que ] 'on a anssi 

(6.11) ~A~.~,~ .... ~,~ = 0 (~ = t, 2, ..., ~'). 

Cette condition est donc imposde par  (6.8) consider6 avec 7 ~ ?, c ' e s t -  
~t-dire par le systSme qu 'on  obtient en annulant  les diff6rentielles des 1 ~l"s 
membres  de ces relations. Elle est d ' a i l l eu rs  ident iquement  v6rifi6e en 
ver tu  de (6.3'), c ' e s t -h -d i r e  ne nous offre aucune  relat ion nouvelle.  

8. Si nons sommes dans los cas off les Oquations (~,~1") se d~duisent 
toutes de  (6.8), alors les 6quations (~;'v**) (qu 'on d6duit  de ** (~;r:) par diff6- 
rentation) se d~duisent de (6.11) et le syst~me polaire de E;  se compose 
seulement  des ~quations (6.3') et des 6quations (~'r2) qu 'on  obtient de (~v:) 
par diff~rentation. C ~est, en part iculier ,  le cas si E~ est r6gulier. C 'est  aussi  
le cas, si tous les Ev+I de Eq sent semi-r6guliers  et si, pour  tout ~ < t,-}-1 
les E~ contenus dans Eq ne sent pas singuliers h droite dans le seas precis6 

la fin du no. 6. 

TH~OREME,- Dct~8 t' hypoth~se ci-dessus, le syst~me polaire de E~ est 
formd des dguations (6.3') et des dquatio~s (g;'r~) qu'on obtient de ($2~2) par  
di f f  drentation. 
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Pr4cisons pour tan t  qu ' i l  est possible~ m~me s ' i l  existe un syst~me 
(~v~**) independan t  de (6.8), que te syst~me "--~'**)" soit iden t iquement  v~rifi5 
en ver tu  de {6.3'). 

§ 7. - Prolongement des dldments "(-plans rdgutiers. Cas oi~ le prolonge. 
ment d' un dldment 7-plan est rdgulier. 

1. De ce qui prgcbde, on peut  t irer  cer ta ines  conclusions pour  le cas 
off E~ est r~gulier.  

Tout  d ' abord ,  on d~duit  que, si Er('C ~ q) admet  un  pro longement  E'v, 
il e n e s t  de m~me de Ev+~ (v. no. 8, § 6). On volt a is6ment  que, dans  
les m~mes hypotheses,  E~ est semi-rdgulier. En effet, le syst~me polaire 
de E~, dtant compos~, comme nous l ' avons  vu (v. no. 8 § 6), son rang lie 
varie pas, quand  E~ est remplac~ par  un  autre  ~l~ment 7 -p lan  int~gral- 
voisin. Cela r4sulte du  fair que :  1)Ev ~tant r~gulier, le rang  du syst~me 
polaire de E ~ n e  varie pas ;  2 ) L e  rang  de (6.3 ')est  ~videmment  constant  
et 3) le rang  de (~'~) est le h i ,me  que le rang du syst~me ( ~ ) ,  eonsid~r~ 
comme syst~me d ~dquations finies en 

I~+2, ... , lq 

et ce dern ier  ne varie  pas avec E~, pu i squ ' i t  d~termine le nombre  de 
param~tres  dont  d~pend un Eq r~gulier qui  cont ient  E~. 

De plus, il r~sulte avec ~vidence que, si nous considdrons une cha~ne 

rdguli~re 

(7.1) E~ C E~ C ... C,E~ , 

alors la chaine des prolongements 

(7.1') E~' C E~' C ... C E~' 

est aussi rdguli~re. On eli tire 

T~OR~:~E. - Si (Z) est invol~tion avec tes formes ~)~, ~o ~, :.., ~oq indd- 
pendantes, son prolongement (~') est aussi en involution avec les m~mes formes 
inddpendantes [3], ( ' ) [1 i ] ,  [5]. Les dldments plans d 'une chagne rdgulidre se 
prolongent d~apr~s des dldments plans qui forment une chaine rdguli~re. 

2. Supposons  que Ey soit semi- r6gul ie r  et air un  p ro longement  E~ et 
que le systbme ~¢~'**~.~ j n ' ex i s t e  pas i nd6pendammen t  de (6.3'); alors on volt 

(17) Chap. I, lop. 159.175. 
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imm6diatement,  de la m~me fa~on que plus haut, que E'r+l existe et que 
E~ eat semi-rdgul ier .  

Si E~ est r6gulier "~ droite, on peut prolonger les 616ments plans de la 
chaine semi-reguli~re 

(7.2) C c c.. .  c Eq, 

duns eeux de la cha~ne (semi-r~guliere) 

(72') c El'+1 c ... c . 

Soil Er r6gulier  ~ gauche jusqu ' i t  l ' indice  ~ -~  1, tons les E.~ contenus 
, * en E~ ~tant singuliers de ramif icat ion e t s e  t rouvant  sur une vari~t~ A 

d'61~ments plans int6graux. Consid6rons la chaIne (7.1) et supposons qu'~t 
cette chaine appar t ienne la suite d~ l~ment s  plans E.~ E.~, ...., singuliers 
de ramification, form~e comme au no. 12 du § 2. Supposons, de plus, que 
les 61~ments plans E~, E~,, ... soient g6n6riques sur  les vari6t6s d'616ments 
plans (singuliers de ramifications) sur lesquels ils se t rouvent  (v. § 2, 
no. 21) - -  dans ce sens que le svst6me po|aire de chacun ces 616ments plans 
est de rang maximum~ entre t o u s l e s  416merits plans de la m~me vari6t6. 

~'**) TIt~OlC]~E. - D a n s  ces hypotheses, si le syst~me ( ~ n' existe pus indd- 
pendamment de (6.3), la ehaine (7.1) est semi-rdguli~re.. 

So t, en effet, un E~ contenu duns E~ Si E~ est semi-r6gulier ,  alors il 
suit, comme plus hau l ,  que son prolongement  l ' es t  aussi. Si E~ est un des 
~16ments plans singuliers de ramification E,~, E~,, ..., alors, on voit tout 
aussi ais6ment que le prolongement  est semi-r~gulier .  En effet~ comme plus 
haut,  on voit que son syst~me polaire se compose du syst~me (6.3') - -  
dont le rang est constant -- et de (~'~). 

Le rang de eelui-ci  ne varie pas duns un voisinage de E~ sur la vari~t6 
des 416ments plans (.qnguliers de r ami f i ca t i on ) su r  laquel le  il se trouve, 
puisque, par suite du fait que Eq reste sur Aq, E~ dolt rester  sur cette 
vari~t~ d '~l~ments plans (d~finie par ( ~ ) )  et que nous l ' y  avons suppos~ 
g6n~rique. 

Si de plus, la ehaine (7.1)pent ~tre prolongde ~ droite jusqu '~  lindice q 
avee les mdmes propridtds, il rdsulte que la suite (7.1) peut aussi ~tre prolongde 
et E~' est rdgulier. 

On peut encore ~noncer :  

TH]~OI~]~[E. - Si  (Z) admet une varidtd A~ d' dldmenls plans intdgraux @) 
(~'* *~ n'est pas inddpendant de (6.3'), alors (~') et si, pour lout ? le syst~me ~,~ 

est en involution aux formes to inddpendantes e t l a  cha~ne (gdnerique sur Aq) 

(7.~) E1 C E~ C ... C E~. 
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se prolonge darts la chaine rdguli&e. 

(7.3') g ;  c. . .  c 

3. REMAliQUE. - Consid~rons un prolongement (~') h. q dimensions de 
et un 4lgment plan int6gral (o)) E'q est de (Z'). Eq alors le pro]ongement d ' u n  
616ment plan int4gral Eq de (v). I1 appart ient  'a une varidt6 Aq d'~l~ments plans 
semi-r~guliers  de (Y,'), qui sont aussi prolongements d '~l~ments plans de (v) 
appar tenant  g une vari~t6 Aq. 

(Y.') a aussi des ~l~ments q-plans int~graux 6'q, qni ne sont pas prolon- 
gements  d'61~ments plans int6graux de (Z), mais sur ces ~ les formes co ne 
sont pas ind6pendantes.  Inversement ,  on voit que si, sur un ~l~ment q-plan 
integral de (Y,'), les co ne sont pas ind6pendantes,  alors cet 61~ment plan 
n ' es t  pas prolongement  d ' u n  616merit q-plan (to) int6gral de (£i. 

§ 8. Oaracl~res du, q-prolongement d' un  syst&ne, dans les cas prdcgdents. 

1. Soit un ~l~ment ,(-plan int4gral Er de (Y.) rdgnlier entre les indices 
i e t  q et examinons l ' ensemble  des ~l~ments plans Eq qui contiennent  E r 
(y < q). Cela peut  ~tre fair en examinant  le q-prolongement  alg~brique 
de (~). 

Supposons E r d~fini par les ~( 61~ments lin~aires E, (1), ES '), ..., E,(~) de 
coordonndes 

m ~(d~)-~8~ ( ~ = l ,  2 , . . . , q ;  ~ - -  1 , 2 , . . . , y ) ;  c~:(d:)~-l~; 

supposons encore qu ' i l  soit contenu dans l '~l~nlent q-p lan  (co) rggulier, Eq. 
Cet Eq peut ~tre d~fini par les ~l~inents lin~aires int~granx EI(~)(~-----1, 

2, ..., q) de coordonn6es co=(d~)--~-8~, (o~(d~)= l~. Ceux des l~, dont l ' indiee 
est au plus 6gal g y, sont donn~s da  fait que E r est donn6. Les autres  sont 
pour le moment  ind6finis et on sait seulement  quail satisfont aux 6quations 
(~q) de la vari6t~ Aq des q-plans rdguliers. 

2. D'apr~s Be qui a 6t~ 6tabli au no. 16 du § 2, un ~.l~ment q-plan 
int6gral r6gulier qai passe par un 616ment ,/-plan int6gral (r~gulier) donm~ 
depend de 

(8.1) 

parami~tres. 

N~, q = (q - -  y)(n - -  q) - -  (q -- y)rq_~ + 

+ (sr+~ + 2Sr+~ + ... + (q - -  ~: - -  1)Sq_~) 
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part ir  de cette formule, les caractbres  du q-prolongement  peuvent  
~tre faei lement  t rouv6s:  

Supposons qu 'on  air, dans Ea, une ehalne r6gulibre de coordonn6es 
(v. § 5 no. 12) et soit E'  r le prolongement  de E r.  

Le prolongement  (V') de (E) est i~ n - + - q ( n -  q) variables  et ses relations 
finies sont les relat ions finies de (~.) et le syst~me (T~). Pour  t rouver  le 
nombre r' r de relations (lin6aires) ind6pendantes auxquels  doivent satisfaire 
les coordonn6es d ' u n  616ment lin6aire E,'(r+ ~-) pour  ~tre assoei6 ~ E4 il faut  
tenir compte que le syst6me de ces relations est form~ par:  l) les relations 
(6.3') au nombre de T ( n - - q )  (ind6pendantes); 2) les relations (5.2) au hombre 
de n - - q  (ind6pendantes) et 3) les relat ions ( r2)  entre ~l~.+~, ~l~+~, . . . ,  

Le nombre de relat ions indgpendantes  parmi  ces diffCrentielles est ~gal au 
hombre total des param~tres l~+~, lr+~, ..., lq dont on d~duit le hombre de 
param~tres  ind6pendants dont d~pend l'Eq eontenant  Er, e 'est- i~-dire 
( q -  T ) ( n -  q) ~ Nr~_~. Donc, 

ry' = 3" (n - -  q) Jr- (n - -  q) --k (q --  Y ) ( n -  q) - -  2Y~, q-r 

et, en par tan t  de (8.1), 

(8.2) ry' --  ('( ~ 1)(n - -  q) + (q - -  y)rq_~ - -  s~+~ - -  

- -  2 s ~ + ~  - -  . . .  - -  ( q  - -  y ~ 1 ) s q _ ~ .  

On d6duit d ' ici ,  pour  les caract~res (en tenant  compte  de (2.5) 

(8.3) s.~' : r~' - -  r,r'_~ - -  s r q- s~,+~ A- ... + sp -~ p - -  q (y ~ 1). 

En partieulier ,  pour  q : p ,  T ~ P 

et (2.8)) 

r (8.4) sv = sp . 

3. Dans les mgmes hypothbses q u ' a u  no. prdc6dent, on voit ais6ment 
que~ parmi les coefficients l~, il e n e s t  n - - s o - - q  ind6pendants ;  les para- 
mbtres l~ doivent satisfaire encore /~ sl condit ions l in~ai res  ind6pendantes 
(pour  que is //'~(~ soit assoei6 ~t E1 (1)) et par  suite, il en reste n - - S o - - s l - - q  
inddpendau~s, etc. 

On peut  encore dire au t rement :  parmi les coefficients t~, il e n e s t  

sl  + s 2 +  ... + s ,  + p - - q  

ind6pendants,  et les autres  en d6pendent  (outre que des variables  x); parmi 
les coefficients l~ iI e n e s t  s2 ~ s s --[- ... -~ s~ ~ p - - q  ind6pendants et les 
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autres  d6pendant de eeux-c i  et des l~; parmi les coefficients 1 ~ il e n e s t  • . *  ~ ,  

s~ + s~+~ + ... + % + p - -  q 

ind6pendants  et les autres  s ' expr iment  h l ' a ide  de ceux-ci  et des 
l~,  l ~ ~ . . ,  l~_~. 

Si l ' on  eonstrui t  le prolongement  ferm6 et qu 'on  introduit  les formes 
d)~ comme en (5.7), on voii tout de suite expliqude l ' express ion  (8.3) des 
va leurs  des earact~res du prolongement .  

4. Supposons maintenant  que les 616ments q-plans  int6graux Eq appar.  
tenant  h Aq soient semi-rg~uliers  entre les indices k +  1 et q, tandis 
que les 616ments plans fi, k dimensions (¢o ~, co 2, ..., co a) contenus dans eeux-  
t/~ sont singuliers (de ramification). Alors, entre les eoordonn6es des k 
616ments lin6aires E~(~ E~ (2), ..., El(~) de coordonn6es 

co~(d~)=$~ ( ~ = 1 ,  ~,9 ..., k', z¢_~1, 2, ..., q), 

il y a un syst6me de relat ions qui impose cette singularit6. Si nous consi- 
d6rons un 616merit ( k - - 1 ) - p l a n  Eh_l contenu dans Ek et ne contenant  pas 
E~ c~), alors ee dernier  616ment lin6aire v6rifie, outre les relatio~s qui r6sul- 
tent du fair qu ' i l  est associ6 /~ E~_~, encore un systbme qui r6sulte des 
relat ions de singularit6 de E~. Les 6t6ments 1in,aires E~ ~+~, E~ ~+~, ..., I~(~ 
de Eq (de eoordonn6es 

co~(d~); ~ - - - k + l ,  k + 2 ,  ..., q; c ~ = l ,  2, ..., q), 

ou un 616ment lin6aire queleonque E~(~) eontenu darts Eq, v6rifient des 
relat ions analogues, qui r6sultent  .des m6mes relations de singutarit6, 
lo r sq 'on  considbre l '~16ment k-plan  (contenu dans E+) d6fini par  E~_: et 
un des 616ments lin6aires ei-dessus.  

II faut toutefois remarquer  que ces derni~res relations sont vdrifides par  
suite du fa i t  que EI(5) est associd d~ Eh. En effet, Et, dtant ¢16ment plan 
singulier de ramification~ tous les 616ments k-plans ,  contenus dans un 
(k -{- h)-plan passant  par  Ea, sont singuIiers de ramification.  

5. Consid6rons maintenant  les 616ments plans de coordonn~es 

E~ ,1,, E~ = ]~,i) × EI,~,, Z~ = E~ × E ~ ' L  ..., E~ = Eq_~ × E~'~', 

construi ts  comme au no. 12 du § 2, c 'est- ,~-dire de mani~re que - -  dans la 
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chaine  (7.3) les 616ments p lans  

E~, E ~ , . . . ,  E~ h ( q > k > k ~ . > . . . > k ~ )  

soient  s ingul ie rs  de ramif ica t ion ,  les au t res  ~tant  semi- r¢gul iers .  

Si F on consid~re un 61~ment h - p l a n  in tegra l  Eh de cette chaine,  et 
q u ' o n  cherche  un  61~ment l in~aire  I'.~ associ6 /~ Eh,  a l o r s  les pa rambt res  de 
cet E~ ve r i f i en t  un  syst~me l in6ai re  dont  le r a n g  est rh(E~). 

Observons encore  que, si h ~ k ~ - - 1 ,  l ' ~ l~ment  lin(iaire associ~ ~t Eh 
fo rmera  avec ce lu i -e i  un  E~+~. qui  est encore soumis  h un  cer ta in  hombre  
de re la t ions ,  qui  imposen t  a E~ d ' e t r e  s ingul ie r  de r ami f i ca t ion  (v. no. pre- 
cedent)  Alors, pour  qu~un ~l~ment l in6ai re  soit associ6 i~ E~ et situ~ sur  
un  Eq de la vari6t6 Aq eonsid6r6e, les param~tres  de cet E~ sera ien t  soumis  

un  systbme de re la t ions  l in6aires  de r ang  r~(Ea) et encore i~ un  nombre ,  
soit w~ de re la t ions  (non n@essa i r emen t  l in6aires) ind6pendan tes  en t re  elles 
et des pr6c6dentes.  Soit  en total  Ie nombre  de ce s  re la t ions  ~ a - - r a ( E ~ ) + w a ,  

Dans  le eas oit E~+~ est semi- r6gul ie r ,  on a ~ = r ~ ( E ~ ) .  

6. Supposons  m a i n t e n a n t  que nous  soyons darts le cas ~tudi6 au no. 2, 
§ 7, off Ia cha ine  (7.3'), p ro longement  de (7.3), est r6guli~re.  Alors, pour  
Otablir les caract~res  du syst~me prolongS, on peut  proc~der comme plus  
h a u t  (v. no. 2). On volt d ' abord ,  de la m~me mani~re,  que,  pour  un ~" quel-  
conqne,  on a u r a  

r~' = (~' + 1) (n --  q) + (q - -  y) (n - -  q) - -  % q_~, 

off vv, q_: d6signe le hombre  de pa ram6t res  ind(ipendants ,  dont  d~pend un  
~16ment q -p lan  Aq passan t  par  Er. 

Ce nombre  vv, q ~ peut  ~tre t rouv& eomme nous l ' a v o n s  fair au no. 16 
d u § 2 .  

On a donc 

(8.5) 

et 

(8.6) 

r v' = (~" + 1)(n - -  q) + (q - -  7)e~-i - -  %+~ - -  2z~+~ 

... (q --  y - -  1)%_~ + wv+~ + wv+~ + ... + wq_~ 

s(  = r (  - -  r,/-1 = ~r + ~r+l + ... + *q - -  w : .  

§ 9. - Prolongement des dldmenls p lans  intdgraux. Cas gdndral. (suite). 

1. Soient  de nouveau  les hypotheses  des nos. i, 2, § 6, avec les m6mes  
notat ions,  et occupons -nous  encore du probl~me ~nonc~ ~ la f in du no. 2 du 
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m~me paragraphe.  Nous avons ~tabli que les composantes  ~x, ~l de E~, pro- 
longement  de l '416ment plan /~ ,  associ6 "A E: ,  doivent  v6rifier, outre  le 
syst6me polaire de L~ da, ns (2), les relat ions (6.3'), (~ ) (~v~  et (~,~). ~ o u s  
avons vu que les (~'~*) sont iden t iquement  v6rifi4es en ver tu  de (6.3 ')et  

nous  avons examin6 le cas oil ( ~ ) n ' ex i s t e  pas i nd6pendammen t  de (6.3'). 
S i c e  syst~me offre des 6quat ions nouvelles  (ce qui - -  nous  l ' avons  vu - -  
impl ique  que Ev n ' e s t  pas r6gul ier  h gauche  que ~usqu 'h  un  cer tain ind i t e  
,(_> 1), ces 6quations,  en ver tu  de (6.3'), imposent  des condi t ions pour  Ev, 
n6cessaires pour  1 'existence du pro longement  de E~, e 'est-~t-dire de 

= x 
D6signons par  

. . . ,  o 

les relations,  d4crites au nos. 4, 5 § 8, qui expr iment  que certains 414ments 
~plans contenus  dans Ev sont s ingul iers  de ramif icat ion.  Ce sont les rela- 

t ions * * ( ~ ) .  En employant  (6.3"), on obtient  de (~'~*) le svstbme 

(9.1) ~ ~ (d~l~-- 21aK~ + H~.~)=O. 

Si les ~ sont donn6s, alors (9.1) reprOsente un systbme de rela. 
t ions en d.fl~, qui  donnent  les condi t ions pour  l ' ex i s tence  de E¢+~, avec 
les (o donn4s par  (6.2'). 

Si l ' on  veut  que ees re la t ions (9.1) soient v6rifi~es, quels  que soient 
les ~, alors on i~ les condi t ions 

(9.2) 3~  + 37~ ~ l ~ K "  ~o)~ ~ (d~l~ - -  2 ~ ~. + H ~ )  = O 

(~ = , [ +  i, y + 2 , . . . ,  q ;  : ¢ = 1 ,  2 , . . . ,  ,(), 

pour  que tout  616merit (~" + 1)-plan (@, E~+I contenant  Ev air un  prolonge- 
merit Er'+t con tenan t  E~'. 

R E M A R Q U E .  - Le rang du svst~me polaire de Er-l(----El a> ) / - .  X E1 (~-~), 
clans lequel  on suppose que les ~16ments lin~aires E~ C~, ..., E~<~ -~  forment  une 
ohaine de coordonn4es) 6rant r~_~(E~_~) supposons  que, parmi  les 6quat ions 
% - - 0 ,  il y en air wv_~ ind~pendantes  en l~. Supposons  encore que le 
syst~me form6 par  les ~quations % = 0  et le syst~me polaire de Ev_~ 
puisse ~tre r6solu par  rappor t  '~ 

p~_~ = rr_~(E~_~ ) + w~_~ 

des param~tres  l:~ no t ammen t  l~ ~, l~ ~, ..., lr. . Si on considi~re les 6qua- 
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U tions auxquel les  doivent satisfaire les parametres  l~+~, t~.+~, ..., l~, pour  
que E~(r+~), .... E~q) soient associ6s /~ E:_~ et situ6s sur  l '616ment q-p lan  
Eq de Aq, il est clair que, ] ~  6rant g6n6rique de Aq, on t rouvera des 
systbmes que v(6rifient les l~ et on peut supposer,  sans restreindre le gdn6. 
ralit6 qu ' i l s  seront r6solubles resp. par  rapport  

l~ ~, t~ ~, .... l~.~: -~ (~t ___ y + 1, y + 2, ..., q) 

avec les ln~mes indices v,, v~, ..., % y _ .  

2. Cas I. - Supposons que, Eq 4tant situ(i sur une vari~td Aq, Ev(C Eq) 
soit ou bien semi-rdgul ier  sur une vari6td A~ d'~16ments y-plans  semi-  
r~guliers, ou bien singulier de ramificat ion sur  une vari~t~ B~ d'~16ments 
y -p lans  singuliers de ramif icat ion;  dans ce dernier  cas, nous supposerons 
qu ' i l  est g6n~rique, c ' e s t -~ -d i r e  r6gulier  sur  la vari6t6 B v e t  tel que son 
syst~me polaire soit de rang maximum (v. no. 20 du § 2). 

Supposons encore que Ies (9.2) soient compatibles  en d×l~, en tenant 
compte de (~'~2) et qu ' i l  y air dans (9.2) des relat ions ind6pendant~es de 
(~'r~). Alors ces 6quations expr iment  que E~ est singulier, - -  ou bien que 
certains 616ments plans contenus dans E~ soient singuliers, p u i s q u e -  si 
elles sont v C r i f i t ~ e s -  it passe par  lui des 616ments plans, qui n ' ex i s ten t  
pas, si elles ne sont pas satisfaites. Remarquons  encore qu ' i l  s 'agi t  de 
singularit~ de ramification,  puisque tout E" situ6 dans E~'+~ remplit ,  6videm- 
ment, les mSmes conditions. 

Si les (9.1) sont compatibles  avec (~'~) seulement  pour  certaines 
valeurs  de ~, alors les 616ments plans Er+~ form6s par  Er et les 616ments 
lin6aires d6finis par  ces valeurs  de ~ admettent  des prolongemcnts.  Ces 
61~ments plans sont, eux aussi, 6videmment, singuliers de ramification. 

3. Supposons  que l '51~ment plan Eq soit semi-rdgul ier  entre les indices 
+ 1 et q, que Ey air un p r o l o n g e m e n t -  soit E ~ -  et que l'61~ment 

plan E~+I soit d6fini par  E~ et un 61~ment lin~aire E1 quelconque de Eq. 
Ev+l 6tant semi-r~gulier  h droite j u s q u ' h  l ' indice  q, il suit que les syst~mes 
(6.3') et (~'v2) nous donneront  success ivement  une chaine rdguli~re . jusqu'k Eq. 

En effet, supposons,  ce qui ne diminue pas la g4nt~ralit~, que E..÷~ soit 
d6fini pal" 

E~ et E~+~)(~o ~ = ¢C = . . .  = ~o~ = O, ~o~+ ~ . . . .  --- ~oq = 0). 

Nous savons que E'rnl exis te .  D ' au t r e  part, les conditions 

U %(x, t~, ~, ,.., ty+,)=O 
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pour Ev+~ ne sent pas autres que celles que nous avons eu pour E'~ puisque 
de celles-lh et des conditions ~r l ,  qui expr iment  que Ex(',+~) est associ~ 
Ev, il suit que tout ~16ment plan situ6 dans ~:~+~ est s ingulier  (de rami- 
fication). Done le systbme analogue h (9.2) et correspondant  h Ezra, n ' es t  
que le m~me syst~me (9.2) 

T~OREME. - Eq dtant rdgulier entre les indices ? + 1 el q, si E~ a u n  
prolongement E~ et si (9.2) song compatibles avec ~ z ,  alors les dldments 
de let chaine rdguli~re 

E~+~ C E~+~C ... c E~ 

ont des prolongemenls, formant  une cha~ne r~guli~re pour (E'). Ces conditions 
sent aussi  ndcessaires pour l' existence du prolongement. 

4 .  Cas II. - Supposons maintenant  que le syst~me (9.2) implique, pour 
l ' ex is tence  des solfltions en d~.lv+~, des relations en x, l, soit 

(9.3) +~(,% t~, t ~, . . . ,  ~) = o. 

Cela veut dire que les ~l~ments q-plans int~graux de (E), qui admettent  
un prolongement dans (E ' )ne  sent pas quelconques. Leurs  coordonn~es 
doivent v~rifier, outre les ~q(tations des vari~t~s Aq, encore les ~quations 
(9.3). Les Eq qui remplissent  eette condition forrnent une sous-vari~t~ de Aq. 

Les (9.3) peuvent  d 'a i l leurs  8tre compatibles entre elles (en tenant, bien 
entendu,  eompte aussi de ~q) en l~, ou bien peuvent impliquer des condi- 
tions en x. 

Si on entend se l imiter  aux ~l~ments plans de ( ~ ) q u i  v~rifient les 
(9.3), alors, dans le prolongement,  il faut consid~rer ]e syst~me form~ par 
par (E') et par (9.3) eonstuit  pour tout ? de 0 h q). Le syst~me ainsi obtenu 
n 'es t  pas en g~n~ral, ferm¢. Pour  le fermer  (v. § 4, no. 4 ) i l  faut  lui 
a~outer encore les relations qu' on obtient en anuulant  les diff~rentielles 
des I +~ membres  des (9.3). Le syst~me ainsi obtenu soit d~sign~ par  (E~). 

5. (E'I) peut 8tre de nouveau ~tudiS' de la m6me mani~re que (E'). D'abord, 
on peut t rouver ses sui tes .de  vari~tgs irr~ductibIes d '~l~ments plans. Pour  
notre but, qui est d '~ tudier  Ies q-prolongements  des ~l¢ments plans int~- 
graux de (E)dans  (~'), il ne sera int~ressant d '~tudier  que les suites qui 
aboutissent ~ des vari~t~s d '~lgments q-plans prolongements de Eq de (E), 
e ' es t -h-d i re ,  (pour les formes (o ~ que nous averts choisies) d '~lgments 
q-plans (~o). 

I1 est possible que (E~) n ' adme t t e  pas~ par chaque point integral  (de 
coordonn~es x, l), des ~l~ments q-plans (~), mais qu ' i l  en admette par 
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certains points int6graux qui v6rifient, outre le syst6me (N'~) encore un aut re  
syst/~me d'6quations.  Ou encore, qua par les points, qui v6rifient un certain 
syst6me d'6quations,  il y air des vari6t6s d'616ments q-plans (to), qui 
n ' ex i s ten t  pas par chaque point int6gral. Alors, tous ces syst6mes d'4ctua- 
tions repr6sentent  des vari6t~s de points int6graux singuliers de notre 
syst6me, et il faut  les consid6rer comme au § 4 no. 3, e ' e s t -~-d i re  r6gu- 
lar iser  le syst6me. A lo~ fin on arrive, ou & des systOmes qui n~admettent 
pus d' dldments q-plans (@, ou b i e n d  d' autres qui n' admettent qua des points 
intdgrau~ rdguliers et en ehc~que point un dldment plan (to). 

§ 10. - Pseudo-caraet~res du systOme prolongd, sur une suite de varidtds 
d'dldments p lans  intdgraux. Remarques sur l'arbitraridtd des dldments plans 
intdgraux du systOme prolongd. Relations entre les coefficients I du prolon. 
gement : d' involution~ suppldmentaires, de eompcdibilitd. Leur forme. 

1. Si les prelongements  des 616ments q-plans E 0 de E n e  sont pus 
r6guliers, comme il a 6t6 suppos6 au § 8, alors il y a l ieu de ehercher  les 
psedo-caracti~res du prolongement.  

Consid6rons un Ev(C Eq; v. no. 1, § 9) et supposons (Cas I, du § 9) qne 
le syst6me (9.2) soit compatible en d,l~ (en tenant  eompte de (~,)z)). Alors, 
ces ~quations consti tuent des conditions de singularit6 pour l'616ment plan 
E~ du Syst6me prolong6. D'apr6s les notations 6tablies au § 2 no. 15, en 
d6signant par / :_~ le rang du syst6me form6 par le syst6me polaire de 
E,~'_~ (prolongement de E,c_~ ) et par les conditions (9.2), on aura  

or--~' = r'y_~(E'y_~) + wv_. '  

off r',c_~(E'~_l ) est le rang du syst6me polaire de E')_~. 

En cherchant  ensuite l ' express ion  de r',c(E~) , arrive ~ la formule (8.5). 
(II est vrai que (8.5) avait 6t6 6tablie au § 8, off il s 'agissai t  du cas sans 

(c72t * * "~ s~'st6me ~,v_~j, mais cette hypoth6se n'~" entrai t  pas). Done 

10.1) 

et 

p'r-1 = v ( n  - q) + (q - v + l ) o q _ l  - " ' c - -  2 , ~ + ~  - ... - (q  - " c ) % - d  + 

+ w~ + ~c~T~", + ... + wq_~ + r%_~ 

(10.2) :'~ = ~v + %+1 + ... + %-1 - -  w~. 

Le nombre de formes ind6pendantes,  parmi les 6}~v est ~'r, comme nous 
l 'avons vu au no. 7 § 3 

2. Ces considOrations peuvent  6tendues, de la m~me mani~re h des 
prolongements d 'o rdre  queleonque. 



344 M. H~s iov :c : :  Sur l'i~tdgration des syst~mes diffdrentiels extdrieurs 

]~tablissons d ' a b o r d  un  ordre  entre  les coeff ic ients  

des p ro longements  d ~ordre h:  Un coeff ic ient  l ~  .... ~, 

petit que ou antdrieur h un  au t re  l~,~,~... ~7' si 1) 
et, pour  un  cer ta in  z (1 ~ z ~  h on a 

> = , . . ,  

est dit  de rang plus 

h ~ h '  ou si 2) h = h '  

- 

Si tous les indices  inf~r ieurs  sont r e spee t ivemen t  ~gaux 

- -  . . . ,  = 

le coeff ic ient  an t6 r ieur  
voit a is6ment  que si 

cst celui  dont  F i n d i c e  sup~r ieur  est plus petit.  On 

alors 

~! (Tt! l : l ~' et l~,~,: ant.  ~,,~,,~ ~f~ ... ~h ant.  ~:~ "'" ?/;/ '" ~h' "'" ~";~,'~ ' 

(711 
l ~ . . . ~  ant .  l~,,:~,,~,,h,,. 

Si 1 ~ ~' ~ . . .  8~, est an t~r ieur  h, l~,~,~ ... ~,/, alors ce de rn ie r  sera dit  postdrieur 
au p remie r  ou de rang plus dlevd. 

Si, de plus, t o u s l e s  indices  ~ sont  p lus  pet i ts  que touts  les ind ices  ~', 

nous  d i rons  que l ~ . . .  (7' ~h est tolalement antdrieur ~ l~,,~,~ ... ~/. 

8. D ' ap r~s  ce q u ' o n  a vu au  § 3 no. 9 et suiv. et au  § 5 no. 9, 10, on 
peut  a m e n e r  le syst~me prolong~ (Z') ~ la forme simplifiGe ou s impl i f i@ 
r~duite .  Cela rev ien t  i~ fa i re  dans  (Z'), sur  les ~quat ions  (5.6'), ou dans  (5.3), 
sur  les ~quat ions  0 ~  0, ou encore sur  les formes o)~, une  t r a n s f o r ma t i o n  
l in~aire  d ' ap r~s  l ' i nd i ce  v et ~ven tue l l ement  une  t r ans fo rma t ion  sur  les 

formes  o)~. 
Dans  le cas par t icu l ie r ,  ou les ~quat ions  de (Z) sont l in~aires  en 6) ~ (ce 

qui  ar r ive  p. ex. si le syst~me (E) est l u i -m~me quas i -normal ) ,  les re la t ions  

~q sont  l in~aires  en l~. I1 en r~sul te  qu'/~ route re la t ions  l in~aire  en t re  les 

a)~, il  cor respond une  relation lindaire entre ies l~ (i~ coeff ic ients  fonct ions  

de ~). 
P a r  sui te  des t r ans fo rma t ions  ment ionn~es  e i -dessus ,  r u e  1' express ion  (5.7) 

des a)~ r e n  fonct ion de dl~, on voit  alors a is~ment  que,  pa rmi  les t~ pour  
ff 

un  y donn~, il y e n  a ~',,, d ' i n d ~ p e n d a n t s  ent re  eux  et des l~_~, l ~v_2, ..., l~ 
! (7 

et q u ' i l s  ont  l ' i nd i ee  a, a l l an t  de 1 h %. Les  au t r e s  l~ d~pendent  

s eu lemen t  de t~_~, 1~-2, ..., l~. 
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Si on passe au 2 n~ prolongemenL on volt qu ' en t r e  les 6)~, iI y a des 

relations, dont on pent d6duire des relations entre les l~ qui, avec les 
les relations de sym6trie l ~ = l ~  (v. no. 12 at suiv. § 5) forment  ies rela- 
lions ( ~ q ) -  c ' e s t -h -d i re  les relations qui correspondent  i~ (~q) dans ]e 

(2) 
second prolongement.  Ces relations se d~duisent de (~'*~)~ (~'~*) et (~'~) en 
tenant  compte de (6.3') et de (5.15). Celles qui proviennent  des relations 
(~*) et (~'~) pour toutes les v~leurs de ~" seront appel~es relations d'invo- 
lution; celles qu 'on  deduit  de (~'~*) seront appel6es relations suppldmen. 
taires. 

et ~, ~tant dorm,s  (~ ~ y), si nous tenons compte seulement  des rela- 
tions d ' invotut ion,  il reste parmi les l~ exactement  z'~ ind~pendantes entre  
elles et des pr~c6dentes. Cela r6sulte imm~diatement  des relations (~q) 
entre l~ ,  en tenant  compte des relations entre les formes 6~ ce qui, 

d 'aprbs  (5.7) revient /~ des relations entre dl~, et enfin entre drl~ ou 

a)~#(d~)----l~r. Le f~it d 'avoir  remplac6 les formes 6~ r par des combinaisons 
lin6aires ind6pendantes d 'apr~s l ' indice  z (en rue  d ' a m e n e r  le systbme h la 
forme simplifi6e) ne change, 6videmment~ pas cette conclusion). 

Si on veut  tenir  eompte aussi des relations suppl6mentaires,  alors il 
faut  observea- que ces relat ions proviennent  de (9.2) et qu 'e l les  impliqnent  
pour l~#~ un nombre de relations~ que nous dSsignons~ par ~'v~_~, ~, de ma- 
nibre que le nombre restant  de valeurs l~, ind6pendantes entre elles et des 
valeurs ant~rieures, est v ' # -  w',~_l, ~. On a 

w',~_~, ~ -t- w ' ~ ,  ~+~ A- w'~_~, ,~+~ -t- ... + w'~_~, ~ = w'~_~. 

4. Supposons que les 616ments plans (¢o)de (V) soient r6guliers entre  
Y A-1 et q, les Ey (de Eq) 6rant singuliers de ramification. Supposons 
encore qu'on prolonge le systbme et que ies relat ions suppl6mentaires soient 
compatibles. 

Si le prolongement  a 6t6 amen~ h, la forine (normale) simplifi6e (§ 3 
nos. 9 et 10), alors, par suite des relations (~g'*) et (~;'**) (ces derni6res sont 

"¢1 
Ies relations ~ .~=0  (v. § 9, no. 1)) 

1) tes 6%,r+~, ~, ~,~+2,~, ..., ~ - q .  ~ d6pendent des ~ ,  r_l, ... ~=~, 

2) les ~,~+~, ~, ~'.~+2, ~, ..., o,,-q,~(~ ~> "/ -f- 1) sont fonctions des 

oa,~+~+~, ~, a~,~+~+2, ~, ..., a~z,v~ et des o~, v_~ ... a ~ ,  

3) les 6)~,v+1t-1 , ~, 6)~,~+1+2, #, ..., a)~,v~ sont fonctions des a)~, O~r, ... 

.... 6~1, ind~pendantes en 6hr, ~ ,  ..., 6~.~.. 
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(D'apr/)s l 'observat ion f~ite au no. 3 plus haul,  il en r~sulte, au cas 

oh tes ~quatious de (~) seraient  lin~aires en a)~, des relations lin~aires en l~). 

~). Cherchons maintenant  le second prolongement et construisons, pour 
c e h i - e i ,  les relations suppl~mentaires.  P o u r  cela il faut, comme nous 

l ' avons  vu (§ 9), remplacer  dans d~%, les qua~tit~s dfl~, dfl~__~ .... d~l~ resp. 

par d:.l~, d.~_~t~, ..., d~l~, ee qui revient  ~t remplacer  

co~(d~), a)~, ~-_~(di), ..., a)~(d~) 

resp. par 

a)~(dr), 6)~(d~_~), ..., 6)~(d~) 

/~ l ' a ide  de (6.3'). +~---0 ~tant w~_~ relations ind~pendantes en l ~, cela nous 
donne nn syst~me de w~_.~ relations ind~pendantes et on ne diminue pas la 
g~n6ralit~ en supposant qu 'e l les  peuvent ~tre rdsolues par rapport  h 

a)~, +~, ~(dr), a)~, +~, ~(d~), ..., (%, +~_~,  ~(dv). 

Or, d' apr6s 1' a r rangement  fail  plus haut,  tons les (~:~(d~.)(z' > #:) s' ex- 
pr iment  l in6airement  h l ' a ide  des 

et des 

~,,~(dv) (~'v+~ < v'' <- ~'v) 

~(d.c) ,  ..., ~,:_~(d~). 

~ leur tour, les 6~,,~(d~) s ' expr iment  ~t l ' a ide  des Co~l(d~), ..., co~,~_~(dr) et 

des 6)~v(dr). En 6crivant maintenant  l~, au lieu de 6)~(d~,) et en rempla~ant  
tout dans les relations suppl6mentaires,  celles-ei deviennent  des relations 
en lvv et les l~, totalement ant6rieurs. Parmi  ces relations suppl6mentaires,  
eelles qui cont iennent  effeet ivement  l~v (et sont indcipendantes des relations 
d ' involut ion)  sont au nombre d ' a u  plus wv__~ pour chaque ~. I1 pent  y en 
avoir qui cont iennent  seulement  des l~, totatement ant6rieurs  aux l~y. 

TIt]~ORE~IE. - Si le syst~me admet des dldments plans (o)) rdguliers enlre 
y + 1 el q et si lea relations suppldmentaires du I I - - e  prolongement sont 
compatibles avec les relations d'involution~ alors les relations suppldmentaires 
se rdduisent ~ des relations en l.~z~ el des variables tolalement antdrieures 
celles-ci. 

Si 18 systbme prolong6 a 6t6 mis sons forme simplifi6e r6duite (§ 3 
no. 13), on volt tout de suite le 
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TI-I~OR~E. - Les relations suppldmentaires entre lv~ impliq~ent seulement 
les variables l~(~+~ ~-- ~ ~_ ,~ ~--' ~ po~tr une cerlaine vcdeur de ~ et les ~Jaria. 
bles )otctlement anldrieures ~ t.r~.. 

6. Rappelons  que le I +~ prolongement  a ~t6 obtenu en cons id6rant  une 
vari6t6 Aq de q-plans (to) semi-r6guliers  de (v.E), plus pr~cis6ment, d~une 
branche r6gularis~e de (V). 

Si on prolonge encore une fois, il faut remarquer  que certains points 
de (E') (de coordonn6es x, l) peuvent  ~tre singuliers et quail faudrai t  r6gu- 

l a r i s e r  ce svst~me. Cela veut dire a jouter  h (E') des 6quations finies (en x, l) 
(v § 4, no. 3). Nous examinerons plus tard cette operation. Pour  le moment, 
nous eonsid6rons seulement  les points de (Z')(x, l )of f  le rang du syst~me 

en l~ est maximum, (l'61~ment plan E~ 6rant un ~l~ment plan g~n6rique, 
contenu dans un 61~ment q-plan  g6n6rique Eq de Aq). 

7. Si on passe maintenant  au prolongement  suivant, on deduira  (par le 
m~me moyen que nous avons employ~ pour  le 2 m+ prolongement) des rela- 

u t tions suppl¢mentaires  en l~v (au hombre de ~r-~o,r_l ind~pendantes) des 
relat ions en d~l~y(~ ~ ,() ou encore en o~rr(d~). Mais, d 'apr~s  le r~sultat du 
no. 14, § 5, il suit d ' ic i  des relations en a~r~(dr) qui seront les nouvelles 
relations suppl~mentaires.  

Supposons qu 'e l les  soient toujours  compatibles  en c%:~(d~). Du fait que 
les t~r~ sont fonetion des l~r (v. plus haut  no. 5), il suit que Ies relat ions 
suppl~mentaires  en t~(d~.) se t ransforment  en relat ions en 63o.~r(dy)) ou 
bien en l, ~ 

f , f , f .  

De plus~ on voit ais6ment que ees relat ions impl iquent  seulement  
u 

les l~rr(~l <~ ~ <_ %) et des variables  totalement  ant¢riures aux lrr v. 

8. Ce ra isonnement  Peut ~tre continu~ tant que les relations suppl~- 
mentaires  sont compatibles.  Ces relations suppl~mentaires  impl iqueat  d 'abord 

u ? 

wr_~ - -  relations entre l.~, ensuite w v_ ~ relat ions entre l~v etc. Si on est 

(h-~) 0, alors, arriv6, dans le prolongement  d ' u n  certain ordre h h un wv._~ ----- 
dans ce prolongement  les 61~ments int6graux p-p lans  (to) sont r~guliers 
entre un indi te  inf~rieur ~t y q - 1  et q. D ' au t r e  part le nombre de rela- 
tions suppl~mentaires  ~v (h-~) ne peut  pas ~tre toujours  positif, puisque~ • " f - - I  

apr~s le h-i~me prolongement  te nombre de var iables  l~... ~ rest6es ind~- 
pendantes  est ?~--v/r . . .~--w%_~ ... ~v (~-~) On arr ivera  done certaine- 
nement  on 1 ) ~  un syst~me en involution ou 2) ~t un syst~me dont les 
~16ments q-plans  (to) sont r6guliers entre un nombre inf~rieur h y q- 1 et q 
ou encore 3) ~ ua  syst~me off on est dans le cas II, c 'est-f i-dire tel que le 
syst~me (9.2) n ' es t  compatible que s ' i l  .y a des conditions (9.3). 
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Duns la deuxi~me de ees ~ventualit~s, on peut  d 'a i l leurs  continuer  le 
prolongement  et on arrive i~ l 'une  des autres, 

TK]~OR]~E. - En  prolongeant successivament (o~) un  syst~me diffdrentiel 
exldrieur, on arrive ou ~ u n  syst~me en involution, ou bien ~t u n  syst~me dont 
les relations suppldmentaires ne sont pus compatibles. 

9. Supposons  qu 'on  soit dans le cas II. P lus  g4n~ralement, supposons 
q u ' o n  soit arriv~ au h-i~me prolongement,  de la manibre d~crite plus hant  
et qu 'apr~s  un ou plusieurs  prolongements  de plus~ on soit arriv6, en 

(7 61iminant les l~,~, .... r, des relations suppl~mentaires,  h des relat ions entre les 

coefficients l ~  .... ,~ et les coefficients '~ moins de h indices infe~rieurs et 
les variables  x. Ces relat ions seront appel6es relatio~s de compalibilitd. 
Elles forment un syst~me alg~brique,  qui se d~compose en g~n~ral en un 
certain hombre de syst~mes irr~ductibles. 

Consid~rons le syst~me des relations d ' involut ion  et des relations 
suppl~mentaires  de (~<~1), suppos~ r~so]u par  rapport  au plus grand nombre 

possible de variables l ~  .... ~ et du rang le plus ~lev~i possible. Ajoutons 
ensuite  un syst~me - -  soit (C*) ~ irr~ductible de relations de eompatibili t~ 
rempla~ons dans celui-ci  les solutions trouvCes c i -dessus  et ensuite  r~solvons 
et ensuite  r~solvons le syst~me par rapport  au plus grand nombre possible 

de variables  l ~  .... ~h' du plus grand rang possible. 

Soit C le syst~me ainsi trouv~. 

10. Supposons qu ' i l  y ait un hombre de vari6t6s Aq d'616ments q-plans  
(o)) de (~1(h)) (v. § q, no. 4) et considdrons une d' entre elles. 

On peut  construire une chaIne g6n6rique d'61~ments plans contenus 
duns un 616ment q-plan de Aq, de la m~me manib~e que nous l ' avons  fait 
pour  le systbme (E(~)). Pou r  la construct ion d ~un 616ment lin6aire assoei6 
un E,~ donn6, on a h consid~rer le systbme (6.3') (ou~ plus pr6eis6ment,  le 

systbme qui lui correspond dans notre (El(h))~ avec 1~1,~,.. ~i~)et le syst~me 
qu 'on  obtient des relations sllpp16mentaires et des relations de compatibilit6. 
Cela nous donne de nouveaux 616ments plans singuliers de ramification. 

Remarquons  encore qu :en  faisant  une t ransformation lin6aire sur les 
formes o) et une autre entre les 6quations de (~), les coefficients changent  
et les relations de compatibilit6~ comme celles de singularit6 et celles 
d ' involut iop  se transforment.  Si la t ransformation est faite de manibre que 
la chaine de eoordonn6es reste g6n6rique, alors les relations d ' involut ion  
et celles suppl6mentaires  gardent la propri~t6 de Iaisser inddpendantes les 
variables I aux m~mes indices et de pouvoir  ~tre r6solues par  rapport  aux 
m~mes variables  l qu ' avan t  la transformation.  



M. t t~I~owcI:  Sur I'int6gratio;~ des syst~mes diffdrentiels extdrieurs 349 

I1 est possible qu' apr~s une telle transformation,  le syst~me (C*) soit r4soluble 
par  rapport  k des variables  l, de rang plus Nev~ qu ~avant la transformation.  

I1 est clair que nous pouvons~supposer  avoir transform~, des le d~but, 
le syst~me de mani~re qu' une nouvel le : t ransformat ion  quelconque n 'am~ne 
pus de changement  du syst~me (C), de ce point  de rue.  

11. Soient 

(10.3) l ~ ,  ... ~h-~ ---- f ~  .... ~_~(1, ~c) (~  >_ ~2 >>- ... ~ ~ - ~  >_ ~) 

(pour certaines valeurs  des ~ et des ~, ~) u u e  partie des relat ions de compa- 
tibilitY, r~solues par rapport  aux l dont le dernier  indice inf~rieur - - ~ - -  
est le plus grand possible. Nous allons montrer  que t o u s l e s  indices inf," 
r ieurs duns (10.3) sont ~ganx i~ a. 

Supposons en effet que - -  duns ces ~quations (10.3), avec a fixd et le 
plus grand de t o u s -  on en considSre cellos dans lesquelles ~ih_~ est le 
plus grand;  ceux-ci ,  celles dans lesquelles ~ - 2  est le plus grand, etc. On 
peut  supposer  sans restreindre la gSngralit4 que, par suite des relations 

d ' involut ion,  suppl~mentaires  et de compatibilit6, les l~: . . .  ~i,_~ choisis 
de cette mani~re avec v - - 1 ,  2, . .  x~ sont ind~ipendants entre eux et des l 
ant~rieurs et que, dans (10.3), (pour les valeurs  fix~es des ~) l ' ind ice  ~ va 
de x~-]- l  h x~. Les  relat ions d ' involu t ion  et suppl~mentaires  lient les 

l~L~ ... ~;~_i~ 

(~ > ×2)' aux variables  ant~rieures.  

T o u s l e s  l postgrieurs i~ ceux des premiers  membres  de (10.3) sont 
soumis seulement  aux relations d ' involu t ion  et suppl~imentaires. On d4duit 
que, si on ne consid~re que ces relations, les l~.. ~_~  avee ~ ~-- 1, 2, ..., z2 sont 

ind~pendants entre eux et des ant~rieurs. En effet, s ' i l  y avait une relation 

entre elles et les l~ ant~rieurs, cette relation nous en donnerai t  une 

entre  ]es l~.. . t~,_~ ~ et les ant~rieurs, outre les relations de compatibiiitd. 

Supposons encore que 

les 

~itant plus grands que et raisons la subst i tut ion 
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I1 est clair que, par cette substitution, en tenant  comp~e des relations 

d ' involut ion  et suppl6mentaires,  les nouvelles variables ll*i~.~... ~_¢  s 'expri-  
ment comme combinaisons lin6aires des 

• .. ~kSe ... s, /~1~1~: ... ~kSS -.. ~, l ~ l ~  ... ~k ~ "'" s, ..., l~a~l "'" ~]~ "'" ~k 

(chacun de ces coefficients ayant h indices inf6rieurs) et d 'expressions impli- 
quant  des variables ant6rieures. Or, routes ees variables sont ind6pendantes 
entre elles, en ver tu des relations d ' involut ion,  suppl6mentaires et de compa- 

tibilit~i et il en r6sulte que l~*~ ... ~h_~ avee z - - x 1  + 1, ..., z2 deviennent  

ind6pendants des pr6e6dents. D'ai l leurs ,  les relations (10.3), dans ce cas, 

deviennent  des relat ions contenant  des l post6rieurs ~ l~,s~... ~h-¢' ce 
qui, d 'aprbs  l 'op6rat ion faite au no. pr6c6dent, est impossible. 

On en conclut  que les relations de compatibili t6 d 'o rdre  le plus 61ev~ 
sont de la forme 

(10.4) l~ ..  ~ - -  f~ (1, x),  

a v e c  

- - x 1 + 1 ,  x ~ + 2 ,  ..., z2 

I1 s ' ensu i t  que, au nombre de relations w~h-~), il faut a jouter  le nombre 
obtenu plus haut, soit w~T1) ( ' - × 2 -  ×1) et le pseudo-carac t~re  ~h) est dimi- 
nu~ de ce nombre. 

12. Cherchons maintenant  les prolongements  duns (E(h)) des 61~ments 
plans de (~.), qui appar t iennent  /~ (Zl(h)), c 'est-/~-dire les ~l~ments q-p lans  
(¢o) de (El¢h)). La m~thode /~ suivre est la m~me que celle suivie pour (Z(h)), 
c 'es t - i t -d i re  de chercher  successivement ,  les ~l~ments d ' une  chaine d'61~- 
merits plans contenus darts un Eq int6gral. Cela nous donnera  aussi  les 
61~ments plans singuliers de ramification. 

Soit ~, la plus grande dimension d ' u n  616ment plan (o3) de ramification 
de (E(a)). I1 est clair que, si ,( < e, il y aura, en g6n4ral, des ~l~ments 
k-plans singuliers de ramificat ion de (~1); qu ' on  obtient par  la m~thode 
employee plus haut, pour le cas o~ il s 'agissai t  des prolongements de 
, /-plans singuliers de ramification.  D'a i l leurs ,  de ce que nous avons montr6 
plus haut, les relations de singularitd, qui suivent  des relations (10.4) de 
compatibilit6, ont la m~me form% que si elles suivaien~ de relations 
suppl~mentaires.  

. ( h - - l )  Si ~,---s, on peut  en dire autant,  seulement  que, au nombre ,w~_~ de 
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relations suppl~mentaires il faut  en ajouter  ,(h-~) w~_~ , qui proviennent  des 
ralatious de compatibilit~ (10.4).- 

D~s lors, il suit qu 'on  peut proc~der pour le syst~me (~v (h)) comme pour 
le syst~me (E(h)). 

Si y ~ e, alors les relations de compatibitit6 ne changent  pas les 
operations, que nous avons d~crites plus haut,  pour le prolongement des 
~lements plans singuliers de ramif icat ion de dimensions la plus ~l~v6e. 

13. Rapportons nous maintenant  ~ la remarque  faite au no. 6, plus haut.  
II est possible que les ~qaations qui donnent  les relat ions suppldmentaires,  
pour un prolongement  d 'ordre plus grand que h, deviennent  singuli~res pour 
eertains points du prolongement d 'o rd re  h, qui satisfont i~ un cer tain 
syst~me d'~quations.  Ce syst~me sera appel~, lui aussi, syst~me d '~quations 
de compatibilitd. 

On peut alors proc~der avec ce syst~me, de la mSme mani~re que nous 
l 'avons fait plus haut, et on arrive aux mSmes conclusions. Mais nous 
n 'a t lons  pas le faire ici, puisque ce serait  r(~p(~tcr les m~mes choses. 

§ 11. - Prolongeme~t des dldments pla~s irddgrau~ caraotdristiques. 

I. Soit main tenant  un ~l~ment plan int6gral (to) Eq semi-r~gul ier  entre 
"~ q-1  et q et consid~rons dans Eq une chalne g~ndrique de coordonn~es. 

Supposons que le prolongement (darts (E')) d ' u n  61~ment q-plan (to) de 
Aq, semi-r~gulier,  existe et soit E~ ce prolongement.  Stlpposons qu 'on  soit 
duns le premier  cas ~itudi~ plus hunt, off il n ' y  a pas de re la t ions  de com- 
patibilit~ pour les ~l~ments plans prolong~s. Nous allons d~montrer  le 

Tn~OR]~E. - D a n s  ces hypotheses, le prolongement d 'un dldment k-plan 
caractdristique (k "> •) est un dldment k-plan caractdristique. 

Supposons que Ek soit form~ par E1 (~, E1 (~), ..., E~ (~ et soit E/c son 
protongement,  form~ par E~ ~', E; ~2), ..., E~ (~). 

E~ se trouve sur Ia vari~t~ Ak des k-plans situ~s sur  les Eq et les 
: -p l ans  qu ' i l  eontient sont singutiers de ramification.  I1 s 'ensui t ,  par  le 
m~me ra isonnement  qn 'on  a fait au § 6 no. 8, que, pour un dt~ment lin~iaire 
E~(~+ ~) associ~ /~ Ek, il n ' y  a pus de relations ( ~ ) .  Pa r  suite, E~(g+ ~) est 
donn~ seulement  par  les 6quations (6.3') et (~g~). 

Le rang de (6.3') est ~videmment constant quand Ek varie. 0ccupons -  
nous de ( ~ ) .  Et pour cela, d ' abord  de ( ~ ) .  

2. ]~crivons la condition pour q u ' u n  Ol~ment lin~aire E1(8)soit associ6 
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'~ un ~ldment plan integral E~ de (~). Ce sont des conditions lin~aires, de 
ia forme 

(11.1) A~:(E~) 6)~(~) + B~(E~) ~(~)  - -  O, 

off ~ varie de 1 h r~(E~). Pour  t rouver  los relations ~g~ il faut exprimer,  
l ' a ide  de (ti.1), que l '~l~ment lin~aire E~(~+~) 

¢o~(d~+~) ~---...-= (oa(d~+~) - -O,  to~+~(da+~) ----- 1, ¢oa+~(da+~) - - (oq(d~+~)~0 

est associd h E~:, ce qui revient  ~ un syst~me lin~aire de la forme 

(11.2) ~(~)'~ B (~) (~ --  1, 2 r~), 

off A ~ ,  B~,~+~d~pendent  de ~ et de l~, ..., l~, c ' e s t -~ -d i re  de E~; ensuite, 
que l 'Ol6ment lin~aire E~ (~+2) 

~o~(d~+~) - -  - -  (o~+~(d~+~) = 0, o)~+~(d~+2) = 1, (o~+~(d~+~) = ... = o~q(d~+~) = 0 

~(d~+~) = l~+~ 

est associ4 h E~+~-~ E~ (~+~) X Ez,  c ' e s t -h -d i r e  un systbme de la forme 

(tl .3) A~)~l~+2 + B (~) p~, ~+e ~ 0 

... ensuite, que l '~l~ment lindaire E~ (~+~ 

(~2 ~ 1, 2,  . . .  , r k + ~ ) ;  

tol(da+t)  ~ ... t o a + t - l ( d k ÷ t )  , (o~+t(dt~÷t) ---  1, tok÷t÷l(da_~ t) - -  - -  o)q(dk+t) ~ O, 

lkq-t  

ost associ6 ~ Ek+t--~-~-E~ (k+t-~) X Ek+t-2~ c' est-h-dire un syst6me de la forme 

(1t.4) A~t}~l~+t ~- B(¢~t), = 0 (gt "-" 1, 2, ..., rk+t-~; t : 1, 2, ..., q - k ) .  

3. E~ est, par hypoth~se, caract(iristique (de premiere ou de deuxi~me 
esp~ce). Supposons qu ' i l  en soit de m~me pour tous los ~l~ments (k ~ 1)- 
plans, pour  tous los ~lements (k-{-2)-plans, ... pour  tous los ~I~ments 
(k + h - - 1 ) - p l a n s  contenns dans E q  et passant  pax E~, tandis qu ' i l  y a 
dans Eq un Ek+n r6gulier ~ droite (k-~-h--~ q). Cette hypoth~se est just i f i6e 
par  le fait que 1~ est semi-r6gutier .  
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Alors, les systbmes (11.2), (11.3), ... (11.4) sont compatibles et leurs rangs 
sont respect ivement  

k(Ee), rk+l(Ek+l), rk+h--l(E~+a--1). 

Ceta r6sulte du fai~ que le systbme (11.1) (pour 

~ = k ,  k + l ,  ..., k + h - -  1) 

est de rang r~(EB) et qu ' i l  laisse ind6pendantes  les variables ~o(~). D 'apr6s  
nos hypothbses, on a 

(11.5) r h ( E k ) ~  )'k, ..., ra+h--2(Eh+h--z) <~rh+h-2, ra+~--~(Eh+h-~) < r a + a _ ~  

et pour des 616mm, ts k-plans, ( k +  1)-plans ... voisins de Ez,  Ez+~, ... les 
tangs  des systbmes polaires changent. 

Cela veut  dire qu ' i l  y a des relations 

! r r ( O  A(I) __ 0 ,  H(h) A(h)  ~ O, 

(11.6) I, ~c~-~p,~ . . . .  , --oh~i,-~%~ 

I ~r(~) ~(i) H(h) B(h) 
k ' ChPh Ph 

dont les coefficients H (~) H ¢~) H (h) d6pendent  resp. de i ~  Ek+~, Ek~h-- ,  c~pi ~ p~ p~ ~ .... cap h ~ .. • 

A ane variat ion de Eq sur Aq, (11.2L ..., (11.4) restent  v6rifi6es; on 
aura  doric 

,z ~(i) 8RO) 

(11,7) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

A(t) ~ l~+t~A~t!~ ~B~t~ , % ~ + t  -4- + ,~t, k+t, - -  0 (t = 1, 2, . . . ,  q - -  k). 

Par  suite de (11.6), on aura  donc aussi  

H(1) ~ ~.(i) H(~) ~(~) 

(11 .8 )  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

(h) (h) 

4. Cherchons maintenant le rang du systbme polaire de E~. On voit 
tout d~abord, que le systbme (11.7) ale rang 

r , (E,)  + r,+~(E,+~) + ... -¢- ra+u_x(E,+~_,) + r,+~ + ... + rq_z 

Anna l i  d i  Mtt tematica 45 
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et il faut lui ajouter  le systbme (6.3') de rang k ( n ~ q )  et le systbme (5.2), 
de rang n - - q .  Donc en tout, pour le moment,  nous avons 

(11.9) h~--~(k + l ) (n - -q ) - [ - rgE~)  -[- ... -}- r ,+~_~(E,+~_~)~r ,+h -[- ... ~-r~_~ 

~quations ind~pendantes, pour le syst~me polaire de E~. 
~'Iais il y a encore l e s  relations (11.8). Remarquons que dans (11.6), on 

peut st~pposer que 

c~ prend r ~ - - r , ( E ~ )  valeurs, soit c~-~ 1, 2, ..., r , - - r ~ ( E , ) ,  

c, prend r , + ~ r , + ~ ( E , + ~ )  valeurs, soit c~--1 ,  2, ..., r~+~--r,+~(B,+~), 

• * * • • * • • , * * . • • , • , * • * • • • , * • 

c~ prend r ,+~_~--ra+a_~ (E~+h-~) valeurs, soit ca ~ 1, 2, ..., 
r~+~_~ - -  ra+~_~(E~+a_~). 

Ce sont donc les mSmes valeurs, que ces indices prennent  duns (11.8). 

5. Remarquons encore que, dans (11.8, al), in terviennent  les diff~ren- 
, . . . ,  , . . .  d ~  ~, tielles ~x et 8l~, ~l~ ~l~:, doric, par suite de (6.3") dll~ d21~, , 1 ~ 

e'est-/~-dire le prolongement,  suppos~ eonnu, E~ de Ek. 

Ensuite,  darts (11.8, as), interviennent ,  outre ees quantitds, encore ~l~+1. 
Le hombre de relations, indSpendantes entre elles et de (tl.7), en ces 
derni~res qua ntit~s, soit d~sign~ par ~,k+~.  

Ce ra isonnement  pent ~tre continu~. Des relations (11.8 a3) , on peut 
d(iduire un nombre de relations, dans lesquelles n ' in te rv iennen t  que 

... ~ ~ d' ~l~, ~12, , lk ,  autres, duns lesquelles in terv iennent  81~+~, sans qu ' inter-  
v iennent  ~l~+~ .... , enfin d 'autres ,  duns lesquelles in terviennent  ces der- 
ni tres ,  .... Des relations (tl.8, a,,), on peut d~duire:  

1) des relations duns lesquelles in terviennent  seulement  8l~, ..., ~l~, 

2) des relations dans lesquelles in terviennent  les variables pr~c~dentes 
et ~/~+~; soit ~,,,~+1 le nombre d e  relations en ~l~+~ ind~pendantes entre 
elles et de celles qu ' on  a obtenues de (11.7) et de (ll .8,  a~)... (11.8, a,,_~), entre 

~ l ~ + ~ ,  

3) des relations dans lesquelles in terviennent  les prdc~dentes et 
~/~+2; soit ~ts,, k+~. le nombre de relations en 51~+2 ind4pendantes entre  
elles et de eelles qu 'on  a obtenues de (11.7) et de (11.8, a3) ... (11.8, a,~_~), 
entre  ~l~, ~l~, ..., ~l~+~, ..., 

m) des relations clans lesquelles in terviennent  les pr~c~dentes et 
$/~+,n-~; soit ~t,,,, ~+,+_~ le nombre de relations ind~pendantes entre  elles et 
de celles qu~on a obtenues entre ~l~, ~l~, ..., ~l~+~_~, .. . .  
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Si h---- i ,  alors les re la t ions  2)o..  n ' e x i s t e n t  pas. Si h _~ 2 alors 
m---  2, 3, ..., h. 

6. Le  r a n g  du syst~me polaire  de E/~ est 

N---= N1 + ,%, ~+~ -f- ~ ,  k+l -t- ... ÷ t~h, k+~ + 

(11.10) 
~ ,  k+~ + ... + p,h, k+2 + 

~h, k÷h--1, 

D ' a u t r e  part ,  vu que nnus  avons pris  les ~l~ments p lans  de la cha lne  

Ek+l C E~+~ C ... C Ek+h 

avec la seule condi t ion  d ' e t r e  situ6s sur  un  Eq g6n6rique de Aq, il sui t  
que les 616merits l in~aires  

qui, avec E~, t o rmen t  cette chaine,  ne sent  soumis qu'/~ la condi t ion  d '6 t re ,  
chacun,  associd h l '~16ment p lan  form~ par  les precedents  avec Ek et, par  
suite,  las re la t ions  (11.8) ne donnen t  aucnne  nouvel le  re la t ion  en 

8lk+~, 81k+z, ..., l:+h, 

c 'es t - /~-d i re  q u ' o n  a 

1% k+~ -f- ~8, ~+~ -l- ... + ,u~, ~+~-- 0 

I% k+~ + ,.. + I~, k+~ = 0 

• • , o . • • , * • * , • • * 

~h, k+h --  O. 

On en d6dui t  pour  le r ang  dn syst~me polaire  de E'k 

P'k = N 1 ,  
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OU bien 

p~ --  (k -[- 1)(n - -  q) ~- r~ + r~+~ + ... -4- rq_~ - -  

el, puisque 

on obtient 

- - ( r ~  - -  r~ (  E~))  - -  ... - -  ( r ~ + n _ ~  - r ~ + a _ ~ (  E ~ + ~ _ ~ ) )  

r k + l  - -  r k  -~- 8~_~  ~ .°. ~ rq_~  - -  rq__~ Jr- 8q_.~ ~ 

r~ 4- r~+~ -{- ... + rq_~ - -  (q - -  k)rq_~ - -  s~+~ - -  2s~+~ - -  ... - - (q  - -  k - -  1)sq_~ 

et. par suite de (8.2), 

(11.11) P'k - -  r'~ - -  (rk - -  r k( Ek ) ) - -  ... - -  (rk+~--~ - -  (r~+~_~(E~+a_~)). 

On en conclut te th6orbme 6nonc6 au no. 1 et plus pr6cis¢ment~ le 

TI~I~ORElVIE.- J~tant donnd le q -pro longement  (E') de (~), supposd sans  
re la t ions  de compalibilitd, el, dans  u n  q - p l a n  de (E) rdgulier entre k + I 

et q, u n  dldment k - p l a n  Ek caraetdristique de premiere ou de eeeonde esp~ce, 
le pro longement  E '  k de E~ est caraetdrist ique de premiere esp@e son degrd de 

s ingular i td  est au  moins  le degrd de s ingular i td  de E~ si celui-ci  est de 
premiere  eep~ce. E n  dds ignant  p a r  k ~ h la d imens ion  la p l u s  pet i te  d ' u n  
dldment p l a n  de (Z)si lud sur  u n  Eq@), eontenant  Ek et rdgulier & droite, 
le degrd de s ingular i td  de E~ est est dgal & la somme des degrds de singu- 
laritd des dldments p l a n e  d' une  chaine gdndrique d ~ dldments p l a n s  i n tdgraux  

eontenant  E~ 

E~ C Ek+~ C ... C E~+~_~. 

7. Considgrons un syst6me normal  (E') (qui peut ~tre le prolongement 
de (Y-)) et formons le systbme polaire d ~un 616merit plan E~ de coordonn6es 
(prolongement de Ek). Les 6quations de ce systbme sont (outre celles qui 
proviennent  des (iquations de PFArF de E) 

(11.12) O~r(~) - -  O~(dT)¢o~(~) ---- 0 (~ ~ 1, 2, . . . ,  q ;  y ~ 1, 2,  . . .~  k)  

Si E~ est caract~ristique, alors, parmi les formes ( ~ ,  il y a moins de 
rk ind~pendantes et il en r6sulte des conditions~ que doivent v~rifier les 

G ff 6)~(dy) pour ~ ~ k, c ' e s t -h -d i r e  des conditions en lye, ou bien en l~T , qui 
appar t iennent  h ~'~*)  (v. § 6 no. 4). 
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Reraarquons que, parmi ces relations, il peut  y e n  avoir qui contiennent  
seulement  des t~,('{, ,('~--k}. Cela vent  dire que~ si on eonsid~re les k-  
prolongements  successifs (~o ~, +~, ..., o~ a) de (~'), Ies prolongements  des ~l~- 
ments k-plans  de (v/) ne sont pus nScessairement contenus dans des prolon. 
gements q-plans  de (~.'). 

8. Nous appel lerons ¢l~ment k-plan caract~ris t ique simple relatif ~ un 
q-prolongement (o) ~, +~, ..., +q), un 61~ment k-plan  L~ caract~rist ique 
(~o~, (~)2, ..., o)k) tel que son k-prolongement  soil contenu dans un q-prolon- 
gement d ' u n  51~ment q-plan (~o) Eq eontenant  E~. 

Nous appel lerons caracldristique rdqulier un ~ldment k-plan earact6- 
r is t ique de E qui contient un ~l~ment (k--1)-plan r~gulier et est contenu 
dans un ~l~ment (k ~ 1)-plan r~,gulier. 

I1 est facile, en uti l isant  lea rCsultats du no. 8, d '~tabl ir  le 

TK]~ORE~E - Le prolongement d' un gldment plan caractdrislique simple 
(dans un q-prolongement donnd (+) de (v) ) est un dldmenl plan caracldristique 
simple. 

CHAPI~RE III .  

T h 6 o r 6 m e s  c o n c e r n a n t  l e s  vari t~t6s  i n t 6 g r a l e s .  

§ 12. - Ddmonstration complete du thdor~me du prolongement, de E. Caftan. 

1. Consid~rons un voisinage d'41~ments plans Eq d 'un syst~me diffCrentiei 
ext~rieur analyt ique (~.) et ses q-prolongements  successifs. On a constat~ au 
§ 10 que, aprbs un hombre fini de prolongements,  si on n ' a  pas obtenu un 
syst~me en involution, on arrive nScessairemeut  h un prolongement,  qui admet 
un syst~me de relations de eompatibilit6. Ce syst~me se d@ompose en un 
hombre fini de syst~mes irr~duetibles, et dans ehaeun de ces derniers,  les ~qua- 
lions dn degr5 le plus ~lev~ ont la forme (10.4). Chacun de ces syst~mes peut  
~tre prolong~ de nouveau et, en par tant  du syst~me donn~ (E), aprSs un cer. 
tain hombre N de prolongements,  en consid~rant (chaque lois que les relations 
de compatibili t~ se d~eomposent) toutes les composantes - -  on arr ivera ~t un 
certain nombre fini de syst~mes prolong~s. Supposons q a ' o n  puisse choisir 
une suite infinie de prolongements  successifs  duns lesquels  les ~l~ments 
q-plans int6graux d~un certain voisinage aient des prolongements.  
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Supposons encore que~ pour  2V~ > hr~ Ies relations de compatibili t5 ou 
suppldmentaires  ne contiennent plus des variables l ~t indices infdrieurs 
plus grands que v. 

Alora eea indices infdrieurs n' atteindront celte valeur flue pour un nombre 
fini de prolongements. 

En effet, parmi les quantit4s l~., ... ~ (le hombre d ' indices  inf~rieurs 
4taut iV), un certain nombre sont ind~pendantes et ce hombre diminue 
ehaque fois. 

Done apr~s uu nombre fini de prolongements,  on arr ivera /~ diminuer  
le nombre v et f inalement on arr ivera ~t un sj~stbme en involution, les 
prolongements  des ~l~ments q-plans consid~r~s ~tants r~guliers. 

2. Supposons que le syst~me (2]) admette  une vari~t~ int~grale ~)q 
q-dimensions,  sur  laquelle les formes to sont ind~pendantes. Sur  cette va- 
rietY, les formes ~)~ d~pendent lin~irement des o) et les coefficients l~ sont 
d~termin~s, dl~ sont aussi, sur o-).)q, fonctions lin~aires des o) et par  suite 
6)~ et les coefficients l~  sont d~termin~s, et ainsi de suite. Cela vent  dire 
que les ~l~ments. plans tangents  i~ ~z)q admettent  des prolongements  d ' u n  
ordre quelconque.  I1 y a donc une suite infinie de prolongements  suceessifs 
de (~) et, dans ceux-ci ,  les prolongements  des 4l~ments plans tangents "g 
~))~. D 'apr~s  ce que nous venous de montrer  au no. precedent,  il suit qu~on 
arr ivera ~ un syst~me en involution, dont le prolongement  de ~))q est 
l ' int~grale.  Done le th~or~me du prolongement~ de E. CART~.  

T~EOR~ME.- J~tant donnd un syst~me (Z) et une suite de q-prolongements 
successifs de celui-ci, si on consid~re un voisinage d'dldments q-plans I~q de 
(~), apr~s un hombre fini de prolongements, on arrive ou bien ~ un prolon- 
gement duns lequel lea dl(,ments plans Eq n'admettent plus  de prolongement, 
ou bien ~ un Syat~me en involution dana lequel les prolongements de Eq aont 
rdguliers. 

En p~/rticulier, si parmi les Eq consid~r~s il en a qui sont tangents "g 
une v ari~t~ int~grale ~))q de (Z), on obtient le 

T ~ o ~ . -  Toute varidtd intdgrale Vq de (2])peut ~tre obtenue comme 
intdgrale rdguli~re d 'un  prolongement de (Z) en involution. 

§ 13. - Thdor~me d~ea~istence de Uarlan. 

I. Soil un systi}me 2] en involution fi p variables  ind~pendantes. Soit 
~).)q une vari(~td int~grale r~guti~re analyt ique de Z (q ~ p ) .  5Ious cherchons 
un ~l~ment de vari6t~ int~grale analyt ique r~guli~re ~)q÷l ~ q-{-1 dimen- 
sions contenant  o))q. 
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Supposons que, dans un  voisinage de ~.)q, les variables x ~, x ~, . . . ,  x. q 

soient ind4pendantes  et soient 

(13.1) ~q+l ---- +(x ~, ~ ,  .... xq), x : - -  ~:(x:, ~ ,  ... ,. ~q), 

( z - - q + 2 ,  q + 3 ,  . . . ,  n) 

les 6quations de ~-).)q duns ce voisinage. 
Supposons encore que chaque 414ment plan Eq tangent  h G))q, dans le 

voisinage consid(ir G soit contenu darts un ~16ment (q-{-1)-plan Eq+~ int6gral 
r4gulier sur lequel  d ~  ~, dx~ 2, . . . ,  dxq,  dx~ q+l sont ind~pendants. Nous allons 
chercher  l'~16ment de e;)q+~ de mani~re que cette vari4t4 contienne des 
~l~ments plans Eq .  

Pour  cela, construisons un q-{-1 prolongement  (Z') ( d x  ~, d x  ~ . . . .  , dw q+~) 

de E, que nous 6crivons 

(13.2) dz  ~ -'- l~,dx ~ (~ - "  q + 2, . . . ,  n ;  o~ - -  1, 2, . . . ,  q -b 1), 

off nous avons not~ dz  ~ au lieu de d x  ~. C'est  notamment  le (q + 1)-prolon- 
gement, contenant  les 414ments (q ~-1)-plans,  qui prolongent les ~14ments 
(q + 1)-plans r~guliers de (E). Le caract~re S'q+~ de (V') est,  d 'apr~s (8.3) 

s'~+~ - -  sq+~ + sq+~ + ... + s~. q -  p - -  q - -  1 

et on peut s ' a r r anger  (en faisant au besoin une t ransformation sur les 
variables z, v. § 3, no. 9 et suiv.) de manibre que, par  suite des relations (~;q+,) 
si #1 > O, 

l~+~, l~ +~, . . . ,  lq + ~ ' ~  

soient ind4pendantes,  les autres 1 q+~+2.. . ,  l~ ~tant fonctions de ceux-lh (et 
des ~);  si s ' ~ O ,  

l~+ ~- l~+ ~, t~+~',~+ ~ 

soient ind~pendants entre eux et des l~, les l~ +''+2 l~ ~ etant 
5 " ° °  

de ceux- la  
fonctions 

si S'q+~ > O, 
t q + 2  lq4-a jq+S'q..l-x 

,q+s' --.+~ ,, soient ind6pendants entre eux et des l~, ..., l~, les ~q+lq~, , . . .  lq+l 4tant 
fonctions de ceux-l~.  
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2. Le syst~me (13.2) (ou mieux dit, sa fermeture)  est en involution 
(dx  i, dx  2, dx+ q+~) et il reste tel si on remplace ~q+2 l q+.s'q+l+i par  des • . . ,  ~ q T i ,  - . .  q+i  
fonetions de ~ ,  x 2, ..., ~q+~ arbi t raires  

(13.3) ~q+~ "q+~' -~ ~+~'"+~+~ m~+"~+~+~ ~ :cq+~). 

Les autres  param~tres ~q+~ , . . . ,  l~+~ sont fonctions de 

Xl~ vc 2, ...~ xq, t~ , l ~ 

On peut  faire 

x q +  i _  9(fl91 , g6 2, . . . ,  W q) ~ .  zq-4 -1, 

aprbs quoi, la fonetion ~ dans (13.1) est ident iquement  nulle. Si on fait 
alors dans (13.2) 

X q - i - l - - -  0 t  Z s ~ Cp C, 

on trouve l~(o: = 1, 2, . . . ,  q) eomme fonctions de xl,  ~ ,  . . . ,  x~, v~rifiant les 
conditions qui r~suttent pour elles (~:q+~). Prenons  les fonctions (I) dans 
(13.3), de mani~re que. pour  x = O, c' es t -h-dire  sur  ~)q, l '616ment plan d~fini 
par les ~l~ments lin6aires de eoordonnCes 

E~m(d~x ~ = 1, disc 2 " - -  - -  d~x q+~ -~  O, d~z ~ ~ l~), ... 

. . . ,  E i ( q ) ( d q ~ l :  0 ,  . . . t  d q x q ÷ l  ~__ O, dqxq := 1, dqx  q+i .-.~ 0, d a z e =  I~), 

E i ( q + ~ ) ( d q ÷ i x  i . . . . .  d o + i x ~  ~ 0 ,  dq+195 q+i-~-  1, dq÷i z  ~ ~ ~+~) 

soit l 'dl6ment plan donn6 Eq+l. Cela est "6videmment toujours  possible. 

D6signons par (Y,'*) le syst6me qu'on obtient en rempla~ant (13.3) dans (E'). 

Si nous construisons une int~grale de (E') qui, pour  xq+l--~--0, donne 
pour  z ~ les fonctions ~ et, par  suite, pout' l ~ ( e - - 1 ,  2 , . . . ,  q-4-1)~ les fonc- 
tions qui en r6sultent, c 'es t -h-dire  

l~ - -  ~ ( a - - l ,  2, .... q) 

et (13.3), alors nous avons une solution du probl~me h. r~sondre. Nous 
avons done ramen~ ce probl~me i~ celui d ' u n  syst6me ( q +  1)-normal 
avec sq+~ ~ O. 

3. Ce n 'es t  d ' a i l l eurs  pas la seule mani6re de le faire. On peut  6vi- 
demment,  donner  les fonctions 

zq+~'~ . . . ~  Z q~'s'q-~i-~i de ~i X 2, ""~ xq~-i 
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(si S'q+~>~ A) de manibre ~ satisfaire (13.1) pour ~ + ~ - - 0  et que l '616ment 
plan form6 par les 616ments lin6aires 

E~(~)(d~c ~ -  1, . . . ,  d~w q -~ O, d~vc q+~ ~- 0; d~z q÷ - -  
3~c~ , ""  

d q+st -- .a.~ ~ q+#q+t+l tz q . i -  --- d:z ~ (~ . . . ,  ~x ~ ; = l~ > q + s'q+~), 

dqz a+2 

E~(q)(dqa; ~ - -  0, dqvcs = O, . . . ,  dqx, q - -  1, dqo6 q+~-" 0; 

~Z q+2 dq~q+s'q+l+l ~Z q+stq+i+l 
Oxq , "",  -- ~X v ; d q z ~ - ' l ~  (~>~TS'q+~-+- l ) ,  

Et(q+~)(dq+~x ~ - -  O, dq+xX ~ ~ O, . . . ,  d q + t ~  q "-- O, d q + ~  q+z -~  1 ; 

~zq-+-2 -±s' -~ 1 ~ q+stq+i+l 
dq+tzq+u--___.xq+l~...~ dq+lZ u~ q+t _ _  ~P3 q+l ; 

dq+~z ~ - -  lq~+~ (~ > q + s'q+~ + 1), 

pour xq+~:= O, soit l 'dldment (q + 1)-plan intdgral de z,/)q+~. Dans ce cas, 
les l~, pour ~ = q - 4 - 2 ,  ..., q + s ~ + ~ + l ,  sent ddtermindes en fonction des 
x~; du systbme (E') il reste les dquations d ' indice  ~ >  q + s~+~ + 1, qui est 
en involution (dx  ~, d x  ~, . . . ,  dxq+ ~) et dent  les caractbres sent dgaux h ceux 
de (~') diminuds de s'q+~. 

Ainsi de nouveau  le probl6me a dtd ramen6 au cas sq+~-----O. 

4. Supposons done que nous soyons, dans ee cas. 

En prolongeant  successivement  le systbme (~) on trouve toujours  des 
systbmes normaux en involution (dx  ~, dx  2, .... dwq+ 1) dent le dernier  earaetbre 
est z6ro. Pu isque  nous eonnaissons 6"Pq(xq+~= 0), nous connaissons aussi les 
coefficients successifs  

/~, l~1~, ... (~ --<, q ;  ~1, ~ < '  q, ...), 

comme fonetions de x l, x 2, . . . ,  xq, pour x q+l. D'ai l leurs ,  d:ici  il r6sulte les 
fonetions 

l~+1, tq~+~, ~,, l~q+l, ~, ~ ,  ... (o~ ~ q + 1, ~ ,  c¢2 ~ ~l + 1, ...) 

pour  ~q+l --. O. 
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Dans le voisinage d ' u n  point P(x~.  z~) de ~.)q, si la varidt6 ~)q+~ 
chereh6e existe, elle pourra  ~tre donn~,e par le d6velloppement 

1 
~ = z o  + ~;(x~ - ~o) + ~ G,~(~ ~ ' -  x o ' ) ( x ~ -  Zo ~) + . . . .  

Le fair, que cette sefrie est convergente dans un voisinage de P e t  
qu 'e l le  repr6sente effeet ivement  une solution, se d6montre ais~ment ~ l ' a i d e  
des majorantes.  

§ 14. - Varidtds infdgrales passant par  une varidtd caractdristique simple 
el rdguliOre. 

1. Supposons que 6))q soit une vari6t6 caract6rist ique simple et r6gu- 
libre (v. § 11, no. 8). En construisant  te (q -{- 1)-protongement de (X), comme au 
§ prfc4dent,  on constate, comme plus haut,  qu 'on  pout ranger  les variables 
z: de manibre qu ' i l  y air une solution, dans laquelle zq+ °-, zq+ ~, ..., z q+s'~+~ 
sont des fonctions arbi t raires  de ~c ~, ~c 2, ..., x q+~, v6rifiant (13.1). 

Si cos fonctions sont donn6es, ii reste encore non d6termin6s h des 
coefficients lq~+j (h 6tant le d6gre de singularit6 des 616ments q-plans tan- 
gents h 6))q) soit l~+~(~----~', ~", ..., ~(h)). 

Mais en tenant  compte que la vari6t6 est caract6rist ique simple et 
et r6gulibre, on voit que los relations ( i1 .15)d6t6rminent  los coefficients 
l~+~,q du 2 m+ prolongement.  

Ensuite,  en tenant  compte que le prolongement d ' u n  61dment plan 
caract~rist ique simple et rdgulier - -  est~ h sont tour, caract6rist ique simple 
et r6gulier (v. § 11, no. 8, 9), il suit qu 'on  pourra  r6p6ter le proc6dd. 

Restent  donc non d~itermin6es seulement  les quantit6s l~+~, l~_~, q+~, .... 
On en d6duit que, pour d6terminer  un d6veloppement formel d ' u n e  

int6grale passant par ~)q, il faut encore donner, outre los fonctions 

ZqA-2, zq+a, . . '~  Z,~+s'q_i_i+l d e  ff31~ ... : .T.q+l~ 

dans le voisinage d ' u n  point de @)q, los relations 

(t4.1) 

oft f sont soumises h la condi t ion que (14.1) soient vdrifi6es sur ~q .  
La convergence du d6veloppement qu~on trouve et le fair q u e  ce 

d6+celoppement est la solution du problbmo peuvent ~tre d6montrds h l' aide 
de majorantes.  
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