Valor assoluto, variazione, lunghezza in distribuzione ()

Eyinio Batapa (a Modena;

a Eurico Bowmpiani in occasione del suo Giubileo scientifico.

Sunto. - Vedere introduzione,

B noto che il concetto di distribazione, in un certo senso, generalizza
quello di funzione. Rimane pertanto utile, specie in alcune applicazioni me-
triche, poter definire, per le distribnzioni, cosa si debba intendere per valor
assoluto.

Data una distribuzione T(v), con 9, questa, seguendo L. SOEWARTZ, & un
funzionale lineare, definito sullo spazio vettoriale © delle funzioni infinita-
mente derivabili e a snpporto compatto, prendente valore nel campo complesso,
continno rispetto alla convergenza uniforme, separatamente, di futte le
derivate.

Per distribuzione positéiva si intende una distribuzione che assauma valor
positivo o nullo (quindi reale) ogni qualvolfa ¢ sia non unegativo (quindi reale).

Il valor assoluto di una distribuzione data 7T(p), deve essere allora un
altra distribuzione (pitt in generale: un funzionale lineare), | T (¢), positiva.
Se si vuole una definizione soddisfacente di | T'|(¢), bisognerd trovare una
corrispondenza tra lo spazio @ delle distribuziouni (duale di D) e il sottospa-
zio di-quelle positive, che si riduca all’ identitd st questo. Quest’ ultima
circostanza corrispondendo al fatto che il valor assoluto di una distribuzione
positiva deve coincidere con la distribuzione sfessa.

Inoltre perché il concetto di valor assoluto possa essere utile, nella te-
cnica del caleolo ordinario, bisogneri che sia conservata la mnota proprieta
triangolare :

%Tx“}‘Tz {@)S§[T1§+iT2i%(§9)a

relazione che ha senso, trattandosi di distribuzioni positive, quindi suscettibili
di ordinamento.

{(*} Liavoro eseguilo nell’ ambito del gruppo di ricerca N. 18 del C. N, R.
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Onde non aver contraddizioni pericolose, sara opportuno pure che, nel
caso che la distribuzione 7 si possa identificare, mediante una data legge
con una funzione sommabile, il valor assoluto !T| si identifichi, sempre con
la stessa legge, con la funzione presa in valor assolufo.

Non appena sara trovata questa corrispondenza 7 — | T, sara possibile
definire variazione e lunghezza di una curva con coordinate che siano distri-
buzioni.

Bisogna osservare che la via di definire il valor assoluto mediante 1’ ope-
razione di estrazzione di radice quadrata del quadrato di una distribuzione
non & tentabile perché non & possibile definire in tuita la generalith il pro-
dotto di due distribuzioni.

Noi seguiremo il metodo di infrodurre le distribuzioni dovute essenzial-
mente da L. ScHwARTZ, ma & ben chiaro che altrettanto si potrd fare mediante
quello delle successioni generalizzate.

1, - Sia D lo spa%zio vettoriale delle funzioni ¢(x) detinite su 2, e pren-
denti valori reali o complessi, infinitamente derivabili e a supporto compatto,
(il supporto essendo 1’insieme dei punti in cui ¢==0 e i punti d’accumula-
zione di questi), munito della topologia della convergenza wuniforme, separa-
tamente di tutte le derivate. Sia D' lo spazio (dualej di tutte le distribuzioni
T(p). Una distribuzione di 9’ si dird reale se il valore T'(y) & reale quando
¢ & reale.

Diremo che la distribuzione & positiva se & reale e prende valore mon
negativo se v & sempre reale e non negativo.

Stlp};bremo sempre (a meno di avviso contrario) che le distribuzioni che
interverranno in seguito saranno sempre realé.

Definizione a). - Se ¢ prende soltanto valori reali e non negativi, porremo:

ey | T{(9)= sup T(¢)
lrl<ié

dove il sup. & preso rispetto alla classe delle funzioni di D con supporto
totalmente interno al supporto di o, ciod tali che la distanza euclidea della
S, (supporto di ¢) dell’ insieme Sy = {x; $34=01, dal complementare CS, del-
I’ insieme S, = {x; ¢ > 0} risulti positiva, e sia [ | <o, 1a dove ¢ > 0.

Osserviamo subito, che se in un punto «,, 9(x,) =0, esiste tutto un
intorno I, di «,, nel quale ¢ & identicamente nullo.

Porremo | T'|{p) =0, se ¢ & identicamente nullo.

1) E evidente che | T|(g) =0, se. 9 =0.

2) B facile vedere che se o =0 & | T (k.9) = k. [T|(¢), con k constante
reale non negativa.

3) i Tl(p) & crescente con ¢ positiva.
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4) K chiaro che se T & positiva allora !T| =T, e cid a causa della
continuita del funzionale lineare rappresentato da T.

Definizione b). Cominceremo con completare la definizione di 7 anche al
caso che ¢ prenda valori, sempre reali, ma anche negativi.

A questo scopo, se » prende valori reali, ma anche negativi, prendiamo
una funzione v, che chiameremo awusiliaria, con supporto S, che contenga il
supporto STO di ¢ e sia inoltre mai negativa, e tale che v - ¢ risulti pure
non negativa.

Se esiste una tale funzione ausiliaria v per la quale ai sensi della defi-
nizione precedente sia | I'|(v) < 4 oo, porremo, sempre secondo la definizione
precedente :

@ (T =[TI0+ o) —[T|v).

B chiaro che i due termini del secondo membro hanno senso, finito o
infinito.

Porremo |7T|(y) =cc, se non esiste nessuna funzione ausiliaria v tale
che |T|{v) <+ co. ‘

Per assicurare validita alla definizione b) dobbiamo provare che il secondo
membro della relazione (2) ha valore costante al variare di v, se ! T'|(v)j< +oo.
In atre parole se v' ha supporto contenente il supporto di v, con 7Tj{v) <+ occ.
e sia tale che v/ 4+ ¢ =0, allora:

[ TIv + o) = [TIv) =[T](vV 4+ 9)—|T[(¥),
ossia :

[ Tiv+ o)+ 1 TV) =TIV + o)+ [T]v),

nel senso che se T|(v+ @} & finito, lo & pure |T|V' 4+ ¢}, e vice-versa.
Quindi se | T'|(v 4 ¢) & infinito lo & pure |7!{¥' 4+ ¢).

Dimostreremo fra poco che se ¢, e ¢, sono due funzioni di ©, non nega-
tive, allora (unsufruendo solo della definizione a))

T 4 92) = [T l(es) + | Tl(p2) 5

nel senso che se il primo membro & infinito, uno degli addendi del secondo
membro & infinito e vice-versa. Quindi:

[T+ o+ T = [T+ + V),
[TV + o)+ [TV =TIV + 9+ v),

ed i secondi membri, se sono finiti, essendo eguali, lo sono pure i primi
membri.
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Osserviamo che se |T|(v + ¢} & infinito (quindi T|(¢) =oc} lo & pure
| T'{ (v -+ ¢ + v} e dalla seconda delle due relazioui dovra essere |T|(v' + ¢} =oc,
perche |T'|(v) & finifo.

2. ~ Additivita di [T {v} per le funzioni posilive. Passiamo a dimostrare
la relazione:

(3) r

(02 4 9o) = 1T (91) + (T (92

per: v:€9, 9£9; ¢ =0, ¢, =0.
Indichiamo con §, = {x: v4=01. La relazione precedente (3) si scrive:

3 sup. T(d) =. sup. T'(¢.) + sup. T{da};
M <o+ ¢ il <e 142l < @2
84 =51+ ¢ 84,2 Sy By = Sg

dove la relazione di inclusione & nel senso forte: S; =8, significando, olire
all’ inclusione ordinaria, che la distanza tra S, e il complementare di S, é
positiva,

Proviamo subito che nella relazionc da dimostrare vale sempre il segno
di maggiore o uguale. Infatti, date ¢, e 9., consideriamo ¢; e ¢, tali che
[y] < oy 12| < 42, con Soe S, Sy, a8, Prendiamo: f={¢; + s, & evi’
dentemente :

[Fl=1ds 4+ dao| = daf e <91+ 92,
Sfc S’l}; U S(;,g Cr Sf?l U S@g: ’SC?H-‘?:H

I uitima uguaglianza valendo perché ¢, e ¢, sono non negative. La funzione
foin @ e si trova cosi, nella classe delle funzioni rispetto alla quale si
esegue il sup. del primo membro. Siccome

Tif)r = T{$) + T{da),

e &, e ¢, sono arbitrarie nelle rispettive classi in cui si eseguono i sup. del
secondo membro, vale il segno = nella relazione (3).

Dimostriamo ora che vale la disnguaglianza opposta.

Costruiamo a tale fine le funzioni:

G o se g9, >05 0 ¢,5 =0, se 9+ 3. =0;
2

b¥ = o se ot 9> 050 gF =0, se g =0.
2
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& chiaro che % 4 ¢,* = ¢, sia se 9, + 9, > 0, sia se ¢, + ¢, = 0, perché sono

&
allora nulle % e &,* Osserviamo che §,* = EEJ—%@- 0 <P, 86 @ + 9 >0,
D1 2
Uy : ., -
quindi pure se ¢, > 0, poiche 0 < ;%5 < 1. Lo stesso dicasi per )%,
1 2

In altre parole la ¢ & stata decomposta in dune funzioni ¢, e ¢, la cui
somma riproduce ¢. Bisognerd assicurarci ora che siano in © e i loro sup-
porti siano totalmente interni ai supporti rispettivamente di ¢, e di ¢,. Ci
converrd distinguere due casi. B

Consideriamo un punto «, nel quale ¢, 4 9, = 0, che appartenga a S, 1,
allora, necessariamente ¢, =0 e ¢, =0, ed esso sari, o appartenente al sup-
porte di ¢,, o a quello di ¢,, per tanto

St = S U Sg -

Consideriamo ora
N, ={aeR": q@)=0} , Ny = {aeR": ox)=0};
avremo

(5) N’m%iﬂz - Nf?1 N z\T’;g )
perché o, 4 ©, & nullo solo se lo sono entrambi o¢; e o,.

Osgerviamo che

e
infatti, per definizione, se o, 4 9, si annulla, allora ¢ si annulla identica-
mente in un intorno e quindi esso non pud appartenere al supporto di ¢,
e, sia ,* che $,* si annullano identicamente in quest’ intorno. Si pud per
tanto affermare che ¢,* e ¢,* sono infinitamente derivabili.

Modificazioni di 4,* e di &.*.

Prima modificazione. Modificheremo ¢,* prima in un intorno dell’ insieme
dei punti in ecui ¢, = 0, v, > 0. Osserviamo che F, = N, N S’; & chiuso, quale
intersezione di due chiusi. Cosi pure E, = N, N S,.

Questi due insieme chiusi non hanno punti a comune, ossia:

E,NE,= (NN 8) N (N, N Sy)= 0,

- e ¢id a cansa delle (5), (6); essi hanno allora distanza positiva 1’ uno dal-
I’ altro.

Affermiamo che su E; & ¢, > 0, perché altrimenti ¢, 4 ¢, = 0 e { sarebbe
identicamente nulla in un intorno e non c¢i troveremmeo in S,. La differenza
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9, — || & continua ed & positiva su F,, perché ivi ¢, =0 e ¢, coincide con
%1 -+ ¢z Sia allora o > 0 il minimo di ¢, — '¢| sit E,. Indichiamo con 3z -un
numero positivo minore di o, Esiste allora un aperto O, che contiene Zj, tale

che su esso sia o, — || > 2, 0< 9, < _ ¢, indi un aperto 0,, contenente
¢ ! ¢ ,

2
0,, sul quale sia ¢, — |0 >¢, 0<< ¢, < ¢ edinoltre 0, N E, = @. Tutto ¢id
& chiaramente eseguibile.

Si costruisca ora una funzione «{x), definita su E", ‘infinitamente deri-
vabile, con le proprieth:

a==1, 801 L0, a=0s00,,0<a=x1, st 0,—0,.
Una tale costruzione & possibile (*}. Poniamo allora

Z])«l = a. %

Avremo :
&=, sit @Op; by =0, sit Op; [ < [4¥ < <, s 0, — Oy

quindi pure in virta della precedente, su tutto 0,. La funzione ¢, & infinita-
mente derivabile ed ha supporfo completamente interno a quello di ¢, ciod
dist({Sy,, CS,,) > 0. Infatti:

SJI CSe N SLI,!* C S%* e 01,
e, siccome, come si vede dalla (4

Sy C 8y N8y,
risulta,
83, C 8, N 8y — 04,
quindi anche:

S5.c S, NS, —0,

perchd i punti d’accumulazione non possono certo cadere nell’ aperto. Ma
I’ insieme S, N S, ha per frontiera rispetto a CS,, proprio E, = Ny, N S,, che
é un chiuso contenuto nell’aperto O.: & proprio quanto si voleva provare.
Osserviamo ancora che |{|<|d.*|.

Poniamo :

‘-!—Jzz‘l’_@l

() Vedere, per es. L. Scuwarrz, Théorie des distributions, tomo I, pag. 23.
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e dimestriamo che \52} < t,. Infatti, su O, &;

el = b — = [ — o= [0 — F = (b < 9,
mentre st 0, ricordando che ivi & ¢, —|{|> ¢, risulta:
%—4@2=%—M—@liz%—-W~——i%i><¢z-l¢i—~€>0-

Osserviamo, in qnanto ci sara utile in seguito, che Sy = Sz,, perché la
funzione ¢,* & stata modificata soltanto in O, 13 dove quindi era gid positiva.
Seconda modificazione. Modifichiamo adesso ¢, in un intorno di
E, — Ny, N 5'@ che escluda 0, come abbiamo gia fatto per Ef onde ottenere ¢,.

Ricordiamo che st questo intorno & ¢, = ¢,;* > 0. In tal modo otteniamo
una funzione ¢, in 9D, con supporto completamente contenuto nel supporto
di o, 0(5llseguentemente modifichiamo ¢, in ¢,, come abbiamo ottenuto ¢,
da ¢,* cioé ponendo ¢, = ¢ — &,.

Cosi facendo non si altera il proprio supporto che rimane pertanto total-
mente interno a quello di o,. Abbiamo cosi ottenuto dune funzioni ¢, e ¢,,
di D, con supporti totalmente interni a S, e S,, rispettivamente, e tali che
b =0, 4, =0, 4y + L, =1, quindi:

T()= T+ T(‘pz) .

e nella relazione (3) vale il segno di minore o uguale, e siccome abbiamo
visto che vale la disuguaglianza opposta, risulta cosi dimostrata I’ additivita
del funzionale | T'| rispefto alle funzioni non negative di 9.

Osserviamo che, sempre per tali funzioni, se entrambe | T (¢,) e | T|(¢.) sono
finiti, lo & pure [T{{p; 4 9.), e a causa della crescenza, anche il vice-versa,

quindi se | T|(y; + ¢;) ¢ infinito uno dei due valori, almeno, ' T'(v:), " T'(p.)
non & finito.

8. — Passiamo ora a dimostrare 1" addivith nel caso o,, ¢,, reali in 9
con | Ti{gs), | T|(y,) finiti, ma per altro qualunque.
Si ha per definizione

(7) T (0n) = |T] {2 + No) — 'T|(N),
(8) fTI(%):tﬂ(%‘f‘Nz)—iTHNz}:

dove N, e N, sono funzioni non negative di ® che rendono rispettivamente
91+ N, e 9,4 N, non negative. La funzione N, 4 N, rende non negativa
91+ 92 + (N 4+ No), inolire, come abbiamo gia visto | T (N, 4+ Ny < oo, e

Annali di Matematico ki
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per la definizione b} e la sua invarianza rispetto alle funzioni ausiliarie:
1T (e + 92} = [T 92 + 92 + No+ No) — [ T{N2 + Nol,
ma, per quanto dimostrato-nel paragrafo precedente &:
Tier 4+ 9o+ No+ No ) = | Ti{opa 4+ No) + | Tl {2 4 No)
| TN+ No) = [TH(N) + [ T](V) -

Sommando (7) e (8) si ha la proposizione.

4. - Abbiamo gia visto che T| & omogenea nel caso che ¢ sia non nega-
tiva e rispetto alle costanti pure non negative. Se ¢ & reale qualunque, £ non
negativa e |7T|{p)d=co, in quanto il caso che non sia finito non & espressivo
e di dimostrazione banale, sara:

Tg) = TN+ o) — | T[(N)

dove N & una funziene ausiliaria che renda N 4+ p non negativa, con
| T|(N) < 4-oo. La funzione kN & funzione ausiliaria per ky, e allora:

T () = | T| (kN + Tep) — | T| (B ),
e, per quanto sappiamo gia:

\Thg) = F | TIN ) — b (T|(N) = ki T

().

Il caso in cui %k & negativo non & dissimile del precedente, perché
Jup = (— k). {~—19) e ci si riporta sempre al caso k=0, e si osserva che
IT|(—9)=-— T|(¢). Infatti se |T|{v)==cv, cid vuol dire che esiste una fun-
zione ausiliaria N=0, tale che [T|{¢ + N)<<+4oc, |[T|(N)<< 4 oo, con
¢4+ N=0, N=0, e allora esiste una funzione N,, per es. Ny =¢ 4 N=0,
tale che — ¢ + N, =0, N;= 0 per cui |T|{— ¢ + N} << F- o0, |T| Ny} < + o0,
quindi |T{— ¢} co.

Siecome d’ altra parte [T (0) =0 e vale I’ additivith. si ha I’ asserto.

5. - Esistenza e continuitdh di |T|(¢). Abbiamo visto che |T|(p) cresce
se v, positiva, cresce in valore (e quindi in supporto), ciod:

0 =<9 =0, g«n - g@o , implicano  7'[(9.)] < T'{(¢2),

e quindi, qualora | T(ps) & finito lo sard pure |T|(¢,).
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Se 0 <, < s, e quindi S,, C8,,, e |Ti{gs) <oo, allora v, ¢ funzione
ausiliaria per ¢, e

[T i) = T {oy + p2) — 1T {33) .

Siccome 0 =X o, 4+ ¢, = 29p,, per quanto detto sopra |T {g, + ¢} <4 oo,
che |T'|(v)) o0, inoltre:

[THe) =T (Zea) = [T|(9) = [T'](32)

Dimostriamo adesso la seguente proposizione:

Siano © una fm@zmne (reale) non negativa di D e Sy il proprio supporio
e per la quale T (D) <+ co. Sia & un aperio contenuto in Ss, allora: qua-
lunque funzione ¢ in D con supporto in & ¢ tale che |T|{y) Foo.

Sia 0 ==« =1 una funzione che valga uno su & e zero su Cd,, dove
&, & un’altro aperto contenente & e contenuto in Sp. Osserviamo che @ i
sulta sempre positiva in &,, quindi esiste un numero posmva t, tale che
®>1su &,, avremo:

D> a

e l.a® in D con supporto in &, e contenente &; per quanto abbiamo detto
sopra |T|{f a) < 4 oo, quindi anche T'|(k ¢)==oc con k qualunque. Sia allora
¢ una qualunque funzmue reale, di © con supporto S, in &, esiste una
costante k> 0, tale che o< I quindi,

0=ly =ha ) —S@ggau

e per quanto detto sospra |T|(¢)g=oo.
Noi supporremo, d’ ora innanzi di considerare T e quindi T| per le fun-
sioni di DE . cioe per quelle » di D con supporio in & .
Per tanto potremo sempre considerare 'T'{¢), che sard sempre finito.
Nelle ipotesi della proposizione precedente, essendo:

\,T{(t.a):t.(T](qc)
| T{t, «) tende a zero con f, quindi se ¢,€9, S, Cd,|e,|~—0,n — oo,
| T](ea) — O

e il funzionale lineare |T'| & allora continuo, con la topologia ordinaria su
DA, e ricordata la sua positivitdh & una misura su 9.

£ chiaro che non & possibile ottenere molto di pitt di quanto affermato
dalla proposizione precedente, se T fosse, in condizioni generali, una distri-
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buzione, sarebbe immediatamente una misura, quindi continua usando della
topologia ordinaria, ma cio, in generale non & vero.

6. - Sin qui & stata definita | T (¢} per tutte le ¢ reali, di D.
Si pud. perd, estenderne il significato anche per le ¢ complesse.

Poniamo, a questo fine ¢ = ¢, -+ 9p,, e volendo che [T| sia lineare, dovra
essere :

[T (0) = |T{{os + d92) = | T () + ¢ |T {gpa)

¢, 1’ ultimo membro avendo significato porremo :
Definizione ¢) nel caso che ¢ sia complessa e ¢, e ¢, ne siano la parte
reale ed 1] coefliciente dell’ immaginario, porremo, per deflinizione:

T (9} = |T|(5a) + &[T (2]

dove |T!{p) e T|(p,) hanno il senso delle definizioni a) e b).

B evidente che |T'| risulta allora additivo anche per ¢ complesso, e omo-
geneo per k complesso. Hsso ¢ anche continuo nel caso di validita del teorema
del paragrafo precedente.

B facile vedere che |T| secondo la definizione che abbiamo data soddisfa
alla disuguaglianza triangolare:

T+ 1o < |14 4 |T:],

nel senso che, se |Ty|< + oo, [T, < + oo, anche [T+ T| <+ oo, e vale
la precedente. In fatti la disugnaglianza precedente ha il seguente significato:

T+ To|(9) =< [Ta)(¢) + [ T4 (%),

per ogni » >0 di D, la quale per definizione & equivalente alla:

sup. (Ti+ To)(b) = sup. Tifda) 4 sup. T; (e)

<o Hal <o el <o

e questa relazione ¢ evidentemente vera, e quindi se il secondo membro &
finito lo & pure il primo.

Osserviamo esplicitamente che la disuguaglianza triangolare pud avere
senso solo se T, e |T,] sono distribuzioni (o solo funzionali linearij positive,
‘e questo avviene solo se T & una distribuzione reale. Infatti, quando T sia
non reale, |T| non & definibile, perché se si vuole che sia rispettata la linea-
rita, allora, se T = T, + 4.1, dovrebbe essere:

T (2 4 6.93) = [ Ta| () — | Tl (92)] 4+ e[ Ta | (2) + | T2 {oa) ],
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ma allora T'| sarebbe reale (come é richiesto esplicitamente) solo se T,=0.

7. — Sappiamo che T si identifica con una funzione sommabile f se;

T(y) = f fedu,
allora se ¢ =0, sard:

Tl = sup. [ fido.

Nel caso in esame, il secondo membro non cambia, a causa di noti teo-
remi di approssimazione, se il campo dove si lascia variare la ¢ si amplia
alla classe delle funzioni sommabili, sempre perd, soddisfacenti alla disu-
guaglianza |¢| =< ¢. Ma allora, siccome f & sommabile, anche sign. f & som-
mabile e quindi pure ¢ sign. f, e questa funzione appartiene all’ insieme
rispetto al quale viene eseguito il sup., quindi:

sup. ff¢dm < sup. [ f sign. f ¢de = sup. fgfiq)dm,
bl <o

Wl=o [{.8ign. fl<<o

inoltre, in questo caso &:

sup. frfwdw £ffm.odw-

<o
quindi in definitiva,

sup. fm @dwsflf'cpdw.

=0

D’ altra parte,
f%f:pdm =ff. sign. f.o de < sup. f flbda,
Wl=o

perché sign. f. ¢ ¢ una particolare . Dalle due disuguaglianze si ha:

T

flode= sup-ffww:;ﬂ(cp),

lel=to

quindi |7} si dentifica con la funzione sommabile |f].

Possiamo allora affermare che la nozione di valor assoluto di una distri-
buzione non & in disarmomia con quella di valor assoluto di una funzione.
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8 - Siamo ora in grado di dare una definizione di modulo in distri-
buzione.

Sianc # distribuzioni T;, (i =1, 2, ...n), tutte definite per ¢ €DH.

Queste formano un vetiore di K, con componenti vettoriali T; e che
seriveremo T'.

Siano o;(x), (¢ =1, 2, ...n), n funzioni di &, tali che

% a?(m) =1,

=1

Porremo:

9 | Tl = sup. o Lo T4,
7 =1

dove il sup. & preso rispetto a tutti i possibili vettori di componenti «; e di
modulo 1. || T si dira il modulo del vettore 7.

Osserviamo prima che il prodotto «,T; ha senso in distribuzione (), osser-
viamo dopo”che |«;T;| essendo distribuzioni positive, anche la somma & una
distribuzione positiva e 1’ operazione di sup. & eseguibile.

Quando le 7T, sono identificabili con funzioni sommabili f;, anche ;T
“corrispondono a funzioni sommabili e a;7;=!af;| come abbiamo visto al
paragrafo precedente. Osserviamo adesso che il sup. del secondo membro (9)
diventa un operazione puntuale e che (%

sup. %[ocifil = % Tfi {IQ;

3
Exi:1

e, se mettiamo 1’ ulteriore ipotesi che le f, siano sommabili con I propri
quadrati, allora 7' si identifica con la tunzione {Zfi*}'.
i

B giustificabile quindi, la seguente definizione:

Definizione: se il vettore 7}, in distribuzione, & tale che ||T'| <(+ oo
esso si dira di modulo finito.

Se valgono le ipotesi del paragrafo 5 per ogni 7, su uno stesso supporto
So, indipendentemente da 4, allora o;7; soddisfa ancora alla siessa condizione
e |a;T;| =00, qualunque sia i, e per A C Sy & {|T] <Aoo sit DE. Infatti,
basta osservare, che direttamente dalla definizione:

B

W T <37
Py |

(%) Vedere L. Scuwarrz, op. cit. pag. 115
{3) Basta osservare che la somma delle proiezioni del-cateti d’un triangolo rettangolo
su una retta non parallela all’ipotenusa & minore dell’ipetenusa stessa.
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9. - B facile, ora, definire lunghezza e variazione totale in distribnzione.
Sia 7' un vettore di componenti 75, ({ = 1, 2, ..., n)  ad una sola variabile e
tutte con supporto compatto K. Si pud dire che 7 rappresenta wuna curva
di B,, in distribuzione.

Noi porremo:

. I T—— T ”
Qp = lim g i\ “ cp)(
h—s0

ossia, ricordando la definizione di modulo di un vettore (vedi § 8) e di tran-
slata di una distribuzione (¥)

1
er(e) = lim 3| sup. Zul Dlste + ) — Tite)] |
Saf=1 "1 o=
e, nel caso che T;=f;, ciod che le componenti del vettore 7'siano delle fun-
zioni della sola variabile x:

Cr= lim |1 sup. Seu[fw -+ ) — ffe)] do = lim by (i

hes0J Py 2. 1% e o0J {3
Y 29& 1 4

fle -+ bl — Ff)\ * | %
T ) e

e noi sappiamo che questo limite fornisce. in geuerale, la lunghezza (°) della
curva C = T'= {w; = f; {{)} »
Data una distribuzione ®, definita per le funzioni 9(x), con @ = (2,

o, ey XTu), in D, & immediato porre:
grad d =T,
- ) . . e A 4
dove 1" & quel vettore le cui componenti sono (°} le distribuzioni 7; = 3
96@

Prendera allora un senso, secondo le nostre precedenti definizioni (con valore
finito o infinito) 1’ integrale (7)

fugradwzfn'fu,

dove || 7T'|| & il modulo di T definito al § 8.
1 integrale del modulo del gradiente & utile in molte questioni e, in
particolare, per dare una definizione astratta. di perimetro di insieme. (%)

(*) Per il significato di traslata, vedere L. ScrwaRrTz, loc. cit. pag. 55.

(®) vedere; E. Baiapa; Lo variazione totale, la lunghezza d' una curve e I integrale del
calcolo delle Variazioni, « Rendiconti Ace. Lineei», serie VILI, vol. XXII, fase. 5, (1957).

() vedere: Ii. SCHWARTZ, op. cit. pg. 35, oppure pg. 78,

(") per la definizione di integrale di una distribuzione, vedere: L. Scuwartz op. cit. pg. 88.

(]) vedere: E. Barapa - C. Vinti, Generalizzazioni non Markoviane della definizione
di perimetro. « Celebrazioni Archimedee del XX secolo». Siracusa, 1961.



