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Sunto. - Vedere introd~zione. 

noto the  il concerto di distribazione, in un certo senso, generalizza 
quetto di fuuzione. Rimaue pertanto utile, specie in a lcune applicazioni me- 
triehe, poter  definire, per  le distribuzioni, cosa si debba intendere per valor 
assoluto. 

Data una, dis tr ibuzione T(~)~ con q ~ ,  questa,  seguendo L. SCHWARTZ, ~ Un 
funzionale l ineare ,  definito sullo spazio ve~toriale ~) delle funzioni infinita- 
mente derivabit i  e a supporto compatto, prendente  valore nel campo complesso, 
continuo rispetto a l l a  convergenza uniforme, separatamente,  di t u t t e  le 
derivate. 

Pe r  distr ibuzione pos i t i va  si intende una distribuzione che assuma valor 
positivo o hullo (quindi reate) ogni qualvol ta  q~ sia non uegativo (quindi reale). 

I1 valor assoluto di una distr ibuzione data T(~), deve essere allora un 
altra distr ibuzione (pii~ ia  gener~le:  un funzionale l ineare),  I T ( ~ ) ,  positiva. 
Se si vuole una  definizione soddisfacente di i TI(q~), bisogner~ trovare una 
corrispondenza tra lo spazio ~ '  delle distribuzioui (duale di ~)  e i l  sottospa- 
zio di q u e l l e  positive, che si r iduca  a lF ident i th  sfi questo. Quest '  ul t ima 
circostanza corrispondendo al ratio ehe il valor assoluto di una distribuzione 
positiva deve coincidere con la distr~buzione stessa. 

inol t re  perch~ ii concerto di valor  assoluto possa essere utile, netla re. 
cnica del eateolo ordinario, bisogner~ che sia eonservata  la nora proprieth 
tr iangolare : 

iTI+ T2 (~)~ilT~i÷IT2il(~), 

relazione che ha senso, t ra t tandosi  di distribuzioni positive, quindi suscett ibil i  
di ordinament(). 

(*~ Lavoro eseguito nell' ambiio del gruppo di ricerca 5L 18 del C.:N, R, 



0nde  non aver eontraddizioni pericolose, sar'~ opportune pure che, nel 
case c h e l a  distr ibuzione T si possa identificare, mediante una data legge 
con una funzione sommabile, il valor assoluto !T] si identifichi, sempre con 
la stessa legge, con la funzione presa in vaim; assoluto. 

Non appena sarh trovata questa  eorrispondenza T ~  I T ,  sar/~ possibite 
definire variazione e lnnghezza di una curva con coordinate che siano distri- 
buzioni. 

Bisogna osservare c h e l a  via di definire il valor assoluto mediante l 'ope.  
razione di estrazzione di radiee quadrata  del quadrate  di una distribuzione 
non b tentabile perch6 non 5 possibile definire in tutta la generali th il pro- 
dotto di due distribuzioni. 

Noi seguiremo iI metodo di introdurre  !e distribuzioni dew,re essenzial- 
mente da L. SC~wARcz, ma 6 ben chiaro che al tret tanto si potrh fare mediante  
quello delle successioni generalizzate. 

1. - Sia ~ lo spa%io vettoriale delle funzioni ~(x) definite su R,~ e pren- 
denti  valori reali o complessi, infini~amente derivabil i  e a supporto compatto, 
(il supporto essendo l ' ins ieme dei punti  in cui ~=~=0 e i punti  d' aceumula- 
zione di questi) ,  reunite della topologia della, convergenza uniforme, separa- 
tamente di tutte le derivate. Sia. ~)~ lo spazio (duate) di tutte le distribuzioni 
T(~). Una distribuzione di ~ '  si dirh reale se il valore T(?) b reale quando 
¢~ ~ reale. 

Diremo c h e l a  distribuzione b positiv a se b reale e prende valore non 
negative ~se ~? ~ sempre reale e non negative. 

Stlpporemo sempre (a meno di avviso contrario) che le distribuzioni che 
interx~erranno in seguito sa:ranno sempre reali. 

Definizione a). - Se ~ prende soltanto valori reali e non negativi, porremo:  

(i) l T[(v)= sup T(~) 
lrl<~ 

dove il sup. ~ preso rispetto alla olasse delle funzioni di 9 con 8upporlo 

totalmenle interne al supporto di % eio/~ tall t he  la distanza euolidea della 
S~ (supporto di +) dell '  insieme S+ --  { x; ~ =~= 0 }, dat complementare  ~S~ del- 
l ' i n s i eme  S,  = { ~c; ~ > 0 } risulti  positiva, e sia I ~ i < ~, lh dove ~ > 0. 

Osserviamo subito~ che se in un punto Xo, ~(~o)--0,  esiste tutto un 
interne I~o di Xo, nel quale + ~ ident icamente nullo. 

Por remo I T [ ( ~ ) - - 0 ,  se ~ ~ ident icamente nullo. 

1) ~ evidente che i T i (~) ~ 0 ,  s e  ~ ~ . 0 .  

2) ]~ facile vedere ehe se %o ~__0 ~ I TI (k.~) --  k. !Tt(q~ ), con k constante 
reate non negativa. 

3) iT](~) /~ crescente con ~ positiva. 
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4t l~ chiaro c h e s e  T ~ posit iva allora I T I - -  T, e eib a eausa della 
continuith del funzionale l ineare rappresenta to  ds  T. 

Definizione b). Comineeremo con completare  la definizione di T anehe al 
case ehe ~ prenda valori, sempre reali, ma anehe negativi. 

A questo scope, se ~ prende valori reali, ma anehe negativi, prendiamo 
una fun~ioue v, ehe chiameremo ausil iaria,  con supporto S~ ehe contenga il 
supporto ~ di ¢~ e sia inoltre mai negativa, e tale ehe v Jr-~ risulti pure  
non negativa. 

Se esiste una tale funzione ausil iaria v per la  quale ai sensi della defi- 
nizione preeedente sia I T l ( v ) < - ~  ~ ,  porremo, sempre seeondo la definizione 
precedente  : 

(.9t [ T ' (~ )  = j T l(v --I- ~) - -  ] i l (v). 

]~ chiaro che i due termini del secondo membro hanno sense, finite o 
infinite. 

Porremo ITI(+)_~-c,o, se non esiste nessuna funzione aus i l i a r i a  v tale 
oh+ I Tt (v) < +  oo. 

Per  ass icurare  validith, alla definizione b) dobbiamo provare che il seeondo 
membro della relazione (2)ha vnlore costante al variare di v, se I T l (v )<~-c~ .  
In atre parole se v' ha supporto contenente il supporto di v, con :Ti(v)<-{-oc.  
e sin tale che v ' ~ - ~  ~ 0, al lora:  

ossia : 

ITl(v + ~ ) -  r Tl(v) - i  Tl(v' + ~)--[TI (v'), 

J Ti Iv + ~ + IT! (v') = ] TI (¢ + ~) + ITE (v), 

nel sense che se Tl(v + ~o~ 5 finite, lo ~ pure I T I (v '+  ~I, e vice-versa.  
Quindi se !T!(v-{-9) ~ infinite lo ~ pure !Ti(v' + ~). 

Dimostreremo tra poco che se ~1 e ~2 sono due funzioni di ~)~ non nega- 
tive, aliora (usufrueudo solo della definizione a)) 

I Tt(~I -{- ~)  - -  !T](%)+ ! TI(W) , 

nel sense ehe s e i l  primo membro ~ infinite, uno degli addendi del secondo 
membro (~ infinite e vice-versa.  Quindi :  

i Tl(v + ,~) + ] T I ( v ' l =  I Tr(v + ~  + v'), 

I T!(v'-t- ~I + [ T](v) - J  2i(v' + ~ + v), 

ed i seeondi membri, se sono finiti, essendo eguali, lo 
membri .  

sono pure  i primi 
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Osserviamo ehe se IT i(v 4- ~) 6 infinito (quindi T t(~) = ~c) lo 6 pure 
I TI (v' + ~ + v) e dalla seconda delle due relazioui dovrh essere [T[(v' -f- ~) = 0% 
pereh~ ITl(v) b finito. 

2. - Additivit& di iTi(~,) per le funz ioni  positive. Passiamo a dimostrare 
la relazione : 

per:  ~E@, ~ ( @ ;  ~ 1 ~ 0 ,  ~___~0. 
Indiehiamo con S~ ~ { x :  7=~0} .  La relazione preeedente  (3) si scr ive:  

(39 sup. T(+) = s,~p. T(+~) + sup. T(+~); 

dove la relazione di inelusione ~ nel senso for te :  S ~ $ 2  significando, oltre 
all' inelusione ordinaria~ ehe la distanza tra $1 e il complementa re  di $2 
positiva. 

Proviamo subito che nella relazione da dimostrare vale sempre il segno 
di maggiore o uguale. Infatti ,  date % e %~ consideriamo +~ e ')2, tall che 
J+~ I < %, i ~  [ < :P2, con S+ ~ S~,, S+~ ~ S,~. Prendiamo : f = +~ + +~, ~ evi" 
dentemente  : 

1' ul t ima uguaglianza valendo pereh~ % e ~2 sono non negative. La funzione 
f g in ~ ) e  si trova eosl~ nella elasse delle funzioni rispetto alla quale si 
esegne il sup. del primo membro. Sieeome 

Tlf)  = T(+:) + T(~,2), 

e ~b~ e 42 sono arbi t rar ie  nolle rispettive classi in cui si eseguono i sup. dei 
soeondo membro, vale il segno ~ nella relazione (3). 

Dimostriamo ora che vale la disuguagiianza opposta. 
Costrniamo a tale fine le funzioni:  

(4) 

'~ = +  ~ 1 + - - ~ '  se ~ 1 + ~ > 0 ;  e ~ : = 0 ,  ~e , ~ 1 + ~ 2 = 0 .  
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ehiaro che ,~1' + +2" = +, sia se ¢~ -b ~ > 0, sia se :71 + % -- 0, pereh~ sono 

¢ * 0sserviamo ehe i ~,~* I ¢ I atlora nulle '~1" e ,~ .  - -  ' ~<q)~, se % + % . ' > 0 ,  

quindi  pure se 71 > 0, poieh6 0 < ' '~ I < 1. Lo s~esso die~si per +2". 

In altre parole la + ~ stata decomposta in due funzioni +1 e +~ la oui 
somma riproduoe +. Bisogner~ assieurarei era che siano in 9 e i lore sup- 
porti siano totalmente interni ai supporti r ispett ivamente di % e di ~ .  Ci 
eonverr'~ dis~inguere due easi. 

Consideriamo un punto Xo nel quale q~t + q~ -- O, ehe appartenga a S~+~  
allora, neeessariamente ~ 1 - - 0  e ~ - - O ,  ed esso sara, o appartenente al sup- 
porto di q~l, o a que]lo di %, per tanto 

Consideriamo era 

a v r e m o  

15) AT+~++: = At+, n ~+0, 

pereh~ % + ~2 ~ hullo solo se lo sono entrambi % e ~2. 

0sserviamo ehe 

@ 

infatti, per definizione, se ~1 + 92 si annulla,  allora ¢ si annul la  identiea- 
mente in un interne e quindi esso non pub appartenere al supporto di ~, 
e, sia ,~* ehe ~2", si anuullano identieamente in quest' in~orno. Si pub per 
tanto affermare che ,~l*e ~* sono inf ini tamente  derivabili.  

Modifieazioni di ~* e di ~2". 
Pr ima modifieazione. Modifieheremo ~* prima in un interne dell' insieme 

dei punti  in eui ~1 -- 0, % > 0. 0sserviamo ehe E~ --- N~, (3 S~ b ehiuso, quale 
intersezione di due elfiusi. Cosi pure E2 : Ng, (~ S+. 

Questi due insieme ehiusi non hanno punti  a eomune, ossia:  

E, = (N+I n s\) n (;v,, n & ) =  o ,  

e eib a eausa delle (5), '(6); essi hanno allora distanza positive F u n o  del- 
l' attro. 

Affermiamo che su E1 ~ % > 0, perch~ al tr imenti  % + % = 0 e ¢ sarebbe 
ident ieamente nul la  in un interne e non ei troveremmo in ~ .  La differenza 
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~-1¢1 ~ continua ed 6 positiva su E~, perch+? ivi :~, = 0 e ~2 coincide con 
~, + ~2. Sia allora ~ > 0 il minimo di ~ , - - ' ~ l  sfi E, .  Indichiamo con 3s .un 
numero positivo minore di z. Esiste allora un a perto 0t che contiene Ea, talo 

1 
ehe su csso sia q % - - ! ¢ [ > 2 s ,  0 < _ %  < 2 e, indi un aperto 05, contenente 

()~, sul quale sia q ~ z - - [ ¢ ! >  ~, 0 ~ . % < s  ed ino l t re  05 N E 2 - - 0 .  Tutto cib 
chiaramente  eseguibile.  

Si costrnisca ora nna fnnzione ,x(x)~ definita su R", in f in i tamente  deri- 
vabile, con le proprieth : 

~ 1 ,  sfi ~0~, ~--=0 sit 0~, 0 ~ o ~ < : 1 ,  sfi 0 2 ~ 0 1 .  

Una ~ale costruzione ~ possibile (~). Poniamo altora 

~I ~ ~. ¢1 ~. 

Avremo : 

¢- = +1", sa  eo~;  ;}-~ = o, ~ o i ;  [,~11 < I+~*l < ~ < ~, sa  o5 - o l ,  

quindi  pure in virtfi della precedente,  su tutto 05. La funzione ~-1 ~ infinita- 
mente derivabile  eel ha supporto completamente  inferno a quello eli ~1, eio6 
dist ( ~ ,  ~S~)  > 0. Infat t i  : 

S~, C S~ N S+~, C S+~, - -  01, 

e, siccome, come si vede dalla (4) 

risulta,  

quindi anche : 

S+~, C S+I N S+, 

S~1 C S+~ n S+ - -  01, 

perch~ i punt i  d' accumulazione non possono certo cadere nell '  aperto. Ma 
l' insieme S+1 N S+ ha per frontiera rispetto a CS~I proprio E1 --  N+I n S+, che 

un chiuso eontenuto nell '  aperto 0I: b proprio quanto si voleva provare.  
Osserviamo ancora che I¢I ~ I¢1"i. 

Poniamo : 

+T, = + - + ~  

(i) Vodere, per es. L. SCI-IWARTZ, Thdorie des distrib~etions, tomo I~ pug. 23. 
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e dimostriamo che !~-~1 < %- infatt i ,  su ~02 b; 

!~=/= + -  ~11= [+ -~+**i= +-+1";-1+~*l<~2, 

mentre  sfi 02, r icordando ehe ivi ~ ~ - - ] +  > ~, r i su l ta :  

0sserviamo, in qnanto ci sarh uti le in seguito, che S+~, --  S~:, perehb la 
funzione +~* ~ stata modificata soltanto in 05 1"~ dove quindi era gih positiva. 

Seconda modifieazione. Modifichiamo adesso +~ in  un  i n t o r n o  di  
E2 - -  N,~ (3 S+ the  eseluda 03, come abbiamo gih fatto per ~*  onde ot tenere ~bl. 

Rieordiamo che sO questo intorno b , . ~ - - + 1 " >  0. In  tai modo otteniamo 
una funzione qz in ~), con supporto compietamente  eontenuto nel supporto 
di ~ .  C0nseguentemente modifichiamo ~ in ,¢~, comb abbiamo ottenuto ~ 
da ¢.~*, cio6 ponendo +~ = ,5 - -  ~ .  

Cosi faeendo non si al tera il proprio supporto ehe r imane pertanto total- 
mente  interno a quello di %. Abbiamo eosi ottenuto due funzioni 5~ e +2, 
"di ~ ,  con supporti totalmente interni  a S,~ e S~..~ r ispett ivamente,  e tali ehe 
+1 > O, ~)2->-O, ,5~ + ,5~ = +, quindi :  

T(+) = T(+~)+ ~'(+~), 

e nella relazione (3) vale il segno di minore o uguale, e siccome abbiamo 
visto che vale la disuguaglianza opposta, r isulta cosi dimostrata 1' additivith 
del funzionale i Ti rispetto alle funzioni non negative di ~). 

Osserviamo che, sempre per tall funzioni, se entrambe I T  {~) e i Ti(~2) sono 
finiti, lo 6 pure  IT!(,% + ~2), e a causa della crescenza, aache il ~dce-versa, 
quindi se I T I (~ -} -%)  (~ infinito uno dei due valori, almeno, i TI(%), 'T!(~2) 
non ~ finito. 

3 . -  Passiamo ora a dimostrare F addiVit'~ nel 
con I T]@~), I TI(%) finiti, ma per altro qualunque.  

Si ha per definizione 

(7) 

(s) 

caso %, %, reali in 

i T  (~a) = ;TI (<P1 + N 1 ) -  :TI (2Vd, 

dove N~ e N~ sono funzioni non negative di ~) che rendono r ispet t ivamente 
% +2¢ t  e % + N~ non negative. La funzione N1 + N ~  rende non negativa 
% + ~2 + (N1 + N~), inoltre, come abbiamo gih visto !TI(N~ + N~)<-4-oo,  e 

Annali di Matematico 31 



242 E. BAI±DA: Valor assoluto, variazio~c, lwnghezza in di.~tribuzione 

pet" la definizione b} e la sua invarianza rispet~o alle funzioni ausi l iaHe:  

ITi (~1 + ~)  = iTi %. + ~ + N + iV=) - -  I Ti (N1 + At=), 

ma,, per quanto d imostra to-ael  paragrafo precedente  6: 

Ti(% + ~ + 5 \  + N=)= I Ti(cpI-t- ~ )  + i T!(~. + N=) 

t T I (AT, + N=) = [TI(2¢~ ) + [ T i (2~). 

Sommando (7) e (8) si ha la proposizione. 

4. - Abbiamo gig visto ehe I TI ~ omogenea nel easo ehe ~ sia non nega- 
tiva e rispetto alle costanti pure non negative. Se ,~ 6 reale qualmlque,  k non 
negativa e !Tl(cp)=t=oo, in quanto il easo che non sia finito non b espressivo 
e di dimostrazione banale, sarg:  

I r ' (~)  = T I ( ; ¢ +  ~t - -  ] T[(N) 

dove N ~ una f.unzione ausil iaria che renda N - t - ~  non negativa, con 
i TI(N t < + ~ .  La funzione kN g funzione ausil iaria per k?, e al iora:  

e, per quanto sappiamo giA : 

i TI Ila~p) = 7,:. IT! (57 + ~) - -  k. iTI (ST) -- / , : .  ! T I (~). 

I1 easo in eui k ~ uegativo non 6 dissimile del preeedente,  perch6 
l,:.~ = ( - -  k). { - -  :p) e ei si r iporta sempre al easo k ~ 0 ,  e si osserva ehe 
iTl(--~)--=--TI(~). Infatt i  se !Tt(~)=l=c-~, eib vuol dire che esiste una fun- 
zione ausi l iar ia  N:~_0,  tale che ! T l ( q ) + ~ T ) < + o c ,  i T ! ( d l ? ) < + e c ,  con 
q~ + N :  > 0, N___0, e allora esiste una funzione h~, per  es. ZV~ = ~ + N ~ > 0 ,  
tale ehe - -  ~p + N~ ~ 0, N~ ~ 0 per  eui IT ! ( - -  ~ -F z¥1) < --F 0% I Ti 3/~) < H- 0% 
quindi i T i ( - -  ~)=1= oo .  

Siceome d ' a t t r a  parte !T : : (0)=0  e vale l 'addit ivi th,  si ha I' asserto. 

5 . -  Esistenza e eontinuit~ eli IT](~). Abbiamo visto che ITI(~) cresee 
se % positiva, cresee in valore (e quindi in supporto), clog: 

0 ~ '  % --< ~ ,  ~i~ C S~ ,  implicauo T I(~ ) I -~ T i(¢~)~ 

e quindi, qualora IT(opt) ~ finito lo sarh pure IT[(%). 
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Se 0 <:[~,.  <_~o_, e quindi S~, CS~.., e I T i ( ~ % ) < ~ ,  allora ~= ~. funzione 
ausi l iar ia  per  %, e :  

Sieeome 0 ~ + %  --<2~2, per  quanto detto sopra [ T : l % + % _ ) < + c o ,  
ehe IT[ (,+d 4: ~ ,  inoltre : 

[IT[ (%) ~ '  [Ti (2~=).:-iTI (~=) = IT] (~=). 

Dimostriamo adesso la seguente proposizione:  
Siano (P una funzione (reale) non negativa di ~ e S¢ il proprio sulJporto 

e per la quale T I((p ) < + e+. Sict ~ un aperto congenulo in S-+, allora: qua- 
lunque funzione ++ in ~ con supporto in ~ d tale che ]Ti(~)=l=oa. 

Sia 0 --<~ <--- i una funzione ehe valga uno su ~ e zero su C~I~, dove 
~ ~ un' altro aperto contenente ~ e contenuto in S,l,. 0sserviamo che q) ri- 
sulta sempre positiva in ~ ,  quindi esiste un numero positivo t, tale che 
(:I) > t su ~ ,  avremo : 

q) > t. c¢ 

e t .~ 5 in ~ con supporto in ~ e contenente ~ ;  per  quanto abbiamo detto 
sopr~ ITl(t. cq < + oc ,  quindi anche Ti(k,.a)=f=oc con 1,: quMnnque. S i a  allora 

una qualnnque funzione, reale, di ~ con supporto S~ in ~ ,  esiste una 
costante h > 0, tale ehe ]~!<- h quindi, 

0 < I v  <_h.~ , ~ c _ £ ,  

e per quanto detto sospra IT I (~)@~. 
Noi supporremo, d' ora innanzi  di considerate T e quindi T [ per le fun. 

zioni di ~C2 , oioO per quetle ? di ~ con supporto in c~. 
Per  tauto potremo sempre considerate  ~Ti(~o), che sarh sempre finito. 
Netle ipotesi della proposizione precedente,  essendo:  

I TT(t. ~) = t. T T J (~) 

,FTI{I,~], tende a zero con l, quindi se euE~, S ~ , ~ C ~ , ] e n l - - , - O , n ~ o o ,  

j TI (~.) - -  0 

e il funzionale i ineare IT I ~ allora eontinuo, con la topologia ordinaria su 
~ ,  e r ieordata  la sua positivitg ~ una misura su ~ I .  

ehiaro che non 6 possibile ottenere molto di pit~ di quanto affermato 
dalla proposizione preeedente,  se :T  I fosse, in eondizioni generali,  nna distri. 
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buzione, sarebbe immediatamente  una misura, quindi continua usando della 
topologia, ordinaria~ ma cib, in generale ~aon ~ vero° 

6. - Sin qui (~ stata definita I T:(~) per tutte le ~ reali, di ~ .  

Si pub. perb, estenderne il signifie~tto anehe per  le ~ complesse. 
Poniamo, a questo fine ~0 _ ~ + i ~  e volendo ehe IT] si~ lineare, dovl'h 

e s s e r e  : 

I Ti(~) = i Ti (~  + i%) = 1TI (w) + i. I TI(~) 

c, 1' ultimo membro avendo significato por remo:  
Definizione c) nel caso che ~ sia complessa~ e ~ e % ne siano la parte 

reale ed i] coefficiente del l ' imm~ginario,  porremo, per  definizioue:  

dove ITI(~) e TjI'~2) hanno il senso delle definizioni a) e b). 
]~ evidente ehe IT] r isul ta  allora additivo anche per  ¢~ eomplesso, e omo- 

geneo per k complesso. Esso ~ anche continno nel caso di validith del teorema 
del paragrafo precedente.  

facile vedere che iTi secondo la definizione ehe abbiamo data soddisfa 
alla disuguaglianza t r iangolare:  

nel senso che, se l T ~ l ~ + o c ,  I T s < + ~ ,  anche I T s +  T21 < + ~ ,  e vale 
la precedente.  In fatti la disuguaglianza precedente  ha il seguente significato: 

per  ogni ~ > 0 di ~,  la quale per definizione ~ equivatente  a l l a :  

sup. (T~+ r~)(+I <-- sup. TI(+~) + snp. T~(+~) 
i+ ~, < 9  I+~[ < 9 !+21 < 9  

e questa relazione ~ evidentemente vera, e (tuindi se il secondo membro b 

finito lo ~ pure il primo. 
Osserviamo esplici tamente the  la disnguaglianzu tr iangolare pub avere 

senso solo se ! ' t  e IT2i sono dis t r ibus i~f i  (o solo funzionali lineari) positive, 
.e questo avviene solo se T b una distr ibuzione reale. Infatti ,  quando 1' sia 
non reale, IT] non b definibile, perchb se si vuole the  sia r ispet tata  la ]inea- 
r i t~  allora, se T =  T~ + i.T2~ dovrebbe essere :  
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ma allora TI sarebbe reale (come b richiesto esplicitamente) solo se T 2 = O .  

7. - Sappiamo the  T si identif ica con una funzione sommabile f se ;  

allora se q~ _~ O, sar/~ : 

T(~)-- . /  f~dx, 

I TI (~) - sup. f f+da~, 
I + [ < ~  • J 

Nel oaso in esame, il secondo membro non cambia, a causa di noti teo- 
remi di approssimazione, se il campo dove si lascia var iare  la + si amplia 
alla classe delle funzioni sommabili,  sempre perb, soddisfacenti  alla disu- 
guaglianza I+[ -< ? .  Ma allora, siccome f ~ sommabile, anche sign. f 6 som- 
mabile e quindi pure + sign. f, e questa  funzione appart iene all' insieme 
rispetto al quale viene eseguito il sup.,  quindi :  

sup. f f+d~ <_ sup. f f. sign. f.+dx--sup, f !fi+dx, 

inoltre, in questo caso b: 

sup. f I/l+ [+I ~9 

quindi in definitiva, 

D' altra parte, 

-S" dx < f,~, dx. 

s,p. f lfl +dx "< f I f[ ?dx.  1+[~9 

perch~ siga. f. ~ ~ una part icolare 4. Dalle due disuguaglianze si ha :  

f : f l ? d x =  I+i~gsup" f f + d x =  Tl(~¢) , 

quindi iTc si dentif ica con la funzione sommabile If]. 

Possiamo allora affermare che la nozione di valor a s s o h t o  di una distri- 
buzione non ~ in disarmomia con quella di valor assoluto di una funzione. 
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8 . -  Siamo ora in grado di dare nna defiuizione di mod~fio in distri- 
buzione. 

Siano n distribuzioni T~, (i = 1, 2, ... nl, tutte definite per  ¢+ ~ < ~ .  
Queste formano un vettore di R,, con componenti  vettoriali  T~ e ehe 

scriveremo T. 
Siano ~(x) ,  (i = 1, 2~ ...n), n funzioni di ~ tall ehe 

Porremo : 

i~l 

(9t 1Til =  up. 
a i {=I 

dove il sup. ~ preso rispetto a tutti  i possibili  vettori di componenti  e~ e di 
modulo 1. I] TJ[ si dir~. il modulo del vettore T. 

Osserviamo prima che il prodotto z~T~ ha senso in distribuzione (2), osser- 
v i amo  dopo~ehe [o:~Til essendo distribuzioni positive, anehe la somma ~ una 
distr ibuzione positiva e t' operazione di sup. ~ eseguibile. 

Quando le T~ sono identifieabili  con funzioni sommabil i  f ; ,  anche aiT~ 
corr ispondono a funzioni sommabili  e ~ T i !  = !~fit  come abbiamo visto al 
paragrafo preeedente.  Osserviamo adesso che il s u p  del secondo membro (9) 
diventa un operazione puntuale  e che t3) 

..zi : 1 

e, se mett iamo 1' ulteriore ipotesi c h e  te L siano sommabil i  con i propri  
quadrati ,  allora ilT i si identif iea con Ia funzione {Eft21 li~. 

{ 

]~ giust if icabile quindi, la seguente definizione:  
Definizione:  se il vettore T, in distribuzione, ~ tale ehe [iTii < ~ c ~  

esso si diri~ di modulo finito. 
Se valgono le ipotesi del paragrafo 5 per ogni Ti, su uno stesso supporto 

~¢, indipendentemente  da i, allora ~i7'~ soddisfa ancora alla stessa condizione 
e [~T~I:~=~,  qualunque sin i ,  e per ~ c S , ~ ,  ~ I[TI ~ < - - ~ c ~  sil ~ .  Infatti, 
basra osservare,  che dire t tamente  dalla definizione:  

(e) V e d e r e  L.  SC~IWAI~:Z~ op. cit. pag.  115. 
[3) B a s r a  o s s e r v a r e  che  la  s o m m a  de l l e  p r o i e z i o n i  d e i - c a t e t i  d '  u n  t r i a n g o l o  r e t t a n g o l o  

su  u n a  r e t t a  n o n  p a r a l l e l a  al l '  i p o t e n u s a  6 m i n o r e  d e l , [ ' i p o t e n u s a  s tessa .  
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9. - 1~ facile,  ora, def in i re  lunghezza  e var iaz ione  totale  in d is t r ibuzione .  
Sin T un ve t to re  di componen t i  7), (i = 1, 2, ..., n) • ad una  sota  va r i ab i l e  e 
tut te  con suppor to  compat to  K .  Si pub dire ehe T r a p p r e s e n t a  una  c u r v a  
di En, in d is t r ibuzione .  

Noi  po r r emo  : 

ossia, r i co rdando  la def in iz ione di modulo  di un  ve t to re  (vedi § 8) e di tran- 
s ta ta  di una  d i s t r ibuz ione  (~) 

lim 1 t Z~i Ti(~(x h)) I ~ r ( ~ ) =  h - . 0  ] / t  sup.  [ , + - -  T~(~(x))] _ ,  

e, nel caso t h e  ~/~ ~ / ~ ,  cio~ t he  le eomponen t i  del ve t tore  T s i a n o  delle  fun- 
zioni del la  sola va r i ab i l e  x :  

~T = lira f 1 
h ~ O f~ 

K 
~ i  ~ ~--~ 1 i h ~ 0 h 

K 

e noi s app iamo  ehe ques to  l imi te  fornisee ,  in genera le ,  la lunghezza  (~) del la  
c u r v a  C ~ I '  - -  { xi = f~ (t)} . 

Da ta  una  d i s t r ibuz ione  q), def in i ta  per  le funzioni  :p(x), con x ~ ( x ~ ,  
x2, ..., x,), in ~), 6 immed ia to  p o r r e :  

g rad  q) --= T,  

dove T ~? que l  ve t to re  l e  cui  componen t i  sono {~) le d is t r ibuz ioni  .7~-- - - - .  

P r e n d e r ~  a t lora  un  senso,  seeondo  le nos t re  p receden t i  def inizioni  (con va lo re  
f ini te  o infinito) l' in tegra le  (T) 

f t t  grad  • 11 = f l l T I l ,  

dove tI Tll ~ il modulo  di T def in i to  al § 8. 
L ' i n t e g r a l e  del  modulo  del  g rad ien te  ~. ut i le  in mol te  ques t ion i  e, in 

par t ico la re ,  pe r  da re  una  def in iz ione a s t r a t t a  di pe r ime t ro  di ins ieme.  (s)- 

(4) P e r  i i  s ign i f iea to  di  t ras la ta ,  v e d e r e  ]5. SCHWAI~TZ~ 1oe. cir. pag.  55. 
(~) v e d e r e ;  E. BAIADA; L a  v a r i a z i o n e  to ta le ,  la l u n g h e z z a  d ' u n a  c u r v a  e l ' i n t e g r a l e  de l  

calcolo  del te  I r a r i a z i o n i .  ~, R e n d i c o n t i  Ace.  L in te l s , ,  se r ie  V I I I ,  vot.  X X I I ,  fase. 5~ (1957). 
(~) ~,ectere: ]5. SCHw,~Tz,  op. cit. log. 35, oppure  pg. 78. 
(7) p e r  la de f in i z ione  di  i n t e g r a l e  di u n a  clistribuziorLe, "~,edere : ]5. SCHWAR'rZ op. cit. pg. 88. 
(s) v e d e r e :  E. BAIADA • C. Via'r1,  G e n e r a l i z z a z i o n i  n o n  M a , r k o v i a n e  d e l l a  d e f i n i z i o n e  

d i  per imet , ro .  ,, Celebraz ion i  A r c h i m e d e e  deI X X  seeolo ,,. S i racusa ,  I961. 


