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R d s u m d .  - Les dquatious de mouvement  rotatiouel d ' u n  corps solide re la t i f  b, t~n poiq~t Q 
(fixe dans l'espace ou centre de g~'avitd du corps) admettent ,  on le salt, des intdgrales 
premibres immddiattes da~s les deux cas suivantes  : 1. Un axe de direction fixe passa~t  
p a r  Q est sans moment  dos forces. 2. Le m6me pour  un axe do symdtrie dans le corps. 

On ddmontre que ces deux axes spdciaux appar t iennent  ~ une classe ~'enfrenant une 
infinitd d'autres qui dans les ~,~mes conditions renderer le m~me service. 

On va dans Ia s~tite consid~rer le mottvement d ' u a  corps sotide dans le 
hi:it de d~montrer l 'existenee de quelques theorems sur ]e moment cin~tique. 
Nous supposons d'abord que le corps posbde une sym~trie axiate dans ce 
sens que l'ellipso'~de central d ' iner t ie  soit de r~volution autour d 'un  axe dit 
ici Faxe de sym¢trie, et traiterons pr~alablement le mouvement d~un tel 
corps relatif  h des axes de directions fixes passant par ]e centre de gravit¢. 

On connait  dans le probleme ainsi pos~, deux cas off l 'existence d~un 
axe par rapport aaquel  le moment des forces s 'annule eonstammant  (dit ici 
<< axe de moment nul>>} admet une conclusion tlirect h l'e~gard du moment 
cinCtique par rapport  au centre de gravit( ~ sons la forme d 'une  integral  pre- 
miere des 6quations de mouvement. La projection du moment cin~tique, soit 
s u r u n  axe de direction fixe dans l 'espace, soit sur un axe de sym~trie dans 
le corps, restera, on le sait, eonstante en cas que F u n  ou l 'autre de ees 
axes soit un axe de moment nul. 

Or, ces deux eas n 'epuisent  point les possibilit~s. En effet, les axes fixes 
et les axes de sym~,trie appart iennent  h une elasse renfermant  une infinit~ 
d 'autres qui nous permet tent  de m6me mani~re d'¢crire imm6diatement une 
int~grale premiere portant sur le moment ein~tique. 

Si G (fig. 1, a) est l ' in t~rsect ion de deux axes Gz e G~ qui font un 
angle variable 

(1) 0 ~ ~G~, 

on va par la notion <,un parall~logramme porte par les axes Gz et G~>> 
entendre un parall~logramme ayant  son point central  ~ G, des cot~s constam- 
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mant  parall61es ~ Gz et G~, et off les longueurs  des cot+~s, 21 et 2e, lois 
une ehoisies,  res teront  les mgmes pour  toutes  va leurs  de l ' angte  (O. 

La  not ion r en fe rmera  aussi  les cas l imites  off deux  cot~s dev iendron t  
zero et le paral l61ogramme d6gen6ra,  soit en une droi te  de l ongueur  21 port6e 
par  Gz, (fig. 1, b}, soit en une  droi te  de tongueur  2e port+~e pa r  G~ (fig. l ,  c). 

Soient  dans  un tel pa ra l l~ logramme (fig. 2) 
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les deux  diagonales ,  et 

(2) 0 < ~ 1  --<,0 0 < (I), <_ r; 

les angles  qu ' i l s  font,  avec G~, de ma, ni~re q u ' o n  ait  en me t t a n t  e: 1 - -  

(3) 
2l . 21 

sin cPl ~--- ~ sin O, cos ¢Pl ~ ~ (cos 0 ~ ~) 

21 
sin (I)~ ~ _-- sin O, cos (1)2 (cos 0 - -  s). 

1)~ 
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En d0signant par  Dik la project ion de D~ sur la direction de Dk, on 
a de plus 

(4) D,D~ = D2Dla = 4(1 - -  ~2)t2, 

c'est-h-dire DiDk~ ind~pendant  de O. 
Cela ~tant, prenont maintenant  G (fig. 2) comme le centre de gravit6, 

Gz comme un axe ~L direction fixe clans l 'espace et G~ comme Faxe de sym6- 
trie d ' u n  corps en mou~,ement. Soit de plus G ~  un tri~dre ofl G~ est clans 
le m~me plan que Gz et G~, de manibre que G~ soit constammant  perpendi- 
culaire h G ~ .  

Z 

t 

J /  

! 

a 

! ,¢, 

/ 

/ 

G / 
b 

F i g .  o 

Z Z 

Avee les notations coutumi(~res on a done pour les project ions de la 
vitesse angutaire du corps sur les axes G ~  

(5) P~---(~ , f f - - ~ s i n @  ~ r - - + c o s ( 9 + %  
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et eomme des ~quat ions  de m o u v e m e n t  re la t i f  au  cent re  de gravit~ 

AO + (Cr - -  Aq  cot g(9)q = L 

(6) Aq  - -  ( Cr - -  Aq  cot gO)O "-- M 

Ci" = N 

L, M~ A r 6tant  les moments ,  A, A, C les moments  d ' i ne r t i e  par  rappor t  aux  
axes  du tr i~dre.  

En  cas que F u n  des d iagonates  D1 et D2 conincide  avec un  axe de mo- 
men t  nu l  on va t ' appe le r  <~un diagon~.le de momen~ n u l z .  L a  condi t ion  
u~cessaire  et snf f i san te  pour  que D1 soit de momen t  nnl, s'(~crit done 

(7) M sin ~ + N cos (I)~ = 0, 

ce qui,  en ver tu  de (3), est ~quiva len t  h, 

(8)1 M sin O -{- I ( c o s  0 + ~) - -  0. 

L ' a d d i t i o n  des deux  derni/~res equa t ions  (6) apres  les avoir  mul t ip l i4es  
r e spec t ivement  pa r  sin 0 et (cos 0 + s) donne  alors dans  ce eas 

(9) Aq sin O + A q ~  cos 0 -[- Cr(cos 0 + ~) - -  CrY) sin (9 == 0 

ou, en in t6grant ,  

(t0)~ Aq sin 0 + Cr(cos 0 + ~) ---- ),~. 

Or en mu l t i p l i an t  cet te 6quat ion par  l ' e q u a t i o n  (2) ~crite 

21 Dzl 

DI ~ 2(1 - -  ~)1" 

et en t enan t  compte  de (3)~ obt ient  enf in  

(lt)~ Aft sin (P~ -}- Cr cos q)~ = xlD2~, 

x~ 6tant  une cos tante  d ' i n t 6 g r a t i o n :  
A 1' au t re  cot~, pour  que le d iagona le  D.~ soit de momen t  nul,  il fau t  que 

(7)~ 

OU, 

(8)~ 

M sin (I)2 + N cos ~z ----- 0 

M sin O + N(eos O - -  ~) = O, 
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et par un ra isonnement  tout. h, fail analogue ~ celui plus haul on trouve 

(lO)a Aq sin (:) -[- Cr(cos t') --. a) = ),.~, 

el; ensuite 

(11)= Aq sin ~ --}- Cr cos q)~ = x~D~, 

off z~ est une constante d ' int6gration.  
Duns ehacune des int¢grals premieres  (11)~ et (11)2 figurent deux pro ie- 

ctions sur le diagonale de moment nul, h savoir la project ion du moment  
ein4tique et celle de l 'antre diagonale. Les int4grals expriment  que ]e rapport  
entre ces projections lh reste constant  pendant  /cute ]a dur~_e du monvement.  

Le r(~snltat obtenue peat  etre ~.nonc~a sous la forme du TI~I~OR.]~I~IE I suivant : 

Si dans le mouvement d 'un  corps relatif  & son centre de gravitd G il 
existe un paralldlogramme portd par un axe Gz de direction fixe glans l' espace 
el un axe de symdtrie G: du co~)s de sorte qu' un diagonale soil de moment 
nul, le veeleur 

GS, 

represenlant le moment cindtique par  rapport (~. G, aura eonstammant son 
ex, trdmild S dans un plan (r:) perpendiculaire au diagonale de moment nul et 
passant par une des eoctrdmitds de l 'autre diagonale. 

Fig. 2, a met en 6vidence t ' in tersect ion dn plan (n) et du plan zG~ en 
c a s q u e  D.~ s o i t l e  diagonale de moment  nul. Le plan (r~) pen passer  pal: 
l ' une  ou l 'autre des extr6mit6s du diagonal D1, suivant le sens dn moment 
ein6tique initial, dent  le valeur  determira  l'~.%helle h laquelle  il rant mesurer  
tes longueurs  darts la~ figure. 

Le th60r6me s 'applique ~ des oas limites oil Fun  ca  l 'autre  des axes 
Gz et G~ est de moment  nul. Dans le premier  cas le parall61ogramme d6g6- 
n6re, nous venous de le voir, en nne droite de longueur 21 port6e par Gz, 
Les deux diagonates se confondent,  et leur  longuenr  commune 2l est aussi  
Belle de la project ion de  l 'un  sur  l 'autre. Le plan (7:) l ieu de Fextremit6 S 
du moment  ein6tique devient un plan perpendicula i re  ~ Gz passant  ou par 
le point z - - l ,  ou par  le point ~ z - - - - I  (fig. _,'). b). Quand  G~ est un axe de 
moment  nul, on volt par  nn ra isonnement  analogue que (r¢) devient  an plan 
perpendiculai re  h G~ passa~lt soil par le point ~-----e, soil par  le point ~ - - -  e 
(fig. 2, c). 

Les 6quations (6), qui const i tuent  la scale base des consid6rations au-  
de-sus, ont 6t6 regard6es j u squ ' i c i  eomme les 6qnations de mouvement  relat if  
au centre de gravi~6 du corps. Or, ces 6quations s 'appHquant  6galement au 
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mouvement absolu d ' u n  corps tournant  autour  d ' un  point 0 fixe et dans 
Fespace et dans le corps, il en suit que le th~:}or~me [ s~Ibsistera encore si 
l 'on y substitue un tel point 0 th la place du centre de gravit~ G. 

On va tenir compte du dernier  remarque dans un ~nonc~ qui rmlfe.rme 
t o u s l e s  r4sultats obtenus, et qui se prate d ~ une ma.nibre instructive et pra- 
tique g certaines applications. 

Une surface sph(~rique (£) ayant  sont centre h u n  point fixe duns un 
corps solide, soit h Q, soit h L sur un axe Q~ de sym4trie de l'~llipsoYde 
dqnertie par rapport h Q, et dont le rayon l, une lois ch~oisi, restera constant 
,pendant le mouvement  du corps, sera dire:- <<une sphere de moment cindlique 
lide & Q >>- 

Cette notion-nous permet d'~noncer le TKt~OI~.~])~[E I I  suivant:  (fig. 3, a) 

Soil PP '  de direction fixe dans l'espace un  diam~lre d' une sph&e de mo- 
ment oindtique lide au point O d ' u n  corps eJt mouvement, alors si PQ est un  
axe de moment nul, le vecleur Q-S moment cindtique par  rapport & Q aura  
son extrdmitd S da~,s un  p lan  (r~) parpei, diculaire & PQ et passant  par  P', 
pourvu  que O soil ou le centre de gravild du coi fs  , ou 'ttn poi~, t  ]gate daus l'espace. 

Z Z Z 

AJT<< 

c, b c 

Fig.  3 
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Ce th6or6me renforme tOMS les cas qui admet tent  une int4gral premibre 
du gengre envisag6. Pout" un corps queleonque ne posedant  aucun axe de 
sym6trie Q, le centre de lu sph6re de moment  ein6tique li6e ~, Q sera n6ces. 
sairement le point Q il-m4me. L 'axe PQ aura alors, comme le montre fig. 3, 
b, la m~me direction que le diam6tre PP',  c'est-h-dire une direction fixe 
duns l 'espace. Si PQ est un axe de moment  nul, on se trouve alors dans le 
eas oil le moment  par  rapport  h un axe de direction fixe passant  par  Q est 
zero. Le moment cin6tique dans cette diretion est done constant, conforme- 
ment au fair que le plan (=) du th6or6me est duns ce cas perpendieulai re  fi 
PP'  ct ~ distance constante de Q (fig. 3, b). 

Fig. 3~ c serf ~ ildustrer comment pour  un corps sym6trique l 'axe PQ 
s 'approche h l 'hxe de sym6trie O~ h mesure  que le rayon I de la sph6re (E) 
devient  de moins en moins petit. Duns le cas limit l - - 0  les deux axes se 
confondront  et (=) deviendra un plan perpendiculaire  h Q~ et passera  par  L 
h distance constunte de O. C'est done le deuxiem cas d~int6grabilit6 connu. 

R E M A R Q U E .  - Pour  tenir compte d ' u n  sens du moment  cin6tique Q'-S 
oppos6 /~ celui suppos6 duns les figures 3, il auruit  fallu de choisir le centre 
de (Z) k L' snr le cot~ negatif  de Q~ ou duns fig. 3, b, de metre P', por teur  
du plan (r~), h la place de P e t  inversement.  Or, duns certaines applicat ions 
il serait  peat  ~tre plus commode, on va tout suite en voir un exemple, de 
prendre un vecteur  ayant  son origine duns le plan (=) et son extr6mit6 h Q 
comme reprentant  du moment ein6tique. 

Consid6rons, h titre d 'applicat ion du th6or6me, le mouvement  retatif  uu 
centre de gravit¢ G d ' un  corps poss6dant un axe de sym6trie G~ et timit6 
par  une surface sph6rique (S) ayant  son centre sur G~. Pendan t  le mouvement  
cette surface (S) est constammant  en contact  ponctuel  avec un plan (P) 
horizontal fixe daus l 'espace, et lu pesanteur  est la seu!e force donn6e. 

On volt qu'en ce cas on peat  regarde la surface (S) du corps elle-m~me 
comme la su r f ace  (Y) du th6or6me (comparez fig. 3, a ou Q est maintenant  
G), P 6taut le point de contact  avec le plan (P) et P P '  6tant vertical. L'6chelle 
sera determiner  par  le moment cin6tique initial ~ ou S'G(voyez le remarque  
plus haut. 

Le th6or6me II  met done en dvidence que duns ce mouvement  le corps 
fournir~, pour ainsidire, iLm6me la repr6sentat ion graphique d ' u n e  int6gral 
premibre des ¢~quations de mouvement.  Duns une conf6rence faite ~t une s6ance 
/i Is t i tuto ~Iatematico del l 'Univers i t~  di Roma prCsid6e par il Professore  
E~nICO Bo~PIA~I~ j 'ui  d~ja utitis6 ce fait pour  exp]iquer  un mouvement  
assez suprenant  d~un tel corps en rotation rapide. 

Annali di Matematica ~6 


