Sulle curve sghembe.

Nota di Gracomo Sasax (a Istanbul)

A Ewnrico Bompiani in occasione del suo Giubileo scientifico.

Sunto. - dssociate, in maniera metricamente intrinseca, ad wna curva sghemba (X) in E,
due superficie rigate R e C, di cui Uuna sviluppabide e Valtra un cono, passanti
ambedue per (X} ed aventi un raccordo im corrispondenza ad un punto X° generico
su questa curva, vengono esaminati gii ordini di eontatto delle due curve (9} e {c}
segate su queste due superficie da un iperpiano =n. I’ ordine del contatio stesso risulta
indipendente sia dalla scelta di (X) che da gquella di X°.

Data una curva sghemba (X) ed un punto regolare X° su questa, si
considerino il cono proieltante la curva do X° e la sviluppabile circoscritia
ad (X). Un piano = generico dello spazio sega cono e sviluppabile in due
curve, tangenti nel punto X7 proiezione di X° su =, il cui invariante di
confatto in quel punto é 34 ed & quindi indipendente da =, da X° e da (X).

Di questo bel teorema, dovuto al Professor Bompiawni [1], ho dato alcuni
anni fa una estensione a spazi di dimensione qualsivoglia [2].

In questa nota invece, associate ad una curva generica {X) di E, una
coppia di rigate & e @, di cui I’una sviluppabile e l’altra un cono, scelte
perd in modo che passino ambedune per (X) ed abbiano un raccordo in cor-
rispondenza ad un punto generico X° di questa curva, si esaminano gli ordini
di contatto delle curve (r) e (c) segate su queste due superficie da un iper-
piano m. Si dimostra che questo contatto, indipendentemente dalla scelta del
punto X° e della curva (X), & di ordine uno per un iperpiano = generieo, di
ordine due per un iperpiano passante per X° di ordine § per un iperpiano
contenente lo spazio E,_, (§ — 2)-osculatore di (X} in X°. Le curve (r} e (c)
hanno in questo caso un contatto di ordine j — 2 con la cuarva (X).

Nel nn. 1 a 3 vengono definite le superficie rigate & e C a cui si @
accennato sopra e si considerano alecune proprieta, essenziali per gli sviluppi
successivi, degli elementi che intervengono pella loro costruzione. I nn. 4 e
5 sono riservati allo studio del contatto di ordine uno delle curve (r) e (¢)
oftenute segando queste superficie con un iperpiano qualsiasi, mentre nel
n. 6 si passa al caso di un contatto di ordine due. Alcuni lemmi stabiliti
nel n. 7 permettono di passare poi al caso di un contatto di ordine § {nn. 8
e 9). Infine nel n. 10, ristretta I’indagine allo spazio euclideo di dimensione
tre, si applicano a questo i teoremi ottenunti in precedenza.
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1. Consideriamo, enfro uno spazio euclideo reale E,, una curva sghemba
qualsiasi (X)), descritta dal punto X di raggio vettore x = x(s) § essendo la
langhezza di arco di questa. Siano inoltre a; = ais) (¢ =1, 2,..., #) 1 vessori,
mutuamente ortogonali, del riferimento principale di tale curva nel medesimo
punto X [3]. Sia ancora p il raggio vettore del punto P che descrive I’iper-
piano ortogonale al versore a; in X: questo iperpidno ha quindi per equazione

(1 [p— x(s)] - ails} = 0.

Ponendo allora

@) %= [p — xis)] - als), =1 2., n)
Pequazione precedente (1) si riscrive

(3) L =0.

Al variare di X sulla curva (X) I’iperpiano considerato descrive una
varietd ludgo di oo' iperpiani, di cui passiamo a considerare le successive
caratteristiche: per oftenere la caratteristica di ordine j basta considerare il
sistema di equazioni

(4) =0, $%=0 = £ =0,.., o8 =0,

ove gli apici denotano una derivazione rispetto ad s. Ciascuna delle
equazioni costituenti il sistema (4) essendo lineare, tale caratteristica &
ovviamente uno spazio lineare che avrd in generale dimensione 7 —j — 1.
Il valore j = n — 1 fornisce i punti caratteristici, i quali costituiscono una
curva (T) di E, di cui gli iperpiani della famiglia considerata sopra sono
gli iperpiani osculatori.

Per le note formule di derivazione,

dx
ag = d,
3) i
d‘: == e Qi il T Pillitls =1 2, .., n)

{dove po = pn = 0, essendo p;, P2, ., pr— 1€ successive curvature di (X} nel
punto considerato) il sistema (4) si riscrive nella forma

$i=0
— it Siot F g — @ @i =0
(6) *—Pé—x-":i—-i -+ Pt Piwagz’-—2 -+ 9253@4--2 -+ PiPi+1£i+2 — P12 * A

_l‘ 29@'—4101 Ll T QPim a1 = 0
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Le successive equazioni cosl oftenute contengono, oltre ai prodotti scalari
espressi mediante le £;, altri dati nella forma an-ax, i quali, vista ortogo-
nalitd a; di indici diversi, sarauno tutti nulli salvo se h =£%. Si osservi pero
che mentre nn’equazione omogenea nelle quantitd £; rappresenta un iperpiano
che passa per 1'origine del riferimento, cioé per il punto X, una equazione
contenente un termine avente a fattore un prodotto an-axr non nullo cessa
invece di rappresentare un iperpiano per X, ossia lo spazio lineare carat-
teristico corrispondente all’ordine j non passa pit per X se nell’equazione
(j — 1)-esima del sistema precedente appare un termine siffatto.

Ci proponiamo di associare ora alla curva (X) una superficie rigata svi.
luppabile, sulla quale la (X) sia tracciata: dobbiamo quindi determinare I’ in-
dice 4 nell’equazione di partenza (3) in maniera che il sistema di iperpiani
considerato abbia per caratteristica di ordine n — 2 una retta passante per
X; cid implica dunque che nel sistema {6) dovranno essere nulli tutti i pro-
dotti della forma an-ax fin nella (# — l}-esima equazione inclusa. Ora si
verifica immediatamente per induzione, sempre ragionando sul sistema (6),
che la j-esima equazione del sistema coutiene senz’altro il prodotto a;— - a;.
Conseguentemente devono anzitutto essere

{7) - ai=aa;=..=ap2-a =70,

il che non & possibile che per ¢ = n oppure per ¢ =# — 1. Nel primo caso
I'iperpiano iniziale (3) & Viperpiano £, =0, cio® I’iperpiano osculatore di (X),
ed & noto che in tal caso la curva (T) che da essa si deduce si identifica
con la curva (X) medesima, la rigata & riducendosi allora alla sviluppabile
delle tangenti di (X). Questo caso essendo gid stato esaurientemente studiato,
non rimane che passare alla seconda eventualitd e considerare la sviluppabile
individuata a partire dail’iperpiano di equazione

(8 $p1=0.

Esaminando, nel caso di 4 =# — 1, la forma che assume il sistema (6),
si dimostra che mnelle ipotesi espresse dalle (7) le successive caratteristiche fino
a quello di ordine n — 2 incluso passano per X, menbre invece now passano
per questo punto quelle di ordine n — 1; cioé le (7) costituiscono una condi-

zione che non solo & necessaria, ma & anche sufficiente,
Difatti il punto I' risulta in queste ipotesi individuato dal .sistema

‘S"’%»—l = 03

(9) 7 — on—2%u—9 + pp—1Sn = 0,

L T T T T S s 4 s e s

Annali di Matematica 15
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Per stabilire la legge di formazione delle successive equazioni del sistema
(9), riscriviamone le prime due nella forma

A.vgn -4 Bify 1= 07

(10)
Azﬁ’n + Bz£n-—2 = Oy
con
(11) Al = 0; Bl = 1: AZ = Pp—1, BZ = e Qe y

ed ammettiamo per ipotesiche le (j — 1)-esima e j-esima equazioni del sistema
(j <n—1) siano rispettivamente

12) Ajsfn 4 Bji&nmjpr1 = 0,
A;8 + BSury = 0.
Derivando I’ ultima equazione si trova

(13’ A;Sn + B;‘Qn—j . Pn~g’~—lB;i£1l—~j—»1 - Pa@—-ij£n—j+1 =0

e sostituendo i valori di £,_; ed £, _;.: dedotti dalle (12) risulta

. A A

(14} Aign e BjB‘j.s’n - Pn——iBi =t ‘gn - Pn——j—lngn—-j—i = 0-,

) 1 j—1
ciod posto

| =4 — B g Az {(Az‘)' 4
(15) Ajp1 = A;— B; B, pn—iB; B B, t B~ Pn—t Bii|’

Bjj1= — pn—ji1 By,

si ha ancora
(16} A;:.!.lg.n + B;-{-i'gn-«j—l == 0.

Da cid segue che per j =mn — 1 le (12} si risecrivono
A%y -+ By 28, = O;
(17)
Ay 1Sy -+ By 18, =0,
per cui, derivando 1’ ultima di queste, si ottiene infine

(18) A;c—-ig% -+ B;fa—»lgq -+ Pan——l‘gz — Byeq = 0

e con cid risulta dimostrato Vasserto.
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Introducendo, poi, nella {18} le espressioni di £, ed £, dedotte dalle (17)
si ha ancora

Bnui Bn—l
S. _ = e e s
(19) " ! . / Aﬂ—l — B An—2 A%
Pl 1 B—,,_1 P105-—1 B“**‘n s

Questa equazione, assieme alla (16), che si riscrive nella ferma

A
L= PTG,

(20) ] Bu, "

essendo le quantita 4; e By definite dalle (15), serve a determinare comple-

tamente il punto T', il eui raggio vettore y sara dato dunque dall’espressione

_ n=2 4. s)
(21) (s} = x(s) — Lu(s) 751 ma}(s) — anf$)|-

2, Prima di proseguire, conviene stabilire alcune proprieta delle quantita
4; e By che avremo bisogno di utilizzare nel seguito.
~ Osserviamo anzitutto che dalla (1; 15} (*), tenendo presente le (1; 11)
risulta essere

{1) Bipi={(—1) i-.—fill Br—i—i -
Si ha allora

Bos= (— 1T o0ics

n—i H=—2
@) = (= 11T il = 1172 T i)
= By—iCuj
avendo posto
3) Comj= (=17 T gy,
Si ha ancora -
Cpey = 1,
(4) .
Oy == (— 1)"= Ejpn_z_l = By,

{(*} Lia numerazione delle formule riprende ad ogni pavagrafo, Lie formule dei paragrafi
precedenti vengouo richiamate indicando prima il numero del paragrafo e quindi il numero
della formula stessa.
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e, tenendo presente la seconda delle (1: 15), dalla

6) 0;B; = CjaBjys (= By
come pure dalla (3) segue che
(6) Ci= — puiti—Cits-

Inoltre, sempre in base alle (1; 15), si ha

4: =0, As=pp—y, As=— py—s (Pn-—:_)’

Crz

A =0 o ;[_ . (Pm_.l)}’_ . (Pn.—l);’}l
n On—aPu-—2 Pr—s On—s Pr—s Ons i

e quindi se si assume quale ipotesi che

()

_ ; (k—1) ‘ (k—1) ’ (k—2)
Ak-;—:.-—fk—{—l(Pn—lg O tpiy ve0s Pt 5 Pui—2y P a2y sors Pu—z s Pu—as Pn—3; sy Pu-—s
(8)

’ ) ’
Ori—ts Ot—ts wovs Phmt 'y ooy Pu—ks P n—k)

ancora per via della (1; 1B} si frova

(&) (k) k—1)
Ak+2:fk+z(9n—17 Oty voy Preas Pr—zs Pty oo Pu—z2, Pn—a; sz—s, ey Pgn-—-3 3

©)

’ (Kw2) ’ 1 ,
Phpomty P ety ovvy Prramg 3 sovs Pyl Pu—k; P n—ks Pu—kei: Pn—k-—-l)

il che costituisee la dimostrazione per induzione della formula (8) medesima.
Infine aggiungiamo che la prima delle (1; 15) si pud riscrivere nella
maniera seguente

A\ 4; A;
10 ,!)= A Ay
(10) (5] =emig=+%
Ora
4\ _ 4,G4
(11) (Bj) o Bn»q
per oui
AN _ Bun (4,0 A0 | 4,40
12 (gj) T By 19 By fnmi B, .. + By
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e quindi

(13) 4,0 = pumidjs Ojms + Ajia0y+ = Bus g,

n——l

3. In base a quanto precede la (1; 20} si riscrivera

_ An—jan-—d
I Bn—l gn

0

(1)
per cui I’ espressione vettoriale (1; 21) diventa

£nls)

(2) ) = x(s) — 5 Dl

ove si & posfo

(3) D(S) = ’.EZAH:—ij.ujaj - Olan .
j=1

Consideriamo ora il vettore tangente alla curva (I') nel punto I, il quale
corrispondendo al punto X della curva (X), ha parimenti per parametro il
medesimo valore s. Si ha

) Q [ B2
Y = ay— (B ~1) [72 An-—dcn—ﬂai Ola” }

B.,.. z (An—-jcn—jyaj + 4, aChspia: + G0 n—1@n—

=1

Qn itn—z

— Cla, + ‘22 A yCrfl— ppraj_s -+ 05 “j+1}}
j= .

‘ o v
1 = Oy A — (2 4,6

-3
(4) 2 s [ ( "= O”vj)l_ 4, "/"10""’1"'197' + AHMI-!—lOn——J'Ple-l l -+

b:;

En_

11 —31

j=

oW

; [z’i Co) + A43C50,_] ( ) C’z an~2
b

B” {Glpn-l + A 02011-2} [« prowey + [ "’:1 Gl + (uB’i—tJ) 01 } [« o9
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e basterd fenere conto delle (2; 6) e (2: 7) per verificare immediatamente che
il coefficiente del versore ay, si annulla. Invece, in base alle (1; 19) e (2; 13)
si verifica che il coefficiente a/ del versore a; (j=1, 2,.., n—2) si sem-
plifica, ottenendosi infine

(5) al == — ;’"

An-—j Gﬂ ]

-1

mentre il coefficiente a” del versore a,., avendosi C, = B,_,, ¢

(6) a" == Bin—l 01-
Si ha quindi
o) e S nl8)
() Yis) = — "0 Dis),

per cui la superficie rigata &, passante per (X), data mediante l'equazione
vettoriale

(8) r(s, 1) == x(s) 4 tD(s),

¢ la sviluppabile delle tangenti della curva (I'). La curva (I} stessa si ottiene
ponendo nell’equazione della rigata

(9) t= H(s),
ove

_ £.(8)
(10) H(s) = — Byals)’

Conviene rilevare una ultima proprietd del vettore D, che si ottiene
derivando la (2) ed identificando il risultato cosi oftenuto con il secondo
membro della (7): si trova allora

B,
By,

(11) D = D + 5‘1 a;

per cui sussiste la relazione lineare
(12) H(s)B'»—+(8)D(8) + [as(s) — H(s) D'(s)] Bnsls) =0

che avremo occasione di richiamare nel seguito.
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4. Si consideri ora sulla curva (X) un punto X° generico e cioé tale che
in esso non si annullino né risultino infinite le successive curvature di (X)
e le quantith 4n, B; o Cx. Si scelga X° come origine della lunghezza d’arco
s sulla curva (X) e sia inolire I il punto della curva (I} che corrisponde
ad X°: il punto ', in base alle ipotesi formulate poc’anzi sulla natura di
X°, sarad situato in una regione finita di E,.

Consideriamo ancora il cono @ di vertice I' e direttrice (X), il quale ha
per equazione vettoriale

(1 c(s, u) = 1(0) + ulx(s) — v(O]],

ed ha ovviamente in comune con la sviluppabile & la generatrice per X°.
Queste due superficie si raccordano, anzi, su questa generatrice, in quanto
hanno ambedue per piano tangente fisso lungo la generatrice comune il piano
individuato dalla generatrice stessa e dalla tangente alla curva (X) in X°.

Siano (r) e (¢) le due curve oftenute intersecando la sviluppabile & ed
il cono € mediante un iperpiano generico =, soggetto per ora alla sola con-
dizione di non contenmere il punto I'*. Queste due curve (r) e (¢c) passano
ambedue per il punto P° nel quale la retta I'x° interseca 1 iperpiano =,
ed hanno in quel punto un coniatfo, avendo ivi in comune anche la tangente,
che risulta essere 1’intersezione del piano di raccordamento con ’iperpiano =.

Per analizzare la natura di questo contatto, conveniamo anzitutto di in-
dicare con la sola leftera iniziale di una funzione di s, sia essa scalare o
vettoriale, il valore che questa assume per s = 0, riservandoci di indicare la
variabile s esplicitamente quando questa non ¢ nulla. Spostiamo inoltre 1’0r1
gine delle coordinate al punto X° prescelto, in modo che sia

(2) x=0
e quindi
(3) v =HD.

Infine, I’iperpiano = abbia per equazione
(4) p U=,

p essendo il raggio vettore del punto generico P che percorre questo iperpiano,
v il versore ortogonale a = e @ la distanza di = dall’origine. Sostituendo
quindi a p le equazioni parametriche della sviluppabile & e del cono G,
fornite rispettivamente dalla (3; 8) e dalla (1), si ottengono i valori di ¢ e
di » che determinano le intersezioni di queste superficie coll’iperpiano =,
cioé appunto quei valori di ¢ e di u che danno le curve () e (¢). La condizione
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di non appartenenza del punto TI'® all’iperpianc = si esprime allora scrivendo

{9) HD:v — & 3=0.
Nel primo caso si ha dunque
(6) [x(s) —tD(s)]-v =&
ciod
7 P x{s}-o
@ Disj-v
Ora, sviluppando in serie,
, . © gh
(b) x(S} —-hil k_!x‘h)’
—_— OO‘ Sk (R)
{9) D(Sj“;MED ;
e quindi
w gh
(10) —xls)v =3 5 X,
st
(11) D(S)‘Uzk:Oij

ove si & posto
(12) — X, =xM.p, Dy= D®-v.

Si osservi che in virti della (2) la prima delle (12) non definisce una quantiti
X, e quindi, allo scopo di mantenere la simmetria delle formule, poniamo

(13) X, = o.

I’espressione della #, fornita dalla (7) si pud allora riscrivere nella maniera
seguente:

4 gy Ap

o P! © g,
S s — !
Nkl

1 coefticienti di questo sviluppo si determinano osservando che

h fe'e} &k ool ¥
(15) S A in)(z f——T,)

\ k=0 k‘ k f==0 jl
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quindi
h
(16) =3 (]) DiyT;.
per cui
h—1 ]
(17) 7, = Llx, 3 (h.) Dh_fT,-.}.
DO =0
Nel secondo caso invece &
(18) {Y +uixis)—ylhe=o
ossia
(19} w— 0TV

X(S)ov_—y.v.

ossia, in base alle (8), {12} e (13)

st

I'r28

Sl
=

1) "= — =1+

1+h§0h'HDo—X0

<
-

la divisione per y-v — ® = HD, — X, essendo lecita in base alla (5). Si ha
quindi, per determinare i coefficienti U;, 'equazione

o) 1 X, [o'e] 8 {
2 = pX 5 ___An z i
(22) 1 @+MMHM_Q(+ 50

V]

X h—i 1

" HD.— X, =0.

0
L
H 048

£E§%z+m+zﬁw

Ne segue che deve essere nulla V'espressione fra parentesi quadre: risolvendo
lequazione cosi ottenuta rispetto ad Uy si trova infine

1 b= p,
2 - _
(24) U, b [X f( )UXh_,}.

Annali di Matematica 16
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Dalla {14) segue dunque che la curva (r) ha per equazione vettoriale
P . o0 81
(25) r(s) = x(s) + = 7 T:D(s)
i=o0 ¥

mentre sostituendo ad u# mella (1) 'espressione fornita dalla (21) si trova per
la curva (¢}

o] Si
dﬂ=v+hm_ﬂﬂ+§{7w
(26)
o o} Si
=x(s) + [x(s) — v] & - Us
PG ?
Si trova dunque
oo Si o Sh
ris) — ¢(8) = D(s) go 7] Ti — {x(8) — Y]hEO W Us
sk / 20 St w g X gt
—| ¥ 2 pw il B A T er ¢ PR y°
‘“(kzokzD )\if‘o ;! T’> <k_1 il HD)<i=oz'z U‘)
(27)
—-—%‘Os_'igjkj’.[)m é‘kU,m HU.D
Y 11 Pt (i) i “i:o<i R #
je s} Sk
= A
con
ok
Ak::HUgD-{' T (é)(Tk—iD(ﬂ-—” Uk——ix(i))
fe=
(28)

kL
=(HU, + T,)D + 2 (?)(Tk-—-iDm — Upeix'?).

i=

5. Dalle formule (4; 17) e (4; 24) risulta essere

(1} Toz Xo/D, U(]: ”""X()/.HD
¢ quindi
{2} HUO+ To: 0,

mentre, sempre per via delle medesime formule, si ha

X}_ UoX1 X1 Dl TO —

: % X —_ L
{3} HU, 4 Ty = D, D, D. D, D, (U0X1 + DT,
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Ne segue che il vettore A,, dedotto dalla formula (4; 28) &
(4) 8= (HUy+ To) D =0,

il che conferma che le curve (r} e (¢) hanno un punto in comune, come d’al-
tronde & stato stabilito all’inizio del n. 4 con ragionamenti puramente geo-
metrici. Ma si ha inoltre

(51 A, = (HU, + 1)) D + T,D™ — U™

.-._Uo

p. X — HD)D + HD.D' + Doay]

e sostituendo a D' 1'espressione di questo vettore fornita dalla (3; 11)

U, 1

{6} AI e ]70 E—n—: {B,@_}_(X]_ o .H.Dl) + B," -..1HD0}D.

Orbene, V'espressione racchiusa fra parentesi quadre ¢ nulla, come immedia-
tamente si vede moltiplicando scalarmente col versore v la relazioune lineare
3; 12) e dunque

{7) Ay =0,

come d’alironde & stato in precedenza affermato. Ne segue che le curve (r) e
{c) segate sulle rigate & e C da un iperpiano gewmerico = hanno un contatlo
di ordine almeno eguale ad uno.

Per precisare 'ordine di questo contatto & necessario passare al vettore
A,, che si scrive

(8) A, = (HU. + To)D + 2T.D% — 2U,x®) - ToD3 — Upx (2.
Ora
1 1
HUZ + 17 T= e E (Xg-'— Uon "I" 2U1X1) + D‘O (Xg"— DzTo —_ 2.D1T1)

(9)
1.
=—1 (UoX. 4 2U.X, 4 D, T, + 2D, T,

e, per la (3; 11)

BH_ l H! BI
1 (2) — D1 B F i e A DU <
(10} DV=3"2D H( 2 Bn_l)al % a,.
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Ne segue che

Bln—— 1,4/—- 1 - -
A, = {21; g T, I o (U + 20, + DT+ 20Ty | D
T,(H B._)\ .T
11 2 e — 922t 9
(L1 + [H (H B,,_i) 2 — W

= 3,D + Opdiy

cioe il veitore A, & la somma di due vetfori, rispettivamente diretti come D
ed a;. Consideriamo ora il coefficiente di D in questa somma, ciod 3;: essendo

Y [y

Dz = = (du—iCn-if'aj- v + 2 B (AnjCorif [(— pimsajms + psajts) - 0]

j=u1 1
(12)

2
+ 2 ApiCuijl(— pj—raj—s + pjajtaf - 0] — Clan » v + 20 ppraya + v

—

+ ClP;x-ﬂln-l cv+4 Cipps [(— Pr—s2@u—z F Pr—rdy) - 0],

5, contiene un termine della forma
(13) —_ (An—-lon——l)”al v

che in base alle (2; 8), contiene le derivate di p,_, e di p,—, fino a quelle
di ordine # — 1 incluso e nessuno dei rimanenti termini di 2, contiene deri-
vate di queste curvature di un ordine cosi elevato, suscettibili quindi di
eliminarle. Questo bastd per dimostrare che il coefficiente 3, non si annulla
e di conseguenza non si annulla neppure il vettore A,, per cui in generale
il contatio delle curve (r) e {c¢) é precisamente di ordine uno.

6. Osserviamo perd che l'ostacolo al quale abbiamo accennato alla fine
del n. precedente pud venir rimosso supponendo nullo sia il prodotto scalare
a;, v (e ciod X,) che il coefficiente T, (cioé X,). Cio indica che per una
scelta particolare dell’iperpiano = le curve (r) e (c) possono eventualmente
avere un contatto di ordine superiore ad. uno.

Ma la prima delle due possibilita or ora segnalate nmon conduce ad un
risultato, come facilmente si verifica prendendo in considerazione, assieme a
3, il coefficiente «, che figura nella (5; 11).

Difatti in questo caso la componente su a, del vettore A, guando si



G. Sapax: Sulle curce syhembe 125

esprima anche D in funzione dei versori a;, contiene un fermine della forma

) T.H'
(1) "H_g ’
cioé contiene, per le (1; 19) e (2: 8), derivate di gy © py—y di ordine n» —1
incluso che nessuno degli altri termini contenuti nell’espressione di questa
componente pud annullare. Se ne conclude che ancora in questo caso A,
rimane diverso da zero,

Non cosi invece, se T, si annulla, cio® se si suppone X, nullo. In tal
cago si ha

(}—- T —_— UQ == O Ti XI/DO Ul e XI/’DOH,

(2)
2X
HU2+ Tz————‘(Ule_*—DlTl) ﬁ}}(XI_DIH)
quindi {b; 11) diventa
(3 n=2% 1 o yp 4 (X.— DH)B,_|D
} DOH B:.l[ o n—1+ 1 } #—1

ed & evidentemente nulla in base alla (3; 12).
Ora Dipotesi X, =0 equivale a supporre che l'iperpiano = passi per
Porigine del riferimento, cioé per il punto X°, ed in tal caso &

(4) Ap== A0y =4, =0:

per determinare l’esatta natura del contatto che in tal caso si presenta o
necessario passare al vettore A;. Nelle ipotesi riassunte dalle (2) questo si scrive

te r’
By

(5} STIB 1—]—3_’[’ B::+(HU3+ TS)}D
T, (H B, 7,
“*“3[ (H '19;:’1)‘?1““6’4‘“
?—"—‘-53D+0&3a1

e, considerando, come si ¢ fatto nel n. precédente, la composizione dei coef-
ficienti 3; ed «; si verifica nuovamente che questi contengono derivate delle
due ultime curvature di {X) in X°¢ di ordine elevato, che non si possono eli-
minare ¢ quindi, se non si aggiunge yualche altra condizione alle ipotesi
espresse dalle (2), il vettore A, & diverso dallo zero. Si ha quindi che se
Uiperpiano = passa per il punio X° le curve che sega sulle rigate & e @
hanno in quel punto un contaito di ordine due.
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7. Per procedere oltre, conviene dimostrare alcune proposizioni a carat-
tere generale.
Osserviamo anzitutto che se

(1) X=X =X =..= X3 ,=0, X0 {per k2> 2
si ha immediatamente, per la (4; 24), che
(2 Uh=U=Uy=...=U,_,=0, Uy_,530 (per k>2).
Inoltre, dalla (4; 7) risulta anzitutto
{3) Ty == Xo/Dy == 0.
Ma ancora, avendosi ora X, = T, =0, la medesima formula da
4 =0

e si pud completare questo rismltato per induzione, supponendo, assieme
alle (1), anche

B) To=T=Th=..="T_,=0 con i—1 <k — 2.
Sempre per la (4; 7) si trova ancora
(6} T,=0

e possiamo quindi enunciare il seguente

Lemma: Se
Xg:Xl‘:Xg:... sz_..z:O, Xk..;:i:O {pe?" k22};
allora si ha anche

Uo= U1: sz.-.mUk_.2=0, Uk_.1='=0 (p@f" kz?)

To":T]_»:: _’lyzz...ﬁTk__g_—'——O, Tk\_1={=0 (pe’l' k_;_:?).

In secondo luogo, consideriamo la forma che assume, nelle ipotesi espres-
se dalle (1) e con le conclusioni alle guali si giunge per il lemma teste
enunciato, il vettore Ag. Dalla (4; 28) risulfa

{7) Ay = (HUy + Tx)D + M{TjD — Up_. %)
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¢, sempre nelle medesime ipotesi si ha

Tk—-d:«Xk——l/DO- U}g..}, = — Xk—-l, DOB

(8)
1 1 DT, D
HUk_‘_Tk:_XRHﬂ *I'—E(Xk—“leTk_l):—k ID: =mkﬁ§Xk—1
Quindi
X — X - 7 X —1
Ay = — ;),ZDDMU k1D+kD:Ha1
(9) x

e sostituendo il valove di D’ fornito dalla (3; 11) si ha

}lk—1

Ak = “kD’ Di_HD _D HB"fD + DQHH Dgal
{10)
Xpn 1 ,
= —Fk Dng E‘}:(Bnqlh — B n~1Do)D =0

essendo unuovamente nulla lespressione fra parentesi, per via della forma
che assume la (3; 12), moltiplicata scalarmente con il versore p, quando
X, =0. Si giunge cosi ad nn secondo

LeMMa: Se
X=X =Xo=..= X =0, X;_,=0 per k> 2
allora ¢ anche
Apmm A, = A, =...=4,=0.
Esaminiamo infine, sempre nelle medesime ipotesi, il vettore Agy.; si ha
() Mss = (HUpss + Ta) D + (1) (TuD' — Up %) +
-+ (@;z; (Th D' — Uy X

e, sempre nelle ipotesi espresse dalle (1),

1) Tk = (XJZ —— };:DlTk_l.,/Dg, Uk - - XA/DDH,
{12)

E+ 11k
HUk+1+ Tk+1ﬂ——- ?)- ( ,1)217 _1‘+" D],Tk>
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per cui, utilizzando anche la {3; 11} e la {5; 10}, risulta essere

ey / i D,
Appa= " + ? (X — lfDlTk—ﬂB*;j —15 DTy, + D-O(Xk""DlTk—-—l)]
(13) + ¥ by, B |D+
7n-—1
k—}"l Tk—l 1 H, B!n--l
+(3) T e+ e "B;:ﬂ“l

= gD + oy paas .

Da questa espressione del vettore Ay, risulta che la componente di questo
secondo D, 3r.,, contiene un solo termine nel quale appaiono le derivate di
ordine n — 1 delle due ultime curvature della curva (X) nel punto X° e nes-
suno degli altri monomi che figurano in questo coefficiente racchiude derivate
di ordine cosi elevato di queste curvature: questa componente non pud quindi
essere nulla e di conseguenza &

(14 Ay = 0,

Si giunge dunque alla conclusione seguente: la condizione necessaria e suf-
ficiente perché sia

Mgz A=Ay = . = Ay =0, Apa=E0 per k> 2
é che si abbia
Xo X1 == Xg e Xk_g - 0, Xk—-—l -‘:%: 0.

Che questa condizione sia sufficiente, lo si & visto sopra: che sia necessaria
segue ancora dalla (13), perché per eliminare il monomio che contiene le
derivate delle curvature, cioé per eliminare D, deve essere I%_, =0, ciod
X1 =0 ma in tal caso & pure nullo Agy, = 0: basterd esprimere questo
risultato per % anzich® per k4 1 per completare la dimostrazioue.

8. Il teorema oftenuto alla fine del n. precedente risolve completamente
il problema che ci siamo proposti. Espresso in forma generale il risultato
ottenuto & il seguente:

Le curve (r) e (c), segate dall iperpiano = sulle rigate & e C hanno un
contatto di ordine k se, e soltanto se,

X0:X1=X2=..-3Xk_220, Xk_.]_:!:o _pe'r k> 2.
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Ora, questa condizione, fenuto conto della (1; 5}, equivale a scrivere
(1) =0, a1rv==a: v=1.=@az_2 v=0,

poiche si suppone il punto X° generico e ciod tale che in esso non si annulli
nessuna delle curvature di {X). La condizione (1) a sua volta significa che
Viperpiano = passa per X° e che il versore v ad esso ortogonale si mantiene
perpendicolare ai versori a., as, ..., ar—,. Cid significa che I’iperpiano con-
tiene questi versori, cioé contiene lo spazio lineare da essi sotteso, spazio
lineare che & osculatore alla curva (X) nel ponto X° Si ha quindi il teorema:

Sia (0} Uorlo di regresso della sviluppabile &, associata ad wna generica
curva sghemba (X) di E,, e prescello su (L) un punio o, sia @ 4l cono che
proietta (X) da T°. Sia allresi X° il punto di (X) che corrisponde al punto
fo ai (T) e che si suppone generico.

Intersecando R e C con un iperpiano qualswoglm, non passante per I'°,
st oltengowno due curve (v} ¢ (¢} avenli un conlallo di ordine uno nel punio
Po, fraccia dé I'°X° su quesio iperpiano.

Se Viperpiano passa per lo spazio lineare di dimensione j, osculatore
alla curva (X) in X le curve (r) e (¢) da esso segate hanno invece uwm con-
tatto di ordine § -2 in Xo.

Vi sono dunque oo* iperpiani che intersecano la coppia di rigate & e @
in due curve con contatto semplice, oo"—* iperpiani che intersecano queste
superficie in una coppia di curve con contatto di ordine due, ..., co"—7 iper-
piani che intersecano queste superficie in una coppia di curve con contatto
di ordine j41,...

Evidentemente, non si pud andare oltre la condizione

(2) G):‘O: 01'0:a2-u=...:an_1-v=0

perché allora il versore v risulta completamente determinato ed uguale ad
a,: Uiperpiano = si riduce quindi all’iperpiano osculatore alla curva (X} in
X° e dunque solo Uiperpiano osculatore ad (X) in X° interseca le superficie
R e C secondo una coppia di curve (r) e (c) aventi un contatto di ordine n 1.

Aggiungiamo infine che la tangente comune alle due curve (r) e (c), che
nei casi di un contatto di ordine uno o due & ! intersezione del piano tan-
gente di raccordo delle due superficie con !'iperpiano =, a partire del con-
tatto di ordine fre si riduce alla tangente alla (X) nel punto X

9. Si possono completare i risultati precedenti agginngendo un’osservazione
sul contatto che le carve (r) e (¢) hanno con la (X).

Difatti, la condizione necessaria e sufficiente per I'esistenza di un contatto

Annali di Matematica 17
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di ordine kb fra le curve (r) e (c) s’¢ visto essere

(1) X=X =X, =..=Xp,=0, Xp_,=0 (per > 2)
ed il lemma del n. 7 afferma che in tal caso si ha parimenti

(2) Ih=Ti=Tl=.=T,,=0 T,_,=%0 {per A > 2),
(3) Ui=U,=U,=..=Uy_,=0, U,_1==0 (per h > 2),

per cui dalle (4; 25) e (4; 26) segue che

) rs) — x(s)= 3 S TD(s)
I———2
) ols) —x ()= 3 %0, [x(s) — 7).
j=h=a J}

Si ha dunque che se le curve (») e (¢} hanno un conifatio di ordine h, ciascuna
di esse a sua volta ha un conlatlo di ordine h— 2 con la curva (X).

10. Nel caso di una curva generica (X) in E;, la sviluppabile & di equazione
(1) r(s, )= x(s) + tDfs)
si riduce alla sviluppabile rettificante della curva (X), avendosi, per la (3; 3)
(2) D(s) = A;Csa; — Cias = pea; + p1as-
I risultati generali ottenuti al n. 8 si raccolgono quindi nel teorema seguente:

Sia (L'} Vorlo di regresso della sviluppabile reltificante & di una qualsiasi
curva sghemba (X) da I'°. Sia oliresi X° il punto di (X) che corrisponde al
punto T° di (L), e che si suppone generico. Allora

L. Infersecando &K e @ con un piano © qualsivoglia, non passante per
I'* si ottengono due curve (v} e (¢} aventi un coniatto di ordine uno nel punio
Peo, traccio di T°X° su .

II. Se il piano = passa per X° le curve (r) e (¢c) da esso segale hanno

in X° un contatto di ordine due.

111. Se il piano =, olire che passare per X°, ¢ inollre uno dei piani
tangenti ad (X} in guel punlo, le curve i¥) ¢ (¢} da esso segate hanno Wi un
contatto di ordine ftre.
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V. Infine se il piano = coincide col piano osculatore "di (X) in X°, le
curve (r) e {c) da esso segate hanno in X° un conlatto di ordine quatiro.

Il teorema enunciato alla fine del n. 9 frova ora applicazione solo per
h=3ed h=4. Se h =3, il contatto fra {X) e le curve {¥} e (¢) ¢ di ordine
uno, ¢ conviene calcolare gli invarianti di confatto. Sempre dalle {4; 25) e
(4; 26) segue che

T =etat+ 3 G Toe2 8 G 0+ E 1D
3)

dcclLS) =afs) + El U:?:j"%v’ Uslx(s) =] +1§0 %Ujal(s};
T =etait+ 3 Y u)r2 % S v+ § S D — 1)

e quindi, per s==0 si ha

a
d—; =a, + T\D + T,D

= (14 Tip: + Top's)ar + (Thor + Top's)as,

d2
EZS,; = 1> + TzD ‘+’ 2T10I + TOD"

= (To0, + 210", + T@Pg}c& + [o1 + Tolo2er— 9192}] a; +
4 (T2P1 + 2T+ TDP;’J“h

4)
de
ag‘= (1 “" Uo)dl — Ul‘l’
T (1 ~|-- UO e U],sz)al — U1HP1¢13,
d’c

g5 = el + Uas + 201as — Usy

== (QUI b UzHPg)al ‘l"‘ 91(1 + Uo) az — UZHPZaS'
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Siccome poi nel caso preso in considerazione si ha

, Xom=X,==0, TomTy=0. U= U, =0,
(5)
Xp=—par-v, Ih=—a,- viasv, Uy=a;- U/H(as . v),

le flessioni di {r} & {¢) in X° saranno rispeltivamente

2
a. asz Qs
1 0 0
Tz?z 1 Topn
Pir r = i = (1 4 T%)e3,
(6)
2
ai: as as
1 0 0
—UZHPz P ""UzHPl
Pire= I = (1 4+ U1H?ez.

Gli invarianti di contatto di (X) con () e con (c) siano allora &, ed J.:
si ha

1 i
7 Jp= £ — P g = =
@ eor V14T °7 eye V14 UPH?
e ponendo
8 = q5 €08 6 — a; sen 6

troviamo infine
(9 J,=cos 8, J,==co0sb.

Si giunge dunque alla conclusione seguente: dafe la sviluppabile retli-
ficante & di una generica curva (X) ed il cono C che proietia (X) da un
punto prescelto sull’ orlo di regresso di questa sviluppabile, sia X° il punio -
di (X) attraverso il quale passa la generairice di raccordo di queste due
superficie. Un piano tangente alla curva (X) in X° sega queste superfiicie
R e @ secondo due curve (r) e (c).che hanno in X° un confatlo di ordine
wno con la curva (X) ed un invariante di contatto uguale a cos 6, ove 6 ¢
I angolo che il piano fangente segante fa col piano osculatore alla curve in X,.
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Per h=4 si ha invece un altro teorema, ugualmente espressive, che
si pud cosi enunciare: la sviluppabile retlificanie di una generica curva (X)
¢ segata da un qualsiasi piano osculatore di (X) secondo una curva che nel
punto di osculazione ha un contatto di ordine due con la (X) medesima.
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