
Sulle curve sghembe. 

Nora di G~ACOMO SA:m~S (a ]stanbul) 

A Enrico Bompiani in  occasione del suo Giubileo scientifico. 

Sunto. - Associate, in maniera metricamente intri~seca, ad u , a  curva sghemba (X} in  E n 
due superficie rigate ~ e ~, di c~i l 'uua  sviluppabde e l 'a l t ra  un cono, passanti  
ambedue per (X} ed ave~,ti un r~ccordo in corrispoJ~de~,za ad un  punto X o ge~erico 
su, q~testa c~rva, vel~gono esami~ati  gli ordini di contatto detle due curve I t ) e  (c) 
segate su qtteste due sttperficie da un iperpiano u. L'ordine det contatto stesso r isul ta 
indipendente sin dalla scelta di (X) che da quella di X °. 

D a t a  u n a  c u r v a  s g h e m b a  {X} ed u n  p u n t o  r e g o l a r e  X o s u  ques ta ,  s i  

cons ide r i~w  i l  c(mo p r o i e t t a n t e  la  c u r v a  d a  X ° e la  s v i l u p p a b i l e  c i r c o s c r i t t a  

a d  ~X}.  Un p i a n o  r: g e n e r i c o  del lo  s p a z i o  sega  cono e s v i l u p p a b i l e  i n  due  

curve ,  t a n g e n t i  ne l  p u n t o  X "  p r o i e z i o n e  d i  X ° s u  ~, i l  c u i  i n v a r i a n t e  d i  

c o n l a l t o  i n  que l  p u n t o  ~ 3~4 ed ~ q u i n d i  i n d i p e n d e n t e  d a  r:, da  X ° e d a  (X} .  

Di questo bel teorema, dovuto al Professor :Bo~IPIA~I [1], ho dato alcuni 
anni f~ una estensione a spazi di dimensione qualsivoglia [2]. 

:[n questa nota invece, associate ad una curva generica (Xt di E ,  una 
coppia di rigate ~ e C, di cui l ' n n a  sviluppabile e l 'al tra un cono, scelte 
perb in modo che passino ambt~due per (X) ed abbiano un raccordo in cor- 
ri.~pondenza ad un punto generico X o di questa curva, si esaminano gli ordini 
di contatto delle curve (r} e (c) segate su queste due superficie da un iper. 
piano 7:. Si dimostra che questo eontatto, indipendentemente  dalla scelta det 
punto X ° e della curva {X), ~ di ord~ne u n o  per un iperpiano ~: generico, di 
ordine d u e  per un iperpiano passante per X°~ di ordine j per un iperpiano 
contenente Io spazio Ei_.~ { ] -  2)-oseulatore di (XI in X °. Le curve (r} e (c) 
hanno in questo caso un contatto di ordine j - - 2  con la curva ~X). 

~Tel nn. 1 a 3 vengon0 definite le superficie rigate ~ e ~ a cui si 
aecennato sopra e si considerano alcune proprieth, essenziali per gli sviluppi 
successivi, degli elementi che intervcngono nella loro costruzione. I nn. 4 e 
5 sono riservati  allo studio del contatto di ordine uno delle curve {r) e (c) 
ottenute segando queste superficie con un iperpiano qualsiasi~ mentre nel 
n. 6 si passa aI ca, so di un  eoatatto di ordine due. Alcuni Iemmi stabiliti  
nel n, 7 permettono di passare poi al caso di un eontatto di ordine i (nn. 8 
e 9). Inf ine nel n. 10, r is tret ta  l ' indagine  allo spazio euclideo di dimensione 
tre, si applicano a questo i teoremi ottenuti in precedenza. 
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I. Considedamo,  entro uno spazio euclideo reale E,,, una curva sghemba 
qualsiasi  {XL descri t ta  dal punto X di raggio vettore x - - x i s }  s cssendo la 
lunghezza di arco di questa.  Siano inoltre al - -  ai(st {i --  1, 2, ..., nj i ve, sori, 
mutuamente  ortogonali,  del r i fer imento principale di tale curva nel medesimo 
punto X [3]. Sia ancora p il raggio vet tore del punto P che descrive l'ipe,-- 
piano ortogonale al versore al in X:  questo iperpigno ha quindi per  equazione 

(t} 

Ponendo atlora 

[ p  - -  x(s)] . a~Is} = O. 

£, = [p - -  x(s)] • ads ), (j = 1, 2, ..., n) 

l 'equazione precedente  (1) si r iscrive 

(3) & = 0 .  

A1 variare di X sulla curva (X) F iperpiano considerato descrive una 
variet~ luSgo di oz ~ iperpiani, di cui passiamo a cons ider , re  le successive 
carat ter is t iche:  per ottenere la carat ter is t ica di ordine j basta  considerare il 
sistema di cquazioni 

~ = o,  ~" = o, ..., ~ )  = o,  (4) £i = 0, 

ove gli apici denotano 
equazioni costi tuenti  il 

una derivazione rispetto ad s. Ciascuna delle 
sistema (4) essendo lineare, tale carat ter is t ica 6 

ovviamente  uno spazio l ineare ehe avr~ in generale dimensione n ] 1. 
I1 valore j = n - -  1 fornisce i punti  caratteristici ,  i quali  costi tuiscono una 
eurva (17) di E,, di eui gli iperpiani  della famiglia considerata  sopra sono 
gli iperpiani  osculatori.  

Pe r  le note formule di derivazione, 

!5) 

d x  
d-8 ~ GI~ 

d@i 
- -  p~--lai--t q- ?~a~+i, 

ds 

(dove ?o "-~,~ = 0, essendo p1, ~2,... ,  p,,-1 le successive 
punto considerato) il s istema (4} si riscrive nella forma 

& = O  

-- ~i--l £i--I ~- ~Oi ¢~i-{-£ -- Gi " Gi = 0 

(~) 

( i -  1, 2, ..., n), 

curvature  di (X) nel 

- -  ~ -1~-~  + ~ - 2 £ i - ~  Jr ~i~+2 + ~+1£ i+~  -- ~a~ • ai 

-~ 2~i--iGi ' Gi--I -- 2~iG~ " Gi-kl -- 0 
• . . • ° ° • . , • ~ , * , ° • . • ° • • • ° , ° ° • . , • ° 
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Le successive equazioni cosi ot tenute contengono, oltre ai prodotti scalari  
espressi  mediante le £i, altri dati nella forma a h ' a k ,  i quali, vista l'ortogo- 
nalith aj  di indici diversi, sarauno tutti  nulli salvo se h ' - k .  Si osservi perb 
ehe mentre un 'equazione  omogenea helle quantith £i rappresenta  un iperpiano 
che passa per l 'or igine del riferimento, cio~ per il punto X, una equazione 
contenente  un termine avente a fattore un prodotto t rh . ak  non hullo cessa 
invece di rappresentare  un iperpiano per X, ossia lo spazio l ineare carat- 
teristico corr ispondente alFordine j non pass a piO per X se nell 'equazione 
( / - - 1 ) - e s i m a  del sistema precedente  appare un termine siffatto. 

Ci proponiamo di associare ora alia curva  iX} una superf icie  rigata svi- 
tuppabile,  sutla quale  la (XI sia t racciata:  dobbiamo quindi determinare  l~in- 
dice i nell 'equazione di partenza t3) in maniera  che il s istema di iperpiani  
considerato abbia  per carat ter is t ica  di ordine n - - 2  una ret ta  passante per 
X;  cib implica dunque  che nel sistema (6} dovranno essere nulli tutti  i pro- 
dotti della forma a h - a k  fin nella ( n -  1)-esima equazione inelusa. Ora si 
verffica immediammente  per induzion % sempre ragionando sul sistema 16}, 
c h e l a  j - e s i m a  equazione del sistema coutiene senz'altro il prodotto ai_~.a~.  
Conseguentemente  devono anzitutto essere 

f7) ' ~ 1  " Q i  - -  ~ 2  " ( l i  ~ - -  ~n~2 " G i  - -  O ,  

il che non ~ possibile che per i - - n  oppure  per  i m n ~ l .  Nel primo caso 
l ' iperpiano iniziale 13) b l ' iperp iano £~ = 0, cio6 l ' iperpiano osculatore di IX), 
ed 6 noto the  in tal caso la curva (3:) the  da essa si deduce si identif ica 
con la eurva (X) medesima, la rigata g~ r iducendosi  allora alla svi luppabile  
delle tangenti  di (X). Questo easo essendo gih~ stato esaur ientemente  studiato, 
non r imane che passare atla seconda eventualit/~ e considerare la svi luppabi le  
individuata  a part ire da l l ' iperpiano di equazione 

(8) & - I  = 0. 

Esaminando, nel case di i = n - - 1 ,  la forma che assume il sistema (6), 
si dimostra the  nelle ipotesi espresse dalle (7)le successive caratlerisliche fino 
a quello di ordine n -  2 incluso passano per X, mentre invece non passano 
per questo punto quelle di ordine n - - 1 ;  cio~ le (7) costi tuiseono una coudi.  
zione che non solo b necessaria,  ma b anche sufficiente.  

Difatti  il punto r r isulta in queste ipotesi individuato da l . s i s tema 

(9) 

Annall di Matematica 15 
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Per  stabilire la tegge di [ormazione delle successive 
(9}, r iseriviamone le prime due nella forma 

(lO) 

c o n  

(11) 

equazioni del sistema 

A,£,, + B12,,_I = 0, 

A2£n + B=£,,-2 = 0, 

A~ = O, B~ = I, A2 = ~ - 1 ,  B2 = - -  ~,,-~, 

ed ammett iamo per ipotesi ehe le (i - -  1)-esima e j -eMma equazioni del sistema 
(j ~ n - -  lj siano r ispet t ivamente 

A j - l £ n  "Jr" B j - l £ n - i + l  - -  O, 
(12) 

Aj£~ + B~g,,_j = 0. 

Derivando l ' u l t ima  equazione si trova 

A'~" {131 **j~n q- B , £ , , - i  - -  9,~-j-l  Bj£,,-i--.* - -  P,~-.iBI£,,-j+~ = 0 

e sostituendo i valori di £ - - i  ed £~,_i+~ dedotti dalle (12) r isul ta  

, , A i  Bi-~t A j £ ,  B - -  £ - -  ?~,_iBj £~, - -  ~ ,_ j_IBj£ , ,_ i_I  - -  O. 
"-- ~Bi  ~ j_  

(14) 

cio~ posto 

(15) , , Aj  B Aj_~ = Bj [(Ai~' 
A]+I  - -  A j -  B i B i  - -  P'*--i ].-B]_i - [ ~ ' ]  

B1+1 = - -  ,o,~..-~_t B j  , 

si ha a, ncora 

(16) 

A i - l l  
- -  ~,,- t  Bi_I  ] , 

Aj+I£~ + B~+1£n-/-1 ----- 0. 

Da eib segue che per  i = ~ --  1 le {12) si riserivono 

A~_t£~ + B~-2£2 ---- 0, 
(17) 

A,~_1£,~ -1- B~-1~1 -= O, 

per cui, derivando t ' u l t ima  di queste, si ottiene infine 

(18) A~_~2,, + B'~_I2~ + 0~B~--1£2 - -  B, ,-1 = 0 

e con eib r isulta dimostrato l 'asserto. 



G. SaB~z-: St~lle ct~rc(' sghembe 115 

Introdueendo,  poi, nella (18) lo espressioni di ~ ed ~;~ dedotte dalle (17~ 
si ha aneora 

(191 £'* : A~-i ~ A . - 2 - -  A,~ 
A',,_~ - -  B;_~ ~,,_~ e,r~,_l  

Questa equazione, assieme alia (t6), ehe si r iserive nella ferma, 

(20) £i --  A'~-i£ 

essendo le qaant i th  Aj e B~ definite dalle (15), serve a determinare  eomple- 
tamente il punto P, il eui raggio vettore y sarh dato dunque  dall 'espressione 

[ n-2 A ~_i{s) ] 
":(,) = x ( s )  - ~ . ( s )  ~ a , ( s )  - aM(s)  • 

,=~ B~_,(s) 

(1) 

Si ha allora 

2. Pr ima di proseguire, eonviene sCabilire alcune proprieti~ delle quantiti~ 
Aj e Bk che avremo bisogno di utilizzare nel seguito. 

Osserviamo anzitutto che dalla (t;  15) (*}, tenendo presente le (1~; 11) 
r isulta essere 

i 
Bi+l --  (--  1)i II ~,~-i-1. 

(2)  

Bn-.1 --- ( - -  1) n-e II O.-4-i 
i=l 

- - - [ ( - -  1)'~-J -~ II ~-4-1][ ( - -  t) j-~ II ?,,_~_~] 
~=i i=n--] 

= B . _  iC,~_ i 
avendo posto 

(3) 0~,_ i = ( - -  1)i-~ II ~_~_~. 

Si ha  aneora 

14) 
C.-I  = 1, 

(*) La numerazione delle formule riprende ad ogni paragrafo. Le formule dei paragrafi 
precedenti vengono richiamate indicando prima il numero del paragrafo e quindi it numero 
della formula stessa. 
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e, tenendo presente la seconda delle (1; 15), dalla 

(5) C~B~ = Ci+lB,+l ( =  B._ , )  

come pure dalla (3) segue che 

(6) c / =  - ~<+,_t)ci+1.  

Inoltre,  sempre in base alle (1; 15), si ha  

A1 = 0, A2 = Pn--i~" Aa : - -  p ,~ - - s / - - / ,  

~7) 

e quindi se si assume quale ipotesi che 

(nk_~i) t (~--I) , ~(k--2) 
A / c + l  = t'/c+:l (t~n--1, P 'n - -1 ,  .., , P 2n - -2 ,  @ n - - 2 ,  . . . .  @n--2 , ,~n--3, @ n - - 3 ,  . . . ,  V'.,--8 , 

is) 
, (k--~) 

R~-~, P ~*-4, ..., R~-~ , ..., ~,*-k, R'n--k) 

~ncora per via della (1; 15) si trova 

, , ~(~--i) 

(9) 
(k--2) 

il che costituisce la dimostrazione per  induzione della formula {8} medesima. 
Inf ine aggiungiamo che la pr ima delle (1; 15) si pub riscrive~e nellu 

maniera  seguente 

(lO) 

Ora 

(li) 

per oui 

= aj_  .4i+  
o.-i BiZ~ + B~ 

A~) A~Cj 

{A,C,t' A4-, Cj-I Aj+I Cj B'.--1 ~ (~ + _ _  = ~'~--i + 
B'~---1 "¢J ~J B . - t  Bn-1 Bn-1 



G. SABAN: Sulle curve sghembe 117 

e quindi 

(13} B '<~A  C tAjCj)' = p,,-]Aj-~Ci-~ + A]+IC, j + ~ i J" 

3. In base a quanto precede la (1 ; 20) si r iscriver~ 

(1) ~j _ A,_jO, ,_~ ~ ,  

per cui l 'espressione vettoriale (1; 21) diventa 

v(s) = x(s) ~.(s) D(s) 
B . _ d s )  

ore si 6 posto 

13) D(s) = ~, A,:_~C,._ja~ - Cla,,. 
]=1 

Consideriamo ora il vettore tangente alla curva (P) nel punto P, il quale 
corrispondendo al punto X della curva (X), ha parimenti  per parametro il 
medesimo valore s. Si ha 

(4) 

- 

B n - 1  ]~t (A._ jUn_j) 'a j  "Jr" An- lUn- lp ta~  -t- U~ ._~a ._~  

- -  G a .  + Y. A.,_jC._~(-- ~j_~aj_~ + ~jaj+~) 
]-~-2 

--B._~-[IA._~C._~I--A._~C,,_,a]-- ~ - -  A,,_~O,,_~i,,~ 
\ x.. ,~ --1/ 

- -  Y, (A ._ jC ._~ ) ' - -  A._j_,C,,_j_~p~ + A,~_j+~C._~+~j_~ + 

B n --11 
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e baster/~ tenere conto delle (2; 6) e (2; 7) per verif ieare immediatamente  che 
il eoefficiente del versore a , -1  si annulla.  Inveee, in base alle (1; 19) e (2; 13) 
si verifiea ehe il coefficiente ai del versore a i {j '--1, 2,..., n - - 2 )  si sem- 
plifica, ottenendosi infine 

(5) a J =  ~'" A,,_~C,,_~, 
Br~--i 

mentre  it coefficiente a m del versore a , ,  avendosi C1 = B,~_~, b 

(6) a "  - -  - ¢1. 

Si ha  quindi 

~'.(s) D(s), (7) ¢ ' ( s ~ - -  B , ,_ l ( s~  

per cui la superfivie rigata g~, passante  per  (X), data mediante l 'equaz!one 

vettoriale 

(S) r(s, t) = xis) + tD(s), 

la sviluppabile delle tangenti della curva (I). La eurva (f)  stessa si ottiene 
ponendo nell 'equazione della rigata 

t91 t - -  His), 

o Y e  

~,.(8) 
(lO) /~(s) = - ~B,,_ds)" 

Conviene ri levare una ult ima proprieth del vettore D, ehe si ottiene 
der ivando la (2) ed identificando il r isultato cosi ottenuto con il seeondo 
membro della (7): si trova allora 

Br$ ~1 B' ,  - 1  D + - -  a ~  
(11) ~ ' - -  B . _ I  % 

per eui sussiste la relazione l ineare 

(12) H(s)B',_I(s)D(s) + [a l i s ) - -  H(s)D'(s)] B,_ds)  = 0 

che avremo occasione di r ichiamare nel seguito. 
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4:. Si consider i  ora sulla curva (XI un punto X ° gener ico  e ciog tale che 
in esso non si annu l l ino  n0 r i su l t ino  inf in i te  le successive cu rva tu re  di (X) 
e le quan t i th  Ah, Bj o Ck. Si scelga X ° come origine del la  lunghezza  d 'arco 
s sul la  curva  (X) e sia inol t re  F ° il punto  del la  curva  (l?) che corr i sponde  
ad X°: il punto  F °, in base alle ipotesi  fo rmula t e  poc 'anzi  sul la  n a t u r a  di 
X o, sarh s i tuato in u n a  regione f in i ta  di E , .  

Cons ider iamo ancora  il cono @ di ver t ice  F ° e d i re t t r ice  (X), il quale  ha 
per  equazione ve t tor ia le  

(x) e(s ,  ,~) = v(O) + u[x(s )  - v(O)], 

ed ha ovv iamente  in comune  con la sv i luppabi le  ~ la genera t r ice  per  X °. 
Queste due superf ic ie  si raccordano ,  anzi, su ques ta  genera t r ice ,  in quan to  
hanno  ambedue  per  piano t angen te  fisso lungo la genera t r i ce  comune  il piano 
ind iv idua to  dal la  genera t r i ce  stessa e dal la  t angen te  al la  curva  (X~ in X °. 

Siano (r) e (c} le due curve o t tenute  in te r secando  la svi luppabi le  ~ ed 
il cono @ med ian te  un  iperp iano gener ico  n, soggetto per  ora al ia sola con- 
dizione di non contenere  il punto  F °. Queste  due curve (r} e (c) passano  
ambedue  per  il punto  p o  nel qua le  la re t ta  Fox ° in te rseca  l ' i p e rp i ano  ~, 
ed hanno  in quel  punto  un conlatto,  avendo ivi in comune  anche  la tangente ,  
che r i su l ta  essere F in tersezione del piano di r acco rdamen to  con l ' i pe rp i ano  ~z. 

Pe r  anal izzare  la n a t u r a  di questo contat t% conveniamo anzi tu t to  di in- 
d icare  con la sola le t te ra  iniziale  di una  funzione  di s, sia essa sca lare  o 
vet tor iale ,  i |  va lore  che ques ta  assume per  s : 0, r i se rvandoei  di i nd ica te  la 
var iabi le  s esp l ic i t amente  quando  ques ta  non  ~ nul la .  Spost iamo inol t re  l'ori- 
gine delle coordina te  al punto  X ° prescel to,  in modo che sia 

(~) x = 0 

e qu indi  

13) y - - H D .  

Inf ine ,  F iperp iano  n abbia  per  equazione  

(4) p.  v = co, 

p essendo il raggio vet tore  del punto  gener ico P che percorre  questo iperpiano,  
o il versore  or togonale  a u e 6) la d is tanza  d i n  dal l 'or igine .  Sos t i tuendo 
quindi  a p le equazioni  pa r ame t r i che  del la  sv i luppabi le  ~ e del cono @, 
forni te  r i spe t t i vamen te  dal la  (3; 81 e dal la  (l}, si o t tengono i valori  di t e 
di u che de t e rminano  le in tersezioni  di ques te  superf ic ie  co lF ipe rp iano  ~z, 
cio~ appunto  quei  valori  di t e di u t he  danno  le curve  (r) e (c). La  condizione 
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di non appartenenza: del punto ]?o alFiperpiauo ~ si esprime allora scrivendo 

(5) HD.  v -- co ~= O. 

Nel primo caso si ha dunque 

(6) Ix(s) - - : t D ( s ) ] .  v = ~ 

eio~ 

(7) t ~ . . .  

Ora, sviluppando in serie, 

co - x ( 8 t . v  

D ( s ) .  v 

GO 
(S) x ( s )  : ~ Shx'h'  

t9) 

e quindi 

(lO) 

8 ~ 

D(s) : k~o ~. D(~)' 

8 h 
- -  x ( s ) .  v -=  2 Xh 

zz 8t~ 
(1t) D ( s ) , v :  E D~ 

ore  si b posto 

(~2) -- Xh = x<h~'v, Dk---- D(~)'v. 

Si osservi che in virtfi della (2) la prima delle (12) non definisce una quanti th 
Xo e quindi, allo scopo di mantenere  la s immetr ia  delle formul% poniamo 

(13) Xo--~ (o. 

L'espressione della t, fornita dalla, (7) si pub allora r iserivere nella maniera  

seguente : 
8h 

h7 Xh ~ sJ (~4) t _  h=o = ~ Ts. 
cc 8 a /=o 

/c~0 

I coefficieuti  di questo sviluppo si determinano osservando che 

(15) "~ x~ = ~ D, f f  T~ 
h=o ]~i k=o ] o 
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qa ind i  

tlS) 

per  eui 

= ~ ( h /  zh j~o,jj D~-iT~, 

1 t  l(h) 1 Th = Do X r t -  ~' Dh_jT j ,  . j=o j 

Nel secondo easo inveee 

(18) t ~ + u I x ( s )  - -  v ] l .  v = co 

ossia 

t19t u :  
6~--  y . o  

x ( s ) .  v - - ' ~ .  v 

Questa  espress ione  di u si r i scr ive  nel la  fo rma 

y .  D - - ( 0  
120~ u - -  

~ . v - -  ~ + c o - -  x ( s )  • v 

ossia, in base alle (8), t12~ e [3i 

co 8 t 
1 = 1 +  ~, U,: 

(21) u = oo s h X~ ~=o i-! 
1 + ~ .  

h=o h [ HDo -- Xo 

la d ivis ione per  y .  v -  o - - H D o - - X o  esseudo leci ta  in base al la  (5). Si ha  
quindi ,  per  cleterminare i eoeff ie ient i  Ui, Fequaz ione  

o~ s h X~ 1 + 2 Ui (22) 1---- 1 +  ";, 
h~--~o ~=o 

ossia 

(~t ~ [  ~ ~ ~) ~- '~  h=o~.. H D o =  Xo + U~ + ( i  - - 0 .  i=o U~ HDo - -  Xo t 
Ne segue che deve essere nu l l a  l ' espress ione  f ra  parentes i  q u a d r e :  r i solvendo 
l ' equazione  cosi o t t enu ta  r ispet to  ad Uh si t rova inf ine  

{24) Uh - -  1 1 . 
Doll  i=o \ ~ / 
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Dal la  (14) segue  d u n q u e  t h e  Ia curva. (r) ha, per  equa~zione ve t tor ia te  

8 ~ 
(25) r{s) : x(s) + v TiD(s) 

i = o  i i  

m e n t r e  sos t i tuendo  ad u nel la  {1} l ' e sp ress ione  forni ta  dal la  (21) si t rova  per  
Ia, c u r v a  (c) 

c(s) = r + [x(s) - ,;] (1 + % s'  
• 4"0 ~ u~) 

8 i 
= x(s) + [x(s) - ~,] ~ i! v~. 

/,=0 

(.(i) 

Si t rova  d u n q u e  

r(s) - -  c(s} - -  D(s) E s~ 7,=o/V. U~ 

127) 

s, ) )( 
i! 

_ ~  s ~ 

COIl 

~28) 
5k --" HU~D + v~ (T~-iD"' - -  U~=-~x "~) 

i ~ o  

k , 
={HUk + T,)D + £ (k.t(Tk_~D"'-- Uk_,xm). 

5. Dal le  fo rmule  (4; 17) e (4; 24} r i su l ta  essere  

(1) To= Xo/D, U o :  --Xo/HD 

e qu ind i  

(2~ HUo + To = O, 

mentre ,  s empre  per  via del le  medes ime  form[de,  si ha 

(3~ HUI+ T1-- -¥1 UoX1 X1 DITo I (UoX1 + DITo}. 
Do Do + 1 9 o  Do - -  D~ 
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Ne segue ehe il vet tore  Ao, dedot to  da l la  fo rmula  (4; 28) 

(4) 5o = (HUo + To)D = O, 

il t h e  eonfe rma  the  le curve (r) e (c) hanno  un punto  in c+mune,  come d'al- 
t ronde  b, stato stabil i to a IFin iz io  del n. 4 con r ag ionamen t i  p u r a m e n t e  g'eo- 
metr ie i .  Ma si ha  inol t re  

(5) ~ = (HU~ + TJ D + ToD <~> -- UoX(~) 

= ~ Uo [(321 - -  HD,)D + HDoD' + Doa,] 
IJo 

e sos t i tuendo a D' t ' e sp ress ione  di questo vettore fo rn i ta  dal la  (3; 11) 

Uo 1 
DO B?~-I 

[B,_~ ( X ~ -  HD1) + B',,_,HDo] D. 

Orbene, l ' espress ione  r acch iu sa  f ra  parentes i  quadre  + nulla, come immedia-  
t amen te  si -cede mol t ip l icando  sca l a rmen te  col versore  v la re lazione l ineare  
(3; 12) e d u n q u e  

(7 t A~ __-- 0, 

come d ' a l t ronde  b stato in precedenza  af fermato .  Ne segue t h e  le curve if) e 
(c) segale sulle rigate ~ e C da un iperpiano generico r: hanno un contatto 
di ordine a lmeno  eguale ad u~w. 

P e r  prec isare  l 'o rd ine  di questo contat to  b necessar io  passare  al vet tore  
5~, ehe si serive 

(s) A: = (HU~ + T2}D + 27~D (~> - -  2U~x (~> + ToD (2> - -  Uox (3). 

Ora 

HU~ + T, - 

e, per la (3; 1[t 

1 1 
(X,~+ UoX~ + 2U1X1) + ~ - ( X : - -  D2To-- 2D~TI) 

Do !-]o 

1 
Do 
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Ne segue che 

B ' . _ I  + B ~_~ 1 ] 
A~ - -  2 T2 ~ . _  ~ TO B,,_ ~ Do { UoX~ + 2 U~X~ + D~ To + 2 D~ Tx} D 

= ~ D  + e~a~ 

cio~ il vettore A2 ~ la somma di due vettori, r ispet t ivamente diretti  come D 
ed a~. Consideriamo ora il coefficiente di D in questa somma, cio~ ~2: essendo 

(12) 

D~ = Y, (A~_iCn_j)"a ] • v + 2 ~ {A._iC~_j)'[(-- ~]_~ai_~ -}- ~ja]+~) . v] 
~:i 1=1 

A ' " 9 ' 
1=i 

+ Cl~_~a._~ • v + Cle . -~[(--  ~.-=a._~ + ~.-~a,,). v], 

82 eontiene un termine della forma 

(13} .TOo (A,,_~C,_I)"a~. v 

che in base alle (2; 8), contiene le derivate di P.-2 e di P,-1 fino a quell e 
di ordine n - - 1  incluso e nessuno dei r imanent i  termini di ~ contiene deri- 
ra te  di queste curvature di un  ordine cosi elevato, suscettibili quindi di 
eliminarle.  Questo bast'~ per dimostrare che il coefficiente ~ non si annul la  
e di conseguenza non si annul la  neppure il vettere 5~, per cui in  generale 
il contatto delle curve (r) e {e) ~ preeisamente di ordine uno. 

6. Osserviamo Perb ehe l 'ostacolo al quale abbiamo accennato alla fine 
del n. precedente pub venir rimosso supponendo hullo sia il prodotto scalare 
a l ,  v (e cio~ X~) che il coefficiente To (ciob Zo). Cib indica che per una 
scelta part icolare del l ' iperpiano rc le curve (r) e (c) possono eventualmente 
avere an  contatto di ordine superiore a& uno. 

Ma la pr ima delle due possibilit~, or ora segnalate non conduce ad un 
risultato, come facilmente si verifica prendendo in considerazione, assieme a 
82 il coefficiente a2 che f igura nella (5; 11 b 

Difatti  in questo easo la componente su al  del vettore 5~, quando si 
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esprima anche D in funzione dei versori a j ,  contiene un termine della forma 

/'oH' 
(1) H ~  , 

eio6 eontiene, per  le {1; t9) e (2: 8), derivate di p~_~ e ,a~_~ di ordine n - - t  
incluso che nessuno degti altri  termini eontenuti  nel l 'espressione di questa  
componente pub annullare.  Se ne conclude che ancora in questo caso A2 
r imane diverso da zero. 

Non eosi invee G se To si annulla, eio6 se si suppone Xo nulto. In tal 
caso si ha 

i2) 
X o =  To----- Uo = O, 

2 
H G +  T~-- 

Do 
quindi (5; 11) diventa 

T~ = X d D o ,  G = - -  X j D o H ,  

(UIX,+ DzT~) 2X, (X~--D,H) =KH 

(3) 2X,  1 
A~_ D~H B,,_, [DoHB'._~ + ( A \ -  DIH)B._~] D 

ed 6 evidentemente nulla  in base alia (3; 12). 
Ora l ' ipotes i  X o - - 0  equivale  a supporre  che l ' iperpiano 

l 'origine del riferiment0, cio6 per  il punto X o, ed in tal caso 

(4) Ao : hi----- A ~ : 0 :  

passi per 

per  determinare  l 'esatta natura  del contatto che in tal caso si presenta 6 
neeessario passare al vettore A~. Rel le  ipotesi r iassunte  dalle (2~ questo si scrive 

(5) B~_,, B'. _, ] 
A a =  3 T 1 ~ _ 1 +  3I'2 ~ _ ~ + ( H U ~ +  T~) D 

[5(w n 
+ 3 [ H \ H  -B~_~ H 

e, considerando, come si 6 fatto nel n. precedente,  la composizione dei coef. 
fieienti G ed ~a si verifica nuovamente  che questi  contengono derivate delle 
due ul t ime curvature  di tXI in X ° di ordine elevato, che non si possono eli- 
minare e quindi, se non si aggiunge qualche altra condizione alle ipotesi 
espresse dalle (2~, il vettore Aa 6 diverso dallo zero. Si ha quindi che se 
l'iperpiano 7: passa per il punto X ° le curve che sega sulle rigate ~ e C 
hanno in quel punto un contatto di ordine due. 
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7. Per  proeedere oltre, eonviene dimostrare aleune proposizioni a carat- 
tere generale. 

Osserviamo anzitutto c h e s e  

(lb Xo = x ~ - -  x~  = ... = x ~ _ ~ - -  0, 

si ha immediatamente~ per la (4; 24), che 

(4) 

e si pub eomptetare questo risultato per 
alle (1), anehe 

(5) 

Sempre per la (4; 7} si trova ancora 

(6~ T~ - -  0 

e possiamo quindi enunciate it seguente 

LE~5~_~: Se 

Xo = X~ = X~ = _ .  = X ~ _ ~  = O, 

allora si ha anche 

U o =  G =  G = . . .  = G _ ~ = o ,  
c 

To=T~=I'2-- -- Y~_~ ---- O, 

Xk_~ ::~ 0 {per k~2},  

G = G = o , = . . . = G - , = 0 ,  G _ l + o  

Inoltre, d alla (4; 7) risulta anzitutto 

To --Xo/Do ---- O. 

Ma ancora, avendosi era X0-~ To---0, la medesima formula dh 

T I - - 0  

iaduzione, supponendo, 

(per k ~ 21. 

assieme 

s e  

enunciate, il vettore A~. Dalla (4; 28) risulta 

con i - - 1 < k - - 2 .  

Xa_~ :4:0 (per k ~ 2), 

G-I  + o (per ~ >= ~) 

Th-~ @= 0 (per k ~ 2). 

In secondo luogo, consideriamo la forma che assume, nelle ipotesi espres- 
dalle (1t e con le conclusioni alle quati si giunge per il lemma test6 

{7) ,Aa --  (HUh -5 Ta}D -5 k(Ta_~D' --  Ua-~ x') 
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e, sempre  helle medes ime ipotesi si ha. 

Ta_~ -~- Xk_~/Do, Uk_~ = - -  Xk_I /DoH,  
(8) 

HU~ + Th = - -  XkH 1 + 1 Dol l  ~ (Xk - -  kD1Th-~) = - -  k D, Tk_~ 

Quindi  

(9) 
Xk -1 

= - -  k D~It  [ D . B D  --  Do(HD' + al}] 

D1 
- -  k - ~ o X k _ .  

e sost i tuendo il valore di D'  fornito dalla  (3; 11) si ha 

1io) 
5k = D ~ H  D1HD - -  -o** B,~_--[ "" + D o H ~ a l  - -  Doa. 

= - -  k Xk-1  1 
D~H B~_I{B , , -1D1 - -  B 'u - IDo)D : 0 

essendo nuovamente  nul la  Fespressione fra parentesi ,  per  via del la  forma 
che assume la (3; 12), mol t ip l icata  sca la rmente  con il versore v, quando 
X I " - 0 .  Si giunge cost a,d un secondo 

LElVIMA : Se 

Xo = X ,  = X~ - -  - -  Xk_~ = O, Xh-~ =t= O per  k > 2 

al lora d anehe 

' A o = A ~ = A ~ - -  - - h ~ = 0 .  

Esamin iamo infine, sempre  nelle medes ime ipotesi, il vet tore Ak+~; si ha 

(11) Ah+l-=(HU,+~. + T~+I)D + ( k + I ) ( T , D ' - -  Us x')  + 

a~+2~, T " x") 

e, sempre  helle ipotesi espresse dalle (i), 

Tk = (Xk - -  k, D1T~_d/Do, Uh = - -  Xh/DoH,  

H U ~ + I +  T ~ + I :  k +  l ( k  ) Do D2 Tk-1 + D1Th , 
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per cui, utilizzando anehe la (3; t l )  e ta (5; 10), r isulta essere 

Ah+ 1 Do (X,  - -  kD~Th_~i B~_~ 2 D~T,_~ + ~ (Xk - D~ T,_x) 

k B~i'.-1 I 

2D~ + H \ H  - -  a : [  

Da questa  espressione del vettore hk+~ risul ta  the  la componente  di questo 
secondo D, g~+l, contiene un solo termine he] quale appaiono le derivate  di 
ordine n - - 1  delle due ult ime curvature  della curva IX} nel punto X ° e nes- 
suno degli altri monomi the  f igurano in questo coefficiente raechiude derivate 
di ordine eosi elevate di queste curvature :  questa  componente non pub quindi 
essere nulla  e di conseguenza 

(14) hh+l =[= 0. 

Si giunge dunque alia eonelusione seguente:  la condizione necessaria e suf- 

fieiente perch~ s ia  

Ao = A1 ----- h~ = ... = a~ -'- O, hh+~ :4= 0 per  k ~ 2 

the si abbia 

Xo : X~ --=- X~ = ... = Xh_~ - "  O, Xk_~ =#, O. 

Che questa  condizione sia sufficiente, lo si ~ visto sopra:  che sia necessar ia  
segue ancora dalla (13), perch~ per el iminare il monomio che contiene le 
derivate delle curvature,  cio~ per eliminare D2 deve essere T~-I = 0, cio~ 
Xk-1 = 0 ma in tal case ~ pure nullo Ak+~- -0 :  basterh esprimere questo 
r isultato per  k anzich~ per k + 1 per  completare la dimostrazioue. 

8. It teorema ottenuto alla fine del n. precedente  risolve completamente  
il problema che ci siamo proposti. Espresso in forma generale il r isultato 
ottenuto i~ il seguente:  

Le curve (r) e (c), segate dall '  iperp iano  ~ sulle rigale g ¢ e  ~ h a n n o  u n  

contatto di  ordine k se~ e sotta nto se, 

Xo -'- X 1 - -  X2 - -  - -  Xh-2 = O, X h - l  :4: 0 per  k > 2. 
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Ora, questa condizione, tenuto conto della (1; 5), equivale a scrivere 

(I) 6)~---0,  a l . v = = a z . v  . . . . .  a a - 2 " t ) ' - - 0 ,  

poich~ si suppone il punto X o generico e cio~ tale ehe in esso non si annul l i  
nessuna delle curvature  di IX}. La  condizione (1) a sua volta significa che 
l ' iperpiano 7: passa per X o e che il versore v ad esso ortogonale si mantiene 
perpendicolare ai versori a l ,  a~, .... ak-2. Cib significa che F iperpiano con- 
tiene questi versori, cioi~ contiene lo spazio l ineare da essi sotteso, spazio 
l ineare che ~ osculatore alla curva (X) nel punto X o. Si ha quindi il teorema: 

Sin  (~j l'orlo di regresso dellv~ svil~ppabile ~ ,  assooiata ad una  generic a 
eurva sghemba (X) di En ,  e prescelto su (r) un  punto  ~o, sin ~ il cono che 
proielta {Xi da ~o. Sia altresi X o i l  punto di iX} che corrisponde al punto 
F ° di (rt e che si suppone generico. 

Intersecando ~ e ~ con u n  iperpiano qualsivoglia, non passanle per  F °, 
si ottengono due curve it) e (c) aventi un  contalto di ordirte uno nel _punto 
po, traccia di FoX o su questo iperpiano. 

Se l ' iperpiano passa  per lo spazio lineare di dimensione j, osculatore 
alla curva (X) in X o, le curve {r) e (c) da esso segate hanno invece un  con. 
ratio di ordine j + 2 in X °. 

Vi sono dunque c,~ ~ iperpiani che intersecano la coppia eli rigate ~ e 
in due curve con contatto semplice, c~ ~-~ iperpiani che intersecano queste 
superficie in una coppia di curve con contatto di ordine du% ..., c ~ - i  iper- 
piani the  intersecano queste superficie ih una coppia di carve con contatto 
di ordine j -{- 1, ... 

Evidentemente,  non si pub andare oltre ta condizione 

(.9) tTO'--'O~ ell" ~---a2. V--  ~ a n - l "  v ~ O  

perchb allora il versore v r isul ta  completamente determinate  ed uguale ad 
a n :  l ' iperpiano 7: si r iduce quindi a l l ' iperpiano osculatore alla curva (X} in 
X ° e dunque solo l ' iperpiano osculatore ad (X) in X ° inlerseca le superfieie 

e ~ secondo una  coppia di curve (r) e (c) aventi un  contatto di ordine n-F  1. 
Aggiungiamo infine che la tangente comune alle due curve (r) e (c), che 

nei casi di un contatto di ordine uno o due ~ l ' intersezione del piano tan- 
genre di raecordo delle due  superfieie con F iperpiano % a part ire del con- 
tatto di ordine tre si r iduce alla tangente alla (X) nel punto X o. 

9. Si possono completare i r isultat i  precedenti  aggiungendo un'osservazione 
sul contatto che le curve (r) e (c) hanno con la (X). 

Difatti, la condizione neeessaria e saff iciente per l 'esistenza di un contatto 
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di ord ine  h fra le cu rve  (r} e {e) s~6 vis ta  essere  

(1) X o = X ~ = X 2 - -  - - X h - ~ = 0 ,  X~_~:4=0 (per h >  2) 

ed il l e m m a  del n. 7 a f f e rma  che in tat caso si ha pa r imen t i  

(2) To - -  T~ = T2 . . . . .  Tt ,_~ = O, Th_~ :4 = 0 ~per h > 2), 

(3) Uo = U~ "-  U2 . . . . .  Uh-2 = O, Uh-~ :4:0 (per h > 2), 

pe r  eui  da l le  (4; 25) e (4; 26) segue  che 

co 8 ~ 

(4) r~s) - -  x ( s ) =  ~ - T~DIs) 

(5)  c ( s )  - (8)  = 

Si h a  d u n q u e  t h e  se le curve (v) e (e) h a n n a  u n  contatto di  ordine h, e iaseuna 

di  esse a sua  volta ha  u n  eontatlo di  ordine h - - 2  con la eurva (X). 

10. ~Tel caso di una  cu rva  gene r i ca  (X) in E~, la sv i luppab i l e  ~ di equaz ione  

(1) r(s, t) = x(s) + tD(s) 

si r iduce  al la  svi luppabi le  retl i f ieante del la  cu rva  (X), avendosi ,  pe r  ta (3; 3) 

D ( s )  = A~C~ax - -  Cxa8 ----- ~2a~ + ~ a s .  

I r i su l ta t i  genera l i  o t tenut i  al n. 8 si r acco lgono  qu ind i  nel t eo rema  seguen te :  

S i a  (i~) l~orlo di  regresso della sv i luppabi le  rettificanle 2~ di  u n a  quats ias i  
curva sghemba (X) da F °. S i a  altresi X ° il pun lo  di  (X) che corrisponde al 
p u n t o  £o di  ([), e che si suppone  generico. A l lora  

L Tntersecando ~ e C con u n  p i a n o  7: quals ivogl ia ,  non  passan le  per  
go si ottengono due curve (r) e (c) avent i  u~t conlalfo di ordine uno nel p u n t o  
po, traccia di  £°X ° su  ~:. 

II .  S e i l  p iano  ~ passa  per  X ° le curve (r) e (c) da esso segate hanna  

in  X ° u n  contatto di ordine due. 

I I I .  S e i l  p i a n o  ~, ollre che passare per X °, ~ inoltre uno dei p l a n t  
tangent i  ad  (X) i n  quel pun to ,  te curve jr) e (c) da esso segate h a n n a  iv i  u n  
contatto di  ordine tre. 
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IV. Infine s e i l  piano n coincide col pin, no oseulatore di iX) in X °, le 
curve (r) e (e) da esso segate hanno in X ° un  eonlatlo di ordine quat~ro. 

I1 t eo rema  enunc ia to  al ia  fine del n. 9 t rova ora  app l icaz ione  solo per  
h : 3  ed h : 4 .  Se h : 3 ,  iI con ta t to  f ra  fX} e le cu rve  (r) e (c) ~ di ordine  
uno, e conv iene  caIcolare  gli invar ian t i  di contat to .  S e m p r e  dal le  t4; 25) e 
(4; 26) segue  che 

o ~  

cls (i--1)! T'D(s) + ~ s' 

(3) 

d2r(s) co s , - 2  co s , - i  
d8 2 - -  p~(sla2(8) JF ~ T~D(s) 2 E T~D'(s) + E st ~=~ (i - -  2)". - ~  i = i  (i - -  1)1 = i  0 T~D"ls) 

tic(8} tVl(8) _.~ ~ 8 ']-1 8 j' 
aS - ~=~ ij  - I~T. uA.(s) - ~] + ;=o ~ ~ ujm(s), 

d~c(s) 
d82 

- ,~(s),,~(s)(1 + ~ sJ 
ze 8J--i oo 8 j - z  

~=1 ( j - -  1)! :=2 { j - -  2)! 

e quindi ,  pe r  s - - ' 0  si ha  

(4~ 

dr 
ds  - -  a~ + T~D + ToD' 

- -  (1 + T1~2 + To~'z)al + (T~gl a t- To~'~)a~, 

d~r 
ds~ - -  e~a, + T,D + 2T~D' + ToD" 

! ¢ i  ! t 

---= (T.~,% + .,T~p , + ToO,)a~ + [~ + To(~.p1-- ~1~)]a2 + 

+ (T2~ + 2 T i l l +  T#;)a,, 

d c  
a % -  (i + u o ) m -  u~y 

- - ( i  + U o -  U1H~2)a~- U1H~las, 

d'2 c 
d s  ~ - -  ~(1  ~ Uo)a2 + 2Uxa~ - -  U2y 

-- (2U~ -- u J / ~ ) m  + ~(i + Uo)a~ -- UJ-/~a~. 
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Siecome poi nel caso preso in considerazione  si ha 

(51 
Xo= X~:O, 

X2 -- -- Pla2 • v; 

I'o = T~ -- 0, Uo = U~ = O, 
/ T~=--a2 .v /a3 .v ,  U~=a2. v/H(a~.v), 

le f lessioni  di {r) e (v) in X ° sa ranno  r i spe t t i vamen te  

(6) 

~ ,  , . =  

1 0 0 

1 0 0 

-- vJ#~ ~ --~H~ 

-- (i q- T "2t'~'2 

- -  (1 -{- U~H ~) p[. 

Gli i nva r i an t i  di conta t to  di (X) con (r) e con (0) s iano al lora  ~,. ed ~e: 
si ha  

(7) ~, .__ ~ ,  _ 1 ~ e - -  ~ _ 1 

e, , , .  V ~ + T ~ ;  e1,~ V l+U2/ /~  
e ponendo 

(8) V~asCOS O ~ a s s e n  0 

t roviamo in f ine  

(9~ ~,. - -  cos 0, ~e "-- cos 0. 

Si g iunge  d u n q u e  a l la  conclus ione  seguen te :  dale ta svituppabile retti. 
fieante ~ di una generioa curva (X) ed il cono C ohe proietta (X) da un  
punto prescelto sull'orlo di regresso d~ questa sviluppabile, sia X ° il punto 
di (Xt atlraverso il  quale passa la generatrice di raeeordo di queste due 
superfioie. Un piano tangente alla curva (X) in X ° sega queste superfiicie 

e ~ seeondo due curve (r )e  (e) the hanno in X ° un  contatto di ordine 
uno con la curva (X) ed un invariante di corttatto uguale a cos 0, ove 0 
l' angolo ohe il piano tangente segante fa eol piano osculatore alla eurva in Xo. 
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P e r  h - - - 4  si h a  i nvece  un a l t ro  t eo r ema ,  u g u a l m e n t e  e sp res s ivo ,  che  

si pub  eosi  e n u n c i a r e :  la sviluppabile retlificante di una generica curva (X) 
segata da un  qualsiasi piano osculatore di (X) secondo una  curva the nel 

punto  di osculazione ha un  contatto di ordine due  con la (XI medesima. 
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