
Una propriet~ della rig~ta cubica di C~yley 

e s u n  g e n e r a l i z z a z i o n e .  

~[emoria di ALESSANDRO TERRACIN1 (a Torino) 

A En'rico Bompian i  in  occasione del~suo Giubileo scientifico. 

S a n t o . .  I n  $3, le cubiche sghembe che so,so asintotiche di u n a  data  r igata cubica di CAYLt~¥ 
hanno tutte in comune, nel pun to  cuspidale di questa~ l 'elemento cu~'viti~eo composto 
Ee, ~. Per una  coppia qualu~que di esse, i loro E~,~ danno costantemente luogo al va. 
lore 1/3 pe~" il loro invar ian te  proiettivo ~:. L a  proprietY, viene conve~ientemente estesa 
agli iperspazi.  

1. In u n a  mia  r i ce rca  i~ corse ho t rovato la seguente  propr ie t~  delle 
as in to t iche  curve  di u n a  r iga ta  cubica di CAYLE¥, la quale  pera l t ro  r i su l te rh  
s tabi l i ta  anche  dai  r i su l t a t i  del la  p resen te  Nora, appl ica t i  al caso par t i co la re  
n -  2. Come ~ not issimo,  eh i amando  0 it pun to  cuspidale ,  o la re t ta  doppia  
e o) il p iano s ingolare  di una  R 3 di C~YLE-~:, le as in to t iche  curve di ques ta  
sono cubiehe  sghembe passant i  per  O, e aventi  ivi come re t t a  t angen te  ta o 
e come piano o s c u l a t o r e  il p iano o). Ebbene,  la proprietor a l ia  quale  ho al luso 
eonsis te  in cib ,  che tu t te  le cubiche  sghembe as in to t iche  della. R ~ hanno  
comune  Fe lemento  curv i t ineo  composto E2,~ (~ di suppor to  0oo), e che gli 
E~,2 di due cubiche  sghembe as in to t iche  t ra  loro d is t in te  hanno  il loro inva- 
r i an te  ? cos t an t emen te  eguale  ad 1/3. 

Nel la  p resen te  Nora quest i  r i su l ta t i  vengono oppo r tunamen te  estesi (v. gli  
enunc ia t i  nel  n. 4) aI caso segnala to  da P. B u z ~ o  vari  ann i  fa (2), nel  quale  
- -  passando da  $8 ad  uno spazio S,+~ ( n ~  2) ~ si eons idera  una  cer ta  su- 
perf ic ie  r iga ta  R n~'~ che a pifi di un  ti tolo pub eons iderars i  come una gene- 
ra l izzazione del la  r iga ta  cubica  di CA~LE¥. BUzA~O, 1. c. (~) a), ~ g iunto  a l ia  R n+~ 
in quest ione,  cons iderando  le genera t r i c i  di u n a  R ~ di CAYLE~- o t tenu te  a 
pa r t i r e  da u n a  eubica  sghemba  come ret te  passant i  per  i s ingoli  punt i  di 
questa ,  con tenu te  nei  r i spet t iv i  p iani  oscula tor i  e appoggia te  ad  una  t angen te  

(~) La nozione di elemento eurvilineo composto, al pari detle altre ad essa relative ehe 
qua occorrono, sar~ richiamata tra poco, nel n. 2. 

(~) P. :BuzANo, a) Un' estensione iperspaziale della r iga ta  cubiea di Cayley, ~ Boll Unio- 
ne matematiea italiana ,~ 1937~ pp. 173.177; b) Rigate  di ordine n dello spazio a n dimensio- 
n i  avent i  a n omografie in s~ ¢ Rend. Lineei ~ (6} XXVI~ t937, pp, 61.65. 
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f issa del la  m e d e s i m a  eubica .  In  S , + , ,  p a r t e n d o  da una  c "+~ raz iona le  nor- 
male,  BuzA~o  cons ide r a  pe r  ogni  punto  di q u e s t a  una r e t t a  g i acen te  nel 
r e l a t ivo  i pe rp i ano  oscu la to re  e appogg ia ta  ad una  r e t t a  t angen te  f issa o del la  
m e d e s i m a  c "+~ ( re t ta  t a n g e n t e  fissa, ii cui  pun to  di ccn ta t to  si designeri~ nel  
segui to  con 0). I1 luogo di tale r e t t a  b a p p u n t o  la R "+~ in q u e s t i o n e  (la qua le  
poss iede  la r e t t a  t a n g e n t e  f i ssa  o come doppia).  Ino l t re ,  secondo quan to  
BUZANO ha  d imos t r a to  in 1. c. (~) b), la z~ "'*~ b - -  a l l ' in fuor i :  dei cbni  - -  
l ' u n i c a  r iga ta  di o rd ine  n + i  dello S,,+~ t h e  a m m e t t e  c~,+~ omograf ie  in s~. 
l~ poi  essenz ia te  r i c o r d a r e  per  il segui~o t h e  - -  come BUzA~o ha  mo s t r a t o  
in 1. c. (~) a) - -  la R "+t in ques t ione  poss iede  come quas i  a s in to t i ehe  ~,, , ,  
~ n - ~  c "+~ raz iona l i  no rma l i  (ehe per  n = 2  si r i d u c o n o  al le  a s in to t i che  c u rv e  

del la  R 8 di CAYLEY), passan t i  tu t te  per  i l  p u n t o  0~ ivi t angen t i  a l la  r e t t a  o, 
e aven t i  ino l t r e  in c o m u n e  tut t i  i suecess iv i  spazi oscu la to r i  nel  pun to  0 
(una di tal i  o"÷~ ~ a p p u n t o  que l l a  da l la  qua le  si b o t tenuta ,  la R "+~ m e d i a n t e  
la cos t ruz ione  dianzi  r icordata) .  P r e c i s a m e n t e ,  a s sun te  coo rd ina t e  omogenee  
di pun to  ~o, ~c~,..., ~c,+~ con un  s implesso  di r i f e r i m e n t o  A ° A  ~ . . . A " A  "+~, 

dove A "+~-~  O, A n + ~ A  ' ~ o ~  e eou u l t e r io r i  pa r t i co la r i th  a t te  a da re  al le  
equaz ion i  p a r a m e t r i c h e  de l la  c ~+~ cons ide ra t a  la f o rma  

x 0 : X~ : ... : cV, :X,+~ = t : t ~ : ... : t "+~ : 1, 

si pub s u p p o r r e  (~) ehe  te equaz ion i  p a r a m e t r i c h e  del le  c "+~ quas i  asinf.otiche 

( indicando con t il pa ramet ro) ,  s iano 

(1.i) 

[ 

i p x  ° : tzct~O 

p~ = t ~+~ (i ~ i ~ n )  

i p x . + ,  : 1 -{- (n + 1)t~O, 

dove abbiamo posto 

essendo  le ko, k l , . . . ~  k , _  3, k , _ ~  cos tan t i  a rb i t r a r i e .  

(~) Gib a norma di BUZA~O~ 1. c. (-2) a) a meno di varianti affatto inessenziali helle no- 
tazioni. --  Sebbene non ci interessino nel seguito, richiamiamo anehe ehe~ rispetto a oppor- 
tuni parametri u~ v, le equazioni parametriche della i~n+ i risultano allora: 

.~xo = u ~ -f- v, px~ : u ~-~ (1 ~ i <<_ n), px,+l = u~*+i + (n --P 1)uv. 
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2. Riassumiamo molto brevemente  nel presente n., nei limiti in cui cib 
interessa per  il presente lavoro, la no, lone di olemento eurvilineo eomposto (*) 
e le nozioni che vi si collegano. 

In S,+~, quale si ~ considerate  nel n. 1~ detto m un intero positive o 
hullo, chiamando o)q lo spazio A ' + ~ A ' A ~ A  "~ ... A~-~(1 ~ q ~  n), con A " + ~ -  O, 
to ~ o  ~ A "  +'A °, un elemento  curv i l i neo  com~voslo E.~, ,~ d i  suppor to  0o~.%o~ ... ¢o, 

definite dalle 

~ t  

(2.1) x~ __ 

essendo 

t2.2i X - - "  
~n-bi  " 

( l ~ i ~ n ;  a , ~ 0 ) ,  

Come risulta da 1. c. (~) a), la nozione cosi definita ha significato 
geometrieo. 

Considerando poi due elementi  curvilinei composti E~,,,+~ contenenti  il 
medesimo E.2,,~, se per essi si chiamano rispett, iyamente  a~,~+,,+~, a'i,~+r~+~ 
[ l ~ i ~ n )  i due primi coefficienfi sottintesi helle (2.1), ciascuna delle 
espressioni 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

O l  i i a ,  j j  

un invariante  proiettivo della coppia di E~,,,+~ considerata (~). 
Per  evitare la considerazione di invarianti  non essenzialmente distinti, 

basta limitarsi agli invarianti  ~'~ con i ~ / ' .  Per  ~ - - 2 ,  cio~ hello spazio ordi- 
nario, si ha eosi il solo invaria.nte Y~., che, omettendo gli indici, si pub 
indicare con ~,. 

(4) A. TERRAC~NI, a) S u g t i  e lement i  curv i l i ne i  composti ,  ~ Atti  del l 'Ace,  delle Scienze di 
Torino ~,~ Vol. 88, 195!~.5~ pp. 7-15. V. anche A. TERRACINI, b) Su t l e  coppie d i  r a m i  con la 
s tessa origine e gl i  s tessi  spaz i  osculatori ,  ~ Rend.  del Seminar io  Matem. Un iv .  e Polit .  di 
Torino ~, Vol. 12, 1953. pp. 265-28]_; c) Re laz ion i  t ra  i , v a r i a n t i  p r o i e t t i v i  d u a l i  di  coppie di  
e l e m e , t i  cur  vil inei,  ~ B o l l  Un.  Matem. I i a l i ana  ~)~ (3), 8, 1953, pp 368.374; d} S u  a l cun i  siste. 
m i  di  e lement i  curc i l ine i ,  i b id ,  (3), 13, 1958. lop. 395 405 ; e) S u  cert i  s i s t emi  ~ d i  linee sloa. 
z ia l i ,  ib id .  (3), 13, 1958, pp. 56:~.573 ; f) S u g l i  i n v a r i a n t i  p ro ie t t i v i  di  u n a  coppia  di  e lement i  
cu~'vilinei eomposti ,  ibid. (3), 15~ 1960, pp. 390-401. - I n  una  r ieerea non  ancora pnbbl ica |a ,  
BOMPiA~L eonsidera degli  enti  geome~riei che si possono r lguardare  come una  generalizza- 
zione degli  e lement i  eurvf l ine i  eomposti. 

(5) U n  significato geometrico di questi i nva r i an t i  ~ assegnato in 1. c. (4) b). 
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3. Cib p r e m e s s o ,  p a s s i a m o  a d i m o s t r a r e  i n t a n t o  iI s e g u e n t e :  

TEORE~A. - N e l l a  r a p p r e s e n t a z i o n e  (2. l) de l l ' e lemento  compos to  E2. ,~ uscen le  

da  0 - - - - A  "+~ de l la  l inea  {1.1) si h a :  

(3.1) a ,  - -  1 

(3.2) ai ,  i+~ -" 0 (1 ~ ,  i _~ n). 

(3.3} a,, ,+~ = (ni  - -  l)ko 

Inol t re ,  per  m :> 3, si h a :  

(3.4) a ,  ~+,~ --- in{ - -  1}kin_..2 -}- ~o~,,(ko, k , ,  . . . ,  k m _ ~ )  (1 <--i ~ n, 3<am ~ n), 

dove ~ ,~  i n d i c a  u n  p o t i n o m i o  i n  ko~ ki . . . . .  k ,~_ . 

V e r i f i c h i a m o  a n z i t u t t o  le {3. t), {3.2}, (3.3). 
In  b a s e  a l l a  pos i z ione  (2.2) le (1.1) f o r n i s c o n o  ora  

t(1 + / 2 0 )  
1 + (n + 1)ti~) (3.5) 

da  cu i  

{3.6) 

dove  t 4 } 

x = t - -  nkot "~ -}- { 4 },  

i n d i c a  u n a  se r i e  di p o t e n z e  in t, ehe  ~eomineia con  un  t e rm{he  
in # (e u n ' a n a l o g a  c o n v e n z i o n e  s i  a d o t t a  ne l  segui to) .  

L a  (3.6) si i n v e r t e  n e l l a  

(3.7) t ~ x -[- n k ~  ~ -k- [4]. 

D ' a t t r o  la to,  le  (1.1) dh.nno 

~i = t ~+~ :-- (n ~- 1)kot ~+~ -{-- t i + 4 } 

eiob, s o s t i t u e n d o  t a n o r m a  de l l a  (3.7), 

(3.8) x ,  _ xA+l _~ ( h i - -  1}ko~ '+~ -[- [i -{- 4] 
Zn+~ 

L a  (3.8) p r o v a  senz '~ l t ro  le (3.1), (3.2), {3.3). 

1 <: i ~ n) 

(t <_i<_ n). 
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Pe r  d imos t ra re  la (3.4), oceor re  por ta re  pifi avant i  i calcoli  che ci hanno  
eondot to  al te (3.6), (3.7), {3.8). A tale seopo osserv iamo qt~anto segue.  

a) Si r i conosce  subito che, posto 

T¢ 

(3.9) 1 -}- (n-4- 1WO = 1 -4- m_-~2 ),mr m -}- { n A- 1 }, 

il p r imo coef f ie ien te  del secondo m e m b r o  ehe d ipende  da  k,n_~ ~ ).,~, e si ha  

(3.10) k.~ = - -  (n -4- t)k~-2 + ¢o.~, (2 < m ~ n) 

dove ¢% : 0, men t re ,  per  m ~ 3 ,  a),~ ~ un  pol inomio in ko, k~,..., krn-~. 

b) A n o r m a  del la  (3.5), ne segue  ehe, posto 

(3.11) x : t + E zt+~tt+~ + i n -t- 2 } , 
/ : 2  

il p r imo coef f ic ien te  del  secondo membro  che d ipende  da k.~_~ i~ "c,,n+ i e si ha  

t3.12} x,,,+~ : - -  nk,,_.~ + +,~+~ (2 <-- m ~_ n) 

dove ~ = 0, ment re ,  per  m :> 3, ~,,+~ b un  pol inomio in k0, k~,..., kin-3. 

c) I n v e r t e n d o  la (3.11), pon iamo 

(3.13) t = x -}- E Or+~x ~+~ + [n "4" 2]. 
p = 2  

Dieo che si ha 

(3.14) ~r+l = nkv_~ -~ ~ + ~  , 

dove + 8 " - 0 ,  ment re ,  per  p ~ 3 ,  5v+~ ~, un  pol inomio in k 0, k~, . . . ,  kv_~. 
Inve ro  sos t i tuendo nel  secondo m e m b r o  del la  (3.13) ~ a n o r m a  del la  (3.tl),  
si ha  un~ident i th  in t, dal la  qua le  si r i cava  

[0 - -2  

'~ b (~+1) <--p <-- n) (3.15) ,%+~ - -  - -  z~+~ - -  E rq+~ p+~ (2 
q ~ 2  

dove le b Iq+l) r i su l tano  def in i te  dal la  

I n--~l 
t + tq+l bp+.t  zl+i~ ] + ~ -{-- {n --}- 2 } (2~q<_n).  

/ = 2  " s=q'4-8 

Annali dl Matematica 11 
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Ora, ragionando per  r icorrenza r ispet to a p, la (3.14) dice the  il fat tore pq+~ 
che nella  (3.15) compare  sotto il segno di sommator ia  ~ un pol inomio hel le  k 
con indici  che non raggiungono p - - 2 .  ekltrettanto vale ovviamente  del secondo 
fat tore:  sost i tuendo z~+~ secondo la (3.12), la (3.14) r isul ta  dimostrata .  

d) Posto 

(3.16) (m + ~ '%+i°c~+~) b y = =  -- a~h q-~.=h+~+'Y~ 

si ha  

c,,(h'x ~' + [h + n - k  1] 

(3.17) o~ ~) - -  hnk~,_h_~ -k re,, (2 <:-- h <-- n -k 1, h q- 2 ___. :¢ <-- h q- n), 

dove u h + 2 = 0 ,  mentre ,  per  ~ > h ~ - 2 ,  =~ ~ un polinomio in ko, k~, . . . ,  k=-h+a. 
Invero  nello svi luppo del pr imo membro  della {3.16) tra i t e rmini  in m~' vi 
hp=_h+~m ~, e gli altri  te rmini  in x ~ non involgono nessuna  p con indiee 
> ~ ~ h. Appl icando la (3.14) se ne deduce  la (3.17). 

e) Posto aneora  

(3.18} 1 + (u + t)t=o = 1 + 

s i  ha 

(3.19) I%, = - -  (n q-- l)k.,_~ -k Q,,, 

l*,x"+ [n + 1], 

t2 ~ '  m <-- n) 

dove Q~--O, mentre,  per  m _ ~ 3 ,  Q~, ~ un  pol inomio in ko, £~, . . . ,  k,, a" 
Espr imiamo infat t i  il pr imo membro  della  (3.18) mediante  ]a (3.9), sost i tuendo 
poi in questa  la t secondo la t3.13), e quindi  le potenze di t secondo ]a (3.16}. 
Si r icava cosi (~) 

8 = 2  

(~) Nel la  sommutor ia  abbiamo l imitato supe r io rmen te  h media  nte m perch~ le potenze 

(x--~ ~ pp+~ocP+~) h 
\ p~2 

con esponen te  h ~ m  non con tengono  ov~qamente  te rmini  in x "~. ]nol t re ,  come ~ ovvio~ nel. 
l ' u l t i ma  eguagl ianga scr i t ta  Cm(m~i)~ Cm (m) devono essere  sost i tui t i  r i s p e t t i v a m e n l e  con 0 e 

con i ,  
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Basra allora esplieitare nel secondo membro le ka, secondo la (3.10) e le em (~) 
seeondo la (3.17) per coneludere  la (3.19). 

f )  Giungiamo f inahnente  alla verifiea della (3.4), in quanto af,;+,,, 
il coefficiente di x t+m+~ nello sviluppo di 

1 + (n q-- 1)t'O x -+ v=~v 2~+~x~+t 1 q- ~--2E ~m'~ q- [i + n q- 1], 

cio~, assunto h - - i - { - 1 ,  nolle sviluppo di 

h+u \ I  u ) 
x ~ +  ~ c,,(~"x"}|l + ~ ,%.x" . 

==h+a / \  r~= 

Ne segue, applieando d) ed e), 

da cui 

a~,~+,, "- p,,, q- dh)h+,,, q- A~, ~+~, 

ai,~+,,, - -  - -  (n q- 1)/~_~ q- hnk,,_~ q- Bi, i+,,, 

avendo designate sia con A~,i+,,, sia con Bi, i+,, dei polinomi in ko, k~,..., kin-a, 
oppure zero. 

La 13.4) ~ cosi dimostrata.  

4. Le (3.1), (3.2), dicono intanto che le c~z'-ic ~+~ quasi asintotiche della 
R "+~ hanno tulle in  comune l'elemento lineare composto E.2, ~ useente dal pun .  
to O. ){a esse non hanno pifi in comune l 'elemento E~, 2 uscente dallo stesso 
punto, come appare dalla (3.3): anzi, seeondo questa, vi ~ una corrispondenza 
biunivoca tra gli E~,~ delle quasi asintotiche uscenti  dal punto 0 ed i valori 
di ko. Pih  generalmente ,  applieando anehe le (3.4), r isnlta che, per 2<_m<_n 
vi ~ corrispondenza biunivoca tra gli E~, ,, delle quasi asintotiche uscenti dal 
pun to  0 ed i sistemi di valori d i k o ,  k , , . . . ,  k,,_~. 

1~ anche ehiaro che, assunto comunque m con 2 ~ m < _ , n - - 1  (7), per  
l~Es, ,~ uscente da 0 di una  quasi  asintotiea della R "+~ passano z,Q n - ' '  quasi  
asintotiehe di questa. 

Consideriamo era due quasi asintotiche della R "+l aventi  in comune 
l 'elemento E2,m_ ~ useente da 0 (s), ma Es,m distinti  (2~.~m <--n). Seeondo 

(7) Invece  l 'Ee ,  ~, ancora uscente da 0, di una  quasi  asintotica non at~partiene act altre 
quasi  asintotiche, come emerge da quanto si ~ detto pi~t sopra. 

{s} Occorre appena  avver t i re  the  per  m ~ 2  q u e s ~  condizione ~ sempre soddisfatta, 
come si ~ r i levate  es!)licitamente pifl sopra. 
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quanto si ~ gi~t rilevato, disposti i parametr i  k ne l l 'o rd ine  degli indici cre- 
scenti, i primi m - - 2  tra essi sono gli stessi per le due curve, menfre  il 
successivo (k,,_~, r ispet t ivamente k',,_~) assume per  esse valori diversi. L ,in- 
var iante  ~,~] relat ivo ai" due E.~,,n uscenti  da 0 delle due quasi asintotiche 
considerate,  calcolato in base alle (2.3), (3.-) si r iduce a 

ni - -  1 
(4.1) ~'~j - - - - . ~  

h i - - 1  
(1 ~ i <:, n, 1 __~. ] ~ ,  n~ i =~= ]t. 

Percib, assunto comunque m con 2 <--m, <--n, ciascuno degli invarianti  ~(~j 
(1 _< i <--n. 1 <_j '<'n;  i:4:j} di due E.2,,~ uscenti da O, tra loro dislinti, di 
due quasi asinlotiche della R '~+~ conlenenti uno stesso E.~,,,_~ ha un  valore 
fisso, dipendente unicamenle dagli inleri n, i, j, quale ~ espresso dalla (4.1). 

P. e. per n----2, i - ~ l ,  j = 2 ,  si ha ? - -1 , /3 ,  come si ~ enunciato al 
principio del n. 1. 

5. Pe r  quanto r iguarda il caso n - - -2 ,  cio¢~ nello spazio ordinario, il 
r isultato raggiunto si pub invert i re  nella forma seguente (mentre in un  iper- 
spazio qUalunque non vi 6 luogo ad uaa  inversione s t re t tamente analoga). 

h¥llo spazio $3, fissati una cubica sghemba, un suo punto 0 (con retta 
tangente o), un suo ulleriore punto P, ed una retta r per 1), situata nel piano 
oseulatore in  questo ed incidente alla retta o, una cubiea sghemba variabile, 
avenle in  comune con quella fissa l'elemento composto E.2,1 uscenle da. O, e 
tale c h e l '  invariante ? degli E.2, .2 uscenti da 0 della cubica variabile e di 
quella fissa valga 1/3r con la condizione ulteriore c h e l a  cubica variabile sia 
ineidente atla retta r (9) ha come luogo una rigala cubica di Cayley {della 
quale le cubiehe variabili e quella fissa coslituiscono le asintotiche curve). 

A.ccenniamo brevemente  il modo di dimostrar lo,  che si r iduce ad una 
verifica mater ia le  senza a lcuna difficolth. Chiamando p ]a ret ta  tangente 
in P, e rispe~tivamente to, r: i piani osculatori in O, P alla cubiea fissa, si 
assumano i vertici del tetraedro di r i fer imento ponendo A s ~  O, A"=----P, 
A ~ -  ~)p~ A °~- ore, mantra  la ret ta  r 6 la A~A °. Posto 

x - - - - ,  y - - - - ,  z - - - ,  
~a xa ~a 

(9) Ques t a  eondiz iono  ul tor iore ,  che e v l d e n t e m e n t e  /~ ne l lo  sp i r i to  de l  t eo roma  che si 
vuo le  o t tenere ,  s e rve  a n c h e  a r i d u r r e  a ~ le cub iche  s g h e m b e  ehe si cons iderano .  
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disponiamo del punto uni t .  in modo e h e l a  cubica fissa abbia p.e.  equazioni 

(5.1) y = - - § x ,  z =  x ~. 

Le equazioni parametr iche  della pifi generale  cubica sghemba appoggiata 
alla ret ta r, e avente in comune con la cubica fissa Felemento composto E:,~ 
uscente da 0 (disponendo del parametro  t in modo che esso si annull i  in 0 
e sia infinito nel punto comune alla eubica considerata ed alla ret ta r), si 
possono supporre 

t -]- ~ t  3 2 t ~ 2 t 3 

(5.2~ x - -  1 + ~t ~' y - -  9 1 -}- St"-' z - -  27 1 -{-- 8t 2 

essendo ~, ~ costanti arbitrarie.  Quindi per essa 

~5.3) 

2 ~ 2 
y = - § - -  ~ ( 8  - 2~)x, ~ + [5],  

, z "- ,~227- ~ + 2 (28 --  3~)x~ -{ [6]' 

L ' invar ian te  y degli E~,~ uscenti  da 0 delle cubiehe (5.1), (5.2) ~ pereib 

8 - -  2¢z 

Y - -  28 - -  3~"  

Imponendo, secondo l 'enunciato,  che sia •--1/3, si pub dunque porre 8--3~, 
con ~ arbitrario. Sostituendo questo valore nelle 15.2 b ed el iminando tra 
queste i due parametr i  l, ~, si ha subito come equazione del luogo della 
cubica (5.2) la 

~ s  _~. XoOO~X~ -}- x~2~ 3 ~-- O, 

che ~ appunto l 'equazione di una r igata eubica di CAYLEY. Si r iscontra 
anehe che le sue asintotiche curve sono appunto te cubiche sghembe variabili 
considerate (e quella fissa). I1 Teorema ~ cosi completamente dimostrato. 


