Una proprieta della rigata cubica di Cayley
e sua generalizzazione.

Memoria di AnessaNpro TeErrACINI (a Torino)

A Ewrico Bompiani in occosione delsuo Giubileo scientifico.

Sunto. - In S;, le cubiche sghembe che sono asiniotiche di una data rigate cubica di CAYLEY
hanno futte in comune, nel punto cuspidale di gquesta, Uelemento curvilineo composto
By, . Per una coppio qualungue di esse, ¢ loro Hz,z danno costantemente luogo al va-
lore 1/3 per il loro invariante proiettivo yv. La proprieic vieme convenientemente estesa
agli iperspazi.

1. In una mia ricerca in corso ho trovato la seguente proprietad delle
asintotiche curve di una rigata ecubica di CAYLEY, la quale peraltro risultera
stabilita anche dai risultati della presente Nota, applicati al caso particolare
n = 2. Come & notissimo, chiamando 0 il punto cuspidale, 0 la retta doppia
e o il piano singolare di una R® di CAYLEY, le asintotiche curve di questa
sono cubiche sghembe passanti per O, e aventi ivi come retta tangente la o
e come piano osculatore il piano . Ebbene, la proprietd alla quale ho alluso
consiste in cio, che tutte le cubiche sghembe asintotiche della R® hanno
comune l’elemento curvilineo composto E,, (‘) di supporto Oow, e che gli
E, . di due cubiche sghembe asintotiche tra loro distinte hanno il loro inva-
riante y costantemente eguale ad 1/3.

Nella presente Nota questi risultati vengono opportunamente estesi (v. gli
enunciati nel n. 4) al easo segnalato da P. BuzanNo vari anni fa (%), nel quale
— passando da S; ad uno spazio S,,; (n=>2) — si considera una certa su-
perficie rigata R"** che a pitt di un titolo pud considerarsi come una gene-
ralizzazione della rigata cubica di CAYLEY. Buzaro, . ¢. () ), & giunto alla B*+*
in questione, considerando le generatrici di una R® di CAYLEY otftenute a
partire da una cubica sghemba come rette passanti per i singoli punti di
questa, contenute nei rispettivi piani osculatori e appoggiate ad una tangente

() Lia nozione di elemento curvilineo composto, al pari delle alire ad essa relative che
qua occorrono, sard richiamata tra poco, nel n. 2.

(3) P. Buzaxo, a) Un’estensione iperspaziale della rigate cubica di Cayley, « Boll. Unio-
ne matematica italiana », 1937, pp. 178.177; b) Rigate di ordine n déllo spazio a n dimensio-
#ni aventi oo” omografie in sé, « Rend. Lineei », (6). XXVI, 1987, pp. 61.65.
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fissa della medesima cubica. In S, ,, partendo da una ¢*+' razionale nor-
male, BuzaNO considera per ogni punto di questa una retta giacente nel
relativo iperpiano osculatore e appoggiata ad una retta tangente fissa o della
medesima ¢"** (retta tangente fissa, il cui punto di contatto si designera nel
seguito con O). Il luogo di tale retta & appunto la R"+* in questione (la quale
possiede la retta tangente fissa o come doppia). Inoltre, secondo quanto
Buzaxo ha dimostrato in 1 c. (0 b), la R*+* & — all’infuori dei coni —
I’unica rigata di ordine n--1 dello §,,, che ammette oo™ omografie in sé.
B poi essenziale ricordare per il seguito che — come BuzaNo ha mostrato
in L e. ) @) — la B**' in questione possiede come quasi asinfotiche y, ,
oot g™ ragzionali normali {che per n=2 si riducono alle asintotiche curve
della R® di CAvYLmY), passanti tutte per il punto O, ivi tangenti alla retta o,
e aventi inoltre in comune tutti i successivi spazi osculatori nel punto O
(una di tali ¢®*+* & appunto quella dalla quale si & ottenuta la RE"** mediante
la costruzione dianzi ricordata). Precisamente, assunte coordinate omogenee
di punto ®,, «,...., ©,.,, con un simplesso di riferimento 4°4'...4A"A"+!,
dove A"t'= 0, A"T'4’ =0, e con ulteriori particolarith atte a dare alle
equazioni parametriche della ¢"** considerata la forma

X,

L Ty g, =L

si pud supporre (°) che le equazioni parametriche delle ¢"*' quasi asintotiche
(indicando con ? il parametro), siano

px, = t4-1°0
(1.1) ¢ paey = ! (l<i<n)
pny, = 1+ (0 + 1)P°0,
dove abbiamo posto
(1.2) O =k, 4 Byt Fol® oo g7 A Fope 87

essendo le k,, k,, ..., ky_y, ky—, costanti arbitrarie.

{3 Cid a norma di BuzaNo, 1. ¢. () a) a meno di varianti affatto inessenziali nelle no-
tazioni. — Sebbene non ci interessino nel seguito, richiamiamo anche che, rispetie a oppor-
tuni parametri u, v, le equazioni parametriche della R*+! risultano allora:

w0y = u" - v, iy == utl (LR IS0 pgy g == w4 (0 Duo.
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2. Riassumiamo molfo brevemente nel presente n., nei limiti in cui cid
interessa per il presente lavore, la nozione di elemento curvilineo composto (*)
8 le nozioni che vi si collegano.

In S.4,, quale si & considerato nel n. 1, detto m un intero positivo o
nullo, chiamando w, lo spazio 4A"+'4°4'4*... 47" (1 << g< #n). con A"+ = 0,

,=o=4"""4" un elemento curvilineo composio E, ,, disupporto Oow,0, ...,
8 definito dalle

P . W

2.1) = Z oy, xR A 4 m - 2] (l<i<n; a;F0),
n-y k=0
essendo
12.2) = 20
Lnty

jome risulta da 1. c. (*} aj, la nozione cosi definita ha significato
geometrico.

Considerando poi due elementi curvilinei composti E, ,.,, contenenti il
medesimo K, ,,, se per essi si chiamano rispettivamente &, ;ymi,, @4 itmae,
(l<<é<<mn) i due primi coefficienti sottintesi nelle (2.1), ciascuna delle
espressioni '

Uity = Vet L gmeey = O frmeey

(2.8) Yy == - S :
‘ “ Ay @y

(l<izn, l<j=<mn, i)

¢ un invariante proiettivo della coppia di E,,,,,, considerata (%).

Per evitare la considerazione di invarianti non essenzialmente distinti,
basta limitarsi agli invarianti y,; con é<j. Per n=2, cicé nello spazio ordi-
nario, si ha cosi il solo invariante vy che, omettendo gli indiei, si pud

1127
indicare con v.

(*} A. TerrACINI, a) Sugli eleinents curvilined composti, « Atti dell’ Aee. delle Scienze di
Torino », Vol. 88, 1953.54, pp. 7-15. V. anche A. TBrrACINI, b} Sulle coppie di rami con la
stessa origine e gli stessi spazé osculatori, « Rend. del Seminario Matem. Univ. e Polit. di
Torino », Vol. 12, 1953, pp. 263281 ; c) Relazioni tra invarianti proiettivi duali di coppie di
elementi curvilined, « Boll. Un. Matem. Italiana », (8), 8, 1958, pp 368.874; d} Su alcuni siste-
mi di elementi curvilinei, ibid , (3), 18, 1958. pp. 895405, ¢) Su certi sisteni oo? di linee spa-
ziali, ibid. (3), 18, 1938, pp. 564-573; ) Sugli invarianti proiettivi di una coppia di elementi
curvilines composti, ibid. (8), 15, 1960, pp. 890-401. - In una ricerca non ancora pubblicata,
Bowmpiaxt considera degli enti geomeirici che si possono riguardare come una generalizza-
zione degli elementi enrvilinei composti.

() Un significato geometrico di questi invarianti & assegnato in L e (%) b).
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3. 0id premesso, passiamo a dimostrare intanto il seguente:

TreorEMA. - Nella rappresentazione (2.1} dell’elemento composio I, ,, uscente
da 0= A"+ della linea {1.1) s¢ ha:

(3.1 =1
{3.2) a;, e, =0 I<i<n)
(3.3) Ay, iy, = (08— 1)k, \

Inoltre, per m = 3, si ha:
(3.4) Oy iom = (M8 — Dby + Pimllys By voe s By (1 =i n, 3<m<mn)

dove o, indica un polinomio in k,, k,..... kp— .

Verifichiamo anzitutto le (3.1), (3.2}, (3.3).
In base alla posizione (2.2) le (1.1} forniscono ora

o _ Hl4re)
13.9) =T L 00
da cuil

(3.6) =t —nkt (41,

dove {4} indica una serie di potenze in #, che comincia con un termine
in #* (e un’analoga convenzione si adotta nel seguito).
La (3.6) si inverte nella

(3.7) t = x + nka® -+ 4] |
Daltro lato, le (1.1) danno

B DB - (i 4) 1<i<n)
m“—i‘i

cioé, sostituendo ¢ a norma della (3.7).

Xy

(3.8) = ot (i — Lt + [i -+ 4) 1<i<n)

L4y

La (3.8) prova senzaltre le (3.1), (3.2), (3.3).
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Per dimostrare la (3.4), occorre portare pitt avanti i calcoli che ci hanno
condotto alle (3.6}, (3.7), (3.8). A tale scopo osserviamo gquanto segue.

a) Si riconosce subito che, posto

1 ® "

il primo coefficiente del secondo membro che dipende da %,,_, & 1,,, ¢ 8i ha
(3.10) o = — (0 4+ Uy + 0., RP=m=<n
dove w, == 0, mentre, per m >3, v, & un polinomio in %,, &

s oy By

b) A norma della {3.5), ne segue che, posto
(3.11) p=tt 8 Bt Lin4 21,
1=2

il primo coefficiente del secondo membro che dipende da %,,._, & t,,., e si ha
{3.12) Tirey = — Whp—y + Yonpy R=m=<mn
dove ¢, == 0, mentre, per m=3, {,,, & un polinomio in %, &,,..., kp_,.

¢) Invertendo la (3.11), poniamo

(3.13) b=a+ 3 gyttt 414 2]
p=2

Dico che si ha

(3'14) Pp4y = %kp-—z + ('I)Z!+l s

dove ¢, =0, mentre, per p==3, ¢,,, ¢ un polinomio in %, &, .., ky_.
Invero sostituendo nel secondo membro della (3.13) x a norma della (3.11),
si ha un’identitd in #, dalla quale si ricava

p—
—_ g1}
Po+1t = 7 Tpay q§2 Pq+1bp+1 (

(3.15) 2=p=mn)

dove le bi)q_:l) risnltano definite dalla

n g-h1 -1 V
(H— 2 fc(,,_,z,w) = {0 N b iy 2 2=q<n).
=2 s==g -3

Annali di Matematica i1
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Ora, ragionando per ricorrenza rispetto a p, la (3.14) dice che il fattore p,,,
che nella (3.15) compare sotto il segno di sommatoria & un polinomio nelle %
con indici che non raggiungono p—2. Altrettanto vale ovviamente del secondo
fattore: sostitnendo t,,, secondo la (3.12), la (3.14) risulta dimostrata.

d) Posto
(3.16) (ao + ;éz p,,ﬂm"‘*"‘)k:: o +m:h§::2 Ca M - [h-+n-1] P2=sh<n+1)
si ha
{3.17) et = htky_p—s - Ty 2=shs=n+1,h+2<a=h-+mn),

dove m,,, =0, mentre, per « >h -2, n, ¢ un polinomio in %, k,, ..., kg—pyy-
Invero nello sviluppo del primo membro della {3.16) tra i termini in «* vi &
hea -pax*, © gli altri termini in % non involgono nessuna p con indice
> o — h. Applicando la (8.14) se ne dednce la {3.17).

e} Posto ancora

3 1 = % "y

(0.18’ 1”“:!:—(;{*_171)72@ =1 "*“ ,,,:2 oy @ ",“ [n ““!‘“ 1],

si ha

(3.19) i = — (0 + Dy + O R<m<n)
dove @, =0, mentre, per m =3, ¢, ¢ un polinomio in %, &k, .., £k, ,.

Esprimiamo infatti il primo membro della (3.18) mediante la (3.9), sostituendo
poi in questa la ¢ secondo la (3.13), e quindi le potenze di ¢ secondo la (3.16).
Si ricava cosi (%

M

P = & A0, 2Z=m<n)
§=-2

{8} Nella sommatoria abbiamo limitato superiormente » mediante m perché le potenze

[+
A\ P

It tes

h
Pp+1xp+i>
2

con esponente k> >m non contengono ovviamente termini in «™, Inolire, come & ovvio, nel-
I’ ultima egunaglianza scritta ¢,™—%, ¢, devono essere sostituiti rispettivamente con 0 e
con 1.
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Basta allora esplicitare nel secondo membro le A, secondo la (3.10) e le ¢,,"”
secondo la (3.17) per concludere la (3.19).

f) Giungiamo finalmente alla verifica della (3.4), in quanto a, 4, &
il coetficiente di x!+™** nello sviluppo di

L2

fz(er _5? 9p+193’°““)‘+1(1+ Z p,«m’">+[i+n+ﬂ.

o
p==2 =2

cioé, assunto A =14 - 1, nello sviluppo di

hdn "
(ach 4 2 o,"”m“)(l 4+ = ;L,,m’") .
r=2

e==hd-2 =

Ne segue, applicando d) ed e),

O, i =2 W 4 Mt + Aiipms
da cui
Ay, i = — (n 4 1)km-g + h"knb-g + Bi,H—m:

avendo designato sia con 4; iq., sia con B; i, dei polinomi in &y, k..., km—g,
oppure zero,
La (3.4) ¢ cosi dimostrata.

4. Le (3.1), (3.2), dicono intanto che le oco"—l¢"+! quasi asintoliche della
B*+' hanno tutle in comune U elemento lineare composlo E,, , uscente dal pun-
to 0. Ma esse non hanno pilt in comune P'elemento E, , uscente dallo stesso
punto, come appare dalla (3.3): anzi, secondo questa, vi & una corrispondenza
biunivoca tra gli K, , delle quasi asintotiche uscenti dal punto O ed i valori
di k,. Pitt generalmente, applicando anche le (3.4), risulta che, per 2<m<n
vi & corrispondenza biunivoca fra gli E, ,, delle quasi asinfotiche uscenti dal
punto O ed i sistemi di valori di k,, k,, .., kpey-

E anche chiaro che, assunto comungque m con 2 <m<mn—1 (), per
VE, , uscente da O di una quasi asintotica della R"*+' passano oo™ quasi
asintotiche di questa.

Consideriamo ora due quasi asintotiche della R"*' aventi in comune
V'elemento E,, ,_, uscente da O (8), ma E, ,, distinti (2=<<m =wn). Secondo

(") Invece I' By, ,, ancora useente da O, di una quasi asintotica non appartiene ad altre
quasi asintotiche, come emerge da quanto si & detto pit sopra.

{*) Occorre appena avvertire che per m =2 questa condizione & sempre soddisfatta,
come si ¢ rilevato esplicitamenie pii sopra.
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quanto si & gia rilevato, disposti i parametri & nell ordine degli indici cre-
scenti, i primi m — 2 ftra essi sono gli stessi per le due curve, mentre il
successivo (k,,_,, rispettivamente %',, _,) assume per esse valori diversi. L’in-
variante y; relativo ai due F, , uscenti da O delle due quasi asintotiche

considerate, calcolato in base alle (2.3), (3.) si riduce a

(4.1) Yij = Z‘;W: i (I=sign 1l jn, ig=9).

Percid, assunto comunque m con 2<=m < n, ciascuno degli invarianti yi;
I<isn 1<j=un;isfj) di due E, , uscenti da 0, tra loro distinti, di
due quasi asinfotiche della R"*+ conlenenti uno stesso E, ,,_, ha un valore
fisso, dipendente unicamente dagli interi w, i, j, quale é espresso dalla (4.1).

P.e.per n=2 4=1, j=2, si ha y=1/3, come si & enunciato al
principio del n. 1.

5. Per quanto rignarda il caso ® =2, cioé nello spazio ordinario, il
risaltato raggiunto si pud invertire nella forma seguente (menftre in un iper-
spazio qualunque non vi & luogo ad una inversione strettamente analoga).

Nello spazio S,, fissati una cubica sghemba, un suo punio O (con retla
tangente 0), un suo ulteriore punto P, ed una retta r per P, situata nel piano
osculatore in questo ed incidente alla retla o, una cubica sghemba variabile,
avente in comune con quella fissa 1 elemento composto E, , uscenle da O, e
tale che Uinvariante y degli B, , uscenti da O della cubica variabile e di
quella fissa valga 1/3, con la condizione ulteriore che la cubica variabile sio
incidente alla refla v (°) ha come luogo una rigata cubica di Cayley (della
quale le cubiche variabili e quella fissa costituiscono le asinlotiche curve).

Accenniamo brevemente il modo di dimostrarlo, che si riduce ad una
verifica materiale senza alcuna difficolth. Chiamando p la retta tangente
in P, e rispettivamente o, = i piani osculatori in O, P alla cubica fissa, si
assumano i vertici del tetraedro di riferimento pomendo 4°= 0, 4* = P,
At = wp, A° = on, mentre la reita r & la 4°4°. Posto

L R

X = = =
mg) wsv 903’

(%) Questa condizione ulteriore, che evidentemente & nello spirito del teorema che si
vuole ottenere, serve anche a ridurre a oo! le cubiche sghembe che si considerano.
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disponiamo del punto unitd in modo che la cubica fissa abbia p. e. equazioni
- 2 s
B6.1) y:—gmz, 2= =5 &°.

Le equazioni parametriche della piu generale cubica sghemba appoggiata
alla refta 7, e avente in comune con la cubica fissa elemento composto B, ,
uscente da O (disponendo del parametro { in modo che esso si annulli in O
e sia infinito nel punto comune alla cubica considerata ed alla retta r), si
possono supporre

12 2 P

i+ al? = 2
L4887 "7 2T1 4 3

(0.2} m:mﬁ, y:-—

Nl )

essendo «, & costanti arbitrarie. Quindi per essa

2, 2
y:—-—§w~-—§(5-—2a)w‘+[5],
{5.3)
5= o+ o (25— Bal’ + [6]
o7 27 ’ '

L’invariante y degli E, , uscenti da O delle cubiche (5.1), (5.2) & percid

_ $ — 2o
V= 8,

Imponendo, secondo 1 enunciato, che sia y=1/3, si pud dunque porre 5=3,
con a arbitrario. Sostituendo questo valore nelle {5.2), ed eliminando tra
queste i due paramefri # o, si ha subito come equazione del luogo della
cubica (0.2) la

3 —
— &, 4 @, @, + a," e, = 0,
che & appunto I’equazione di una rigata cubica di CAYLEY. Si riscontra

anche che le sue asintotiche curve sono appunto le cubiche sghembe variabili
considerate (e quella fissa). I1 Teorema & eosi completamente dimostrato.




