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Rtisam4. - On appelle~ avec DES~BOWSKt, ddcomposition tactique (d. t.) d 'un plan projectif 
fini ~: une ddcomposition de ~ en classes (disjointes) de droites et de points telle que le 
hombre des points d'une classe don~,de appartenants ~ une droite d 'une classe donnde 
est toujours le m~me~ et dualmen (n. 1). On pervient ~ une d. t. de ~ assoeide ~ un 
k-arco (dans le sens de B. SEGRE) de "~ avec un procddd rdcoursif (n. 2). On applique 
le procddd du n. 2 ~ un particulier 6-arc argudsien du plan Se, ~, qui est co~plet~ mais 
q u i n ' e s t  pas une conique. La  co~struction s'appuie sur uq~e d. t. auxiliaire ddfinie par 
vole arilhmdtique (n. 3). 

1. Le "decomposizioni t a t t i e h e , ,  secondo DE~BOWSKI [2]. 

Sin dato un  piano finitoj r: (argues iano o non);  sia G tm gruppo di eol- 
l ineazioni  di ~ 11); sfano r e p due classi  (sistemi) di t rans i t iv i th  di G, costi.  
tuite,  la p r i m a  da i re t te  r , , . . . ,  r~, la seconda da j punt i  p , , . . . ,  p j .  Sul la  
re t ta  rk del la  elasse r g iace iano t punt i ,  Pkl ,  . . . ,  p k t ,  del la  elasse p;  poieh6, 
per  ipotesi ,  esiste (almeno) una  eol l ineazione gh~, di G tale ehe gh~,(rh)~-rh, e 

poieh6 la g~h opera  una  sost i tuzione sui pun t i  p , , ,  al ia ra a p p a r t e r r a n n o  esat- 
t amen te  i t pun t i :  gkh(Pk,), . , . ,  gt,~(pkt} del la  classe p. Valendo  anche  la consi- 
deraz ione  duale,  si pub coneludere ,  con DE~IBOWSKI ([2], Teor. 1) che:  

D a t e  d u e  c lass i  d i  t r a n s i t i v i t ~  p e r, r isp.  d i  p u n t i  e d i  rette,  d i  u n  

g r u p p o  d i  co l l i neaz ion i  G d i  u n  p i a n o  graf ico f in i to:  

1) ogni  re t ta  d i  r a p p a r t i e n e  a u n o  stesso n u m e r o  d i  p u n t i  d i  p ;  

2) ogn i  p u n t o  eli p a p p a r l i e n e  a u n o  s tesso n u m e r o  d i  ret te  d i  r. 

Se con CARMICtIAF.L [1], die iamo ehe un  s is tema di ~ p u n t i  ~, p, e un  
s i s tema di <(rette , ,  r, t ra  i (( punt i  z e le ,~ re t ie  >> dei qual i  sia de f in i t a  uaa  
re lazione di appar t enenza  o (~ ine idenza  >>. eos t i tu iscono una  eon f i guraz ione  

ta t t i ca  quando  siano ver i f iea te  le (1) e le (2) del t eorema preeedente ,  pot remo 
e n u n e i a r e  il t eorema stesso dicendo che:  

U u a  classe  d i  t r a n s i t i v i t ~  d i  p u n t i  p u n t i ,  p ,  e u n a  c lasse  d i  transi t iv i t i~ 

d i  rette,  r, d i  u n  g r u p p o  d i  co l l i neaz ion i  G~di  u n  p i a n o  graf i ico  f in i to  ~, co. 

s t i l u i scono  u n a  c on f i guraz i one  ta t t i ca  (rispetto a l ia  re laz ione di ine idenza  
p u n t o - r e t t a  es is tente  in ~). 

{t) TJna eollineazione si definirh (anche nel caso non-arguesiano)come una rappresenta- 
zioae di r~ su di s~ ehe muta rette in rette. 
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Qaesia  osservazione b il punto  di pa r tenza  del la  Memoria  [2] di P. DE)~- 
BOWSKL Egli  genera l izza  la decomposiz ione  dei punt i  e delle re t te  di un  
p iano graf ico in classi  di t rans i t iv i t~  r ispet to  a un  gruppo di col l ineazioni  
i n t rodueendo  la segnente  def iniz ione di decomposizione tatlica (d. t.) ('~): 

Una parlizione delle rette e dei pun t i  di un piano grafieo finito 7: in classi 
disgiunte di rette e di punt  i si chiama una decomposizione tattiea (d. t.) di = 
quando, scelte eomunque una elasse r di rette e una classe p di punti, esse 
eostiluiscono una configurazione tattica (v. sopra);  

eio~ pin  espl ic i tamente ,  quando,  c o mu n q u e  si seetgano p ed r :  

(1) ogni te t ra  del la  elasse r appa r t i ene  a un medes imo numero  di puut i  
de l la  classe p ;  

{2) ogni pun to  di p appa r t i ene  a uno stesso numero  di re t te  di r. 

Dallo s tudio delle d. t. or ora def ini te ,  i,1 DEI~BOWSKI deduce  una  serie 
di r i su l t a t i  (alcuni  dei qual i  assai  riposti)  di Carat tere a r i tme t i co -geomet r i co  
re la t iv i  a ques t ion i  di transitivitY, agli  << ordini  ammiss ib i l i  >> e cosi via, i 
i qua l i  non in te ressano  perb l~ nos t ra  presente  r icerca .  Ci l imi te remo a rieor- 
dare  il Teo rema  2 del la  [2]: 

In  una decomposizione tattica di un piano grafieo finito il numero delle 
classi di pun t i  uguaglia quello delle classi di rette. 

2 Decomposizione t a t t i c a  di un piano grafico f ini to  associa ta  a un k -a rco .  

Sia K un  k -a rco  (3) di un  piano grafico finito,  ~, di t ango  q (il rango,  
o (( ord ine  >>, di 7: essendo il nu me r o  dei punt i  di u n a  re t t a  d iminu i to  di uno). 
Le  re t te  di 7:, r ispet to  a K, possono in iz ia lmente  suddiv iders i  in 3 c lass i :  

R%: tangenti, ciob re t te  ehe incon t rano  K in un p u n t o ;  

R% : secanti, ~> >> >> >> >> >> due punt i  ; 

R%: esterne~ (o ~<passanti >~), ~> z >> zero punt i .  

(~) I1 t i tolo de l la  M e m o r i a  [1] ~, appull to,  Generalizzazioni delle classi di transitivit(~ di 
p iani  proiettivi finiti. I1 DEMBOWSKI, in  verit '~, d~f in isce  l e d .  t p e r  ,, s t r u t t u r e  di  i n c i d e n z a  ,, 
a ssa i  pi i l  g e n e r a l i  dei  p i an i  g ra f i c i ;  a noi,  perb~ in te ressa ,  o ra  e ne l  segui to ,  soltan¢o ]a 
de f in iz ione  pifi r i s t r e t t a  che a b b i a m o  sopra  r ipor ta ta .  

(s) ~ e l  senso di  B. SEGRE~ CiO~ un in s i eme  di k p u n t i  di ~ 3 a 3 non  a l l inea t i .  L a  t eor ia  
dei k - a r e h i  in  u a  p i a n o  t i a e a r e  f ini to  ~ s t a t a  a m p i a m e a t e  s ~ i t u p p a t a  da  B. SEGRE e da] lu  
s u a  scuo la  a p a r t i r e  dal  1955; p e r  u n a  s in t e s i  dei  r i su l t a t i ,  e p e r  u n a  b i b l i o g r a f i a  eomple ta ,  
r i n v i a m o  al lu ~ e m o r i a  [6] e a l l a  e o n f e r e n z a  [7] di SEORE. P a r e e e h i  r i su l t a t i  sono o r a  
espos t i  i n  f o r m a  t r a t t a t i s t i c a  in  SEGRE [8]. 
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Di conseguenza ,  i pun t i  di ~ p o t r a n n o  esse re  sudd iv i s i  in e lassi ,  P ~ ,  
p o n e n d o  in u u a  m e d e s i m a  c ia s se  P¢~ tut t i  e soli  i p u n t i  di ~ p e r  c i a s e u n o  

dei qua l i  p a s s a n o  j t angen t i .  A l lo ra  ogni  e t e m e n t o  Pt, j - - P  di 11ha d a t a  e lasse  
Pj~ h a  un  m e d e s i m o  n u m e r o  di inc idenze  eol le  r e t t e  de l l a  c lasse  R2 °, e con 

que l l e  de l l a  c l a s se  R e ,  ol t re  ehe  con  le t a n g e n t i  R~°; p a s s a n d o  in fa t t i  p e r  
p j t angen t i ,  pe r  p p a s s a n o  di c o n s e g u e n z a  i - -  ( k - - j }~2  s e c a n t i  e q + 1 - -  

~ J  --  (k - - j } / 2  - -  q + 1 ~ (k + j)/2 r e t t e  e s t e r n e  (*). 
@onsider iamo ora  le inc idenze  de l le  r e t t e  di u n a  c l a s se  R~ ° con i pun t i  

di u n a  c lasse  Pj~. S u d d i v i d i a m o  le c lass i  R~ ° in so t toc lass i  Ra 1, p o n e n d o  in 
u n a  m e d e s i m a  c lasse  Rh ~ due  re t t e  di u n a  e lasse  R~ ° q u a n d o  esse  a p p a r t e n -  

gono a uno s tesso n u m e r o  di p u n t i  de l l a  c lasse  Pyz, q u a l e  che sin il v a l o r e  

di ] (5~. Potr~t a e c a d e r e  che le c lass i  R ~ c o i n e i d a n o  con  ]e c lass i  R °. I n  ta l  
caso, le c lass i  R ° -  R ' di r e t i e  e le e lass i  P '  di pun t i  eos t i t u i s eono  u n a  

d e e o m p o s i z i o n e  t a t t i c a  del p i ano  r:,che e h i a m e r e m o  l a d .  t. di  7: associata al 
k -arco  K.  Se iI t a n g o  del p i a n o  ~ u n  n u m e r o  d i spa r i ,  q, t a le  caso  si p r e s e n t a  
p e r  u n  (eventua le )  (q + 1)-arco,  o ~< ova le  ~> (eer to es i s ten te ,  e c o i n e i d e n t e  con 
l ' i n s i e m e  dei  pun~i di u n a  eonica ,  a no r ton  di un  t e o r e m a  di SEGRE, nel  
easo  a r g u e s i a n o ) ;  u n  (q + l ) - a r c o  in un  p iano ,  a r g u e s i a n o  o non,  di t a n g o  

d i spa r i  q, d iv ide  le re~te he l le  t re  e lass i  R °, i pun t i  ne l le  t re  e lass i  P~ dei  
pun t i  d e l l ' o v a t e ,  dei pun t i  <~esterni ~> e dei  p u n t i  <~ i n t e rn i  >~, pe r  c i a s c u n o  

dei qua l i  p a s s a n o  r isp.  una,  dne,  n e s s u n a  t angen te ,  e le R °, P~ eos t i t u i scono  

una  d. t. del  p i ano  (vedi, p e r  es., Dmf]~owsKI  [2] p. 79). 

Se i nvece  non  si ve r i f i c~  l ' i p o t e s i  ora  p r e s a  in cons ide raz ione ,  suddivi-  
d i a m o  u l t e r i o r m e n t e  le e l a s s i  P~ in so t toe]ass i  P~, p o n e n d o  in u n a  m e d e s i m a  

c lasse  P~ due  pun t i  di u n a  P ~  q u a n d o  essi  a p p a r t e n g a n o  a u n  m e d e s i m o  
n u m e r o  di r e t t e  di u n a  c lasse  R ~ (cib va l endo  pe r  ogni c lasse  R~). Se le c lass i  
P* co ine idono  con le c lass i  P ' ,  le e lass i  di r e t t e  R t e le c lass i  di p u n t i  

P ~ - - P t  c o s t i t u i s e o n o  u n a  d. t. del  p iano,  g iaceh6,  pe r  il modo  s tesso  nel  
q u a l e  sono s ta te  cos t ru i t e ,  s o d d i s f a n n o  a l le  eondiz ion i  {1} e (2) de l l a  def ini -  
z ione  di d. t. (v. sopra) .  

(4) L~ considerazione delle classi Pt  equivale atla introduzione di un indice, i, per 
ogni punto di ~, i essendo il numero delle corde di K passante per il punto; sotto questa 
forma la cosa si trova gih in SeE [1]. [5], e in SEOrCE [6] (dove si studia il <(sistema dio- 
fanteo ~> che lega tra di loro gli interi c i che danno il nmnero dei punti di indice i. cio~ 

- -  nel nostro linguaggio -- il numero dei punli appartenenti a u n a  classe P il). 
{5) I1 numero j delle tangenti a K per un punto p~ dovendo avere la stessa parith di k 

mumero dei punti dell'areo ](), se p non 'appartiene a K. sara suscettibile solo di determi- 
natl va.lori~ che qui non interessa pvecisare. Lo stesso dicasi per l'i~tdice i tnumero delle 
secanti per/9). ~ello studio di un k-arco arguesiano. SEGI~E [6]. [7] prende in considerazione 
il numero dl dei punti di ann tetra non situati su K e avente indice i: tale considerazione, 
come 6 evidente, 6 assai vicina a quetla delle elassi R ~. gedi anche SC:~ [8]. 
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Nell ' ipotes i  contraria, i teriamo il procedimento,  suddividendo le classi R l 
in sottoclassi R ~' in modo ehe, prese eomunque una R * e una P*,  il numero 
dei Panti  della P~ appar tenent i  a una retta r di R "2 sia eostante al var iare  
della r entro R~; e cosi via. 

Nora Bene. A questo punto conviene, per  la chiarezza e la l 'apidith del 
discorso introdurre  i simboli:  

{R, P}  ; tP ,  R I  

i quail  denoteranno~ risp., il numero dei punt i  di una classe P appar tenent i  
a una elasse di rette R e il numero delle rette di R passanti  per un punto 
di P, essendo P, R olassi risp. di punti  e di rette di una d. t. del piano. 

I1 procedimento di eostruzione delle elassi di ret te / ~ a  par t i te  dalle 
elassi di punt i  P t ,  e delle elassi di punt i  P~+~ a par t i te  dalle classi di ret te 
R ~, dovrh bene avere an  termine, in questo senso: esister~ un t intero posi- 
tivo minimo per il quale le elassi R t, p t  costi tuiscono una d. t. del piano, 
per  il quale, cio~, si pub par la re  tanto dei humeri  {R  t, P t t  quanto dei nu. 
meri t P t, R t !  (per valori inferiori a t, invece, hanno signifieato tutti i sim- 
bolt di una sola delle due serie t R, P i, I P, R } ) .  I1 numero delle ret ie  e 
quello dei punti  ~, infatti, finito, essendo il piano per ipotesi finito; al ere- 
scere di i, il numero dei punti  di P* (delle rette di R t) non pub crescere, 
per i[ modo stesso nel quale la costruzione ~ stata definita:  se diminuisee,  
si potri~ al pifl pervenire,  dopo un numero finito di passi, a classi R t, p t  
formate e iaseuna da un sol punto e da una sola retta, le quali costi tuiseono 
la decomposizione tatt ica ~ banale )> d e l  piano, isomorfa al piano stesso. Pos- 
siamo pertanto introdurre le seguenti  definizioni: 

Dato un k-arco K in un piano grafico finito, chiamiamo proTondil& di K 
it pii~ piccolo intero positivo t per il quale le elassi ~t, Rt (v. sopra) costi- 
tuiscono una decomposizione tattica, DK, del piano; t ~, ovviamente, un carat. 
tere proiettivo di K. 

L a d .  t. DE, pienamenle determinata dall'arco K, si chiamer& la decom. 
posizione taltica associata all'arco K. 

OSS]$RV'AZIO57E. Sia GK il gruppo delle collineazioni di u che mutano in 
s~ il k-arco K. Evidentemente,  GK-" G trasforma in s~ eiascuna delle elassi 
R~ ° delle rette tangenti,  secanti, esterne rispetto a K;  di eonseguenza, G tra- 
sforma in s/~ ciascuna delle elassi P ~  formata dai punti  << ] - tangent i  >); quindi, 
ragionando per rieorrenza, G t rasforma in s~ le elassi R t, p t  della d. t. D~: 
associata  a K. Possiamo percib eonetudere che:  

La d.t.  DG aSSociata al gruppo Gfc-=G delle collineazioni di ~: che mutano 
in s~ un k,-arco K, ~ costiluita da classi di rette R + (da classi di punt i  pG} 
ciascuna delle quati ~ una soltoc~asse di una classe di retie R t (di una classe 
di punt i  F t) della d. t. associata a K. 
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Tra le d. t. di v: si pub introdurre  un ordinamento parziale, mediante  la 
relazioue d 'ordine <~ natura le  )>; date, ciob, due d. t. D e D', si porrh:  

<< D ' ~  D s e e  soltanto se ogni classe R' ( P ' ) d i  D' b contenuta  in una 
classe R {P} di D ~>. 

I1 precedente  r isul tato b allora concisamente  espresso dalla relazione:  

(1) Do <-- DE.  

0SSERV¢,ZIO~E. I1 segno di uguale pub ben valere, come dimostra  il pi'i- 
mo e pi~ semplice esempio, quello di una conica K in un piano arguesiano 
finito di rango q dispari :  in questo caso, infatti, il gruppo delle coltineazioni 
che mutano in sb la conica 6 transitivo sulle rette tangenti, secanti, esterne, 
sui punti  della conica, sui punti  interni e su quelli  esterni.  Non siamo a 
conoscenza di archi K per i quali  nella (1) valga la disuguagtianza in senso 
stret to;  cio ~ perb dovuto con ogni probabil i th al fatto che tanto il gruppo 
GK quanto la d. t. DK ci sono noti in un numero es t remamente  limitato di 
casi (v. il successivo n. 3); sulla quest ione ci proponiamo di r i tornare in suc- 
cessive ricerche. 

3. Un esempio: l a d .  t. associata a un 6-areo completo di $2,~. 

In questo lavoro ci l imitiamo "ad applicare il procedimento generale deli- 
neato nel n. 2 in un caso tnon banale~ e diverso dall~unico gi/~ noto, quello 
dei tq + 1)-archi con q dispari) che pub essere trattato in modo relativa- 
mente agile. 

~Tel piano S~. 7 sopra il campo di GALO~S GF{7) con 7 elementi  conside- 
riamo la conica C, di equazione tin coordinate non-omogenee):  

(2) x y  - -  1 - -  O. 

Tra gli 8 punti  della eonica (2) scegliamo: a) i due punt i  impropri  (0) 
e (~} che sono i punt i  impropri  risp. degli assi x e y ;  b} i 3 punti  propri  
costi tuenti  il <~ramo dei residui >>, e ciob i tre punti  tq. q-l} delia C per  i 
quali  q b un quadrato  di GF(7}, ehe sono i punt i :  {1, 1): ~2, 4}; (4, 2) li qua- 
drati  di GF(7} sono 1, 2, 4). Ai 5 punti  di C cosl seelti aggiungiamo l'origine~ 
(0, 0). Si ha allora che:  (6) 

I 6 p u n t i  

(3) (0); (co); (0,O); (1, 1); (2, 4); (4, 2) 

(6) La definizione di h, e i l  risultato sottolineato, costituiscono un caso particolare di 
una definizione e di un risultato pifi generale: v. LOMBARDO-~:~ADICE [3]. 

dnnali di Matematiea 6 
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costitu@cono un  6-arco K ehe ~ complete, cio~ non contenuto in un  arco di 
S.~, 7 dotato di un  maggior numero di p u n t i  (in al t r i  t e rmin i :  per  ogni punto  
di S~ ~ passa  ahneno  u n a  secante  di K) .  

La  cos t ruzione  del la  d. t., DK, associa ta  a K pub essere eseguita ,  nei 
suoi successivi  << passi  >>, a pa r t i t e  da  una  d. t., D'K, con tenu ta  in DK, t he  
pub essere assegna ta  in mode d i re t to :  6 proprio  ques ta  e i rcostanza che rende 
pifi agile il p rocedimento ,  in q u e s t o  pa r t i co la re  case (~). 

Classi di p u n t i  D'K. Cons ider iamo d a p p r i m a  i punt i  p r o p r i  di S~,~ non 
appa r t enen t i  agli assi.  Tal l  punt i  vengono da noi suddivis i  in 12 ctassi che  
i nd i che remo  con i s imbol i :  

(k)q, ~ ; (k ) . , , ,  

(h)q,n ; th) , ,q  

, k ~ l, 2, 4(-~- quadrate)  ; 

, h = 3, 5, 6 (--  non quadrate}. 

I1 s igni f ica to  dei s imboli  6 il s eguen te :  a) (k)q,q ovvero (k) . , .  6 l ' i n s i eme  
dei pun t i  di S~,~ tal l  che il prodotto delle lore coord ina te  ~ u n  d e t e r m i n a t e  
quad ra t e  non ha l lo  k e ta l l  che le due coordina te  sono ins ieme due quadra t i  
(ovvero ins ieme dne non-quadra t i ) "  b ) (h )q ,~  (ovvero (h)~,q) 6 F i n s i e m e  dei 
punt i  di S~,~ tal l  che il prodotto delle lore coordinate  6 un de t e rmina t e  
n o n - q u a d r a t e  h e tall  che ta p r ima  coordina ta  6 un quadra te ,  la seconda no 
(ovvero la p r ima  coord ina ta  non 6 un quadra te ,  la seconda si) (s). 

I pun t i  propri  degli  assi eoordinat i  vengono suddivis i  in  5 c lass i :  

(0)o,o ; cO)q.o ; (0)~.0 ; (0)o, q ; ~0)o, ~,, 

cos t i tu i te  r i spe t t i vamen te :  da l la  sola or ig ine ;  dai punt i  de l l ' asse  y--=O avent i  
per  ascissa un quad ra t e  non nul lo  (un n o n - q u a d r a t e ) ;  dai  punt i  de l l ' a s se  
x----O avent i  per  o rd ina ta  un qu a d r a t e  non  hul lo (ovvero un non-quadra te ) .  

In f ine  i pun t i  impropr i  vengono suddivis i  in 4 c lass i :  

( ~ q ~  (c~)n, fo rma ta  dai punt i  impropr i  delle re t te  avent i  come << coef- 
f ie ien te  ango la re  >> un quadra te ,  risp. nn  n o n - q u a d r a t e :  

(c~)0 , cos t i tu i t a  dal  solo pun to  impropr io  del la  y ~ 0;  

(c~)+, cos t i tu i ta  dal solo punto  impropr io  del la  w - - 0 .  

Si hanno  cosi in tut to  21 classi di punti ,  delle qual i  18 contengono 3 
punt i  c iaseuna.  3 inveee  un  solo punto  c iascuna.  

(7) Per tutti gli altr[ archi co mpleti della classe di K (e dei quail in LO~BARD0-RADICE 
[3]) l~ decomposizione anaJoga alla D'K non 6 pi~ una decomposizione taftiea. ~ib ~ legato 
aI fatto che solo in ~F(7) iI cube di un quadrate (non hullo) ~ sempre 1 (v. oltre). 

(z) Ricordiamo che per il prodotto di quadrati e non-quadrati vale una regola dei tutto 
analoga a|la ¢ regola dei segni ~ : i] predotto di due quadrati~ e cosi quello di due non-qua- 
drati~ 6 un quadrate, mentre il prodotto di un quadrate per ua non.quadrate ~ un non.quadrate. 
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OSSERYAZlOb~E. Le clas~i formate dai punti  propri non appar tenent i  agli 
assi di D'~ sono suscettibili  d i u n a  semplice interpretazione geometrica:  esse 
sono i ~ rami ~> delle <~ iperboli equilatere >> di eqnazione x y  = cost. 

Classi di retle di D'K. Le 21 elassi di rette di D'K si ottengono dalle 2t 
classi di punti  per dualitY, considerando le coordinate non omogenee di retta 
m e p della te tra  di equazione: y --  mx-{-19. 

S e m  =[= 0, p :]= 0, otteniamo le 12 classi: 

[k]q,q ; ; k = 1, 2. 4 ; 

[h]q,n ; [h],~,q ; h - - 3 ,  5, 6 .  

(I1 significato dei simboli di classe si ottiene per dualith da quello dei sire- 
boll analoghi introdotti  per le classi di punti). 

Se (almeno) una delle due coordinate m, p ~ nulla~ abbiamo le 4 elassi: 

[O]o,o ; [O]+o ; : ; [O]o,, , .  

La prima di esse ha come elemento la sola retta y - - 0 ;  Ie altre, invece, 
sono costi tmte risp. dalle rette di equazione: y - - q x ,  q qaadrato;  y = n~c, n 
non-quadra to ;  y -  q,  q quadrate  (non hullo); y - - n ,  n non-quadrato.  

Abbiamo infine 4 c]assi per le quati 5 l~ecessario introdurre il simbolo 
[c~], e precisamente:  

Le prime due sono costituite da una sola re tta~ risp.: Fasse  ~ - - 0 ,  la- retta 
impropria;  la terza e la quarta  sono eomposte risp. dalle rette di equazione: 
x --  q, q quadrato non hullo;  w --  n, n non-quadrato .  

Abbiamo in tutto (cosi come nel caso delle classi di punti) 21 classi, 
delle quali tre contengono una sola ret ta ciascuna, te r imanent i  18 conten- 
gono tre rette ciascuna. 

D'K ~ u n a  decomposizione tattica. 

Occorre far vedere che le << incidenze tra classi >> (di punti  e di rette, di 
rette e di punti) non dipendono dalla scelta dei << rappresentant i  >>. Ora cib 
immediato quando una delIe due classi ~ contrassegnata dal simbolo O, oppure 
c~z. Consideriamo percib un punto (x', y') della classe (k),. ~; una retta [m, p] 
(eio~ una ret ta di equazione y -- mx q--/9) della elasse [h]u. v, con k# k elementi 
di GF~7) non null i ;  r, s (e cosi u, v) sono invece simboli suscettibili dei 
vatori << q >> ed << n % cio~ << quadrato >> e << non-quadra to  >>. Supponiamo che 
la retta passi per il punto~ ciob che si abbia: 
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Allora, essendo t uno (qualsiasi) dei tre quadrat i  non nulli di G/~4), si ha:  

ty' - -  m t  -~ • t~$ ' + pt ,  

e tale relazione esprime Fappar tenenza  det punto: 

alla ret ta  : 

T - :  ( t ~  ', ty') 

z = [mr - i ,  pt]. 

~Ia T b ancora un punto della elasse (k),.,s , giaeeh~: a) t ~ x ' . t y ' - - t 3 . x ' y  ' - -  
~ t  p --  y - - k  (o); b) t~x ' e ty' hanno, ordinatamente,  lo stesso carat tere  di qua- 

draft  o non-quadra t i  posseduto da ~c' e y'. 
Inoltre,  z ~ ancora una ret ta della classe [hJ,,v perch , :  a) m t  -~ . p t - - "  

- -  m p  - -  h;  b) m t  -~ e p t  hanno, ordinatamente,  lo stesso carat tere  di quadrat i  
o non-quadra t i  posseduto da m, p. 

Di qui, dal fa t to  the  al var iare  di t ( ~  1, 2, 4) si ottengono tutti i punti  
(tutte le rette) della elasse, dalla possibilit~ di ragionare allo stesso modo 
nel calcolare le ret te  di [h]u,v passanti  per un punto d i  (k), ,8,  si deduce 
subito F asserto. 

Coslruz ione  de l la  decoquFosizio~e ta l t i ca  DK assoc ia ta  al  
K d i  S~, 7 a p a r l i r e  d a l l a  decompos i z ione  D'K. 

L' arco K ~ l' unione delle classi: 

6-arco  co~p le to  

(1)q,q ; (0),,, 0 ; (C~)o ; ( c ~ ) ~ ,  

di D'K. Pertanto,  le c lass i  R1 °, R2 °, R~ ° del le  retle taugen l i ,  secant i ,  es lerne 
rispetto a lFareo  K si possono otteneJ~e come unione delle classi [t] di ret te 
di D'K per  le quali il numero :  

t[t], t + f [t], (O)o,0 t + t[t], t + tit], t 

vale risp. 1, 2, 0. 

(9) I n  ~F(q), i quadra t i  sono tutt i  o soli gli e lement i  per  i qunll  t(q-i)/e~-~-l; per ianto  
in  G2'(7) i quadra t i  t sono tut t i  e soli gli e lement i  per  i qual i  t s ~-- 1. ]~ 1oroprio questa  cir- 
eostanza ari tmetie~ ehe dh luogo al ia  decomposi~ione tat t ica DrK in  S ~ 7 .  
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Si ottiene cosi: 

R,  ° = [0].,, o U [0]o, .  U [ ~ ] .  U [%,  ~ U [4]~, ~, U [5].,  ~ ; 18 ret te ;  

R z ° - -  [0]0,0 U [0]q,o U [0]0, q U [c~]o U [OO]q U [oo]oo U [1],,,,, ; 15 r e t t e ;  

R~ ° - -  [1]q, q U [4]q, q U [2 ] . , .  U [4 ] . , .  U [3]q,.~ U [3],,, q U [6]q, .  U [6],~, q ; 24 re t te .  

Le classi P~  (vedi n. 2) si ot terranno analogamente  come unione di classi 
di punti  di D'K, ponendo in una medesima elasse Py~ quelle classi (k) di D'K 
per le quali  le somme:  

s, = ~ i (k), [t] }, i = 1 , 2 , 3  
It] E R~ '° 

hanno il medesimo valore (e basterh anzi limitarsi a verif icare che abbia lo 
stesso valore la somma s,~ oppure  s~, per  ovvie ragioni geometriche). Si 
ottengono cosi quat t ro classi, (.on le incidenze t P j : ,  R~ ° } indicate nella 
seguente tabella : 

P , ,  = (2)q,~ u (4)q,~ ; 

Rio R~ ° R8 ° 

6 punti  0 3 5 

p , '  = (O)o,~ u (%,o u (O)o,. u (o),,,o u 

u (~)~ u (~ ) .  u (2).,. u (5)., ~ u 

U (5)q,. ; 27 punti  

P~*--(1)q, qU(O)o, o U(o~)~ U(oe)oo ; 6 punti  

2 2 4 

3 5 0 

P , ~ - - ( 1 ) . , .  U (4 ) . , .  U (3),,, ~ U 16)q,. U (6)., q ; 

18 punt i  
4 1 3 

(~0) Qui ,  a d i r  v e r o ,  v l e n e  i n d i c a t a  con  it s i m b o l o  P ~  la c l a s s e  d e i  p u n t i  0 t a n g e n t i ,  
ehe  n e t  n, 2 ve l f iVa  c h i a m a t o  JP0 ~ . 
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Le classi R, ~ si otterranno, a loro volta, 
di D'K, ponendo in una medesima classe R ~ 
quali hanno uno stesso valore le somme: 

come unioni di classi di rette 
quelle classi [t] di D'K per le 

E {[t], (k)}, ] = 1, 2, 3~ 4. 
(k) E v]~ 

Si ottengono cosi 5 classi R ~ (la classe R~° ~ anche una classe R~ ~, 
mentre le classi R2 ° e R3 Q si spezzano, ciaseuna in dae sott0classi) con le 
incidenze indicate nella seguente tabella:  

P~  P2 ~ P ~  P4 

R1 ---- Ri °; 18 rette 0 i 3 

• R~,=[o]0,  0 u [ ~ ] 0  u [ ~ ] ~ u  [1]., ,~; 

6 retie 
0 6 2 0 

R~--[O]o, qg[Ojq, 0U[oo]~,; 9 rette 2 2 2 2 

R41 --5[ ]q,q U [4]q,q U [3]q,n U 

U [3]**, q g [6]q. n U [6]., q; 

18 retie 

1 5 

R5 ( = [2],,,~ U [4]~,~; 6 rette 2 3 

0 2 

0 3 

Le clctssi P(~ si ottengono ora come unioue di classi di punti di D'K (in 
modo analogo ~ quello chiarito nel caso delle costruzioni precedenti), e costi- 
tuiscono ana suddivisione delle classi Pt. Si ottengono cosi 5 classi, in 
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qnanto la sola classe P2 ~ si spezza in 2 sottoelassi, come b indicato nella 
tabella ehe segue, ehe d~ anche le ineidenze {P~, R~}:  

P ~  -- P ~  ; 6 punti  0 0 3 

R, ~ R41 

3 2 

Ps" = (0) q,0 U (0)o, q U {cx~)q U 12), ,, U 

U(5)q,,,Ui5),,,q ; 18 punti  
2 1 1 4 0 

P32=(0),, 0 U(0)o,,,U[cx~),,; 9 punti  

P ~  : P ~  3 

jO~ : p i 4 

2 

2 

0 

0 2 2 

3 0 0 

2 1 

Ouanto alle classi R~ ~, esse coincidono con le classi R, ~- 

Le ineidenze : 

{ R ~, p~ ! 
sono date dalta tabella:  

p ~  p ~  .p2 p4~ p .  

0 3 3 2 0 

0 3 3 2 0 

2 2 0 2 2 

Ri  { 

Rs ~ 

R5 ~ 

1 4 1 0 2 

2 0 3 0 3 

La decomposizione tat t ica DK associato al 6-arco complete K di $2, ~ b 
con ci6 completamente  determinata :  DK ~ composta da 5 classi di punt i  e da 
altrettante classi di retie, con le incidenze i P, R !  e I R, P !  date dalle ultime 
due tabetle ; inoltre : 

La profondit& (vedi n. 2) dell'arco K ~ 2. 
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