
Sulla tooria del mote  st~zionario di uu fluido pesante 

con superflcie libera. 

Mem or i a  di CAMILLO POSSIO (8, Torino). 

San to  - Per  rendere  deter~rtinato i l  campo di  mote  s ta z ionar io  di  u n  f luido pesan te  con su. 
pevficie libera, i l  +~AYLE~GH, com'~ note, in t roduce  u n a  f i t t i z ia  forza  d ' a t t r i t o  che fa  
poi  tendere a zero: l 'A .  d i m o s t r a  come si  possa  giungere allo stesso risultato~ in  mode 
p i ~  convinee~te,  i m m a g i n a n d o  i l  moto s ta z ionar io  come case l imi te  di  u n  mote  va~'io 

i n i z i a t o s i  da l la  quiete. 

1. I1 campo di mote stazionario create da una distribuzione di singolarit~ 

in un fluido pesante con superficie l ibera  r isulta indeterminate,  com'~ note (l), 

helle eonsuete ipotesi di fluido perfetto e di perturbazione infinitesima, in 

quanto esistono infinite soluzioni che dal punto di vista puramente :anal i t ico  

sono tutte ugualmente  plausibili .  Per  rendere determinate il problema si 

r icorre ad un artificio ideate dal RAYLEIG~, che consiste nel supporre che 

sul fluido agisca una forza il cui valore per unith di mass~ si pone uguale 

a - -  ~ ( V - -  Vo), dove V e Y~ rappresentano r ispet t ivamente la velocith locale 

e quella assintotiea~ e ~ ~ una quantit/~ posi t iva:  si assume poi come espres- 

sione del campo di mote effettivo quella che si ottiene passando al limite 

per  ~ ~ 0. 0ra,  la giustificazione di.~un procedimento per rendere determinate  

il problema che consideriamo deve evidentemente r icercarsi  in base a consi- 

derazioni di earat tere fisico, in quanto si potrebbero ideare altri procedimenti  

analoghi con risultato diverse da case a ease. Questa~forza fittizia introdotta 

dal RAYLEIG~ vorrebbe appunto rappresenta~'e 1 ~azione della viscosith che 

sempre presente  nel fluido reale:  essa perb :ha  in comune colle azioni tan- 

genziali che ~ascono per effetto della viseosit~ il solo carattere dissipative, 

ed appare evidente c h e l a  part icolare ~3orma sotto cui sib,  volute esprimere 

V azione di attrito ~ stata sceltal, in: mode da semplificare al massimo il pro- 

blema analitico. Si pub invece rendere determinate il problema in base ad 

una considerazione fisica r igorosa,  anehe senza useire dal campo dei fluidi 

perfetti,  considerando il mote stazionario come case limite di un mote ra t io  

(l) Cfr. LAMB: Hydrodina~nics~ cap. IX ,  pal'. "242. 
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ehe si b iniziato dalla  quiete. Immagine remo eio~ c h e l a  per~urbazione pro- 
dotta dalle singolari th dis t r ibui te  nel fluido si crei b ruseamente  a l l ' i s tau te  
t = 0, assumendo come espressione del campo di moto effettivo quella che 
r isul ta  passando al l imite per  t-----c~: vedremo che il r isultato che cosi si 
ott iene b iden~ico a quelto a cui si g iunge col procedimento  del RAYLEIG]~, 
ehe rieeve eosi una  p iena  giustif icazione. 

2. P r i m a  di svi luppare  il p rocedimento  che abbiamo indicato nel  para- 
grafo precedente ,  vogliamo impostare  brevemente  il problema,  indieando la 
ragione per  cui esso si presenta  indeterminato ,  ~d esponendo la soluzion~ 
che ne dh, in base al pr incipio del RAYLEIGt~, I'I-IAVELOCK ('), nel caso in 
cui la per turbazione nel fluido sia creata da una  distr ibuzione di sorgenti  o 

di doppiette.  
Assumiamo un  s is tema di assi xyz salidali eolla superfieie su eui sono 

distr ibui te  le singolarith, faeendo eoineidere il piano xy colla superficie 
l ibera del f luido indisturbato,  e disponendo l 'asse  x parallelo e eoncorde 
eolla veloeit~ assintot ica Vo e l ' asse  z rivolto verso il basso. Se ¢P ~ il po- 
tenziale della velocit/~ di per turbazione Y - - V 0 ,  la condizione di pressione 
eostante sulla superf ieie  libera, r i fer i ta  agli assi 

x/---=x-- l~t y ' = y  z ' = z  

eio~ ad assi solidali col f luido indisturbato,  assume, helle consuete  ipotesi 

della teoria dei moti  ondosi, la forma (~): 

(1) ~ ( x ' ,  y', O, t)--g.~(x',  y', t)-.=O 

dove ~ rappresenta  l ' abbassamento  della superf icie  l ibera sotto il piano xy. 
Indieh iamo con u, v, w le component i  della velociti~ di per turbaz ione ;  deri- 

vando la (1) r ispet to al tempo si h a :  

12) ~t--Ttx', y', O, t ) -  g.w(x', y', O, t)-= 0 

che, r i fer i ta  agli assi xyz, e nel l ' ipo tes i  ehe il moto sia stazionario, si tra- 

sforma nel la  : 

(3) ~ (x, y, 0 ) -  .w(x, y, O)= O. 

(l) Cfr. I:[AVELOCK : The theory of wave ~'esistance, 
1932, pp. 339-348. 

(.2) Cfr. LAMB: Hydrodinamics, cap. I X ,  

Proceedings  of t:he Ft. S, of London  ,>~ 
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II problema che consider iamo si t raduce anal i t icamente  uella determi- 
nazion% dato il potenzia |e  (I), delle singolari th disposte nel f[uido, di una  
funzione qPa, potenziate det campo aggiuntivo, defini ta  nel  semispazio z ~ 0 
dalle seguent i  condiz ioni :  

a) (I) a deve soddisfare a lFequazione  di LAPLAC~ 520 ~ 0 ,  cib che 
impl ica  la con$inuiti~ delle derivate pr ime in ogni punto  del semispaz io~z~0,  
di modo che il campo aggiunt ivo non ha a lcun punto  singolare. 

b) le derivate  pr ime eli (I)a si devono annul lare  all' infinite, ad ecce- 
zione even tua lmente  del caso in cui si tenda al l ' inf ini to  nella direzione 
posit iva dell '  asse x (~). 

c) la funzione (I), q-q)a deve soddisfare, sul piano ~cy, alla (3). 
L ' inde te rminaz ione  del problema consiste nel fatto che esistono infini te 

funzioni  che soddisfano alle eondizioni a), b), c), ne l l ' ipotes i  (I)~ = 0. Tall 
sono, come vedremo, tut te  le funzioni  della, forma (2): 

7~ 
f( z f_ia~Cos 0-~- y sen 0 

(4) ~ =  O) .e  oo~0 0o+0 . d O  

- - f f  

in cui per  la funzione eomplessa f(O) ~ sufficiente la sola l imitazione 

che f(O) sia cont inua  in tutto l ' in terval lo  - -  r ~  0 ~ 7:. In  queste ipotesi, ~ 0  
si possono eseguire le derivazioni p r ima  e seconda sotto il segno, e quindi  

si verifica immedia tamente  che ~) 5 una fanzione armonica  nel semispazio 
z >  O, e che soddisfa ident icamente  alla (3): ~ facile pure  accertarsi  the  

grad • si annul la  al l ' inf ini to,  propriet/~ che non r isul ta  sia stata dimostrata.  

Difatti, le derivate pr ime di • sono, in valore assoluto, inferiori  alla quantit~t 
~7 

e - Z . / ]  f(O) I dO 

- - f f  

che evidentemente  si annul la  per  z = ~ :  se poi z ~ finito, poniamo 

x - - - r  cos c¢ y = r s e n ~  

c o s  (0 - ~) 
c o s  ~ 0 = ~ 

(i) Com'~ not% esistono campi di moto stazionari the ammettono una scia~ nella quale 
la perturbazione rimane finita aIl ' infini to nella direzione di V0: non sarebbe quindi leeito 
imporre in generale~che grad 4~ a si annulli  ovunque aWinfinito. 

(~) Per  comodith~ in luogo di introdurre le funzioni seno %cosen% introduciamo~la 
funzione espoaenziale con esponente immaginario~ colla convenzione, che varrh per tutto il 
seguito, che di ogni espressione complessa si debba prendere la sola parte reale. 

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo X X .  40 



316 C. Poss[o:  Sulla teoria del moto stazionario 

(5) 

dove ~ : 

di modo che le derivate prime dl ~ si possono esprimere come somma di 

termini della forma:  

net quali  la funzione a(~) r imane sempre finita nel l ' intervallo d ' integrazione,  

eccetto eventttalmente agli estremi. Ora. s e a  ~ infinita per ~ ~ ~', si verifica 

ovviamente che essa tende ~II ' infinito come l~--~ ' ) -~,  dove n ~ un numero 

minore di 1: d' ultra parte, a r isulta una funzione ad integrale assolutamente 

convergente da 0 a c ~  di modo che si conclude senz 'al t ro che g r a d ~  si 

annulla per  r - - c o .  Resta cosi dimostrato che se O~ ~ una soluzione del 

problema~ Io 6 pure  la funzione (I) a + O, e quindi il problema risul ta  inde- 

termin~to. 
Supponiamo che sul fluido agisca una  forza di massa d'intensit '~ 

--I~(V-- Vo) , c h e  amine,re il po~enT, ia, le - -~ .cI ) ;  la condizione di pressione 

cos,ante sulla superficie l ibera assume la forma:  

(1') S--[ (x/, y', O, t) - -  g .  ~(x', y', t) --t- ~tap(x', y', O, t) -: 0 

da cui~ derivando rispetto al tempo e riferendo le derivate agli assi xyz ,  si 

ottiene i 'equazione ehe leg~ i vulori di u e w sui pnnti  del piano x y :  

~u g~ .w(x ,  y, O} + ~ .u(x ,  y, O) - -  O. (3') y,  o) - V ,  • V ,  

Le condizioni a cut deve soddisfare il potenziale del campo aggiuntivo (I) a 

restano aneora l e a ) ,  b), c) date in precedenza I con l ' un ica  variante c h e l a  

funzione ~ - t - O n ,  an~ich6 a l l a  (3), deve soddisfare alla (3'). Il potenziale ~ 

del campo creato da una distribuzione di sorgenti o di doppler,e, eseguita 

su di ann superfieie ~ interna al fluido, si pub scrivere, per  z ~ l, se l 6 

la profonditi~ minima di ~ so,to il piano x,y, nella forma:  

y, o)=t'doir(,..,-" 
. 3 - - :  

- -  r~ 0 

g 
k~---~-~ (o = x c o s  0 q- y sen 0 

Vo 

e F(m, 0) 6 una funzione finita e continua, insieme colle sue derivate prime, 
in tutto il campo m ~ 0  e - - r z ~ 0 ~ u ,  e cite per  m ~ c x ~  tende a zero 
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come e -'*~ ('). Diamo al potenziale aggiuntivo @a l ' espress ione:  

co 

--7":. 0 

dove f ~ una funzione arbi t rar ia  sulla quale facciamo soltanto l ' ipotesi  che 
essa sia tale c h e l a  (6) risulti definita per z > 0  e ehe siano lecite le deri- 

wzioni  prima e seeonda sotto il segno~ di modo che la (6 ) r app re sen ta  

evidentemente una funzione armonica nel semispazio z ~ 0 ;  introducendo 

nella (3') la funzione d), + q)a espressa dalle {5) e (6) si r icava:  

2F( , 0) 
[ (m ,  O) = - -  F ( m ,  O) + 

1 - -  t acos  ~ 0 + i  ~V0 cos0 
g 

da cui risul,ta immediatamente  che sono verificate le eondizioni a eui deve 

soddisfare f. Si ottiene cosi : 

--= ~ ' 1  - -  COS 0 
Y g 
0 

Per  il modo con eui ~ stata dedotta, la (7) soddisfa senz 'al t ro alle con- 
dizioni a) e b): si deve quindi soltanto pifi verificare che grad (I) a si annul la  

all ' infinito.  0ra,  le derivate prime di ~Pa si possono scrivere nella forma:  

.f.ofA(,,,, 
- - ~  0 

e--mkz ~- ind'r cos (0 -- a). d~il~ 

(i) P e r  giust i f icare  la (5), nonch~ le propriet 'h ammesse  per  la funzione F, basra tener  
presente  t he  it potenziale  di uua  sorg, ente  di portata  Q~ disposta nel  punto di coordinate 
~ ~ ~ ha il v a lo r e :  

Q 

4~  "V (x  - -  ~)-2 - t -  ( y  - -  ~)'~ - f -  (z - -  ~)2 

a cui si pub dare~ per  z < ~ l"espressione : 

---Tr 0 

ch% usando la notazione eomplessa e ponem]o:  

assume la forma (5). 

Ql¢ . e - -mk~-- imk(~ cos 0 + ~1 sen O) 
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dove A 6 una funzione finita e continua in tutto il campo m _0 e 

- - r c ~  0~7 : ,  e che per  m ~ - c ~  tende a zero pifi rapidamente  di qua lunque  

potenza negativa di m, sicch~ ne risulta senz'al~ro c h e l a  quantit~ consi- 

derata tende a zero quando z oppure r tendono alFinfinito.  Per  determinare 

l 'espress ione del potenziale aggiuntivo (I)a* in un fluido in cui 1' unica forza 

agente sia la gravitY, basra passare al limite per ~---~ 0 nella (71; si ottiene 

cost : 
7T GO 

+ o °o+ o .(., +,.°_... _ 
(8) On* = .  - -  m cos' O 

--:r 0 

- -  2u i . j  o~-O-Tto-OS 0 I 

dove si devc prendere ii valore prineipale dell'integrale in cui la funziope 
sotto il segno diventa infinita per m cos "~ 0---~ 1. 

Nella 5Torn delt'HAV~LOOr: non b esaminato il eomportamento de1 campo 

aggiuntivo a l l ' in f in i te :  verif ichcremo the  tanto (P,* quanto grad(I)a* si 

annullano. 0sserviamo the  il seeondo termine di J)a* r ientra nel~a forma 

della funzione • definita d a l l a  (4), per eui r isulta senz 'al tro the  esso si 

annulla, insieme colle sue derivate prime, a l l ' inf in i te :  baster~ percib eonsi- 

derare il primo termine I. 0ra,  b evidente the  esso si annulla, insierae colle 

sue derivate, per z :=--oo; supponendo z finite, scriviamo I nella fo rma:  

dove ~ : 

-ff 

I = - -  2 j  cos ~ 0 . e  ~o+0 oo~.0 • f ( 0 ) .  dO + 

--ff 

+i,°i.+,.. °, . -".'°. 
--r; 0 

i kr c°s (O --a) u 
= f ~  e°s'°0 f(O) du 

--1 

B(~b~ 0) __  j[ -~- ~li~ cOS~ 0 O).~-mkz ( ~ )  
l - - r a c e s  ~0 'F(m'  - - 2 F  . 0  • 

k~ 
cos 2 0 

1 - -  m cos '~ 0" 

La funzione f(0) r imane finita per qualsiasi  vale)re di 0, eccetto che per 
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(supposto a :4:0), nel qual easo diventa un infinito logaritmico: si 

deduce quiadi  seuz' altro the  il primo termine di I si allnulla per r -- oo. Osser- 

viamo poi che la fuuzione B ~ finita per m cos ~ 0 == t e ehe nell ' intervallo m ~ a. 
1 

dove a ~ una quantit~ maggiore di cos~O, essa risulta la differenza fra una 

funzione ad integrale assolutamente convergente ed una funzione sempre de. 

crescente e nulla all'infinito~ sicch~ si conclude che anche il secondo termine 

di I si annul ta  all ' infinito.  Le derivate prime di I hanno ta medesima form% 

per cui risulta dimostrato che anche grad (I)a* ~ hullo alUinfinito. 

3. Studiamo ora il problema del moto vario:  nelUipotesi ehe¢p sin fun. 

zione, oltre che delle coordinate xyz, anche del tempo, r iferendo la (2) agli 

assi xyz si ottiene l 'equazione ehe l e g a i  valori di (I), u, w nei punti del 

piano xy nella fo rmu:  

1 2 2(I) 2 ~u ~u g w ~ O .  
(3~') ~ ~t ~ + V~ ~-~ + ~ v~ 

A questa equazione si debbono aggiungere le ~ondizioni inizia~li, eorrispon- 

denti al fatto ehe per t ~ 0 la pert urbazione ~ nulla. Deve essere infutti :  

(9) ¢(x, y, O, O ) =  0 

in quanto una discontimlit'~ del potenziale darebbe luogo sulla superficie 

libera ad una  pressione inf in i ta ;  d ' a l t ra  parte, anche ~ 6 hullo per t = O~ 

e quindi dalla (1)~ riferita agli assi xyz, si ha :  

(ix, y, o, o )+  Vo.u(~, y, o, o )=  o 

da cui per la (9) si r icava:  

(~o) ~ '  a-t-(x, y, o, o ) =  o. 

Le condizioni che definiscono il potenziale aggiuntivo sono ancora quelle 

enunciate  nel paragrafo precedente,  colla variante perb c h e l a  funzione 

q)~ ÷ ~ ,  deve soddisfare, sul piano ~cy, all '  equazione (3 ~) ed alle condizioni 
iniziali (9) e (10), e ehe tanto (1) a, quanto grad(I) a si devono annullare  senza 
restrizioni al l ' inf ini to ('). Potrebbe sorgere il dubbio the, al pari  del pro- 

(t) Si no~i clifatti ohe in campo di recto var io  ohe si inizia dalla quiete,  ~ ev idente  che 
la velocit~ di perturbazior~e deve  annul lars i  ovunque  all ' infinito~ e con essa~ per  iI teorema 
di BERNOULLI. anche il  potenziale.  
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blema del moto stazionario, anche quello del moto vario sis~ indeterminato,  
nel sense che esistano pifl soluzioni soddisfacenti  alle condizioni che abbiamo 
introdotto per  la funzione CI)a: tale dubbio non pub perb sussistere,  in quanto 
1' HADA~ARD ha dimostra~o (~) 1' unicig~ della  sohz ione  det problema del moto 
vario corr ispondente  a de te rmina te  condizioni iniziali, come 6 per  l ' appan to  

nel nostro easo. 
Suppon iamo  per  ora c h e l a  per turbazione sia creata dalla distr ibuzione 

di sorgenti  o di doppiet te  considerata  nel paragrafo p reeeden te :  dobbiamo 
qaindi  supporre  ehe it potenziale (D~, nul lo per  t < 0, assuma bruscamente  
a] l ' i s tante  t ~ 0 il valore espresso dalla  (5). Pon iamo ancora il potenziale 
aggiunt ivo (D~ nel la  forma (6), in cui perb si deve considerare f funzione 
anche del tempo. Impon iamo e h e l a  funzione ~ d - ¢ a  soddisfi alla (3"); as- 

gt 
sumendo in luogo del tempo il pa ramet ro  adimensionale  ~ - - - ~ ,  si ott iene 

per  f l ' equazione  : 

~ f ~ -  2ira cos 0 ~f ~ . ~  + m(1 - - m  eo~ ~ O ) . f =  m(1 + m co¢- O).F(m, 0). 

Le condizioni iniziali (9) e (10) d iven tano :  

f(m, O, O) + F(m, O) = 0 

~f ~ (m, O, O) ,= 0 

di modo che si r i c a w  faci lmente  l ' espress ione  di f :  

1 + m cos ~ 0 F(m,  0) F{m, O).e-~("~°~°--((') ~ F(m,  O).e-~('~°~°+~'~) • 
f = t - - m c o s ~ O  - -  t - - V m c o s O  , - -  1 +  V ~ e o s O  

Il potenziale aggiunt ivo assume eosi la fo rma:  
f f  O3 

(111 ~a = j d  +__ mm cos ~c°s~ 00 F(m, 6). e -'~'~+~'~'~ . dm 
- - ~  0 

77 O3 

- 0). 
-~ o t - - ' V m c o s 0  

- -  jf' O I'd ~(~J4, O).e -mkzd-~mkc~-i(me°sO~'/m)'_ d,~. 

--~ o i + V m c o s o  

(~) Cfr. i l  capitolo ~ L a  raise en dquation ties probl6mes de t ' ] - Iydrod inamlqae  ~ delte 

Leqons sur Ia propagat ion  des ondes. 
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Ve r i f i ch i amo  che  O~ soddisfa  al ia  condiz ione  di annu l la r s i ,  ins ieme colle sue  

de r iva te  prime~ a l l ' i n f in i to .  Dal la  (11) r i su l t a  che d~ si pub me t t e r e  sot ta  la 

fo rma  : 

--71 0 

dove H r a p p r e s e n t a  una  funz ione  che  r i m a n e  f in i ta  i n - t u t t o  l ' i n t e r v a l l o  di 

in tegraz ione ,  e che  pe r  m - - - ~  tende  a zero pitt  r a p i d a m e n t e  di qua ls ias i  

po tenza  nega t iva  di m :  d ' a l t r a  parte~ anehe  le de r iva te  p r ime  di d) a si pos- 

sono m e t t e r e  sotto la s tessa  forma,  sicchb r i su l t a  d imos t ra to  che a l l ' i n f i n i t o  

cI) - -  g rad  (I)~ ~ O. 

D e t e r m i n i a m o  l ' e s p r e s s i o n e  del po tenz ia le  (I)a* del campo agg iun t ivo  

s tazionar io ,  ca lco lando  il l imi te  a cui t ende  1' e spress ione  (11) di (I) a per  "c : o ~ .  

Osserv iamo che la quan t i th  

b 

una  funz ione  con t i nua  del le  var iab i l i  0 e x in tu t to  il campo x ~ O  e 

- -  r c < O ~ 7 : ,  e che, come vedremo,  t ende  a d  un  l imi te  f ini to  per  z ~--cx~, 

di modo che  r i su l t a  lecito,  n e l l ' e s e g u i r e  il calcolo di (I)a* , i nve r t i r e  l ' o r d i n e  

del le  operaz ioni  di in tegraz ione  r i spe t to  a 0 e di passaggio  al l imi te  pe r  • ~ ~ .  

Po s s i amo  qu ind i  sc r ive re  l' e spress ione  di O~* 'ne l l a  fo rma  : 

(12) ++ oo= oo   o..<°,o o,.,--,.:,+,o,,-.== 

- -  d O  • l i m  _ , 

• =~ ~ 1 - -  V m cos 0 
--71 0 

dm 

--75 

GO 

l im f F. (m, 0). e-'~l~=-~ ~'+1~+- ~(~ oo= o +4 v~)~dm 
~ = ~  1 + Vm cos 0 

0 

Consider iamo,  ad esempio,  la q u a n t i t h :  

oo 

A ~ / F ( m ,  0). e- '~=+~'~+- ~(~ ~o= o -  v ~ ~ 

5 / 1 - -  V m  cos 0 
dm 
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nell '  ipotesi  cos 0 > O. Ponendo  : 

m c o s  0 - Y m  = 

dm F(m, 0).e-'*~l-i'+k°~ __ K~(~ per  0 _ ~ m ~  4 c o s  ~ 0 
d~ 1 - -  ¥ ~n c o s  0 

1 
~cl~-dm. F(m,1 - ~/m c ~ o s 0 0 ) "  e -~1~+~'~ = K~({) per  m ~ 4 cos ~ 0 

si o t t iene : 
~ 0 

1 1 1 

4 c o s  (t ~ c o s  O 4 c o s  0 

3F 
0ra ,  dato ehe ~ ~ sempre  f ini ta ,  la grandezza  

K~(~) - K g 0 )  

r i s u l t a  f in i ta  in tut to l ' i n t e rva l lo  d ' in t eg raz ione ,  ad  eceezione del  l imi te  in- 

1 
fer iore  in cui d iven ta  in f in i t a  come : d ' a l t r a  parte,  K~(~) b una  

V 1 + 4 ~  cos 0 
funzione ad in tegra le  a s so lu tamente  convergente  nell '  inter~'allo 0, c~, di modo 

t h e  si pub cone ludere  che il secondo t e rmine  di A si a n n u l l a  per  x---~ c~. 

£ n a l o g a m e n t e  si ver i f iea  ehe lo stesso avviene per  il terzo termine,  per  cui, 

essendo : 

ed avendosi  o v v i a m e n t e :  
k z  . kco 2 ( \ 

= - -  . r  = ,  ) 
• c o s  ~ O \ c o s  ~ 0 0 .  • e co~0 + ~  

si r i cava  i n f i ne :  

l i m A  2v:i ( ) - -  F 1 t~ . k~ • =~ cos ~ ~" ~ T ~ ,  0 . e oos~0 ~ - * ~  (per cos 0>0).  

Mediante  considerazioni  ana loghe  si pub s tud iare  l ' a l t ro  te rmine  ehe compare  

ne l l ' e sp res s ione  di (P~, nonch~ il caso cos 0 < 0, o t tenendo : 

~30 

0 

cos = 0 cos~0 : ~ " e ~°~°÷+~°~-° (per eos0~0)  
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di mode the  si verifica senz'al tro the  l 'espressione di cb* a cui si giunge 

coincide eolla (8). 

~. Nel paragrafo precedente si ~ suppposto ehe la perturbazione prodotta 

nel fluido sia c r e a t a  da una distribuzi0ne di sorgenti o di doppiette. Questo, 
perb, non ~ il caso pitt generale di recto prodotto da un ostacolo in una cor- 

rente un i forme:  difatt% perch~ una perturbazione si possa rappresentare  con 

singolarit~ del tipo della sorgente o della doppietta, oecorre che la velocitY, 

ammetta  potenziMe in tutto lo spazio esterno all 'ostacolo, cib che non aecade, 

ad esempio, quando l 'ostaeolo ~ una superficie portante oppure un propul- 

sore, nel qual caso il potenziale esiste solo al di fuori di ufia porzione di 

spazio, la scia, che si estende sino al l ' inf ini to a valle dell 'ostacolo.  Corn'6 

noto, e come mostreremo faeilmente,  nell:ipotesi di perturbazione infinite- 

sima, il ripe pill generale di campo di Inoto pub aneora essere generato da 

una distribuzione di singolarith, intese perb come si~golarild~ di pressione. In  
assenza di forze di massa, e nell ' ipotesi  the  la perturbazione della corrente 
sia piecola, 1' equazione di EULERO assume la forma:  

1 grad 19 - -  3 K ~ K 

da cui segue, essendo per F incompressibilit~ del fluido div V~-~ O, the  la 

pressione p ~ funzione armoniea. Ora, tenendo presente the  l a  pressione 

deve annullarsi  a l l ' inf ini to {~), e the  nel fluido non pub ammettere  discon- 

tinuit/~, r isulta senz 'al tro the  a l l 'es terno dell 'ostacolo la pressione si pub 
esprimere come il potenziale di una distribuzione di sorgenti o di doppiette, 

eseguita sulla superfieie delFostaeolo. I1 eampo ereato da una perturbazione 

di questo genere ammette  potenziale hello spazio esterno alia scia, flefinendo 

come tale il h o g o  dei punti  dM quali si pub g'iungere, lunge una ret ta pa- 

rallela a V0, sino al l ' infinito a monte senza incontrare punti  di discontinuit/~ 
della pressione. Indieando c o n  ~P il potenziMe di velocit/~ e con ~ quello 

dell' accelerazion% ciob ponendo q~ ~ - -  -P l' equazione p~ 
sforma nella : 

da cui, per l ' ipotesi  che 
ovviamente : 

x 

(13) ¢P(x, y, z, t)== • ~, y, z, t V0 
x-- Vot 

(i) S i  p o n e  t~guale a zero  la  p r e s s i o n e  the r e g n a  ne l lo  sp~zio  s o v r a s t a n t ~  i l  f ln ido .  

di EULERO si tra- 

~ = ~ -  + o-£~ x 

la perturbazione sia nulla per t < 0, si ottiene 

An~al i  di 3Iatematiea~ Serie IV, Tomo XX. $1 
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espressione ehe vale in ogni punto  esterno alla seia, e in part ieolare  hello 
spazio z ~ l, essendo 1 la profondi th min ima  delF ostac01o sotto il piano xy.  
Ind icando  con %ix, y, z) il poten~iale del l ' accelerazione del campo create 

singolarit i ,  di pressione dis t r ibui te  nel  fluido, possiamo scrivere, per  dalle 

z ~  l, 
7T Go 

+, = 0). o=,-+,=,=. =,,, 

dove G ~ una  funzione che ha le stesse propr ie th  ammesse  nel paragrafo 2 
per  F. Consideriamo il campo delle singolariti~ riflesse, ehe si ott iene eollo- 
cando, per  ogni singolaritl~ disposta nel  punto  P del fluido, una  singolarith. 
uguale  (~) nel punto  P '  s immetr ieo  di P rispetto al piano xy ;  questo eampo 
ammet te  il potenziale ¢p~ che si r icava dalla (13) assumendo per  ? l 'espres-  

sione : 
TZ 

- - g  0 

Ricorrendo alla (13), si trova faci lmente  la re laz ione:  

1 a ~ ~ a ( u ~ + u ~ ) +  (u ,+u~) - -  ( w , +  . . . .  

v-l'~t~( +, + ¢ ~ ) + ~ ' ~ /  ~ ~ Vo w, 
(per z = 0) 

da cui, ponendo il potenziale (I) a d e l  eampo aggiunt ivo nella  fo rma:  

co  

- - ~  0 

r isul ta  c h e l a  funzione g(m, O r ":) deve soddisfare all' equal, lone : 

$.-y --I- 2ira cos 0. + m(1 - -  m cos ~ O).g --~ - -  2ira cos 0. G(m, 0). 

Le condizioni iniziali (9) e (10) d iventano nel nostro ease, at traverso la (13}, 

g(m, O, 0} ~-- 0 

a g (~, o, o) + 2 G(~, o) = o 

(i) Si  in tende  the  se la s ingolari t~ ~ u n a  doppietta m~ 1' asse della doppietta riflossa si 

ot$iene r i f let tendo sul 'piano xy l ' a sse  d i m .  
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per cui si r icava:  

+ i G(m, O). e_i(,~¢o~_q-).~ i O(m. O) e_~(mcos0+q~-)~ _ _  o 

¥ m \ira 

- C  

Osserviamo c h e l a  quantit~ 

CO 

/ " 

0 

tende a zero per  z ~ c>% come si verifica immediatamente mediante consi- 

derazioni analoghe a quelle fatte nel paragrafo preeedente,  di modo che si 

ottiene senz ~ nitro : 

(14) 
7~ o~ 

~. V ; G(m. O) cos O 

- - ~  0 

" e - m k z ' g - ~ m k ~  " d m  - -  

,ff 

G 1 , f, o) 
--7$ 

kZ . k¢o 

- e ~°~0  ~ s ~ 0 " .  dO. 

Circa il comportamento Ml' infinito del campo aggiuntivo, si osservi the  

il eampo corrispondente al potenziale (I)~ pub ammettere  scia, mentre il 

campo corrispondente agli altri termini di (P~* 6 evidentemente'~nullo, in 

quanto essi hanno una forma del tutto analoga a quella dei termini della (8)~ 

5. Par t icolarmente  interessante ~ il caso del moto piano che conviene 

studiare diret tamente,  anzich~ come un moto a ire dimensioni creato da una 

distribuzione di singolarith uniforme nel senso de l l ' asse  z. 

Supponiamo dapprima che la perturbazione sin creata  da una distribu- 

zione di sorgenti o di doppiet te  di potenziale (I)~ ; se ~2 e il potenziale delle 
singolarith rifless% poniamo:  

di modo che, essendo sull' asse x :  

A w n a l i  d i  M a ~ e m a t i v a ,  ~ e r i e  I ~  ~, T o m o  X X .  ~ 1 "  
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dalla (3"} si deduce the  la funzione gp~ dove soddisfare l ' equaz ione :  

(15) 1 3~@3 2 3u.~ ~u~ g wa = 2 g ~O, (per ~ = 0). 
F~ ~t ~ + Y-: ~ + ~x ~ v ~ ' ~  

0ra,  il valore ehe ~ assume sull 'asse :c si pub sempre mettel, e nella fo rma:  

(2O 

k f f f (m) ,  e ~'~l'x •dm 
0 

dove F(m) h a ' l e  stesse proprieti~ della, funzione F considerata nel paragrafo 

eosl oh% dando a (I) 3 1' espressione : 

j)i=, 
0 

che, nolle consuete ipotesi per la funzione f, rappresenta  ovviamente una  

funzione armonica nel semipiano z ~ 0, si ha dalla (15): 

22f ~f m(l m).f  2.F(m). ~---~ + 2ira ~ + - -  = 

Cello condizioni iniziali ~. 

f (m,  Ot = 0 ~f +m ~-~ , O ) = 0  

si r icava : 

2F(m) [ 
f(m, z) =~(1  -- m)" i 

da  oui : 

I16) 

I + V'me_~(,,_v;/b 
2 2 J 

. . . .  

9 

La verifica che la velocith aggiuntiva si annul la  alFinfini to ~ immediata,  
in quanto g r a d e .  2 ~ uullo per definizione, e la somma degli altri  termini  

~o 

• / t - - m  
0 

+ 
L 1 -  V-~ + '1 + V ; ;  J 

0 
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di q)~ si pub scrivere nella fo rma :  

jA(m),  e -~k°+~"*k~ •dm 
0 

dove A(m) ~ una funzione che nel l ' in terval lo  0, ~ r isul ta  finita e continua, 

e ad integrale assolutamente convergente. Eseguiamo ora it passaggio al 

limite per  • = c~. La  velocit~ w de1 eampo C corrispondente a l l 'u l t imo 

termine della (16) ha su l l ' asse  x l ' espress ione:  

- -  2 k i ~ ( m  ). 1 1 + ¥ m  e_~(~_~/a) ~ 1 - -  \ / ;n.  e_~(~+(~)~ .e~1~. dm 
• 2 2 

o 

che per  z ~---oo tende al valore :  

2 ~) '  (z, o) - 2k./F(m}- d "~'~ •dm = . - ~ -  

o 

per cui, essendo il campo C regolare nel semipiano z ~ O ,  con velocit~ nulla 

all ' infinito,  si pub senz 'al tro concludere che esso tende per z-----c~ al campo 

di potenziale 2q)~. Dalle considerazioni del paragrafo 3 r isul ta  poi :  

co  

• =wjlim 0 { 1 F(m)~ y m  • e -'~'~+i'1:~-i)"~ ~/y*)=- dm : i2u i~ .F(1 ) . e -~+~O 

e quindi si ot t iene:  

(17) q)a* = q)~ + 2 I r ~ 7 ~  ~ .din - -  2rd.F(1).e-k~+ u'~. 
o 

t~ interessan~e es~minare il comportamento eli grad Oa* all ' infinito,  in quanto 

si trova una scia. Pe r  z =~x~ b evidente ehe grad. q~a* e nullo ; supponendo z 
finito, possiamo serivere q~a* nella forma:  

F ¢ i k x  . u ,. 

~o 2 - -  2F(1) . e-l~+ ~k~ " / - ;~- -  du -- 2~i. F(1) • e - ~  ~ +jB(m)  

- - 1  0 

in cui l 'u l t imo termine si annulla  ovviamente, 
per x --- =i= ~ .  Ora, ~ : 

o~ 
, ' e i k x  • u 

lira ~- d u = + _ _ ~ i  
~ = z 2 =  e~, l U 

--1 

• e i m ~ z  • d ~  

insieme colle sue derivate, 
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siceh~ risulta evidente che grad(I)a* ~ nullo per x - - = - - ~ z ,  cio~ ct m o n t e  

delF ostaeolo, mentre  per a~-----q-c,e, eio~ a v a l l e ,  ha l 'espressione finita : 

- -  4r:i. F(1) .  grad e -k~+~k~. 

Supponiamo era che la perturbazione sin ereata da una distribuzione di 

singolarit/~ di pressione. I1 potenziale del l 'accelerazione ~ deve annullarsi  

al l ' infini te ,  e qu indi  possiamo scrivere il valore che esso assume sull 'asse a~ 

nella forma : 

%(a:, O) = k Vo " j  G(m) . e +~~ • d m  

o 

in cui G(m) ha le stesse propriet'~ della funzione F(m). Indicando ancora 

con (I)~ il potenziale di Yelociti~ delle singolaritk riflesse, poniamo : 

OO 

• a = @~ + ] g ( m ,  "1:). e--mk~-~imkx . d m  
* 2  

o 

di mode che g(m, x) si ottiene ovviamen~e dal l 'espressione di g(m,  0, x) data 
nel paragrafo 4, semplicemente ponendo 1 in luogo di cos 0. Risulta cosl, 

passando al l imite per  •--~ ~ ,  

(18) On* 

0 0  

~" G(m)  . e_~l~+i,~l,o~ " d m  - -  2z: . G(1) . e -7'~+~k~ 
-= ~2 - -  2i . j  i - -  m 

o 

I1 comportamento al l ' inf ini te  del campo aggiuntivo ~ analogo a quello trovato 

nel case preeedente,  colla sola differenza ehe, era, anche il campo di poten. 

ziale (I)~ pub ammet tere  scia. Si ha, per tan to :  

[grad @a*]~=+~ = [grad 4)2]~=+~ -- 4r:. G(t). grad e -k~ik:* 

I1 problema a due dimensioni pub anche essere risolto in mode molto 

semplice (~), senza in t rodurre  una  forza d~attrito o r ieorrere alia eonsidera- 

zione del mote rat io ,  date che nel piano, a differenza di quanto avviene 
nello spazio, le condizioni a), b}~ c) sono sufficienti a rendere  il problema 

determinate.  Difatti, la funzione che nel c a m p o a  due dimensioni corrisponde 

alla ~ definita nel paragrafo 2, ~: 

(t) Cfr, LA~I]~: Hydrod inamics~  cap. IX ,  in cui si t rat ta  ii case della doppietta. 
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la qaale perb dh luogo ad una  veloeit~ ehe per x - - - - - c ~  non si annul la :  

r isulta cosi che il problema piano ~ indeterminato soltanto in quanto non si 

tenga conto della eondizione b) (l). Limitandoci,  per semplicit/~, a eonsiderare 

it caso di una  distribuzione di sorgenti o di doppiette, poniamo il potenziale 
aggiuntivo nella forma : 

= +If (m) .  • am + q .  e--kz,+4kx 

ehe, sotto le solite condizioni per f, rappresenta  una funzione armonica nel 

semipiano z ~ O. Introducendo nella (3) la fanzione ~ q-(I)a, si ottiene : 

e quindi : 
oO 

0 

in cui compare la cq~stante indeterminata  C. Ora ~: 

[grad tl)a]~=_~ = (C + 2 h i .  F(1)) • grad e -k~+~k~ 

da cui, per annul lare  il campo addizion, ale all' infinito a monte delF ostacolo, 
si r ieava : 

C = - -  2 ~ i .  F(1) 

e pertanto l 'espressione di ~a viene a eoincid~re colla (17). 

(i) Si osservi the per rendere de] tatto rigorose queste considerazioni~ sarebbe neces- 
sario dimostrare che l 'espressione data per ~-(x; z) ~ l ' un ica  funzione armonica per z~__0 
che soddisfi alia (3), cib the non rlsulta si~ stato fatto. 


