Sulla magnetizzazione di un cilindro di lunghezza finita

in presenza di un campo magnetico qualsiasi.

Memoria di CararLpo AcosTINELLI (a Torino).

Sunte. - Si studia il problema del magnelismo indolto in un cilindro circolare di lunghezza
finita, per influenza di un campo magnetico qualsiasi, riducendo la guestione alla riso-
luzione di equagioni infegrali ¢ si deduce la risoluzione esplicita wnel caso del cilindro
di lunghezza infinita, gia considerato do KIRCHHOFF.

Si risolve anche esplicitamente il caso in eni il cilindro di lunghezza finita diventi
i sezione tanto piccola da poterlo considerare un filo.

1. Lo studio della magnetizzazione di un corpo in un campo magnetico
qualsiasi presenta certamente un alto inferesse, e per quanto i metodi gene-
rali per la risoluzione del problema siano ben noti in seguito alle ricerche
teoriche iniziate da Poisson (), pur tuttavia la effettiva risoluzione del pro-
blema & stata effettuata soltanto in pochi casi.

Il primo caso considerato, e risolto dallo stesso Poisson, .coll’impiego
delle funzioni sferiche, fu quello della magnetizzazione di una sfera piena o
cava in un campo qualunque (%).

La risoluzione fu resa poi pitt perfetta da NEUMANN (%), che ne fece di-
verse applicazioni, ed estese quindi il metodo al caso di un ellissoide di
rivoluzione qualunque (*).

() PorssoN, Mémoire sur la théorie du wmagnétisme, (« Mémoires de I’ Académie des
Sciences », Paris, 1821-1822, T. V),

(*) Porsson, loco citato, Vedi apche: E. Burri, Teorica delle forze nemgoniane, (Pisa,
Tip. Nistri e C, 1879); T. Dumsm, Letons sur U dlectricité ef le mggnetisme, t. T (Paris,
Gauthier-Villars & Fils, 1892).

(®) F. E. Neumany, Vorlesungen diber die Theorie des Magnetismus, namentlich tiber
die Theorie der magnetischen Induction (Leipzig, 1881).

(*) ¥. E. NEUMARN, Entwickelung der in elliptischen Coordinaten aussgedriickien reci-
prochen Entfernuwng zweier Punkie in Reihen, welche nach Laplace'schen Y™ fortschreiten
und Anwendung dieser Reihen zur Bestimmung des magnetischen Zustandes eines Rotations-
Ellipsoides welches durch vertheilende Krifte ervegt ist {« Journal fiir die reine und ange-
wandte Mathematie », heransgegeben von Crelle, Bd. 87, Berlin, 1848).

Il problema dell’ induzione magnetica per una sfera isotropa fu anche risolto, per mezzo
di integrali definiti, da C. SomierLiAva (« Rendiconti del R. Istituto Liombardo », serie 22,
vol. 86; adunanza del 17 dicembre 1903), e quasi contemporaneamente da T. Bogaio (« Ren
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Il problema dell’induzione magnetica di un ellissoide a tre assi in un
campo qualunque fu invece risolto da LipscHITZ (°).

Nel caso dell’ ellissoide di rotazione, se si fa crescere 1’asse maggiore
dell’ ellisse meridiana, lasciando fisso il centro e 1’asse minore, esso si tra-
sforma in un cilindro indefinito; ma in generale le formule stabilite da
NEUMANN perdono ogni signiﬁcatu quando-1’asse maggiore dell’ellisse meri-
diana ecresce indefinitamente. Percid il problema della magnetizzazione di
un cilindro circolare indefinito va trattato direttamente, cid che fu fatto da
KIrcHHOFF in una importante Memoria (%).

Molto pin difficile invece si presenta il problema dell’induzione di un
cilindro circolare di lunghezza finita in un campo magnetico qualsiasi, per
la risoluzione del quale non & neanche possibile utilizzare il metollo adope-
rato da KIRCHHOFF.

La maggiore difficolth si intuisce snbito se si pensa che mentre nel
caso del cilindro indefinito, agli effetti della discontinuita della derivata
normale del potenziale del magnetismo indotto, va considerata soltanto la
superficie laterale,r nel caso invece del cilindro di lunghezza finita vanno
considerate ancora le due basi circolari.

Va notato inoltre che, mentre nel caso del cilindro indefinito, per I’ espres-
sione del potenziale indotto si possono adoperare, come fa KrircHHOFF, nello
spazio interno al cilindro funzioni (di BEsskL), che sono regolari mnei punti
dell’agse, e nello spazio esterno funzioni ehe seno singolari nei punti del-
I'asse e si annullano all’infinito, c¢id non ¢ piu possibile nel caso del cilindro
di lunghezza finita.

Questo caso va percid traftato a s& e con an metodo completamente di-
verso ed & ¢id che ho fatto in questo lavoro.

Per la risoluzione della questione ho considerato soltanto le funzioni di
BeSSEL di prima specie e mi sono stati di valido aiuto il noto feorema di
reciprocita. di Hamkel ('), e I analogo feorema di reciprocita di Fourier, che

diconti del B. Istituto Liombardo », vol, 87; adunanza del 28 gennaio 1904). Un’altra solu-
zione assai semplice fu data da quest'nltimo Aufore in una Nota del « Nuovo Cimento »
(serie V, vol. XI, marzo 1906).

(5 Tapscurrz, Determinatio status magnetici viritus inducentibus commoti in ellipsoide
(« Dissertation », Berlin, 1853).

(*) G. Kircunorr, Ueber den inducirten Magnetismus eines unbegrenzten Cylinders von
weichem Fisen (< Journal von Crelle », Bd. 48, 1854).

(") H. Havkzr, Die Fourier schen Reihen wnd Integrale fir Cylinderfunctionen (« Ma-
thematische Anmnalen », Bd, VIII, 1875, p. 471). Vedi anche: N, SBoNINE, Recherches sur les
fonctions cylindriques ef le développement des fonctions continues en séries (« Mathematische
Amnnalen », Bd. XVI, 1880, p. 1).
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sono entrambi due veri e propri gioielli dell’ Analisi, il primo dei quali
non & stato forse ancora sufficientemente valorizzato nelle applicazioni alla
Fisica-matematica.

Della trasformazione di HANKEL ebbi gid ad uvsufruirne in altro mio
lavoro, dandene una notevole estensione (%), e in essa ebbe anche ad incon-
trarsi il BELTRAMI nelle sue ricerche sulle funzioni potenziali simmetriche (%).

[n tal modo la questione, nél caso del cilindro di lunghezza finita, &
stata ridotta alla risoluzione di equazioni integrali del tipo

Q0

~

! j [\a{o) sen (o2) — po(o, 2 (0)ds = f.(z),  (m=0,1,2,..),

T

,

ove H,(s) ¢ la funzione incognita, f,(s) & funzione nota, e X,(c)+sen (32) — u,,(o, 2)
& il nucleo dell’ equazione integrale, e ad altre ove invece di sen (o2), vi & cos(o2).

Quando il cilindro diventa di lunghezza infinita si presenta la foirtunata
circostanza che le funzioni p,(s, 2) si annullano tutte e le suddette equazioni
diventano del tipo di FOURIER, per cui, in virti del corrispondente teorema
di reciprocity, restano immediatamente determinate lé funzioni incognite e il
problema, in questo caso, & cosl risolto in modo esplicito.

E opportuno rilevare la profonda differenza fra il metodo qui seguito e
quello adoperato da KIRCHHOFF, il quale si serve, mom propriamente delle
funzioni di Bmssern, ma delle funzioni cilindriche che ad esse sono legate
moltiplicandone il parametro (raggio vettore p), per 1’unitdh immaginaria, e
considera, internamente al cilindro, quelle che per p— oo diventano infinite,
e per p==0 si annullano, ed esternamente al cilindro quelle che sono singo-
lari per p =0 e si annullano all’ infinito. Nel mio lavoro non & stata neces-
saria la considerazione di questi due tipi di funzioni; non solo, ma mentre
il metodo di KircHHOFF richiede lo sviluppo del potenziale 17 delle forze
magnetiche inducenti in funzioni dello stesso tipo di quelle a cui dianz ho
accennato, la qualcosa, come si comprende facilmente, & nei casi conecreti,
tutt’altro che agevole, qui invece l'unico sviluppo che richiede la fun-
zione Ulp, 0, 2), ¢ quello in serie di Fourier dell’ argomento 9.

Come caso particolare ho considerato anche quello in cui la sezione del
cilindro, di lunghezza finita, sia sufficientemente piccola da poterlo conside-
rare un filo col magnetismo indotto distribuito lungo il suo asse. In questo

®) C. AcosTINELLIL. Sulla propegasione eleftromagnetica simmetrica rispetto a4 un asse
{« Annali di Matematica pura ed applicata », Serie IV, T. XVII, 1938, p. 255),

() E. Beutramy, Sulle teoria delle funzioni potenziali simmetriche (« Opere Matema-
tiche », vol. IIT).
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caso il problema & stato anche risolto esplicitamente e ne ho fatto I’ applica-
zione al caso particolare in cui il campo magnetico inducente sia quello di
un dipolo disposto parallelamente e simmetricamente rispetto all’ asse del filo.

2. Il problema della magnetizzazione di un cilindro circolare § di lun:
ghezza finita per effetto di forze magnetiche aventi il potenziale U e che
supponiamo emananti da punti esterni ad S, si pud notoriamente ricondurre,
come del resto per un corpo qualsiasi, a determinare la funzione potenziale V
del magnetismo indotto in modo che essa soddisti alle seguenti proprieta
caratteristiche (*):

19} che sia finita e continua in futto lo spazio e moltiplicata per il
raggio vettore r del punto a cui il suo valore si riferisce, si annulli all’ infinito;

20) le sue derivate prime siano finite in tutto lo spazio e si annullino
all’ infinito, siano inoltre continue in tutto lo spazio, fuori che attraverso la
superficie o che limita il corpo S, ove devono soddisfare all’equazione- di
discontinuita
e&u&:%ka(zwvf)
on on on
essendo V, il valore di V nello spazio esterno alla superficie o, V, il valore
nello spazio interno a o, n & la normale esterna a o e k & il coefficiente di
suscettivitcc magnetica del corpo considerato ;

3°) la funzione V deve soddisfare in tutto lo spazio all’equazione di
LarrAcE
(2) AV=0.

Determinata la funzione V, U intensita della magnetizzazione I (0 momento
magnetico per unitd di volume degli elementi di §), sard espressa da

I =kFkgrad (U~ V),

e in ogni punto interno di S, se non vi sono masse magnetiche localizzate,

(1)

Ll

come qui supponiamo, dovrd risultare
(3) div I =0,
cio¢ la distribuzione del magnetismo indotto sard solenoidale.

Per risolvere la questione nel modo piu semplice osserviamo aucora che,
com’ & noto dalla teoria del magnetismo, la funzione V sark data da

4 V= — [T grad a5,
5

(*%) Vedi E. BrrrI, loco citato.



in presenza di un campo magnetico qualsiasi 225

Ora si ha
div<»1~ I):}«divf—f—IXgradl,
¥ ¥ ¥

e quindi per la (3)

: 1 (1
I grad 7 dlv,(; I).

Sostituendo nella (4), per il teorema della divergenza essa diventa

{3} V:-—[IXM-%E,

ove n & il versore della normale esterna a o. La funzione che si cerca si
pud percid considerare come il potenziale di una distribuzione superficiale
di magnetismo indotto.

3. Cidb premesso assumiamo come asse z 1’asse del cilindro, il cui raggio
indichiamo con a e la lunghezza con 2c¢; poniamo 1 origine degli assi nel
centro del cilindro e riferiamoei a coordinate polari £, 9, 2 Indichiamo an--
cora con k& il versore dell’asse z, con o, la base del cilindro dalla parte della
direzione positiva dell’asse 2, con o, la base dalla parte della direzione ne-
gativa di z, e con o la superficie laterale. I versori n, ed », delle normali
esterne alle basi o, e o, del cilindro, saranno allora

n, =k n,=—FK,
ed il versore n della normale esterna alla superficie laterale o, sara dato da
n = grad p.
Pertanto nel nostro caso la (5} porge

(6) V:fj[xl;;»%??w ka-%ﬁ_jzxgradp.%s.
? 251 ! G
Sia ora @,(u, 9. ¢) un punto di o,, di coordinate cilindriche (u, o, ¢), con
O<u<a e 0<<9p<2n;sia Q,(u, g, —c) un punto di 5,; Q(a, ¢, §) un punto
della superficie laterale o, con —c=<<{<C¢, e Plg, 0, 2) il punto potenziante.
Risulta evidentemente

\r:PQ “‘"V(zmc)g-{-pz—l—u'z—?upcos(cp———ﬁ),
(V) /)72 Ve -+ o) + ¢* + uF — Zug cos (¢ — ),
r=V{— 4+ a® + + p* — 2ap cos (¢ — 6),
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ed inoltre si ha
do, = do, = ududy, ds = adedt.
Posto allora

([>< grad els = Iy, &) X Iﬂ)“l == 14(%7 9), (LX FE)g, = Iz(”} ),
la (6} diventa

w

Ly(u, gjudu
/ V(z +¢) +p*+u2—9wooos(cp—9)

)

“—-n..\_l\i)

(8) Vip, 8, 2) =

0

9~
2

I (u, pjudw

~fao] .
] Cp,ﬁ, Vi — of + ¢ + u* — 2up cos (p — 6)

. / d@ Iy, Q)

? - a* + p*— 2ap cos (p — 0)

La questione & cosi ridofta a determinare le componenti superficiali della
magnetizzazione I(u, ¢), I(u, ¥}, I(¢, §), in modo che le derivate della fun-
zione V soddisfino alla condizione di discontinuifa (1).

. . . . 1 I L.
4. Per conseguire lo scopo prefisso sviluppiamo —, —, - in serie di
r© v, r

FoOURIER, secondo I’argomento (p — 0}, nell’intervallo (0, 2r); si avra cosi:

2n
d®
Eﬂ/ V(z — 0)* + u® + p? —Zupcos(I)

TE

+2u,,cosncp—ﬂ( /

cos nOdD )
V(e — o) + u® + p* — 2up cos ©@ ’

cioe per la formula di LripscHITz

2n )

O]
{ [ cos ndd }ethJ,,(sw) sy)ds

Aﬂ:

VR + 2 + yf — 20y cos @

ove J, ¢ la funsione di Bessel di 1% specie e di ordine w, risulta

— -~/ Fe—)] (sp)] (suids -+ 2 ,49, cos nly - b) /e¢3(z =), (80)] (st} ds,
b
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e analogamente
=8(2 +0)  (sp)d,(su)ds 4+ 2% 2, cos n(p — 6) /exs(z“*‘c)J,)(sp)J,,(su)ds,
[

.?
\E\ 8

oo

eS80 (sp)d (sa)ds +- 2 OEOM cos n{p — 9) [ e=5—0) ], (so)d..{sa)ds,
1

g

ogl_]___}g "

L
7

ove negli esponenziali eF5(2—¢) eFs(+0) o=s(=—F) va gcelto il segno — rispet-
tivamente per z > ¢, 2 > —¢, 22> {; e va scelto il segno -+ rispettivamente
por 2 << ¢, 2< —¢, 8<%,

Dimodoche, sostituendo nella (8); e indicando con Ve,, View, Ve, il
valore della funzione V, rispettivamente per z>c¢; —¢ <z < ¢, (8* < 6%);
z << —¢, si oftiene

(9) z>c——fd‘:?fl ) udu
[ee]

-+ 2 OEO,, cos n(p — b) f e+, (sp)  (su)ds | —
! 0
2n o
— [ae [1, gpus
I

o0
oy}
+ 2 2, cos n(e — 0) [ e—sz—J, (sp)  (su)dst —
1
0

"WMJ o(se)d o(su)ds +

ek*...\g

e (sp), (su)ds +

°k\a8

co

2 ¢
—a[a [Tlo, Qat] [e—te-a7,(seh7isaids +
? —C ]

(s o]
o2} ,
+ 2 ?,, cos nip — 0) [6‘3(2‘4)J,,{Sp}Jn(sa)ds ,
o

2n o s3]
{10) Vice = [do f L,(u, cp)udu% [ e—3E+AJ (so), (su)ds +
v 0 0

6]
[0 o]
+ 23X, cos np — 6) [ e, (8p) , (su)dst —
1
0

Annali di Motematica, Serie IV, Tomo XX. 24
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2] e o]

— [ dep [ I (u, cp)udu% [ e—50=2J (sp)] (su)ds +-

1] ]

0
+ 2%, cos n(p — 0) [ e—*=3J, (sp)/ . (su)dst —
1

o=t

n [5s)
— dcp[ [ L, T dC% e—5=5] (sp) (sa)ds +

() —¢ b

oc
-+ 2 Z,, cos njy — b [ e~ (sp)] .(sa)ds} +
1 J
o

+ f I(e, § f e~ 3] (so)] (sa)ds +

(o o]
+ 235,, cos nfp — 8)[@“5(Z”ﬁ’J,,(sp)Jn(SOL)ds% ,
1
b

2n [:2 o]
(W) Vico= [dy [Liw, gpudu [o1-49 01, s -+
[ [

0
[0}

+ 2 OZO,, cos ne — b) f e+ (sp) , (su)ds —
3

0

2n [ s3]
— [ deo f 1 (u, cp)udui j e~ste—aJ (sp)] (su)ds -+
1 [} 0

[os]
+ 23, cos n(p e—sle=2)J, (sp)d , (su)ds| —
1

27 e o’}

Of de [ c( qu O/ e—sc—2] (s0)J (sa)ds —+

o]
+ 2%, cos n(g — b) f e—sE=aT  (sp)d . (sa)ds .
! 0
Si vede facilmente che questi valori della funzione V sono finiti e con-

tinui in tutto lo spazio, compreso anche attraverso la superficie o, 5, e o, e
si annullano all’infinito; mentre, come vedremo, si ha discontinunith, attra-
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verso g,. delle derivate prime rispetto a 2z di V.o, e V.cs; discontinuitd
attraverso o, delle derivate prime rispetto a 2 di Veep e V,<—; e infine
discontinuita della derivata prima rispetto a p di V,cp, per p =a.

5. Trasformiamo le espressioni (9), (10), (11) della funzione potenziale V
sviluppando in serie di FOURIER, secondo V' argomento ¢, da zero a 2%, le com-
ponenti superficiali della magnetizzazione I,(u, ¢), L(u, ¢), Iip, ), e poniamo

L, ) = 2, [Af) co5 mp + B,,fu) sem ),
(12) Lu, o) = Cﬁom [Om(u) cos me + D,,(u) sen mep),
0
I, ) = Sy [B(C) 008 g -+ Fp () sem mol,

con By(u)= D (u)=0, ed F({)=0.
Sostituendo nelle relazioni precedenti, osservando che

2 : _
[eos me cos #n(p — B)dp = | ®cos nb, per m =,
b ' l 0 s > m :#.___. %,

r msen nd, per m=—n
sen my cos nie. — 0d =! ! ?
b/ (¥ Ve L0 , » m=En (n=12 )

¢ ponendo per semplicita

o

an(8) = | A, (w)d,(su)udu,

I

B.(8) B, (w)d,.(su)udu,

(13) .
1als) = C(u)d ,(su)udu,

8n(8) = | D, () n(su)udu,
/ .
con 3,(s) = 3,(s) = O, si ottiene facilmente
es}
o]
(14) Vese = 21 ?,, / e, (sp)ds[y .(s) cos 18 -+ B,,(s) sen nh] —
0
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0
QQ
— 2n %,, e300, (sp)ds{a(s) cos 18 +- B,,(s) sen 1] —
b
o ¢ ¢
[ee]
— 2ra E‘J,, / e“sﬁJ,,(sg)J,,(sa)ds{ cos nh / e B, (Q)dC + sen nb [ e F,( C}d’g] ,
0 e [
[es]
@
(15) Ve = 21 %n f e E+AT (sp)dsly.(s) cos ub + B, (s) sen nb] —
b
oe]

8

— 2z EC.:;,, e (sp)ds|x,(s) cos nb + B, (s) sen nf] —
0
Q 2 4
. :
— 2na 201,, ] J,,(SP)Jn(sa)ds%[ / e E, (5} 4| e F, ({)dC

cos n9 +-

0 —e z
2

+ { [ o-e-OT,(C)dL -+ ﬁa—”s@-’ﬁ"ﬁ’”(f;)dq sen nf,

.
e ]

«©

88(2+0)Jn{89)d8[‘\{n (8) cos 77/6 ~+ 8”{8,’ sen %e] -

(16) Vz(—-c = 275 gu
0

OP\N"HS =

o0
— 2n X, [e—ste=a ], (sp)ds[o,(s) cos nb + B,.(s) sen nb] —
0
o ¢ [
—2na B, [, (se), (sa)ds|cos nb | e—*E, () 4 sen nf f e‘s‘fF;‘(C)dCJ .
o

0 —¢ -

6. Incominciamo ora a sviluppare le condizioni di discontinuitd della
derivata normale della funzione V attraverso le basi o, e o, del cilindro e
per intanto osserviamo che al potenziale Ulp, 6, 2) del campo magnetico indu-
cente, le cui derivate saranno continue attraverso la superficie che limita il
cilindro, si pud assegnare lo sviluppo

[ae]

{17) U="Up, #) + 2, [U.(p, #) cos nb + W,(p, ) sen nb].
i

Sulla base o, si avra poi

ov, (a Vz>c_) ove (a V€2<"E> , p <4,
g PE

m T\ % o\ %
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e pertanto la condizione (1) diventa

Vese Wace\ U (a}f_i

ove si & indicata con

=1+ 4rnk
la permeabilita magnetica del cilindro.
Ora dalla dalle (14) e (15} si ricava

ee]

{19) (a Vz>“> = —2n 3, / e, (sp)sds]y..(s) cos nb + 3,(s) sen nb] 4-
F s 0,
[4

oz

oo
" co
+2n 3%, f J.(sp)sds|a,(s) cos nb + B,..s) sen nb] +
0
0

¢ c
joe]
+2rna 3, [ J,,(sp)J,,{sw)sds{eos nb [ e—se=YF, ({)d{ + sen nb e“S(C—QFn(C)dC},

¢ [} e i—c

w0
’ 2 I’£2<C2 % 9
(19) ( T = —2n X, e~ ,(sp)sds[y.(s) cos nh + 3,(s) sen nh] —
2m—+¢ 0
0
<

— 9%, f J, (se)sds(,(s) cos 18 4 B.,(s) sen #0]
0 .
0

<O € [
2 3, f J, (sp}J,,(sa)sds{oos n j e—se-4 B, (C)lC + sen nf / e—sw—f—mﬁ(g}dc},
> ,
0 G e

e quindi

oo}
(20) (a}:”‘zfl T (3 Vaz;>-°—2>z = 4 %:n [ dJ,.(sp)sds|a,,(s) cos nb - §,(s) sen nb].
i

Prima di sostituire nella (18) osserviamo che se si tien conto dei valori (13)
dei coefficienti a,(s), Ba(s), Yn(s), 8.(s), per il teorema di reciprocite di Hamnkel (**),

(*') Questo teorema dice in sostanza che la soluzione dell’equazione intograle

gnle)y per p<lwa,

(8, (8p)8ds —
fo(b) (so0)sds % 0 . eva ?%>*£’
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risulta, per p < a,
20

[ a.18) . (so)sds = A, o),

0

[8. 51, (selsds = B e,

< 0
(21) Oo

[ w(8)u(sp)sds = Cy(e),

[
oo

/ B,(8)J(sc)8ds = D, (g),

]
mentre per p > @ questi integrali sono tutti nulli. Allora la (20), in virth
delle posizioni (12}, porge

(20) (a_goc)z»C_ (8 17;;“2)2 = 4r UEZH [4,{e) cos nfl + B, (p) sen nb] =

=4zl (e, 9), per ¢ < 4,
risultato che dovevamo aspettarci, in quanfo che si sa che la discontinuita
della derivata normale & uguale a 4n volte !intensith superficiale della ma-
gnetizzazione.

Avendo ora riguardo alla (20), alla (19) ed all’espressione (17) del po-
tenziale inducente U, nonch® alle relazioni (21), quando si facciano le sosti-
tuzioni nella (18) e si uguagliano in ambedue i membri i coefficienti di

cos n0 e di sen ub si ottiene

e e}
dndie) = (1= )] (52)_ — 2% [emvedloelsds- 1) — 2nd (o) +
0

+ 2na f J.(sp)d .(sa)sds f e—se=5 B (5)dt ; ;
| |

—C

& data, sotto certe condizioni, da
o

fu(s) = j .gn(%)Jn(su)ud%.
0

Dimodocheé risulta

fiod o \gn(p), per o< d
J,,(splsds j w)d, (su)udu — 1
6/ #{80) Ogn() wls%) ? 0 R 0> a, ,n>___§‘
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cige

(22) Aale)

_ow—1 i L(E)U"‘

Ta-1127\ % )3_6

+]J1,(SP)8d8[aJ"(8w) /‘ews(c——Z)EH{C)d(: _ e——?sc,\{n(s)} %7 (n' = 07 1’ 25"')’ . p < 0’7
o “—e '

e analogamente

. _r— Ll aW,,)
(25) Bu(p)-’%_}__};zn( oz 5:C+
-+ f Jn{sp}sdslaJ,,(sa) / e—se—AE (Q)dE — 3*2805"(3)] 2, r=1,23.) <o
! —e

Da queste, applicando il teorema di reciprocita di HANKEL, ricaviamo
ancora

& &

, p—1{1 [0,
a,(8) = [ A, (u)d (swyudu = w1 } o (—é—z— :z;J,,(su)udu +
0 0

+ ] o(s) f e~ ~OE, (S — e=2(s) % (n=0,1,2,..,

(24)

o

Ba(s) = / Bou() (st = %}} 3 -2% f (a—g@); T o(supud +

0 0
4]

-+ @Jﬁ(8&)[8_3("“5)}?“(963@—- em05,(8) %7 (n=1,2,3,..)

e in tal modo ci siamo ridotti a delle relazioni nelle quali si hanno come
elementi incogniti le funzioni «,(s), Ba(s), Yul(s), Bals) En(3), Fan(Q).

Un altro gruppo di relazioni analoghe alle (24) lo ricaveremo conside-

rando la discontinuitd della derivata normale della funzione potenziale V,
attraverso la base o, del cilindro.

7. In corrispondenza della base o, del cilindro si avrd ora

a_zg‘“_— aVz-(-j) &___ 8V52<£? _a.g—____, BU
m % oo M % Joee o O \3z/__)

e per la (1) dovra risultare

Voo Ve . U 0 Vicr :
(M oz ﬁ)z»—»mc— ( az’“v)z———ﬂ: == 1)[(9;)2-—0“}‘( o7 H)ﬁmﬂjj per g < a.
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In virtit di questa, con calcoli analoghi a quelli eseguniti nel numero
precedente si deducono le relazioni

[

Calp) = £ 3 ! (aU

[e.0]
L . —s{e+ S I (¥ D5 [
w T 112%| 3 )z~—c ]Jn(sg}sds{m)’“{sa}]e eI B (QdE + e Oﬁn(s;h,
¢

(2b) r=0,1, 2,..), p<a,

20 ¢

> — Jﬂ(sP)sds[aJn(sa) } e—slH I E (0)dE - e"zscﬁn(s)} E,
Frn—C 0

—C

_op—1 1 <8Wn
) oz

m=1 2 3,.), e<a,

che sono le corrispondenti delle (22) e (23), e che per il teorema di recipro-
cith di HANEEL porgono

I e AR Ay L B
Yuls) = j Cn(u)d (sujyudu == w1 l2m / ( 5 )iz;an(su)udu
[ 0

— ad ,{sa) f e A E (L)AL — e2¢a,,(s) % (n=0, 1, 2,.),

—

oo S {SUUdY —
o=t

) ma ‘ ’ _:J,——1§_1_ aaW,;)
Gn(s) —-.[Dn{u)‘;iﬂisu)%d% - §L~+' 1 a 2ﬁ[( o
5 0

— ad,(sa) /ne'””‘chg)Fn(C)dC — e~28, (s) %, n=1, 2, 3,..).

bt i

Dalle (24) e (25) si ricava facilmente la somma di a,(s) e yals), e di
Ba(s) e B,(s). A tal fine poniamo per brevita

., 20,() 17 U, A, 1
26) 20, (3 %0/[( )z ( % >z~—a} Ju(se)ede,

. 29,1 ‘ 1 P “ i @2 '
(27' 211;11 2_7C0j [( )-.,c < oz )2:_0 JM(SP)Pd‘O’

le quali, essendo note le componenti Uy(p, 2), Walg, 2} del potenziale U{p, 9, #),
risultano funzioni note dell’argomento s.
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Oon cib dalle (24) e (20)) §i ricava

[@,l(s) + aJ,l{sa}e—“jsenh sC-En(C)dC],

—

{p— 1)e*e
i cosh sc -+ senh sc

wnlS) + Yauls) =

(28) o
“ (Z" - I)QSC { / —se . ‘r}
05,1(8) — Yal8) = W senh 6 + cosh 8¢ o, (8) +CLJ”{SOL)B J{COSh sC 'En(g)d‘: ;
(=0, 1, 2,..},
Bals) 4 3,.(s) = (p — Lje* {llf (s} 4 ad, (sa)e‘“fsenh s F {C)d?;}
" w cosh s¢ + senh sc| " " " ’
(28) N
Bals) — Buls) = _ Ap— e 1)880 B [W "(8) + ad ,(saje ~*° /‘oosh sC K (C)dC]
" “°1 ™ g senh sc + cosh s¢| " e " ’

.
—0

{n = 1, a, 3, ...),

nelle quali si & indicato con senh, cosh, rispettivamente il seno iperbolico e
il coseno iperbolico. Da esse, volendo, si otfengono subito, per somma e sottra-
zione le a,(8), va(s), (n=0,1,2,..), e le B,(s), Bul(s), (r=1, 2, 3,...), in funzione
di elementiznoti e per mezzo delle funzioni incognite E,, F,.

8, Passiamo ora a scrivere le condizioni di discontinuitd della derivata
normale della funzione V attraverso la superficie laterale o del ecilindro. Si
ha ora

oV, .. Wace 3V, Vs
M e wm T Im

e percio la (1) diventa

y Ve ) A U Ve
29 lim Woca lim —2=2 — (p—1 K_‘) + lim ——2=°
( ) [ G- a? o —r 00— aP (P‘ ) ap gt o i}%j_ ap

Ma dalla (15) si ricava

30) am@g

2n

o 48

<O
n [ e+, (sp)sds[y (s) cos 18 -+ 8,,(s) sen nb] —
o

— 2n

OMS

n | €75 (3p)sdS[00a(s) COS 1O 4 [a(s) sen nb] —

<

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XX, 30



236 C. AcosTINELLY: Sulla magnetizeazione di wn cilindro di lunghezza fisvita

o] 2

[vo) "
— 2na S, [T/} ufsalsds cos nd { [e=se=9E, (@ag+
[C
[}

%
fat

+ | ;a—s(c-z)En{g]dC%— son nG[ frsta»’ém(c)dz; + e”si‘g“z)Fn(C)dCR ,

ove si & indicato con J,/(x) la derivata della funzione J,(x) rispetto al para-
metro «, ed ove le prime due sommatorie somo continue per p==gqa, mentre
la terza sommatoria contiene dei termini discontinui per g =a.

Per vederlo osserviamo che eseguendo per parti gli integrali indicafi ri-
spetto al parametro G, si ha

2 <

[ e~ =R, (0)d + [ e EAE,(()dl = % B} — %; [~ AB,f0) +

—e

el o] — | [ene0m, (gt — oo gac].

-t

con E’,{(C):%%, e analogamente per gli integrali che contengono le fun-
zioni Fy({). Dimodoché risulta

® H ‘
(31) [ (selu(sajos) fe‘slz—z)Eﬂ(C}dC -+ fe-E, G| =

.0 —e z

= 2E”(z}j W (se)u(sajds — /J (se) {sa)ds%e*sfc“z?E (¢} + e+ B, (— ¢} +
0

e, )7 — jé-s(@—~z>En'(c)df; |

Ricordando ora che

dJﬁl(gg) o % [ =Y
7;:6‘* - Jn—i(w) - 513 J%{am e che

aljx) o
. = @)

si deduce

OO

d :
[J (selSu(sa)ds ._}Jn_i sp)duisa)ds — —jJ Ja(sa) SS =1, 2, 3,...},

* ®
[JO’(SP {sajds = /J1
0

o
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Lo

3

Ma per le formule di discontinuitdh di WEBER-SCHAFHEITLIN ('*), si ha

r 1
9 (sp)d fsads = { g0 per p>a
'0 O, » e < a,

w

ph=i
/J"_i(SP)Jn(Sa)dSZX a® ’ per ¢ <a,

0, > p >0,

1
2
percid risulta

0, per p<a,
7, (se) sa)ds = { 1
. — ; > p>a,

0
(32) - ‘ 1 P?l—l
p 5 oy ber p<a,
2 a
fJ,, (so)u(sar)ds =/
" 1

é‘;{;}, > pa
e pertanto la (30), avuto riguardo alla (31) e alle (32), porge

1i 3V22<02 —9 OYO‘ 79—3(~+c1 ¢
D_I.ISJF v = m Iy Jem Jy/ (sa)sds{y,(s) cos nb + 8,(s) sen nb] —
0
foe]
X
2n %}% e—sc=aJ,/ (sar)sds[o,(s) cos 10 4 (s) sen nb] 4

0

8

~+ 4nE (2) + 2n

= b4

n [En(2) cos nb +- F,(2) sen nb] +

- =
+ 2ra %‘m /Jn’(sa)J n(sar)ds
0

cos n@% e~ AR, (c) + e~ E,(— ¢) -+

2 ¢

+ ]e-sw-i)E,;(z;)dc - e—sti—z>E;(g)d§§ -+ sen 1| e=e—51F o) +

e 4 -4

4

4+ e—slo+2) Fn(—— G) - e—S(z—C)Fn/(C)dC o fe——S(sz)FMI(C) daz % l’

—C

i

&

(**) Ofr. G. N. WatsoN, Treatise of Bessel functions, {Cambridge, University Press, 1922
pp. 405-406).
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0

o]

. anﬁ<c b5Y Qg ’ « 7
lim e T 2T o3 (sar)sds[vu(s) 08 1B - ,(s) sen nb] —

4 O

s o)

o &
— 2m 201% j e~ ], (sa)sds[o.{s) cos nh 4 Bu(s) sennb] —

ee]

] (sa)J.(sa)ds|cos nﬁ%e*sw A Fufc) +
0

<=L48

— 2 %o” [En(2) cos nb + Fyu{z) sen nb] +
i

€

-+ 6“3(G+Z)EM — C +f —s( —Z)F ( )dC — e-s(i—z)Enl{C)dC% + sen n@? e‘s(cﬂz)Fn(C) 4

Z2

@

€

- g—8lete) Fn(__ ¢) + o—stz—1) F%f(c)dc — e—s(i—z)an{QdC %]
Da queste, ricordando la terza delle (12), si deduce

Wace o Wace
o

lim
p—at P p—ra->

= dm B (2] + S [Eale) cos nd + Fifz) sen nb]| = 4x1(6, 2),
i

il cni risultato al solito era da prevedersi, essendo I(,z) ! intensith della
magnetizzazione nel punto Q(a, 0, z) della superficie o, in cui si & calcolata

la discontinuitad della derivata normale di V.
Sostituendo ora nella (29), tenendo presente il valore (17) della funzione U,

e uguagliando in ambo i membri i coefficienti di cos#nf e sen nb, si oftiene

y N [ |
B3 Bl =gz0—1) %%( - >m f e—e /(sa)sdls]{s,(s)-+.(s) senh 52 +
+ (o,{s) —1,(s)) cosh sz] +-a j:]o’{s&)Jo(sa}dsle*f;(C‘*)EO(c) A e CTAE (— ¢} +
0

e fetem g — je~s<‘~z>E waz)1,

—G
CO

(34) Biz) = f % 2%( ) o ui'e““Jn (sa)sds](an(s) + Yuls)) senh sz -+
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~+ {ou{8) — Yaul8)) cosh sz} + a/ ' (sl u(sa)ds [e‘s(“*f) Bc) 4 et AF,(— ¢) 4
1]
fe—s(zm-}E 0z w/'e_ g(C—z)E”r(qu % , n=1, 2,3,..)
LW, [
(35) Fofz) = rﬁ; %< W ar ]e o/ (8a)sds[(B.(8) -+ B,(s)) senh sz +
+ (BulS) — Bu(s) cosh sz] + a Jn’{sa)Jn(sa)ds[e—S(OPZJFn(c) + et F, (— ¢) +-
0
+ }e—s(z—-i}pﬂltcédc _/e--s(:—z)lﬂnf{@_dcl % , (n =1, 2, 3’ vk

— 2

9. Se nelle relazioni (33), (34) e (35), ora stabilite, si eliminano le somme
e differenze di «, e v, e di §, e %,, servendoci delle (28) e (28, ei si ri-
duce a delle equazioni integrali nelle funzioni incognite E,({), (n=0, 1, 2,...);
F.Q), (n=1, 2, 3,..). Se mediante queste ultime equazioni si riesce a determi-
nare le dette funzioni incognite il problema risulta allora risolto esplicitfamente.

Per dare a quelle equazioni integrali la forma pit semplice osserviamo
che, essendo le funzioni E.J), F.() definite nell’intervallo (— ¢, ¢), per i noti
integrali di FOURIER si ha

o 1 o] e
EAQ) = %Jsen ol dofE,fo) sen co-da + %jcos 65« da| B, (2) cos oa-da,
[ —e 4 g
(36) (=0, 1, 2,..),
Fy(Q) = ;jsen oQ-do| F,(e) sen oo do + = / cosoiedo Fn () cos oasda,
4] —~C 4] —C
(n=1 2, 3,..).
Posto allora
H, (o) :}En(a) sen ca-da, H,/(o) -::jEn(oc) cos go-da,
{37) - -

o) = an(oc) sen oa-dea, K, (o)== jFﬂ{oa) cos go.- da,

—c -0
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si pnd scrivere
x* 1 F
E.f)= :}C/H,,(c) sen GC-ClG*f‘; /H%’(c) cos ol «do,
. o
(36/) 1} i)
0
Come & noto, se le E,C), F,({) sono funzioni dispari di { allora si annul-
lano le H,/(s) e K,/(s); mentre se esse sono funzioni pari si annullano invece
le Hyu(s), K,(o).
In virth delle (36') risulta

F Q)= ;}:' /K“(c) gen ol do 4 %fKn’(c} cos ol +do,
0

¢
do

{senh 8L+ B(C)dl = — 2 [Hn [s sen oc« cosh s¢ — o cos oc - senh §¢} —— el
—C 0
¢ % p
/cosh sCe B, (Q)dl = «f (o) [8 cos ¢ - senh s¢ + ¢ sen ac - cosh sc] e _!G py
;c ¢
eI, (¢} + e CTAE(— ¢) + je*f(s-:}E%'(C}dC — / e~s(€—2>En'(§)dc —
- e z
2 ”f[ 2 o 50 ki o
= E] #(0)[0% sen oz 4~ se senh 87 (o cos o¢ -+ § sen ac)] Foat

diro

P \“‘48 =

o)
4 = | H,/(c)[c* cos oz — se~* cosh sz (o sen s¢c — § cos at)] o

n=0, 1, 2,..),

e analogamente per gli integrali in cui figurano le funzioni Fy(C).
Pertanto le (28) e (28') diventano

( — L)e*e ]
a8} = Tals) = w cosh s¢ + senh sc % Pals) +
o o]
3 s d
+ %? Jn(sa)e“scjf]n{o} [s sen o¢ - cosh s¢ — o cos oc - senh sc} gg—fag € ,

(38) ’
(—1)es :
(8) — Tals) = p senh s¢ + cosh so % Quls) +

do
+ 2—— Jufsa)e “SG/HW (o}[s cos oc - senh 8¢ + a sen s¢ - cosh so] e $
T

0

n=0,1, 2,..);
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(1w — Lese .
Pals) =+ 8uls) = n ooshsa+senhsa% Wals) +
2a s - do
+— Ju(saje— C ’Kn(c) [s sen ac - cosh 8¢ — o cos ac - senh s¢] R
) G (e 1)
‘ . p“ — eSG % ,
Puls) — Buls) = w senh s¢ -+ cosh s¢ Wals) +
i d
W(80) e*SG/Ky/ [s cos oc« senh sc + o sen oc cosh s¢] — ~C—;—2 )
8+ a
m=1, 2, 3,..).
Sostituendo nelle (33), (34) e (55) si ottiene
Cn aU )
89 B =55
2 @,,(s) senh @,/(s) cosh
(., a8} senh sz . (s} coshi sz
— Oalit — ”jJ" {sajsds LL cosh sc 4+ senh sc = p senh sc + cosh sa]
0
2 ol
dal., [ ©08 GC - § 8 d
“+ Cy "T‘c“o/Jn (S(l)Jn(Sax)ds jHM(O)(Gz sen oz + § senh sz :iGOOSh ZG"‘F Se]illll :Z) s? _: ) -+
0
‘H, . - jto sen 6c — s cos oc\  do — 2 )
+/ w (o) (cs cos 6% — § cosh sz uw senh 50 -+ cosh 805" & o’ (r=0,1, 2,..);
oW,
40) FMZSE@( ) _
(40) B=5%")
oo
' W,(s) senh sz T,/(s) cosh sz
el s _ Wfs)coshsz
e )0 (sa)s SLL cosh s¢c + senh s¢ ~ p senh sc - cosh so}
2 oo @€
+ Cp “a [Jn’(sa)Ju(sa)ds /Ku(c:)(cs2 sen oz - § senh s LO.008 90 4 8 8en o do 4
T 4 u cosh s¢ -+ senh s¢/ $* + o®
— do
+/K (2 ) {10 8€1 56 — § COS aC .
o* cos 0z -~ s cosh sz = i senh 50 4+ cosh s6) 57 - 0|’ (=123 ..,
ove per semplicitd si & posto
1 —1
G, ::é(p.—l); cn::%»_;—l, per wn=1,23, ...
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Se ora osserviamo che per le (36') risulta

[ws)
% (Eu(#) — Eul— 2)] = % /Hn(ﬁ} sen oz -do,
0
1 L7
é [Eu(z) -+ En{‘”“ ZH - E}IL”(G) 608 Gz'dcf

0

cambiando nella (39) # in —#, e quindi sommando e sottraendo e ponendo

) Pufe) | _1 (e - 20 —z)}
PJgt 2l % T B s
si deduce
{ fee] o] ( ) b
Cn f senh sz
EL/H,AG) sen o7+ do = 5 P — Gl — 1) J/(sa)sds. " cosh S
1] 9
o % o p
it ; [ 1o CO8 oC -+ 8 8en o¢ G
“+ ¢y —ﬁ—(/Jn (sa)Jn(sw)ds?}H (o )\c sen oz - 8 senh s2 1w Gosh 50+ senhs sc)s e
0 0

o

{ ’ ¢, ®D,/(s) cosh sz
%}HMG) c08 og+ do = 5 - Pufe) — ‘LMIJ{J S“Sdsu senh sc + cosh sc
0

4]
"

Zaf , , . 1o sen ¢ — & cos oc\  do

- ) o sosh P

+ O Ju {sa}Jn(sa}dstn (c)(c cos o¢ — s cosh sz  senh 3¢ - cosh 50) 5 - o
0

le quali si possono scrivere anche
o @]

1 N oy o d
{42) - jH,,{c)dc %{1 — 2a¢,0° /J w(sa) s Q?_S_H

5| sen oz —
, g
0

jes]

- sds o cos oC +- § sen ac
— 2ue IJ (sa ) (s
" w (8000 )s? ~+ o' 1 cosh s¢ + senh sc

gsenh sz | =
0

o 7 ) ®,(s) senh sz
=5, Putg) — {0 — UG%/J" (sa)sds u cosh s¢ + senh s¢’

0
17 r a
° s
(42 = fHMf(c;)dc %[1 — 2ac,o? fJﬂ/(sa}J (Sat) 8—?;?4 ©O8 0% +
i)

¢
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O‘o sds posen o — § Cos oC
4+ 2 ! h =
+ QClan ulsa)dn(sa) -+ ¢ v senh s¢ + cosh s¢ oot 8¢
0
T ®,(s) cosh
% p 7! __—n|8) COSh 88 =0,1,2,..).
=g Dle) — (b~ 1)0",/ Julsa)sds i senh s¢ -+ cosh s’ (n=012..)
¢
Analogamente posto
Gnlz) | __1 [9 Wle-2) W, (e, — z}
43 == il = AL N B
( ) Q”,(Z) \ 2 ap —+- ap o=
si otﬁe?ngono per le funzioni K,(o), K,/(s), le equazioni
o5} o0
1 o v+ ds
44 - Kn(o')dc% 1 — 2ac,0° |1,/ (s0)J u(s@) & o oF| SemoZ —
0 0
7 , ds 1o CO8 6C - § sen ac |
— 2acy) Ty (sa)(5a) §* 4- o* p cosh sc + senh sc senh sz =
0
_ Ca Oo . W,(s) senh sz
= g @le) — (b — Leu|Ju (sa)sds it cosh sc +- senh s¢’
0
17 r d
[ s
! otk ? . 2 2 7 R ~
4y - fKM (o)do %{1 a0,* | I (s0)ufsa) - 62} cos oz 14
@ 0
" d
, : sds Lo sen 6 — S COS GC -
-+ 2acu|d,/ (sa)du(sa) ¥ o 1 senh so 1 cosh 5o cosh sz% =
0
gy r , W,/(s)coshsz .
=g Qa'(2) — (p— 1)cn | I (sadsds + Senh 50+ cosh 50’ (n=1, 2, 3,...).

0

Le (42), (42), (44), (44) sono le relazioni integrali che volevamo stabilire
e che servono per calcolare le funzioni incognite H,(s), Hy'(s), (n=0, 1, 2,...),
e le Kyo), K,(o), (n=1,2,3,..). Dopo cid le (36") forniscono senz altro le
funzioni E,(C), Fu(C), mentre dalle (38) e (38) si ricavano subito le a,(s), y;,(s),
(n=0,1,2,..), e le B.u(s), 3.(8), (r=1, 2, 3,...), e quindi, per mezzo delle (21)
si hanne le funzioni 4.0}, Culp), e Bulp), Dulp), con p <a, le quali defini-
scono la distribuzione del magnetismo indotto sulle due basi del cilindro.

dnnaii di Hatemaiica, Serie IV Tomo XX, 31
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10. Per mettere le equazioni precedenti sotto una forma pitt semplice
poniamo ancora
oo
dnlo) = 1 — Z2acy«c* /Jn’(stJ (st)y———
0

ds
2 + 62,
e
sds o cos ac -+ 8 sen 6¢

3 5 senh sz
§* + a* p cosh s¢ + senh sc ’

uul(0, 2) = 200, (sa)du(s0)
0

®,(s) senh sz
it cosh s¢ + senh sc’

ma:%yma—mwu%ﬁmmm

OO
W, (s) senh sz

(45) Cp
it cosh sc -+ senh s¢’

gnl?) ‘ZﬁQn cn/ (sa)sds -
0

o€
sds 1o sen oc —— § ¢os ¢

5 cosh sz
§* 4 ¢* p senh s¢ + cosh s¢ ’

(8, &) == 200, |, (s0) T (s)

0
@
D,/(s) cosh sz
i senh sc -+ cosh s¢’

fdlz) = ;:: Ptz —(p— 1)0,,} J./(sa)sds
[

OO

v Cu oo W,/(s) cosh sz
9n'(#) = 57 Ou'e) — (i — Llou}Su'ls)sds w senh sc + cosh s¢’
0

e allora esse diventano

;1;_ /{An(c) sen 62 — {,{o, Z)]HHU)dG =T ,,,(z),

L fiufo) cos o8+ o, AHO =10, (n=0, 1, 2,..);
¢
i } [A(c) 861 02 — (o, 2)]Ku(c)do = gulz),
(46) .
L o) 0os o2 + e, DK Gds = g0e) w1, 2, 3,

0
che sono equazioni integrali nelle quali le f.(2), fa'(2), (n==0,1,2,..}, e le
g4?), 942, (n=1,2, 3,..), sono funzioni note di #, ed i nuclei risultano
(o, 2) = Au(o) sen oz — n,(0, 2},
R (0, 2) = kufo) cos 0z + p/(o, 2).
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11. Prima di procedere innanzi & opportuno calcolare I’integrale definito
che figura nella funzione i,(s), [la prima delle (45)], ove & da ricordare che
J(sa) = lim J,/(sp). Risulta

o t—

o0 o]

oy s . s*ds
47 a? jJ% (sp) u(sa) s :lJ "(sp)dulsa)ds ——[Jn (sp)u(sa) — Fa)
0 0 0
ma, ricordando le (32), per p << a, &
o)
fJO’(sp}Jo(sa)ds =0,
(48) "
) - et
fJn (se)u(sa)ds =5, m=1, 2 3,..)
o
D’ altra parte dalla nota formula (*9)
sds 1.
[J (se)u(sa) F et QJn(zpc)%mJ (iaa) — (zac)%, per p <a,

ove Y, & la funzione di BESSEL di 2% specie e di ordine %, derivando rispetto
a p si otiiene

o]

[ se)nisa) 22

)

gds 1. . i ..
T2 iod,/{iga) %mJ”(zac} — },,(_wo*)% ,
e per p—a risulta

sdds 1
fro 2

fJ (sa)a(s0) i (ias) i ias) — Y, ias) |

In virttt di questa e delle (48), e ricordando che

T) = J,_ (@) —

o? [J{(sa}JO(sa) g—_dwg—v = % o (iao) ;m}JO(z’ac) — Y (¢ao) 5 )

(%) Cfr. H. HangeL, Bestimmie Infegrale mit Cylinderfunctionen (< Mathematische An.
nalen », Bd. VIII, 1875} ; vedi anche SoNing, loco’ citato,



246 C. AcostiNBLLI: Sully magnetizeazione di wn cilindro di lunghezza finita

c*ﬁ/;m(mu (s0)

[

ds 1
""—O" .J

’

P—

% 1 —[iaod . (fas) — ndjiac)|[mi] (ias) — Y,(ias)]

[ |

=12, 3,.)

5

Pertanto, ricordando ancora che ¢, = %r(gx — 1), e ¢, = g—_{%, (n=1,23,.)

si oftiene

Afo)=1-— ; (v — 1)dacd (tagj[ni] (iac) — Y (ias)],
(49) A -——~2~—1 E( Nias-J__ i J (iac)|[rid (iac) — Y (i
"’(G) — }""’}'1 ‘}“2 o= )[TICLO" fn"*l(?‘wc) - N n(za’ )][Tt n o n ZCI/G)} ’
m=1, 2, 3,..),
e si vede facilmente che
2
! i =1 i = = = 2
(49) 320)\0(0) =1; e }:EOAM(G) T mn=1,23.)

12, Nel caso in cui il cilindro circolare diventa di lunghezza infinita le
equazioni integrali (46), (46') si riducono a integrali di FoURIER e allora le
funzioni incoguite restano immediatamente determinate.

Infatti, in questo caso, cioé per c—oco, le funzioni p,(s, 2), .o, 2), defi-
nite dwlla 22 e dalla 5* delle relazioni (49), si annullano, mentre le funzioni
fal?), 1412), gul?), 94/(2) diventano pit semplicemente :

fule) = 52 Pule),  fle) = ;mm

0ule) = S0l 041 = o Qe

e pertanto le equazioni (46) e (46') si riducono alle seguenti

17 : . Cn
- f Jnlc)H (0} sen gz do = D P,(z),

Cn oy > .
/k } cos oz-do = 2—7:}?,, (2), n=0, 1, 2,..);
1 Cy
]1 ) sen oz-do == o Qul2),

—}7\% co8 62 do == Q,f(z), n=1, 2, 3,..,
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dalle quali per il teorema di reciprocitd di FOURIER, si ricava
—too
An(0) Hu(o) = %:’JPM(z) sen oz.dz,
—00
A{0) (o) = g—jc an'(z) cos az-dz, =0, 1, 2,...);
—t
+oo
¢
Xl 0) Kulo) = Q—Z—J Qn(2) sen oz-dz,
—0
+®
Ml9)Ko (o) = 57 j@n cos oz- d, (=12, 3...)
—00
Cioe, ricordando le posizioni (41} e (43), si deduce facilmente
(3T.Je, 2)
o Cn w5 %) s
Al 0) H (o) =z f 3 >p:w sen az-dz,
CO
[T (o, )
, Cn Ao, 2 5
WA =5 ( 89’“)p:ac°‘s oeede (n=0. 1, 2,..);
(50 e
Cn [[OW (o, 2
Al 0) Kufo) = gi [ (ﬂ-—i}:L—))pma sen oz dz,
—Q0
, AW, (e, 2)\ . .
Xu(0) K,/ (5) 5 ( % ’-—)p:aleos oz-de, (=1, 2, 3,...).
—00

Poichd le X,(0) sono funzioni note le (50) danno immediatamente i valori
delle fnnzioni H,, H,, K,, K,/, e in virti delle (36") risultano determinate
anche le funzioni E.({), F.{C).

Se osserviamo inoltre che il potenziale U delle forze magnetiche inducenti
e le sue derivate prime devono annullarsi all’infinito, si deduce che

lim ®, =1im ®, =0, e lim ¥, =1lim ¥, = 0.
e— Q0 [hasgle vl [ Ran gt o] O >0

Allora dalle (38) e (38), si ha che per ¢c—oco le funzioni au(s), Yu(s), Bais),
- 8,(s) si annullano, e per conseguenza, ricordando le (21), si annullano anche
le Aa(e), Cule). Bule), Dufp). Tutte le incognite del problema risultano allora
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determinate e la (15) fornisce, per il potenziale V del magnetismo indotto,

I’ espressione

<o

PR

@
(B1) Ve —2na X, /JW(SQ}Jn{S()y)dS }i e—sz— [, (C /e—»s(v—z)E dL’l cos 10 4
% —oo :
: o
4 [ [ eSO, () + }e“s(z—z)Fn(C)dcl son b
a0 ¢

Ma avato riguardo alle (36') e alle (50) si ha ora

2 -}-co o)
/e =2 B, (C)d + e~ A, (Qdl = 2 ﬁﬂn(c} sen oz + H,;/'(s) cos o7] _o;_a‘lgrg =
J 1 ' 8+ ¢
—o 2 1]
o -+co
U, ov, do
sen oz sen az-dz 4 cos oz ” co8 62 dg| ———————r,
s J\ 3 Jima Aalo)(s® + @)
0 —00 —0
e analogamente
ﬁe—stz-->Fn }e-sv—m )dg =
x oo H +
=8 On / [sen 52 / (8}@) sen gz.dz + cos o2 /(a W”) Cco8 o2 dz} -»~——df—-——w
TR T % e i N\ % e Talolls” + o)’
—00 —oo

pertanto la (51) diventa

52y Vip, b, 2) =— Zg C?f% cnlJn(sp)Jn(sw)sds 3008 n@} [sen cz/ (a‘a%) sen o2+ dz +
O ) o o

0 —00 =
+oc +0
(30, ds T Tew,
-} cos cz/ »—a ) cos oz de 3 Z——)(s—;—jdrsenn@/ sencz, 8—9_ B sen czsdz--
4 —0
-~ COB cz/ﬂ %% cos oz-de —-d€———}
J\ % Jo=a Aa(0)(8* + o%) § ’

-0

ove al posto delle A,(s) vanno messi i valori espressi dalle (49).
L’ equazione (52) risolve completamente il problema dell’ induzione ma-
gnetica in un ecilindro circolare indefinito per effetfo di forze magnetiche

qualsiasi,
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13. Vogliamo ancora osservare come nel caso in cui il campo magnetico
inducente & emisimmelrico rispetto al piano #=0, ciod tale che il potenziale U
sia una funzione dispari di z, [U(-2) = — Ulz)] e quindi si annulla per z=0,
le formule innanzi stabilite si semplificano di molto.

Oonsiderando percid il cilindro di lunghezza finita 2¢, si avra

w3
(ﬁz—)zze_’ oz z:—-c’ sz z:c“— oz Ze=—gy

e quindi, ricordando le (26) e (27) si deduce

() diselede, @ =0, (n=0, 1, 2,..)

) Jusolede,  W,(s)=0, (=12, 3 ..
g=C

11 potenziale V del campo magnetico indotto risulferd anch’esso emisim-
metrico rispetto al piano # =0, e pertanto la componente I{p, ) del magne-
tismo indotto sard anche una funzione dispari di {, e per conseguenza, ricor-
dando V' ultima delle (12}, saranno funzioni dispari di § le B} e le F,({).
Ne segue allora

C 4

}};osh SCEL QA =0, (n==0, 1, 2,..); [eosh sCRQAE =0, (n=1, 2, 3,...),

—e —¢

e in virtd delle (28) e (28) e delle (21) si avra

%ufs) = tals), (=0, 1, 2,...); Buls) = 8uls), (n=1, 2, 3,...),

a
Anle) = Cule) = jJ,.(sp)a”(s)sds, =0, 1, 2,..),
0
@
Byle) = Dale) =|Tnlse)ulslsds, =1, 2, 3,..).
0
Si avra inoltre

jEn(OC) cos oo do = 0, /Fw(oc) cos ga-do = 0,
—_ ‘-"‘0

e per le (37)



Le {38) e (38) porgono in tal caso

(p’ R 1)888 )
p cosh sc + senh sc

U,
( P )m-f wselede +

&
I o
27:}

Y

, 1
nls) =1ls) =
. o}
20 Jisaje—s|H, h hso) -, %°
+ wlsarje , w{0)(s sen oc - cosh s¢ — o cos ac - senh s¢j peprap £
0

1 =l (1 f
Bals) = Buls) = 2 | cosh sc - senh sc {27: ( > Silselede +
0

0
« a r
+— Jw(sa)e—w’ K, (c)(s sen ac - cosh s¢c — o cos o¢» senh sc) fl: }
0

e le (36') si riducono alle seguenti

o e} <o
E,f) = L /Hn(c) sen of-do, %/Kn ) sen of-do.
0 0

La questione & ridotta cosi a determinare le funzioni H,(s), K.(c), me-
diante le prime delle equazioni integrali (46) e (46'), colle semplificazioni che
ora competono.

Nelle stesse condizioni di emisimmetria, se il cilindro diventa di lun-
ghezza infinita, essendo ora
)

+ooa B

[( U”) cos oz-dz == 0, /(i%) cos oz+do = 0,
o ap =t B, ap p=t

—Co

a (b2} porge, per il potenziale V del magnetismo indotto, il valore

+
o - [(al}“) sen o2« dz

p—a

20

— X, CulTulsp) swsds cosn@ «8en oz-do 4

25, ol o
0 0

los]

K )m

-+ sen n@[ e e senoz-do}.

Vie, 8, ) = —

o sen Gz-dz

A
\a+

0

E bene infine rilevare che, se pitt particolarmente il campo inducente
ammette un piano di simmetria passante per I’asse z e si confa I’anomalia 9
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in un verso determinato, a partire da questo piano (assunto come piano xz),
allora si annullano tutti i termini in sennb, (n=1, 2, 3,...).
Pertanto si avra ancora

Wale, 2) =0, Was)=0, Fu{)=0, Ko =0;
ﬁ%(s) = Sn(s) =0, B%(P) = Dulp) = 0,

e la questione si riduce a determinare le sole funzioni H,.(s) mediante la
prima delle equazioni integrali (46).

14. Un caso particolare notevole si ha quando la sezione del cilindro &
sufficientemente piceola da poterlo ritenere un filo e considerare il magne-
tismo indotto come se fosse distribuito lungo il suo asse.
Allora, ricordando le relazioni (26), (27), (28), (28) e (21}, per a tendente
a zero, si avra
D,(s) =D,/(s5) =0, Wys)=W,(s)=0,
a(s) = yuls) =0, Buls) = uls) =0,

e quindi
Aule)= Culp) =0,  Bulp) = Dufp} =0,

cio¢ saranno nulle le componenti 7,, I, del magnetismo indotto, sulle due
basi infinitesime del filo.

Se si osserva poi che alle componenti U,(p, 2), Wu(e, #), del potenziale U
si pud assegnare uno sviluppo della forma

[eo]
Unle, 8) = / [@n(s)e™ + Dufs)e=s*} ulse)ds,
(¢}
®
Wale, 2) = j (@, (s)e% + b))/ (s)e—)]u(sp)ds,
0
si ricava
A
S ﬁa%(s)esz + buls)e=**| T (s¢)sds,
0
—
%Eﬂ — g [aw'(8)e* + b,/(s)e—)J,,/(sp)sds.
Ma
Ju(80) = Ju_ (sp) — g Julsp),  J,lsg) = — J,(sp),
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e quindi
lim J,/(sp) =0, per n=0, 2, 5, ..

g

. T . J(sg) 1 1
ili»no']i (sp) = gl_lfo‘]ﬂtsﬁ)’ '-{7111310 —is,‘P‘ =1 ““4.’2 = 9°
pereid risulta
lim U — 0, pern=0,23.. e lim oW, = 0,  pern=0,23..
g0 2p ?:IL_-O » n=1, p—s0 dp 2:%:0, » ap==1.

In questo caso (per a—0),"le funzioni p.(o, 2l, p.(o, ¢}, definite dalle (45)
si annullano, e se si sicordano ancora le (49) si oftiene ora

H,o)=H,/(a) =0, per n=0, 2, 3,... K,lo)=K,/(c)=0, per n-=2, 3, 4,...

e
1 AN
H{{G) = _2 (}L*‘- 1) . QTL’} <a—p‘>pzo sen G&r'd(.:,
—c
1 1 (a0,
H /(o) = 3 (w—1})- —2—&/ (T)FOGOS oz de,
—e
1 1 [[aW,
K (o) = 5 (1 —1j- ‘Zfﬁm/(ﬁp——)on sen oz-dz,
—C
L1 1 [[aW,
K/(o) = 5 — 1)- 5 (—35-)0:0 cos oz-dz.
Pertanto, in virtt delle (36'), e per il teorema di reciprocitd di FOURIER,
si ha
E,2) =0, per n=0, 2, 3,...; Fuz) =0, per n=2,3,4,..,
ed
. 1 1 /eU, 1 1w,
(63) Efo) =5 (r —1)- %<—39—>9=0’ Pe) =5~ 1- :2“&(—39—>P20,

e I'intensitd della wagnetizzazione lungo il filo risulta
I(p, §) = E,(§) cos 9 + F(T) sen o.

In quanto. al potenziale V del magnetismo indotto esso non si pud oftte-
nere senz altro dalle formule (14}, (15) e (16), inquantoch® per a0 i secondi

membri di esse svaniscono.
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Se perd poniamo

. V> . sz ct . Vz ~—C
Ve :ilflo ;Z:zg’ Do = igno —‘wf_ s Do :alino Rg‘r )
si ottiene facilmente
1 v L LW
— ey e —s2, sof 271 CA A Y
Dame= 4n(P 1)'}6 J (sp)sds|cos Bje ( P >§;§d§ +sen E?/e ( % )g;%d“}’
0 —¢ —C

Ed

[0 o] c
3 _ 1 ] —s2 | n8l] an ss/‘ g3 apf ol
B4 WVaice=— E(p——l)je]‘(SP)SdS%OOS B[e fe (@?)zzgdg+e e (a;);io(h} 4
o :

— z

=2 [

-=53W1 z‘—-szaW
e 35'(’6;)2:;20’“ e '("a?‘ )zz%dcp’

—C

~+ sen f

8

1 : AN A
M= — I (n— 1} } e?J (sp)sds {GQS b e"sz—<~3—p—‘>gz%clc + sen 8 /e“’“f(?é)gz%d«a} .
]

—e —c

Resta cosi completamente risolto il problema della magnetizzazione di
un filo rettilineo di lunghezza finita in presenza di un campo magnetico
qualsiasi.

15. Come applicazione del caso considerato precedentemente supponiamo
che il campo magnetico inducente sia generato da un dipolo di lunghezza 2/
e di momento magnetico M, posto parallelamente all’asse del filo e simme-
tricamente rispetto al piano 2 =

Se d & la distanza dell’asse del dipolo dall’asse del filo.e si incominecia
a misurare I’ anomalia 6 a partire dal piano dei due assi, si ha

Ule, 6,2) =2 1 ~ 1
7 21 {v(;fnm”p‘?ldﬂ —2dpcost  Vie+ )+ p'4-d* — 2dp 0086}’

e sviluppando in serie di FOURIER rispeito a 6, nell’intervallo (0, 2zn), risulta

.
b

2r 2x
- oo - .
T]:’zgs-l—/~ d +l3neosnej cos nb.db —
21 2n [y (2—1) +p*+-d*—2dpcos® T 1 V(e —1)P+-p*4-d>—2dp cos
0 0

2n |
db 1 cos 16 .d I

2
_“‘)i[ : — -, €08 7@6[ , - .
ATV (gl +-p*+d*—2dpoosh T 1 JV(e4-0P 40> +d*—2dp cosh |
0 0
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In questo caso si ha percid

(55) Ule, 2) =
an
:‘9:7“ cos 1. df 1 _ L ’
an A Vig—lp +p*+d*—2dp cos®  Vi{e-+-1)*+p?+d*—2dp cosh
=0, 1, 2,..),
Wale, #) =0, (n=1, 2, 3,...),

ove si & posto

Per calcolare ora facilmente E (C), osserviamo che per la formula di
LipscHITz, gid ricordata nel n.® 4, risulfa
2x
17 cos nb.db
271:]\/(5 F 1)+ p* -+ d* —2dp cos B
0

[ =s(e==) 1 (s0) u(sd)ds,
g

ove negli esponenziali e3¢0 s+l va preso il segno superiore rispet-
tivamente per z>17 e per z > — [, mentre va preso il segno inferiore
rispettivamente per 2 <</ e per ¢ << — /. Ne segue

Unle, ) = ki ﬁe¢s(2“‘“ =540, (5ol u(sd)ds.

0
e per quanto si & gia osservato nel n.° precedente si deduce che

lim %‘:O, per n=0, 2, 3,...
p=—>0

hm ——t

r——>0

[ee]
ﬁ wale—h) _ pF 4D, (sdljsds.

0

1
—2

Ricordando ancora la formula (")

1
0 I‘(4@+ )
’ 9 Qa\n i
(56) [Tulgajeeardm = v L 3
0 g hs)‘““i

(*9) "Vedi BoxiNg, loco citato, p. 45,
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poiché I‘(g).—: Y)j, si ottiene
(57) lim U, Mdg 1 1 {
P o0~ 2Ltz — I+ d*Th {{z + 1P 4 dARY

che si poteva anche ricavare direttamente dalla (55) per n = 1.
In virttt della prima delle (53} si ha percio

Md| 1 1

B Q) =(@-—1) Qrl ) - 1+ dik - (C4 P = aThy

e quindi
I(*'\O, §) = EJ(C) * 608 @.

Infine per le (B0) il potenziale sard espresso dalle relazioni

1 2U,
Vs = — =1 / ( % >P~o g {e“s(z““lJ (sg)sds - cos 6,
1 AN
Voo =— —lp — 1) % / ( 2 >pmgy dC}e—s ==9J (sp)sds -
—e ) 0

o)
y (?ﬂ) —g dife=¢=2 (s)sds] cos b,
aP g=L

2 0

dn op

]

v e)
Wiz == — L p—1 j <8U >(,—;0 dC e—(t=2)] (sp)sds - cos b,
0

—¢

ciod, applicando ancora la formula (56), si ottiene per ogni valore di #

Bz

S WY A . S
V= dr (P‘ 1)[_(0 ap )P‘ig [(5 - C)g F Pz]% p cos 6,

ove in luogo di @%) va messo il valore dato dalla (7).
p=0





