
Sulla, magnetizza, zione di un ciliudro di luughezza anita 

in presenza di un campo magnetico qualsiasi. 

Memoria di CA'I~ALDO ~GOSTINELLI (fl Torino). 

8nnto. - Si studia il problema del magnetismo indotto in un cilindro circolare di lunghezza 
anita, per influenza di un campo magnetieo qualsiasi, q*iducendo ta questione alia riso. 
luzione di equazioni integrali e si deduce la risoluzione espIicita nel caso del cilindro 
di lunghezza infinita, gi~ considerato da KlnCHH0~. 

Si ~'isolve anehe esplieitamente il caso in cui il cilindro di lu,,ghezza anita diventi 
di sezione tanto piccola da poterlo considerate un filo. 

1. Lo studio della magnetizzazione di un corpo in un ca~mpo magnetico 
qualsiasi presenta certamente un alto interesse, e per quanto i metodi gene- 
rali per la risolnzione del problema siano ben noti in seguit0 alle ricerche 
teoriche iniziate da POlSSON (~)~ pur tuttavia la effettiva risoluzione del pro- 
blema ~ statu effettuata soltanto in pochi casi. 

I1 primo ¢aso eonsiderato, .e  risolto dallo stesso Po:tssoN. col l ' impiego 
delle funzioni sfe1~iche, fu quello della magnetizzazione di una sfera piena o 
c a w  in un eampo qualunque (~). 

La risoluzione fu resa poi pifi perfet ta da N]~UMANN (~)~ ehe ne feee di. 
verse upplicazioni, ed estese quindi il metodo al caso di un ellissoide di 
rivoluzione quatunque (~). 

(i) POISSO~, Mdmoire sur la thdorie du magndtisme, (,< Mdmoires de l 'Acad4mie des 
Sciences ,,, Paris~ 1821-1822, T. V). 

(2) POlSSON, loco citato. Vedi anche: E. BETTI, Teo~'ica della forze neWj$oniane~ (Pisa, 
Tip. ~istri  e C.~ i879}; P. DU~IE~ LeC~ons su~" l' dlectricitd et Ie mqgnetism% t I I  (Paris, 
Gauthier-Villars & :V?il% 1892). 

(3) F. E. 2{EU~AXX, Vorlesungen i~ber die Theorie des Magnetismus~ namentlich i~ber 
die Theorie der magnetischen Induction (Leipzig~ 1881). 

(4) ]~. E. ~EOMAI~ Entmickelung der in elliptischen Coordinaten aussged~'i~ckten ~'eci. 
p,'ochen Entfernung zweier Punkte in Reihen, wetche nach Laplace'schen Y(q*) fbrtschreiten ; 
und Anwendung dieser Reihen zur Bestimmung dos magnetischen Zustandes eines Rotations- 
Ellipso~des welches dutch verthe,ilende Kq'afte e~,regt ist (, Journal  far die reine nnd ange- 
wandte Mathematic ,>~ herausgegeben yon Cre]l% Bd. 37, Berlin, 18~t8). 

I1 problema dell 'induzione magnetica per una sfera isotropa fu anehe risolto~ per mezzo 
di integrali definiti~ da C. SO~n~LIA~A (<< l~endiconti del JR. Istituto Lombardo ,>, serie 2 a, 
vol. 36; adunanza del 17 dieembre i903)~ e quasi contemporaneamente da T. BoGGI0 (<~ Ren 
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I1 problema del t ' induzione magnetiea di un ellissoide a tre assi in un 

europe qualtmqtle [u invece risolto da LIPSC~t~z ('t- 

Nel ease delI 'elIissoide di rotazione, se si fa crescere l ' asse  maggiore 

dell"ellisse meridiana, laseiando fisso il centre e l ' asse  minore, esso si tra- 

sforma in un cilindro indef ini te ;  ma in generale le formnle stabilite da 

NEUI~At~N perdono ogni significato quando l ' asse  maggiore del l 'e l l isse meri- 

diana eresce indefinitamente.  Percib il problema della magnetizzazione di 

un cilindro cireolare indefinite va trattato direttamente,  cib che fu f/ttto da 

KIRC~HO~ ~ in una importante Memoria (~). 

3iolto pill diffieite iaveee si presenta il problema dell~induzione di un 

cilindro circolare di lunghezza finita in un campo magnetico qualsiasi, per  

la risoluzione del quale non ~ neanche possibile utilizzare il meto~to adope- 

rate da KIRCt lHOFF.  

La maggiore difficolth si intuisee subito se si pensa che mentre  nel 

case del cil'indro indefinite, ,~gli effetti della discontinuith della derivata 

normale del potenziale det magnetismo indotto, va considerata soltt~nto la 

superficie laterale,~ nel case invece del cilindro di lunghezza finit~ v a n n o  

considerate ancora le due basi eircotari. 
Va notate inoltre che, mentre  nel case del cilindro indefinite, per t' espres- 

sione del potenziale indotto si possono adoperare,  come fa KIRCHI~[OFF, hello 

spazio interne al eilindro funzioni (di BESSEL), che sono regolari nei p u n t i  

dell'asse~ e nello spazio esterno [unzioni ehe sono singolari nei punti  del- 

l ~ asse e si annullano all'in[inito~ cib non b pifi possibile nel case del cilindro 

di lunghezza finita. 
Questo case va percib trattato a s~ e con un metodo completamente  di- 

verse ed ~ cib che he fatto in questo lavoro. 
Pe r  la risotuzione della quest ione he considerate soltanto le funzioni di 

BESSEL di prima specie e mi sono stati di valido aiuto il note teorema di  

reciprocit~t di Hanke l  (~), e t' analogo teore,~a di reciprocitY, di  ]Fourier, che 

dieoat[ del R. Is t i tuto Lombardo ,,, vo]. 37; adunanza  del 98 gennaio J~904), U n ' a l t r a  solu. 
zione assai semplice fu data da ques t 'u l t imo Autore  in una  ~ o t a  del ¢~ ~ u o v o  Cimento ,, 
{serie V~ vol. XI ,  marzo 1906). 

(~} LIPSCHITZ, Detevminatio status magnetici  viri tus indacentib~s commoti in ellipsoide 

(<, Disser ta t ion >>, Berl in ,  1853). 
(t~) ~ .  KIRCHHOFI~', Uebev den ind*~ciq't~n Magnetismus eines unbeg~'enzten Cyl.indevs yon 

• tveichem Eisen (¢ J o u rn a l  yon  Crelle ,~, I~d. ~8~ 1854). 
(~) [~. HANK]~L, Die Fo~*.rier'schen Reihen uud  Integ,rale fi~v Cyliuderfwnctione*~ (~, Ma. 

thematische A n n a l e n  ,~ Bd. V I I I ,  1875, p. ~[71). Vedi  anche :  ~ .  SONI~E~ Recherches sur les 
reactions cyliudriques et le dgveloppement des reactions co~,tinues en sgries (~ Ma.thematische 

A n n a l e n  ~, Bd. X V I ,  1880, p. 1). 
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sono entrambi due veri e propri gioielli de l l 'Ana l i s i ,  il primo dei quali 

non 6 stato forse a ncora suff ieientemente valorizzato helle applicazioni alia 
Fis ica-matemat ica .  

Della trasformazione eli I-IANKEL ebbi gi/~ ad usufrui rne  in altro mio 

lavoro, dandone una notevole estensione (s), e in essa ebbe anche ad incon- 

trarsi it BEL~RA3'[:~ helle sue r ieerehe sulle funzioni potenziali s immetriche ('~). 

[n tal modo la questione, n~I caso del eilindro eli lunghezza fiaita, 6 
stata ri4~)tta alla risoluzione di equazioni integrali del tipo 

o0 

s e n  - = t n  = O, 1,  2 ,  ...), 
0 

ove H.t~)  6 1~ fnnzione ineognita, f.Iz} 6 funzione nora, e ):.(~) • sen (~z) - -  p.,(% z) 

b, il nucleo dell' equ~zione integrale, e a d  a ltre eve inveee di sen (~z), vi 5- cos (~z). 

Quando il eilindro diventa eli lunghezza infinita si presenta ta folt 'unata 

cireostanza ehe le funzioni ~,(z,  z) si annullano tutte e le suddette equazioni 

diventano del tipo di FOURIER, per eui, in virtfi del corrispondente teorema 

di reciproeith, restano immediatamente  determinate le  funzioni incognite e il 
problema, in questo caso, ~ cosi risolto in modo espticito. 

]~ opportuno r i l e w r e  la profonda differenza fra il metodo .qui seguito e 

quetlo adoperato da K[RCH~rOFF I il quale si serve, non propriamente delle 
funzioni di BESSEL, ma delle funzioni eil indriche ehe ad esse sono legate 

mottiplicandone il parametro (raggio vettore ~), per l 'un i th  immaginaria,  e 

considera, in ternamente  al cilindro, quelle che per ~ - ~ z  diventano infinite, 

e per ~ - - 0  si annullano, ed esternamente al cilindro quelle che sono singo. 

lari per ~ -----0 e si annullano all ' infinito.  Nel mio lavoro non ~ stata neces- 

saria la considerazione di questi due tipi di funzioni ;  non solo, ma mentre  

il metodo di KI]~0H~OFF richiede lo sviluppo del potenziale U delle forze 
magnetiehe inducenti  in funzioni dello stesso tipo di quelle a cui dianzi ho 

aceennato, 1,~ qualeosa, come si eomprende facilmente,  ~, nei casi concreti , '  
tuf t 'ni t ro che agevole, qui inveee l 'unico sviluppo che r ichiede la, fun- 
zione U(~, O, z), ~ quello in serie di FOUI~IER del l 'argomento 0. 

Come easo partico]are ho considerato anche quello in eui la sezione de] 
eilindro, di lunghe~za finita, sin suff ieienlemente piceola da poterlo conside- 

rare  un filo cot magnetismo indotto distribuito lungo il suo asse. In  questo 

(s) C, AGOSTINELLI, S~tll~ propagazione elettromagnetica simmetrica rispetto a u n  asse 
((, Annali di 5~aCematica pura ed applicata ,, Serie IV, T. XVII ,  1938, p. 255). 

(~) E. BELTRA~ Sulta teoria delle f~nzioni potenziati simmetriche (~ Opere Matema- 
fiche ,~ vol. II[). 
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caso il problema~ b stato o~nche risolto esplici tamente e n e  h o f a t t o  l 'applica- 

zione al caso particolare in cui il campo magnetico inducente sia quello di 

un dipolo disposto paral le lamente  e s immetr icamente  rispetto al l 'asse del fito. 

2. I1 problema della magnetizzazione di un cilindro circolare S di lun. 

ghezza finita, per effetto di forze magnet iche aventi il potenziale U e che 

supponiamo emanant i  da punti  esterni ad S, si pub notoriamente r icondurre,  
come det resto per un corpo qualsiasi, a determinare  la funzione potenziale V 
del magnetismo indotto in modo che essa s0ddisfi alle seguenti propriet'~ 

carat ter is t iche (~0): 

i °) che sin finita e cont inua in tutto lo spazio e mol | iplicata per it 

raggio vettore r del punto a cut il suo valore si riferisee, si annull i  alF infinito; 

2 °) le sue derivate prime siano finite in tutto lo spazio e si annullino 

alFinfinito~ siano inoltre continue in tutto lo sp~zio, fuori che attraverso la 

superficie ~ che l imits il corpo S~ ore devono soddisf~re a lFequaz ione  di 

discontinuith 

essendo V e il valore di V hello spazio esterno alla superfieie z, Vi il valore 

nello spazio inferno a ~, n ~ la normale esterna a v e k ~ i l  coeffieiente di 

suscettivit~ magnelica del corpo considerato;  
3 °) la funzione V deve soddisfare in tutto lo spazio ~ll 'equazione di 

LAPLACE 

t21 z ~ V - -  O. 

Determinata  la funzione V, l ' in tensi l~ della magnefizzazione I (o momento 

magnetieo per unitfi, di volume degli elementi  di S}, sarfi, espressa da~ 

I~---k gr~d ( U +  Vt, 

e in ogni punto interno di S, se non vi sono masse magnetiche localizzate. 

come qui supponiamo, dovri~ r isul tare 

(3) div I - -  0, 

eioO la distribuzione del magnetismo indotto sar~ solenoidale. 
Per  risolvere la questione nel modo pifi semplice osserviamo ancora che. 

corn'6 noto dalla teoria del magnetismo, la funzione V sari~ data da 

1. 
dS. 

r 

{~o) Vedi ~E. BETTI; IOCO citato. 
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Ora si ha  

e qu ind i  per  la (3) 

~5~ 

div (~-I)--1 div I q -  I X  grad  -i 
r Y~ 

Sost i tuendo nel la  (4), per  il t eorema del la  d ivergenza  essa d iventa  

V---- X n - - - ,  
ff 

ore  u 6 il versore del la  normale  es te rna  a ~. L a  funzione che si cerca si 

pub percib cons idera te  come il potenziale  di una  dis t r ibuzione superf ic ia le  

di magne t i smo indotto.  

3. Cib premesso assumiamo come asse z l ' a s se  del cil indro,  il eui raggio 

ind ich iamo con a e la lunghezza  con 2c; poniamo l ' o r ig ine  degli assi nel  

centro del ci l indro e r i fer iamoci  a coordinate  polar i  ? ,  0~ z. Ind ich iamo an- 

corn con k il versore dell '  asse z, con G la base del ci l indro dal la  par te  della 

direzione posi t iva de l l ' a s se  z, con % la base dal la  par te  della direzione ne- 

gat iva di z~ e con ~ la superf ic ie  laterale.  I versori  n,  ed "-2 delle normal i  

es terne  alle basi ~ e % de] eil indro,  sa ranno al lora  

ed il versore n del la  normale  es te rna  a l la  superf ic ie  la tera le  ~, sarh dato da 

n ~ grad p. 

Pe r t an to  net  nostro easo la (5} porge 

r-~ X k .  X grad ~.  
j r l  

~'~ rYI U 

Sia ora Q~(u, % c) un  punto  di ~ ,  di coordinate  e i l indr iche  (u, % o), con 

0 < u < a ,  e 0 ~ 2 r : ;  sin Q.,.(u, % - - c )  un  punto  di %;  Q(a, % ~ )  un  punto  

del la  superf ic ie  ta te ra le  % con - - c  ~ ~ ~ c, e P(~, 0, z) il punto  potenziante .  
Risu l ta  ev iden temente  

(7) 
i r~ - -  PQ~ ~ ¥~ (z - -  c) ~ + ~ - I - u  s - -  2u~ cos (~ - -  0), 

i r~ = V (~ + c) ~ + ~ + u ~ - -  2 u ~  c o s  (~ - 0), 

, r -~-- ~¢(z - -  ~ -+- a ~ -+- ~- - -  2a~ cos (¢p - -  0), 
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ed inol t re  si ha  

Pos~o a l lo ra  

d% - =  d% -~ udud% d~ = ad~d~. 

( [  X grad ;)~ := 1(% ~), 

la (6) d iventa  

~ " I~(u, ~)udu 
v(~, 0, 

(} 0 

( x x  k)~, =: L(u, ~), (Fx k):~ = U u ,  ~), 

--  ~ ( z - - e )  ~ + e  ~ + u  ~ - 2 u ? c o s ( ¢ ~ - O )  

27T C 

I ./ V (z - -  ~)~ + a" + ~2 :_  2ae cos (~ - -  0)" 
0 - -C  

L a  ques t ione  6 cosi r ido t ta  a de t e rmina re  le component i  superf ie ia l i  del la  

magnet izzazione Idu , ~)~ I2(u , ~), 1(% ~)~ in mode ehe le der ivate  della fun.  

zione V soddisf ino a l la  condizione di d i scon t inu i th  (1). 

1 1 1 . 
4. Pe r  eonsegui re  lo scope prefisso sv i luppiamo m serie di 

r , '  G '  r 

FOURIER, secondo F a rgomento  (~--0) ,  ne l l ' i n t e rva l lo  (0, 2=); si avr~ eos i :  

2~ 
1 1 f d e  

r,  - -  2r:.]~/ (z - -  c) ~ + u ~ + ~ - -  2u~ cos 4) -t- 
o 

2T~ 

+ 2 Z,, cos nl¢~ - -  O) 
1 z - - c ) : + u  ~ + P ~ - 2 u ~ c o s ~  ' 

cio6 per  la formul~  di LIPsCt~I~z 

1 f ~  cos n(I)d(I) _ j  e~:hsj,,(sxiJ,(sy)ds, 
~.• h "~ -~ x: + y~ --  2xy cos (P 

0 0 

eve J ,  6 la funzione di Bessel di 1" specie e di  ordine  n, r i su l ta  

l_ ~..~ f e~:S(Z_C) jo(s?)Jo(su)ds 
r t  . 

0 

c~  

+ 2 .,,v cos n(~ - O) ~s(z-c)J,(s?)J, dsu)ds, 
t 6 



.i.~t pt 'esenza di tot can~po magnetico q~als.iasi 227 

e ana logamen te  

-1- = ;e~s(  z÷ c)Jo(sp)Jo(su)ds -)- 2 ~,, cos n(~ -v- O) (e~s(a+c)J,,(s~)J,,(su)ds, 
r ~ , ! i . 

0 0 

o~ co 

, f < ,  . ;o 
0 0 

ore  negl i  esponenzia t i  e ~s{z -c ) ,  e ~s(z+c), e ~s (z -~) ,  va s c e l t o i l  s e g n o -  rispet-  

t i vamen te  per  z ~ c, z ~> - - c ,  z . ~  ~; e va scelto il segno + r i spe t t ivamen te  

Dimodoche ,  sos t i tuendo  nel la  (8), e ind icando  con V,>o, V,~<e, V~<_~, il 

va lore  del la  funzione  V, r l spe t t lvamen te  per  z ~ c ;  - - c ( z ( c ,  (z 2 ~ o ' ) ;  
z ( - -  c ,  si o t t iene  

(9) 
0 0 0 

0o 

+ 2 ~,, cos n(~ 0 
1 

0 

0 0 0 

oo 

-4- 2 E,~ cos n(~ - 0 -"( ' -oJ , , (s~)J . (su)ds  - -  
1 

0 

2,~ v co 

" >[° 1 + 2 E,) cos n(? - -  0 -~t~-~)J,,(sglJ.(sa)ds , 
1 

0 

(~o) 
0 0 0 

q- 

00 

+ 2 E~, cos n(~? - -  0 -~(~+¢lJ,,(sp)J,(su)ds - -  
1 

0 

A.nnal~ di Mc~femativo, S o r i e  I V ,  Tomo X X .  2~ 
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0 0 0 

oo 

+ 2 2]. cos n@ --  O) -~(~-~)J,,(sp)J.(su)ds - -  
1 

3 
~ z co 

....... a] d~[ / '{% ~)d~t fe-*('-~)Jo(s~)Jo(Sa)ds + 
() - - c  0 

co  

+ 2 2 .  cos n@ - -  0) -~(~-~-)J.(s~)J,~(sa)ds + 
O 

e c o  

co  

1 
0 

(11) A -  

0 

Go 

-V- 2 E .  cos n(¢¢ - -  0 s(z+o)J.{s~)J.(su)ds - -  
t 

O 

2 ~  a co  

0 0 0 

co 

+ 2 :~,, cos n@ 0 

0 

2 ~  c 

0 - - v  0 

oo 

+ 2 N~ cos n{~ ¢ - -  0 -~-~)J.(sp)J,~(sa)ds . 
1 

0 

Si vede f ac i lmen t e  che  ques t i  valor i  de l la  funz ione  V sono f in i t i  e con- 

t inui  in tu t to  lo spazio, compreso  anche  a t t r ave r so  la super f ie io  %, % e o, e 

si a a n u l l a n o  a l l ' i n f i a i t o ;  men t re ,  come vedremo,  si ha  d iscont inu i th ,  a t t ra-  
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verso z~. del le  der iva te  p r ime  r i spet to  a z di V~>~ e V~<~; diseontinuiti~ 

a t t raverso  % delle de r iva te  pr ime r ispet to  a z di V~<~.~ e V~<_~; e inf ine 

d iseont inui th  del la  de r iva ta  p r ima  r i spe t to  a ~ di V~<c~, per  ~--=-a. 

5. T ra s fo rmiamo  le espress ioni  (9), (10), (11) del la  funzione potenzia le  V 

sv i luppando  in ser ie  di FOVRIER, secondo 1' a rgomento  % da zero a 2% le com- 

ponent i  super f ic ia l i  del la  magn.etizzazione I~(u, ~), I,(u, ~), 1t% ~), e poi~iamo 

CO 

I,(u, ~) - -  E,n [A.~(u) cos m~ + Bin(u) sen mcp], 
0 

(12) I~(u, ~) = E.~ [Ore(u) cos m~ --~ Din(u) sen m¢~], 
0 

1(% ~) = ~ , ,  [E,,(~) cos m~ -+- F,,(~) sen m~], 
0 

. (8) = j A ,  (u)g, (su)udu, 
0 

~o~(s) = j  B.(ulJ,,(su)udu, 
(13) o 

~.(s) = j  C,,(u)J,,(su)udu, 
0 

(s) = f  (u)jo (s.)uau, 
0 

con } 0 ( s ) ~  ~o(S)= 0, si ot t iene fac i lmente  

e ponendo  per  sempliciti~ 

GO 

(14) 

m~---n, 

m ~ -  n ,  

m ~ n, (n - -  1, 2,...), 

V~>c - -  2~ ~,, -s('+c~J,,(s~)ds[T,,(s) cos nO -!:- ~.(s) sen nO] - -  

o . ]  
0 

con  Bo(u) - -  Do(U) = O, ed Fo(~) = O. 
Sos t i tuendo  nel le  re lazioni  precedent i ,  o s s e r w n d o  che 

2~ 

e I ~ cos nO, per  
os m~ cos n(~ - -  0)d~ - -  I 0 

"o 
27r 

s 7: sen n0, per  
en m~ cos n ( ~ . -  0)d~o ~ I 0 ~> 

0 
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- -  2~, E,, -~'-c)J,,(s~)ds[~,,fs) cos nO + ~,,(s) sen nO] - -  
o d  

o 

GO C (j 

2~a E,, -~d,,(s~)~,,(sa)ds cos nO ~E,,(~)d~ + sen n 
o d  l , 

0 - - c  c 

(15) V~<+ := 2~: E .  -s('+OJ.(sp)ds[?.(s) cos nO +, ~.(s) sen nO] - -  
o j  

o 

oo fe_~(~_~)j.(s~ ) (s nO nO] - -  2r: ~,, gs[~,, ) cos -t- ~,,(s) sen - -  
0 3 

0 

0 o  z 

= r. ,  t[ - -  27:a Y,,, ,(sQ)J,(sa)ds 
0 j ., 

0 - - c  z 

c 

- - c  z 

cos nO + 

i ~ 6 )  

09 

Vo<_~ = 27: ~,, ]e,u++J,,(s~)ds{7,gs) cos  nO + L ( s ) s e n  n0} - -  
0 . }  -= 

o 

- -  2 ~  ~ , , / e - ~ ( < ' - ' ) J . ( s Q ) d s [ a . ( s )  oos nO t- ~,,(s) sen nO] - -  

- °E,,(~)d7 + sen n . - - 2 u a  E,, "~J.(s?)J.(sa)ds cos n 
o d [ 

0 - - 0  - - e  

6. I n c o m i n e i a m o  ora  a sv i l u p p a re  le condiz ioni  di d i scon t inu i t~  del la  

de r iva t a  no rma le  del la  funz ione  V a t t r ave r so  le basi  % e % del  c i l indro  e 

pe r  in tan to  osse rv iamo che  al po tenz ia le  U(~, O, z) del eampo magne t ico  indu- 

eente ,  le cui  de r i va t e  s a r anno  c o n t i n u e  a t t r a v e r so  la super f i c i e  che  l imi ta  il 

e i l indro ,  si pub a s segna re  lo sv i luppo  

(17) U - ~  Uo( ?, z) -+- v=. [U.(?, z) cos nO + W,,(~, z) sen n0]. 
1 

Su l l a  base  % si avrh  poi 

~-77- = \---~Z--)..,__,.~' ~n - -  \ ~z / ,~- .o 
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e per tan to  la eondizione (1) d iventa  

(18) (~vo>o' t (~v,,<o, t ~v , [~vo,<o,,, 1 - - t )  ~ ~ - - - ~ ' -  , ~ . a ,  

ove si b indiea~a con 

~ =  i + 4 7 : k  

la. permeabil i tg  magnet ica del ci l indro.  

Ora dal la  dalle (14) e 115) si r i c a w  

(19) 
O0 

~ z - - h  = - 2,: --~ c 0 . )  
0 

+ ~ v.,, ,,(s~)sc~s[~,,(8) cos nO + ~,,~s) sen nO] + 
0 . ]  " 

0 

O0 e e 

+ 2rca ~,,, J.(sp)J.(sa)sds cosnO e-~(o-~-)E.(~)d~ + sennO e-~(*-:)F,~ ~d~ 
• , , 
0 - - C  - - 0  

(19') 

OG 

Go 

- 2~ ~o" ,,(.s~)~as[~,,(s) oo~ no + L(s )  ~ .  no] + 
0 

c ~  

+ 2r:a. ~ . . . .  (sp)J, .. cos n e- ' t¢-~)E,(~)d;+ 
0 --C 

e qu ind i  

(20) \ - G - ] o _ o -  \ ~ ]o 

o 

- - c  

= 4= ~ .  ,,(s;)sds[~.(s) cos nO + ~,,(s) sen nO]. 
e 0 , J  

o 

P r i m a  di sos t i tu i re  ne l la  (18) osserv iamo c h e s e  si t ien congo dei valori  (13) 

dei  coeff ie ient i  a~,(s), ~.(s), y,~(s), 8,~(s), per  il teorema di reciprocit~ di Hanke l  ("), 

(~) Questo teorema dice in  sostanza e h e l a  soluzione del l ' equazione integrale  

oo Ig~(~)~ per  • ~ a ,  

f f~(s)J~(sp)sas -- 1 
t 0 ~ ~ > a ,  n > ~ ,  0 
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risulta, per ? < a, 

(21) 

a.(s)J . (s?. )sds  -= A , (? ) ,  
'0 

CO 

~ , , ( s ) J .  (sp)sds = B ,  (g), 
"0 

O~ 

f~,,(s)J.(s~)sds = c; ,(~),  

0 
OO 

[8=(s)J. (s£)sds = D .  (~), 
o 

mentre per ? ~ a questi integrali  sono tutti nulli. Allora la (20), in virth 
delle posizioni (12), porge 

?Vo> 4 . (20') H - ~ -  ) = ~ ~, ,  [A,,(?) cos  nO ÷ B,,(~) sen  n0] = 

= 4r:I~(~, 0), per ~ < a, 

risultato ehe dovevamo aspettarci, in quanto che si sa che la discontinuith 
detta derivata normale ~ uguale a 4u volte F intensith superficiale della ma- 
gnetizzazione. 

Avendo ora r iguardo alla (20'), alla (19') ed al l 'espressione (t7) del po- 
tenziale inducente b, nonch~ alle relazioni (21), quando si faeeiano le sosti- 
tuzioni nella (18) e si uguagliano in ambedue i membri  i coefficienti di 

cos nO e di sen nO si ottiene 
O9 

(2 u, , t  - 2~ f~-'=,  g,,(=~)=d=, y =(=) - -  2=A=(?) + 4uA(~) ~ (~ - 1) I \-~z/~=~ 
o 

e 

0 - - e  

data, sotto torte condizioni, da 

f~(s) ----j g,,(u)J.(s~O~du. 
o 

Dimodoch~ risulta 
o o  O, 

= "(')'o ":" 
p~a, 

l 
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cio6 

P ~ _ l i  1 [~U" i 
(22) A,,@ = 1 i 2--~\ az I,=¢ + 

c 

+ :t :,.<'..'~ °'-+,f°-"~-~'",,,~)'~- °-=~..,+] !, t 
e analogamente 

(2a) B , ,@ = ~ - * ~ 1 ? w, , ]  
bt q- 1 ! 2--~ \ ~ / , = ~  + 

oo o 

0 - - e  

Da queste, applieando il teorema di reeiproeit/~ di HANKEJ~, 
ancora 

(24) 

(n = O, 1, 2,...), . ~ < a, 

rieaviamo 

'f(% a,(s) ,,(u)J,,(su)udu = I~ - -  1 i J , ( su )udu  -~ 
I z + l } ~  ' -~- - ;  

0 0 

+ ~+.(8+f,-.<o-+E~(c)<- ~-"°r(+ I' ( .=o, ~. 2,...), 
- -C 

, ~ J , ( su)udu  a W,, 
• ~ . + 1  2r:J~ ~z ) ~  
0 0 

aJ,,(so~)!~;-*@-:)F,,(C)d~ e-"6n(s)  { (n~--~ 1, 2, 3, ...). 
- - e  

e in tal modo ci siamo ridotti a delle relazioni nelle quali si hanno come 
elementi  incogniti le ' funzioni  a~(s), },~(s), yu(s), 8u(s}, E~(~), F~(~). 

Un altro gruppo di relazioni analoghe alle (24) lo ricaveremo conside. 
rando la diseontinuiti~ della derivata normale della funzione potenziule V, 
attraverso la base % del eilindro. 

7. In corrispondenza della base % del cilindro si avrh ora 

e per la (1) dovr~ risultare 

, o . , < .  (~.-1) .-~-,=_0+ az /.=_°j' 
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In virt~l di questa,~ ooa oaleoli oma, loghi a quelli eseguiti nel numero 
precedence si deducono le relazioni 

( n ~ 0 ,  1, 2,...), ~ < a ,  

Oo e 

0 - - c  

(n---~l, 2, 3,...), 9 ~ a, 

ehe sono le eorrispondenti  deHe (22) e (23), e ehe per il teorema di reeipro. 

cith di ttANKiSL porgono 

(25 <) 

"C,,(u)j, dsu)ud u _ I~ ~ -  t i  1 " U,~ 
y,ds) t ~ +- 1 12z:J \  Vz ]p=, 

,0 0 

G 

- -  aJ~(sa) e-"l~+~)E,,(~)d~- 1' (n 1, f e-~,,(s) = 0, ,%..),, 
- - - c  

cb 

(D 1 ~W,, ~.t.) = ,,f.)a,,(~)udu_ ~ -  ~ -  [(-=-)o=_oa,,(~,.)u<~u - , ~ ' +  1 t ~ . 1 \  cz ]p=.~ 
0 0 

ff 

--~a~(~)]~-~<o+~)F,(C)dC-- ~-~°~(8)1, (~= 1, ~, 3,...). 

Dalle 124) e (25')si r ieava facilmente la somml~ di ~,,(s) e Z,,(s), e di 

~,ds) e 8~(s). A tal fine poniamo per brevit/~ 

(26) 

(27~ 

2¢,,(8) t 1 f[?u,,) + ? v , ,  1 ]a,,(8~j~d~, 
2¢d(s) t = ~.TL\~Z)o=o - -  t v~ D=-ol 

0 

2W,,'(s) t 0 \ ez /.=_~J 

le quali, essendo note le eomponenti  U,~(~, z), l,V,~(,o, zj del potenziale U(,o, O, z), 
risultano funzioni note del l 'a rgomento s. 
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(28) 

Con cib dalle (24) e (25') s i ricava 

~,{s} + y~,(s}- ~ e o s h = s ~  seffl{sc [ (pds) - I -aJ , , ( sa)e-~jsenh s~.  E, , (~)d~],  
--(t 

e 

~,gs) - -  7,,(s) = ~ senh sc + eosh sc .. ' 

(n = 0, 1, 2, ...), 

G ( s ) -  G(s) - -  

cosh sc + senh sc L 

senh sc + eosh sc " ,, 

(n  = 1, 2, 3,  ...t, 

ael!e quali si 6 indicato con senh, cosh, ri 'spettivamente i! seno iperbolico e 
il eoseno iperbolieo. Da esse, volendo, si ottengono subito, per somma e sottra- 
zione le ~n(s), ~%(s), (n--~ O, 1~ 2, ...), e le ~(s), ~ ( s ) ,  ( n =  1, 2, 3, ...), in funzione 
di elementi~not, i e per mezzo delle funzioni incognite En, F~,. 

S. Passiamo ora a scrivere le condizioni di discontinuitg della derivata 
normale delia funzione V attraverso la superficie laterale a del cilindro. Si 
ha ora 

e percib In (1) diventa 

Ma dalla (15) si r icava 

(30) ~ V+<~ 
O0 

o d  
0 

cps nO + ~n(s) sen nO] 

CO 

- -  2 n ~  n fe-~(°-~)Jn ' (sg)sds[~, (s  ) 
o d 

0 

cos nO + ,G(s) sen nO] - 

A~$nal~ di Ma~eat~ticc~, ~Serie IV~ T o m o  X X .  30 
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(30 z 

- -  2ua E,~ ,~'(s~)J,,(sa)sds cos nO e-=(z-~)Eu(~)d ~ + 
0 , /  t 

0 - - c  

C Z c, 

• l n . 

ove si ~ indicato con Jn'(x) la derivata della funzione Jdx)  rispetto al para- 
metro ~, ed ore le prime due sommatorie sono continue per p == a, mentre 
la terza sommatoria contiene dei termini discontinui  per ~ == a. 

Per vederlo osserviamo the  eseguendo per parti gli integrali indicati ri. 

spetto al parametro ~, si h a  

z 

-=(=-~)E.(~)d~ + -=(~-o~t~,,(~)a~ = ~ E.(z! - -  -~ [e -=(o =)E,,(c.) + 
d 

6 

dE~ 
con E,d~)=  d~'  e analogamente per gli integrMi ehe eon~engono le fun- 

zioni F~(~). Dimodoch~ risulta 
oo 

0 - - I  

c 

+ e-=(~-o)E.(~}d~ 

O:3 

o o 

Ricordando ora che 

dJ,~(x) __ Jn _,(m) --  n dJdx  ~ j,(~), 
dx ~J~(x}, e che d~ - -  

si deduce 
Co 

fJ.'(s~lJ~(sa)ds 
0 

o o  Oo 

~ jJ~(s,~}Jdsat ds 
7 '  

0 0 

Oo o 0  

o 0 

( n =  1, 2, 3, _.), 
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Ma per le formule di di'scontinuith di WE~ER-SCKAFI-IEITLIN (~2), si ha 

l o 0 ,  >> ~ < a ,  
. oo = { pn-i 

o O, >> p . > a ,  

percib risulta 

(3~) 

{ 0, per ~ < a, 

o b 

f~"i"'(s°}J'(sa)d s = ,,i 2 a" ' per ~ < a, 
j t a n 

0 ! 
2 ~ n + : '  >> p . > a ,  

e pertanto la (30}, avuto riguardo alla (31) e alle (32), porge 

lim ~ V~<c~ ~ ( ~,~"+ 29 - -  2= 2,o ., e-~(~+c)J~'(sa)sds[y~(s) cos nO + ~,(s) sen nO] - -  
o 
GO 

- o . ~  ( ) [ ( )  . + ~ , ( 8 ) ~ , , ,  + 
o 

O3 

+ 4~:Eo(Z) + 2~ 2 .  [~.(z) cos nO + F~(z) sen nO] + 
1 

o 

Z C 

(i~) Cfr. @. ~. ~¢'ATS0~, T~'eatise of Bessel functions, (Cambridg% University Press~ 1922. 
pp. 405-406). 
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o o  

lira. 3V~<~ __ 2= Y~,~ -~(~+~)Jj(sa)sds[y,,(s) cos nO + ~,,(s) sen nO] - -  

0 

c o  

- n o  + 

0 

2r: E .  [E,,{~) cos nO + F~(z) sen nO] + 2r~c~ ~ J.'l'sa}J~(sa)ds cos nO e-~(c-~)E~(c) q- 
1 

0 

+ e-~(~+~)E,~( - c) -s(~-~-)E:~'{~Id~ --~ - ~-~ E~l~)d~ q- sen nO e-~(~-~)/~(c) --I- 

- C Z 

Z 

Da queste ,  r i eordando  la terza del le  (12), si deduce  

t im ~ V~<~ lim ~ V~<c~ __ 

== 4~: Eo(Zl + v~ [Eu(z) cos nO + F~(z) sen nO] = 4~/(0, z), 

il eui  r i sn l ta to  al solito era  da preveders i ,  essendo I(0, z) l ' i n t ens i t~  del la  

magnet izzazione  nel  pun to  Q(a, O, z) del la  super f ie ie  ~, in eui  si ~ ea leola ta  

la  diseontinuit/~ del la  de r iva ta  no rma le  di V. 
Sos t i tuendo  ora  nel la  (29), t enendo p resen te  il va lore  {17) del la  funzione  U, 

e uguag l i ando  in ambo i m e m b r i  i eoeff ie ient i  eli cos n0 e sen n0, si o t t iene 

1, f l  (aU~_~ __ ~e_,ojo,(sa)sds[(%(s)_t_yo(s)} senh s2 -a-  

0 

o o  

0 

o o  

(34) I~(~) I~-- 1 laU,~\ ]e_aCj,((sa)sds[l~,,(s) senh 
tl 
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CO 

+ (~, ,(=)-  ~=(=)t oo=h ==1 + ~l~;,'(=~)+.(="~)~=[e-=(~-'}Z,,(~). + +-~(°+ ~"~,,(-- ~} + 
o 

.4-.le-=(~-~}E,,'(~)d~ .--/e-~¢-~)E,[(F~)d~]t, ( n =  1, 2, 3, ...), 
- - c  z 

co 

(35) F+,(z) -=- ~---+---i-I ,i-~ p = ~  je-=°Jj(sa)sds[(,6,,(s) + ~,,(s))senh sz + 

o 

CO 

+ (~,,(=) - ~.,(=) oosu =~] + ~f+o'(=~)+,,(=~)d=[e-*-=,Fot~) 
o 

. e-S(~-:)F ' d 

+ e-~(~+~)F=I - c) + 

(n = 1, 2, 3, ...). 

9. Se nelle relazioni (33), (34) e (35), ora sta.bilite, si eliminano le somme 
e differenze di a+, e "~'n e di ~** e ~+~, servendoci delle (28) e (28'), ei si ri- 
duce a delle equazioni integrali helle funzioni incognite E,(~}, ( n =  0, 1, 2,...); 
F,(~), (n ~ 1, 2, 3, ...). Se mediante queste ulfime equazioni si riesce a determi- 
nare le dette funzioni incognite il problema risulta allora risolto esplieitamente. 

Per dare a~ quelle equazioni integrali la forma pifi semplice osserviamo 
che, essendo le funzioni E~(~), F,,(~) definite nell' intervallo ( - -c ,  c), per i noti 
integrali di FOURIER si ha 

GO C 

=, . i ; )  = =o,., o , . = =  

0 - - c  

(36) 
CO C 

F,I~) = sen  ~ . d  o:) 
" ~ j  

0 - -C 

137) 

QO 

+ Ij;o=o; =,j;.(=) 
0 - - c  

(n -=  0, 1, 2, ...), 
GO C 

s e n  fro: • do: -I-- os ~ o  ~ ~¢ 

0 - - c  

(n = 17 2, 3, . . . ) .  
Posto allora 

c 
,,7 

K,,(~ =ju+,(o:)s°= oo:.~=, ~,,,~)=JFo(=) 
- -C --ff  

00s fo:.d~, 

C O S  f ~ o d o : ~  

O O S  ~ ' ~  ° d ~  

eos ~ .  d~, 
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si pub scrivere 
co 

(36') o o 
0o CO 

F. (~} -~  K ~ ( z )  s e n  s t "  d z  -4- '(o) co s  o ~ . d o ,  
T ~ J  

O 0 

Come b noto, se le E,~t~), F.(~) sono funzioni  dispari di ~ allora si annul.  
lano le H.'(z) e K.'(o);  mentre se esse sono funzioni  pari si annulla,no invece  

le H,,(Zi , K,(a).  
In virtfi delle (36') risulta 

(3O 

enh s t . E . ~ } d ~  --~ ~,(~) Is s e n  ~c .  c o s h  sc - -  ~ co s  s o .  s e n h  sc] s~ d -  a ~' 

- - c  0 

c Oo 

- - c  0 

- - c  ~, 

Oo 2/ do 
---~ ~ I n ( o )  [ ~  s e n  ~z -+- se -=" s e n h  sz (a cos ~c -+- s s e n  oc)] s ' ~  a - - i  -t- 

o 

d-  '(o) [o ~ c o s  o z  - -  s e  - ' ~  c o s h  s z  ( z  s e n  z c  - -  s co s  zc)] s '  d -  ~ '  

0 

(n = o, 2, ...), 

e a nalogamente  per gli integrali  in cui f igurano le funzioni  F~(~). 
Pertanto le (28) e (28') diventano 

st~(s) -+- ~',(s) ~--- ~ e o s h  s~ d -  s e n h  s c  

- -  sv" . d z  2 a  j ~ ( s a ) e _ ~ j H . ( z ) i s  s e n  z c .  c o s h  s c  - -  ~ c o s  ~c .  s e n h  J ~ - . ~  , 

{38) o 

:¢.(s) - -  ~'.(s) --~ 1 ~ senli: ~ + c-osh sc t 
00 

+ - -  J ,~(sa)e  - ~  ,'(~) [s co s  ~¢.  s e n h  s c  + z s e n  z c .  c o s h  so] ~ . ~ - ~  , 
77 

0 

(n = O, 1, 2, ...) ; 
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(38') 

1~ cosh  s t  + s e n h  s t  
o o  

.~ a sc I d~ + -~ J , ( s a ) e -  ~ K d v  ) Is sen  zc .  cosh  s t  - -  ~ cos ~c.  s enh  st] ~ - ~ - ~  , 

o 

' ( ~ -  1)e~° }W,((s) + 
~(s )  - -  ~n(s) ~ ~ s e n h  sc -I- cosh  se 

o 0  

7~ 8 ~ - I -  ~ 
0 

(u = 3,...). 

S o s t i t u e n d o  h e l l e  (33), (34) e (35) si o t t i e n e  

 °2<4 
139) E~(z) = N \-~-p ]p=~-- 

O.ts) s e n h  sz Oj( s )  cosh  sz ] 

o 

c,p 

+ c.  - -  (sa)J,~lsa)ds ,(~ ~ sen  ~z + s s e n h  sz ~ cos ~ t - t -  s s en  ~t -z~- + 
u :  }L cosh  s o - +  s e n h  ~ "~ + 

0 o 
(x) 

+ H,((~) ~ c o s ~ z - - s c o s h s z t ~ s e n h s t ~ c o - s h ~ ) s ~ - - L ~ - ~ ]  , (n==O, 1, 2 .... ) ;  
o 

t.( w 4 

GO 

- -  t.(~. - -  l ~ ' ( s a ) s d s [  W d s )  s e n h  sz  qtJ(s)  cosh  sz  ] 
I~ cosh  sc + s e n h  s t  -t- ~-senl~ sc -t- cosh  s t  + 

o 

+ t .  ~'(sa)J,~(sa)ds .(~1 ~ sen  ~z + s s enh  sz 

0 o 

+ '(~) ~ cos zz .... s cosh  sz ~se-nh sc  ~t-- c - o s h s c / s r - + - ~ ]  ' 
o 

_ _ _ +  

(n ~ 1, 2, a, ...), 

o r e  p e r  s e m p l i c i t h  si 6 pos to  

1 ~ - - 1  
c ,  . . . . .  p e r  n : 1, 2, 3, ... 

I~_1_ 1 , 
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Se  ora~ o s s e r v i a m o  t h e  p e r  le (36'} r i s u l t a  

co 

i [~"(~)--  ~ ' ( -  ~)] = .~&(~) sen ~z.d~, 
0 

Qo 

[E=(z) + ~ , ( - -  z)] = ((~) cos ~z.d~, 
0 

e a m b i a n d o  n e l l a  

( 4 1 )  

si d e d u c e  

(39) z in  - - z ,  e q u i n d i  s o m m ~ n d o  e s o t t r a e n d o  e p o n e n d o  

P,(z)  t l[3U,~(g, z) 3~(,~,  - -  z)l 
£,((z) ! =  2 ~ ~ -  ~ ~=~' 

oo (3o tf=  
c~ - -  l j  ~ cosh  sc -4- s e n h  sc 

,(~) sen  zz .  d z  = 2~ P.(z)  - -  c~(~ J / ( s a ) s d s  V**(s) s e n h  sz 

0 0 

-I- 

oo oo 

2 C e "  ~ " / '~  

@ 0 

,~ cosh  sc -~- s e n h  ~ J  s ~" ~+- ~~ ' 

oo oo !j=. o o = , =  
'{z) cos  z z . d ~  = ~ • s enh  sc -4- cosh  so 

0 0 

(:D (39 

q-  c~ '(sa)J,~(sa)d H, / (~  z ~ cos ~z - -  s eo sh  sz 
~ d  d \ 

0 0 

t~z sen zc --s_ e o s . ? c ~ _  az  
s enh  sc q -  cosh  sc] s 2 q-- ~ ' 

le  q u a l i  si p o s s o n o  s c r i v e r e  a n c h e  

i42) 

oo GO 

0 o 

oo 

f 8d8 t~o cos oc d- 8 sen  ~c 
- -  2(tcn. J / ( sa)J~(sa)  s~ -t-- z ~ ~ cosh  sc + s e n h  sc 

0 

{42') 

s enh  8Z l 

co 

] (I).(s) s enh  sz 

0 

oo co 

• _ _  2 , ~° 

0 0 
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oo 

f , l + 2ac~ J . ' ( sa)Y . ( sa)s"  + z ~ t~ senh s o G  ~os--hs~ cosn sz =- 
0 

- -  ~'5 ' z  i)c~IJn'(sa)sds 
0 

• .'(s) cosh sz 
senh sc -4- cosh sc' 

( n : O ,  1, 2,...). 

Analogamente posto 

[ ° ]  (43) Q,~(z) ! __ 1 3 ~1~(~. z) __ ~ W~(,a, 

si ottehgono per le funzioni K,~(o), Kn'(z), le equazioni 

(44) l f K . ( z ) d z t [ 1 -  2 a c . z ~ f J . ' ( s a ) J ~ ( s a ) s ~ t s e n o z - -  
0 0 

- -  2ae, '(sa)Jn(sa) s~ + ~, ~ cosh so + senh sc 
0 

c.  o f  J~'(sa)sds W~(s) senh sz 
= ~:  Q~(z) - -  (~ - 1)c it eosh sc + senh so' 

0 

oo oo 

ds 

g 0 

~tD 

,,fj,~ sds ~tz sen ~o - - s  cos 6c 
+ 2ac '(satJ~(sa) s ~ + z 2 ~ senh sc t- eosh sc 

0 

Go 

°°  fjo - 27: Q.'(z) - -  ( ~ - - ) ~  (sa)sds 
! 

0 

eosh sz t 

senh sc A- cosh sc' 
(n = 1, 2, 3, ...b 

Le (42), (42'), (44), (44') sono le relazioni integrali ehe volevamo stabilire 
e che servono per caleolare le funzioni incognite H.tz), H~'(z), (n-----0, 1, 2, ...), 
e le K,(~), K~'(a), ( n : i ,  2, 3,...). Dope cib le (36') forniscono senz'altro le 
funzioni E~(~), F,,(~), mentre  dalle (38) e (38') si ricavano subito le ~,(sl, y~(s), 
(n-~0,  1, 2,...), e le ~,~(s), ~(s), (n~--~l, 2, 3,...), e quindi, per mezzo c[elIe (21) 
si hanne  le funzioni Am(p), C,@), e B,~(p),, D,@, con ~ ~ , a ,  ]e qual i  defini- 
scone la distribuzione del magnetismo indotto su l l e  due basi del citindro. 

An~c~ti d i  ;~e~ew~atica, S o r i e  I V .  T o m e  X X .  31 



244 C. AGOSTINELLI:  Sul la  magnet i zzaz ione  di u n  cilindro di lunghezza f ini ta  

10. Pe r  met te re  le equazioni  precedent i  so,to 

poniamo ancora  
o0 

- -  4 )  o t - , 

./ 8 _~_ ~2 ~ 
o 

u n a  fo rma pii~ semplice 

c~ 

j , s d s  ~ cos ~c -4- s sen zc senh 8z, 
~,(~,  z) --~ ,.ale, J ~  tsa)J~(sa} s~ + .~ ~t cosh sc -4- senh sc 

o 
CA) 

c .  Pn(z)  - - [ p  - -  1)onfJn ' ( sa)sds  O,(s) senh s z  
f . ( z )  - -  2~ ' . ~t cosh sc + senh sc '  

o 

c,~ ] ~ ( s )  senh sz  
• it cosh sc + senh sc '  
0 

~3G 

[ j ~ (  s d s  ~ sen zc - -  s cos ~c cosh sz, 
~,((s, z) --~ "2ac,~. ' sa)J~(sa)  s~ + .  ~ senh sc + cosh sc 

0 

Go 

c ,  P , ' l z )  --  (~ - -  1)c~ ~ senh sc  + cosh sc' 
0 

co  

v,, , - -  1)cn]J,[(sa)sd8 qY~'(s} cosh s z  
g~'(z) - -  ~ Q~ ( z ) - - ( ~  ~ senh sc + cosh se' 

o 

e al lora  esse d iven tano  
c~ 

(461 o 
03  

[hn[~) cos  ~z + ~n (a, z)]Hn (~)a~ = fn t~1, (n = O, 1, 2, ...); 

o 

(46') o 

t Z  

0 

che sono equazioni  in tegra l i  ne l l e  qual i  le f , (z ) ,  ¢',~'(z), ( n = O ,  1, 2,...), e le 
g~,iz), gn'{N, In = 1, 2, 3, ...), sono funzioni  note di ~, ed i n u c l e i  risul~ano 

~G(~, z) = X~(~) sen ~z - -  l.~n(~, Zt, 

g n  (~, z) Xn@ cos  ~ + ~ ,  ( , z). 

( n - - 1 ,  2, 3, ...}, 
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I1. Prima. di procedere innanzi b opportuno calcolare l ' in tegra le  definito 

the  figura nella funzione ),~(z), [1~ prima della (45)], ova ~ da r icordare the  
r J~'(sat = lira J~ (s, ~. Risulta 

O0 GO O0 

J , ds s2ds 
(471 z J .  (spiJ.(sa) s' + ~ --o '(sp)J~(sa)ds --. '(so)J.(sa) s~ + ~ ; 

o o o 

ma, ricordando le (32), per ~ < a, 

(4s) 

0 o  

f Jo'(Sp)go(sa)ds = O, 
o 

CO 

J~'(s~)J~(sh)ds P'-~ 
4 

o 

(n = 1, 2, 3, ...). 

D 'a l t ra  parte dalla nora formula (13) 

CO 1 I, 
• (so)J,(sa) s' + ~' - -  2 J ' ( ~ z )  
o 

ore Y. g la funzione di BESSEL di 2 a specie e di ordine n, derivando rispetto 
a ~ si ottiene 

GO 

0 

e per p ~ a  risulta 

, . s 'as i i~J~( ( ia~) lu i J . ( ia~) -  Y,,(ia~)I'" j J~  (sa)J,~(sa) s~ T - ~ '  - -  2 
0 

In  virtfi di questa e delle (48), e ricordando che 

n J~(~c), Jo'{x) = - -  J~(w), J~((x) = J,~_,(vc) - -  

la t47) porge 

ds 1 i~J~lia~) l~:iJo(ia~) - -  Yo(iaz) I , 

o 

03) Cfr. H.  HA:NKEL, B e s t i m m t e  I n t e g r a t e  m i t  C y l i n d e r f u n c ~ i o n e n  {~ Mathemat ische  An.  
na len  % Bd. V I I I ,  1875); ved i  anche SOSI~E~ loco ' citato. 
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C~ 

ds 1 1 
z~]J,[(va)J,,(sa) s +_ + . _  2a t l-[icezJ'~-'(ictd) -- nJ,~liaz)][~ziJ.(ia~)-- Y.(ia~)] I, 

o 

(~ = ~, 2, 3, ...). 

Per tan to ,  r i eordando  aneora  ehe co --- ~ (~ - -  t), 

si o t t iene  

(49) 
Z,,(~) - -  

e c . -  ~-~-~,  (n = t, ~ 3,...). 

1 
).o(~) = 1 - -  ,~ (~ - -  1) . iazJ,( iaz)[=iJ0(iaz)  - -  Yo(iaz)], 

2 I1 21 ~A-1  q-  (~ -- 1)[ia~. J ,_ , ( i ao)  - nJ,(ia~)][uiJ,(ia~) - -  Y,,(icto)])t 

(~ = ~, ~, 3, ...), 

e si vede fac i lmen te  che 

2 
(49') l im )~o(a) : 1 ; e l im ).~(~) ~ - (n-----1, 2, 3, ..3. 

12. NeI case in cui  il c i l indro c i rcolare  d iven ta  di hmghezza  inf ini ta  le 

equazioni  ia tegra l i  (46j, (46') si r idueono  a in tegra l i  di FovnI]~R e a l lora  le 

funzioni  incogni te  r es tano  i m m e d i a t a m e n t e  de te rmina te .  

Infat t i ,  in ques to  case,  cio~ per  e~c~% le funzioni  ~,(~ z), ~,((% z}, defi- 

ni te  dal la  2 a e da l la  5 a del te  re lazioni  (45), si annul lano ,  ment re  le funzioni  

f.(z), f+[(z), g.(z), g,'(z) d iven tano  pifi s e m p l i c e m e n t e :  

C~ 

f,(z) = ~ P~(~), 

~n 

Cn 
f,'(z) = ~P ,~ t z ) ,  

C~ 
g . ' ( z ) = 2 ~  Q.'(~), 

e per tan to  1~ equazioni  (46) e (46') si r iducono alle seguent i  

(3O 

. (~)H.(~)  sen  ~z. d~ = ~ 

o 
CO 

o 

O0 

. (~)K.(~) sen  ~z -d~  = ff~ Q.(z), 

o 

1 ~ rG Cn ~ 
~J) , , (=IK,  ( ) cos =~. d~ = ~ Q,, (),  

o 

(n =- O, t, 2,...); 

{ n = t ,  2, 3 .... ), 
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dalle quali  per  il teorema di reciprocit~ di F o u m E n ,  si rieava 

;..~(~)H.(z) ~jP~(z )  sen ~z. dz, 
- - O O  

+co 
C~,  t 

- - +  

+ce  

~.,(z)K,(z) c, " ~--- ~ j  Q.(~) sen c;z. dz, 
- - 0 0  

-bee 
f- 

z T u  
- - C O  

(n.-~ 0, 1, 2,. . .); 

(n---~l. 2, " 

Cio~, r icordando le posizioni (41) e (43), si deduce faeihnente  

(5o) 

@ c o  

- - 0 3  

+ m  

- - 0 0  

+ m  

= 2u,]\ 80 .... ~, sen ~z. dz, 
L 

-lee 
;?w.+, o)) 
- - (30  

( n = O .  1, 2 .... ): 

( n =  1, 2, 3,...). 

Poieh~ le k,~(~) sono funzioni  note le (50) d•nno immedia tamente  i valori 
delle fnnzioni H,,  H~', K , ,  K:)(, e in virtfl delle (36') r isul tano de termina te  
anehe le funzioni  E~(~J, Fd~  j. 

Se osserviamo inoltre ehe il potenziale U delle forze magnet iehe  inducenfi  
e le sue derivate pr ime devono annul lars i  a l l ' inf in i te ,  si deduce che 

l i m O , ~ = l i m O ~ ' = O ,  e l i m W . = l i m W , ' = = O .  

Allora dalle (38) e (38'), si ha che per  c -+oc  le funzioni ~n(s), %(s}, ~(sj, 
8,~(s} si annul lano,  e per  conseguenza ,  r icordando le (21), si annul lano  anche 
le A,(0), C,~(0), B,(?), D,(0), Tut te  le incognite del problema r isul tano allora 



"!s~!sF*nb 

oqo!]ouB~tu ozaoj !p o~o3~o aod o~!u!~opu! oa~too,~to oapu!I!O un u~ ~o!lou~ 
.~m ouo!znp~I.l,I!op ~molqoad [.~ O~llOm~oIdmoo o~[osta (g~) OlI0.~z~ttbo,rI 

"(6~) °I[~P !ssoadso IaOI~ I !ssom otI~I~ (~}*'y Otlo p o~sod I~ oAo 

GO- 

, t(~ + ~s)(~)"'~ soo + 
zp \"Ai e]J 

+zp.z~ uos ( "~--~ jz~ uos u t~os + ' zp.z~ soo 

oo+ cz o~+ 

c~-- 0 0 

+ zp.z~ llos 

c~+ cc co 

soo + 

v~uox!p (I~)' ~I o~zod 

CO-- O~-- 0 

' ¢~7:..---_ gD SO0 "ZD IIOS 

co+ ~ co 

Z OD~-- 

= 

oo-- 

co+ 

0 

~pQ) ~r(:_. o ~P [zz soo @,"tI + zz uos (~)'*Hy g 
co ~+ z 

o~uomv~oIuuv o 

¢x~-- 0 

¢o+ co 

~zo vq is (0~) °IIU o (,99) °II~ opa~n~!a o~nAu ult ! 

z cx~-- 0 

[ t t]I 
+ Ou soo )p(~)"X(~-:~-o "+ ~p(~)"2(:-o~-o ~Pl~S)*P(e~)~[ ' "7 w,g -- =A 

z co 

'o~lopu! oms~ou~m 

ouo!ssoadso ,I 

I°P A ~I~!Zu°~ °d I! aod 'oos!uao~ (qI)~I o o~u.rmao~op 

~o]¢u!J ~)zzo*lfiun l .*p o~tputlt9 un ,p ouo?,z~ozzHoufi~)ut ~)llnR :rtqai, ii~so~¥ "O ,qfg 
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13. Vogliamo ancora osservare come nel caso in cui il campo magnet ico 
inducente  b emisimmetrico r ispetto al piano z :-=0, ciob tale che il potenziale U 
sia aria funzione dispari  di z, [ U ( - - z ) ~ -  U(z)] e quindi  si annul la  per  z = O ,  
le formule  innanzi  stabili te si semplif icano di molto. 

Considerando perci6 il cil indro di lunghezza finita 2c, si avr'h 

e quindi ,  r icordando le (26) e (27) si deduce 

+o(+ =-~ f(~ol + , , + i ~ ,  + : + _ -  o, (. = o ,  ~, ~, ) ,  
~ . I \  6Z ]z=c 

9 

o~ 1/?w.) 
W,(s) -~ ~ ~ z -  ,_J,(s,o)pd,a,_ Wdls) -~ O, (n -~- 1, 2,: 3, ...). 

o 

It  potenziale V del campo magnet ico indotto r isul ter~ anch 'esso  emisim- 
metrico rispetto al piano z---~O, e per tanto  la componente  /(% ~) del magne- 
tismo indotto sar~t anche una  funzione dispari  di ~, e per  conseguenza, rieor. 
dando l ' u l t ima  delle (12), saranno funzioni dispari  di ~ le E~(~ e le F,(~). 
5[e segue allora 

.]coshs;E.(~)d~:O,'-  ( n - - 0 ,  1, 2,...)" jcoshs~F~(~)d~-=O, ( n = l ,  2, 3,..0, 
- - 0  - - 0  

e in virtfi delle (28) e (28'~ e delle (21} si avrh 

a~(s) ~-- y,(s), ( n - - 0 ,  1, 2, ...); ~,(s) - -  $,,(s), (n ~- 1, 2, 3, ...), 
O~ 

A~(e) = C,(~ =JJ.(s~)~.(s)~ds, (n = O, 1, 2, ...), 
0 

~.(~) = ~)~)=jJ~(~)~(~)~d~, (~ = 1, 2, 3, . . . t .  
0 

Si avr~t inoltre 

e per  le (37) 

c 

cos aa. da = O, 

r(y H~ ( ) = O, K¢(~)  = O. 
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Le  (38)' e (38') po rgono  in tal  easo 

en(s) = % @  = ~ ~t cosh sc + senh  sc ~=J,(sp)~dp -4-- 
o 

2a  ¢ 

o 

sen ~c • cosh sc - -  ~ cos zc • senh  sc 

i (~ - i)e.o 

~+,(s) = 8~(s) = ~ ~ cosh sc ~-- senh  sc 

o o  
P 

U .  ( )( -t- - -  J ,  dsale -~ ~ s 

o 

e le (36') si r i ducono  al le  seguent i  

o 

2~J \  cz h=~ 
o 

A-  

~+n ~ .  oo~h ~ - -  ~ eo~ ~ .  ~el, h 8c) ds~+-=~ ], 

F.(~)  = 

OD 

i <o(+,on <.do. 
o 

la (52) porge,  per  il po tenz ia le  V del m a g n e t i s m o  indottq,  il va lore  

~-c(3 

¢[~u,A 
co / / - , . , - - I  s e n  a z  dz 

c o s  n O  - - o o  . . . . .  t -  g(~, O, z ) - -  2a'~'--~: E),o c",#J~ls~ja"(sa)sds , .# Xn(~)(s: + ~ ' )  • sen ~z. d~ 

o o 

 eno°-, o 

A- sen  n 0 )  . . . . . .  = : z - - : ~  • sen ~ , 
." ~,,,(~)(s' + ~ ) 
o 

.~] bene  in f ine r i l eva re  ehe~ se p ih  p a r t i e o l a r m e n t e  il eampo  i n d u c e n t e  

a m m e t t e  un  p iano  di s imme t r i a  pas san te  per  l ' a s s e  z e si eon ta  l ' a n o m a l i a  0 

÷ c o  -t-m 

- - O O  - - ~  

ghezza inf in i ta ,  essendo ora  

L a  ques t ione  ~ r ido t t a  cosi a d e t e r m i n a t e  le funz ioni  Ha{z), K,{~), me.  

d ian te  le p r ime  del le  equaz ion i  in tegra l i  (46) e {46'), eol le  sempl i f icaz ion i  ehe  

ora  eompetono.  

Nel le  s tesse condiz ioni  di emis immet r i a ,  se il c i l indro  d iven ta  di lun- 
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in un verso determinate,  a partire da questo piano (assunto come piano xz), 

ailora si aunul tano tutti  i termini in sen nO, (n J---1, 2, 3,...). 

Per tanto si avr~ ancora 

W,@, z) - -  O, g',,(s) = O, F d (  ) = O, Kn{a) -~ 0 ; 

~,,(s) = a.(s) = o ,  B.(p) = D . @  = o, 

e la questione si r iduee a determinare le sole funzioni H,~(a) mediante la 

prima delle equazioni integrali  (46). 

14. Un case part icolare no~evole si ha quando la sezione del cilindro 

sufficientemense piccolo da poterlo r i tenere un file e considerare il magne. 

tismo indotto come se fosse distribuito lunge i[ sue asse. 

Allora, ricordando le relazieni (26)~ (27), (28), (28') e (21), per a tendente 

a zero, si avr/~ 

o . ( s )  = c~.'(s) = o,  ~',,Is) = ~ . ' ( s )  = o,  

~.(8) = r . (8)  = o,  ~,,(8) = ~.(8) = o,  
e quindi 

A,,(,~) = ¢~(~) = o, 

I~ del magnetismo indot to / su l le  due cio~ saranno nulle le eomponenti l~, 
bnsi infinitesime del file. 

Se si osserva poi ehe alle componenti U~(~, z}, W~(9, 'z), del potenziale U 

si pub assegnare uno sviluppo della forma 

Ud~, z) ~--~.][ads)e sz A- b,(s)e-~]J,(s~)ds, 
0 

w.(e, z) =j[<:(s>~ + b,~'(s)e-**]J,{sp)ds, 
0 

si ric~va 
co 

0 

oo 

~ W  n F t 
~ -  = j [ a .  (s)e ~" + b.'(s)e-.~]J~'(s,o)sds. 

0 

Jo(s~) = --  J~(s~), 

Ma 

.4nnc~li di 3lctte~n~ticee, S e r i e  I V ,  T o m e  K X .  32 
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e qu ind i  

perc ib  r i su l ta  

l im , ] , ' ( sp}=O,  per  n = O ,  2, 3,... 
? ~ 0  

l im a~'tsp) : lira J0(s~} --  lira J,(s~! = i 1 1.  

a5~ i 0, per  n ==0, 2, 3, ... l im ~W,  __ t0,  pet' n : 0 ,  2, 3, ... 

~ o a ~  { ~ 0 ,  ~> n = l ,  ~ o  ~ t 4 = 0 ,  >> n = l .  

In  ques to  caso {per a ~ 0 ) , ' l e  funaioni  t*.(z, zl, btj(~, z), def ini te  dal le  (45) 

si annul lano ,  e se si s ieordano ancora  le (49') si o t t iene ora 

' z 2, 3,  4, ... H~(~) ~-~ Hn'(z) ---= 0, per  n = 0, 2, 3, ... Kn{z) ~ K,~ { ) == 0, per  n := 

H~(~) - -  2 (~t - -  1) 2r: j  \ c~ ]~=o sen ~z. dz, 
- - 0  

1 J_ 
H,'(~) = ~ (~-- 1) • )~.I \ ~ 5 = o e O S  ~z.&, 

- - 0  

C 

1 1 [[~W,~ 
K~(~) = ~ (~ - -1 ) .  ~ j  \-~-]p=o sen ~z. dz, 

- - e  

O 

1 1 1 ; 2 w 4  

Per tan to ,  in v i r th  del le  (36'), e pe r  il t eo rema  di reciprocit/~ di FOVRIER, 

si ha  
E,~(z) -~- O, per  n = 0, 2, 3, ... ; F,  jz) = 0, per  n = 2, 3, 4, ..., 

ed 

e l ' i n t ens i th  del la  magnet izzazione  lungo  il filo r i su l ta  

1(% ~) -~ E~(~) cos T 4- .__F~(~) sen % 

In quanto,  al potenzia le  V del  magne t i smo indotto esso non si pub otte- 

nere  senz ' a l t ro  dal le  fo rmule  (14), (15) e (16), inquantoch~ per  a - * 0  i secondi  

m e m b r i  di esse svaniscono.  
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Se per6 poniamo 

a ~ O  7 ~  ~ 

e'))z.o<e~ i--- l im V~<~ ~)z<-e - -  l im V,<_~ 
a ~ 0 "~t"f';t " 

si ot t iene fac i lmente  

6 ~ z >  c - - -  + sen Ole ~{-- ~-do=od~t, 

0 --0 --O 

(54) 4r:(l,--1)jJ,(s~)sds cos0 e ~ "; :%~d~+e" " ;~}d~ 
0 ~ 

q -  

_ ~ "~: ~ ~j" ~/ w ~  . j )  

c o  c 

gg ,<_c=- -7 ,~ ( I~  1 e~Jds~)sds cos ¢ \ e~ ]~=~ ° \ c~ /?=: ] 

0 - - c  - - c  

Res ta  cosi comple tamente  risolto il p roblema del la  magnet izzazione di 

un  filo re t t i l ineo di lunghezza  f in i ta  in presenza  di un  campo magnet ico  

quals ias i .  

15. Come appl ieazione del caso considerato  p receden temente  supponiamo 

che il campo magnet ico  inducen te  sia generato  da  un  dipolo di lunghezza  21 

e di momento  magnet ico  3/, posto pa ra l l e l amen te  alF asse del filo e simme- 

t r i camente  r ispet to al p iano z = 0. 

S e d  6 la dis tanza de l l ' a s se  del dipolo da l l ' a s se  del f i lo ,e  si ineomine ia  

a misu ra re  1' anoma l i a  0 a ]?attire dal piano dei due assi, si ha  

u(e, 0, z} = ~ V ( ~ _ a )  ~ +~.~ + d.~ _ 2d~ Cos 0 V(z q- l) ~ + ~ + d ~ --  2d~ cos 0 ' 

e sv i luppando in serie di FOURIER rispet to a O, ne l l ' i n t e rva l lo  (0, 2n), r i su l ta  

~rr 2 ~  

M ~ 1 ; dO 1 ~ ~ ; cos n0.d0 
U 

0 0 

2 g  ~7r 

1 { dO , 1 ~ 0 ;  cos nO.dO 
- - ~ n  C O S  ~?, - ~  . . . . .  

fnJV(z-t-lfq-e2+d~--2d~cosO ~1 JV(z+l)"-+f +d'---2d~ cos0 t" 
0 0 
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In  questo caso si ha  percib  

(55) = 
2~ 

k~ i + / [ 1 

iV(z-- l )  -~'-~ + d  - -2d~ cos0 
0 

( n = o ,  1, 2,...), 

z) = o, 
ore  si ~ posto 

P e r  ca lco lare  ora 

[ 

V(z÷l)~ + ~  +d~- -2d~  cos0] '  

i M  k.--~ ~9/' per  n---~O, 

, ~- ,  )> n - -  1, 2, 3~ .... 

f ae i lmen te  E~(~), osserviamo 

( n = : t ,  , ,  ') 3,...), 

che per  la fo rmula  di 
LIPSCttITZ,, gii~ r i co rda ta  nel  n. ° 4, r i sul ta  

27~ 9¢ 

~ (z-T-l) ~ , - 4 - ~ + d  ~ - 2 d ~ c o s 0  . 
o o 

ove negli  esponenzia l i  e ~s(z - l ) ,  e~S(z+l), va preso il segno super iore  rispet- 

~ivamente per  z > 1 e per  z > - - l ,  m e n t r e  va preso il segno infe r iore  

r i spe t t ivamente  per  z < I e per  z < -  I. Ne segue 
CO 

U~(~, z} = k@e~S(z - t )  - -  e ~s(z+l) ]J~{s~)J.(sd)ds, 
o 

~-~-~--- k e~S(z-z) - -  e-~S(~+l)]&'(sr))J~(sd)scls, 

o 

e per  quanto  si c~ g.ih osservato nel  n. ° p r eeeden te  si deduce  ehe 

l im = 0 ,  per  n - = O ,  2, 3,... 

O0 

l im 3U~ l ~[eW.S(Z_l) __ e.~S(Z+l)]j,(sd)sd8. 
~--;o  3~ ~ 2 , ]  ~ 

o 

Ricordando  ancora  la fo rmula  (~) 

P n + 2 (2qt'~ , n > 2' 

(~4) "Vedi SoN~I~  loc0 citato, p. :~5. 
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poichb 1[.~)-~ 2 - '  si ott iene 

{57) lira ~U~ __ Md  ! 1 1 t 
~ - - o  ~ - -  2t t[(z - -  ~)~ + d~]+- [~ + t) ~ + d~]:~/~ !' 

ehe si poteva anehe r ieavare d i re t tamente  dalla (55) per  n = L 
In virtfi della pr ima delle (53) si ha pereib 

E,(~) = (~t - -  1) M d i  1 1 t 
- s=~i  [(~ - 0 -~ + dV/: - 

e q u i n d i  

[(~ + l) ~ + a~]~/~ t' 

z(% ~) = E , (~) .  cos  % 

[nf ine per le (50} il potenziale sar~ espresso dalle relazioni 

c ~ 

--c 0 

~'~2+<¢ --= - -  4% II~ - -  1 ) ~ . / \  cp ff-~ : 

- - c  0 

-+i o. 
. , \O~lx=:  / , ' 

z 0 

c CO 

@=<_~ = - -  ~ (~ - t ) t  (~ ~ = o  d~/e-~(~-~)Jgs~)sds, cos 0, 
- - c  0 

eio~, appl ieando aneora la formula  (56)~ si ottiene per  ogni valore di z 

c 

~ = - ~  (~ - u . / [ - ~  )~=o [ (~_  ~)~ + ~ ]+ .  ~ cos 0, 

/ ove in tuogo di \ -~ / e=o  va messo il valore dato datla (57). 




