
Alcuni teoremi tauberiani  

per la trasformazione di Laplace C). 

Memoria di LuIGI A~EI¢IO (a l~oma). 

Sunto. - Sg i n d i c a n o  a lcun i  teoremi tauber ian i  re la t i v i  al  eomportamento  per  t - - . o ~  d i  u n a  

f unz ione  t ras formabi le  F(t)~ facendo un i camen te  delle ipotesi  su t l a  t r a s f o r m a t a  d i  LAPLACE 
f(p) di  tale funz ione .  

I teoremi d i m o s t r a t i  h a n n o  sopra t tu t t o  lo scopo di  dare  condiz ion i  su f f ic ien t i  perch~ 
ta F(t) t enda  a u n  l imi te  f ini to  per  t ~ oz, oppure +'esti l i m i t a t a  nel  t ra t to  0 ~ t ~ o~. 

~el la  teoria della trasformazione di LAPLACE numerosi  sono i teoremi 
tauberiani  (~) nei quali dalle proprietor della t rasformata 

(x) 

f(p) ==.f e-PtF(t)dt 
o 

si desumono aleune propriet~ relative al eomportamento per t ~ c ~  della 
funzione t rasformanda F(t). 

Negli enuneia~i eli tall teoremi molto spesso perb si suppone ehe la F(t) 
soddisfi a partieolari  eondizioni {ad es. sia non negativa, o sia non negativa 

e non deereseente,  oppure sia derivabile per t > O, continua nel punto t - - O  

e la derivata .abbia un eerto eomportamento per t > 0 eee.) e, a votte, pub 
essere poeo agevole verifieare se tali eondizioni sono soddisfatte. 

Ora in una vasta etasse di problemi, detti, dal P I c o ~  (2), di stabilitY, 
si vuol eonoseere se per  la soluzione F(t t risulti 

(1) lira F(t) = A 
t ~ o o  

finito, oppure, per 0 ~ t ~ cx~, 

(2} t F(t) l < M, 

con M costante positiva, e, in molti casi, si cerca di desumere se la F(t) sia 
stabile tenendo conto sollanto delle proprieth delia t rasformata f(p)~ proprieti~ 
che sono suffieienti~ almeno in via teorica, per r ieavare quelle della F(t), 
perchb la eorrispondenza tra i due campi funzionali costituiti dalle funzioni 

(*) Lavoro eseguito nel Real~ Istituto ~Naziona!e di Alta Matematica, 
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trasformabili  e datle lore trasformate 6 biunivoca (se si eonsiderano identiebe 

due funzioni F,(t) e F,(t) the  differiscano solo nei punti  di un insieme di 

misura nutla). 
In  questa Memoria sono dimostrati  alcuni teoremi tauberiani  relativi al 

comportamento per t ~ c , ~  della funzione F(t), con Io scope prineipale di dare 

condizioni sufficienti  perehb essa sia stabile, faeendo sulla F(/) le ipotesi, 

s t ret tamente necessarie~ di integrabil:it~ secondo LEBESGUE in ogni intervallo 

finite e di trasformabili th in un semipiano R ( p ) >  a, finite. Si b inoltre sup- 

posto ehe la t rasformata f(p) risulti anali t ica nel semipiano R ( p ) >  O, eib 

ehe manifes tamente  non lede la generalith. 
Quanto alia f(p), posto p ~ - u  + iv, si ~ dapprima considerate il case in 

cui il 
lira f{u -~- iv) 

esiste finite per quasi tutti  i valori di v e risulta una funzione f{iv) integra- 
bile secondo LE]3ES(~VE im ogni intervalto finite - - h  ~ v ~ h~ e soddisfacente 

a lla condiT, ione 
h 

lira ]l f (u + iv) - f( iv)  I dv  = O. 
u O+-J 

--h 

8i ~ posta questa eireostanza, uni ta  a varie ipotesi sul eomportamento 

delia f(iv t per v - ~ + _ ~ ,  in relazione col tendere di F{t} a 0, eseludendo al 
pifi, per la variabilit~ di t, una sueeessione di intervalti  aventi tutti  lun- 

ghezza eguale ed arbi t rar iamente  pieeola. 
Questi teoremi esteudono alla teoria della trasformazione di LAPLAG~ il 

not0 teorema di RIE~A~C~c-L~BESaUE nel quate si afferma ehe i eoefficienti 

di F o t T m ~  di una  funzione integrabile :+0 per n--+oo. 
In  essi ho fatto uso di una generalizzazione da me preeedentemente  ot- 

tenuta della formula  di inversione di RI~A~¢~¢. 
Si sono poi r icavate eondizioni suffieienti  pergh~ sia verif ieata la (1), 

con le stesse limitazioni per la variabilit~ di t introdotte per A =-= 0. 
Suceessivamente si ~ supposto e h e l a  f(p) sia funzione meromorfa  e pre- 

senti solo poli del primo ordine situati sul l 'asse immaginario del piano p (*). 
In  questo ease la teoria delle funzioni periodiche e quasi periodiche 

suggerisce dei teoremi relativi al comportamento di F(t) per t :+c~ .  Si sono 

{*) La considerazione della semplioissima funzione F ( t ) - ~ t %  con R ( c Q ~ - - 1 ,  Ia cui 
r(~ + 1) 

trasformata ~ ~ ~ mostra come la presenza di un lounto di infinite di ordine ~ 1 sulla 

retta di ¢onvergenza possa esctadere ta stabilith della 2'( t ) ,  
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potute cosi ottenere, tra l 'al tro,  un 'es tensione,  che n o n  mi eonsta sia stata 

ancora dimostrata, di un note teorema di YOUNG-HAUSDORFF sulle serie di 

FOUmER e delle condi~ioni suffieienti  perch~ sia verificata la (2). 

Si ~ poi aecennato a l  case in cui i poll della f (p)  appartengano al semi- 

piano R ( p ) ~ 0  e abbiano ordine non superiore a an  intero positive N e si 

sono combinati  i r isultati  cosi dedotti con quelli ottenttti nel l ' ipotesi  che 

la f(iv) sia integrabile secondo L]~BESGUE in ogni intervallo finite. 

Infine si ~ indicata una propriet~ relativa a una elasse di funzioni F(t) 

alia quale appartengono sicuramente le funzioni per cui vale la generalizza- 

zione, era ricordata, del teorema di YOU~G-H~USDORF]~ ~ e quelle soddisfaeenti  

alle condizioni (1) o (2). 
$ $ $  

1. Per .  quel che seguirh ~ opportune premettere la dimostrazione di al- 

euni lemmi. 

L E P T A  I. - Se ~(v) ~ una  funzione, re(~le o eomplessa, definita per  

- -  ~o < v < ~ e integrabile (*) in ogni intervallo finite e se, per u n  valore intero 

positivo o hullo n, si ha 
k 

(dove ~ ~ un  numero positivo) qualunque sia ~. > O, si ha anche 

- - ~ )  dv < e  

quatunque sia X > O. 

DIMOSTRAZlONE. -- Si ha 

k k 

1 " ~ 1 " 

--k 0 

2 { n + l ) [ ,  , ,  -- ~ - 4 ~  j ,~(v, + ~(-- v))(jz(z:-- v")'dz)dv 
0 v 

k z 

= + v)) (z v )"dv)d  
0 0 

k z 

{*) Intenderemo sempre nel senso eli LEBES~. 

, - t ~ l t ~  d$ tt~atemat4cc~, Ser l e  I V ,  Tome X ~ ,  ~ol 
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Siccome ~, per  z > O, 

II i~(v)(1 - -z: ! v~ t "dv 

1~ tesi r i su l ta  prova tm 

LEM~A II. - -  Se la sueeesstone di humer i  reali  {),. t soddisfa, per un  

valore ~ ~ 0 e un  valore A ~ O, alla condizione 

< A  

e se l a. t e una  successione di numer i  eomplessi tali che, per  un  valore m ~ 1, 

r isul t i  convergente la serie 

o o  

[a,, I 

atloro~, supposto v reale, la serie 

~ obne i)'~ v 
- - 0 ¢ 9  

converge in media  in  ogni intervallo finito a ~ v ~ b a una  funzione ~(v) in- 

tegrabile, insieme son l?(v)] l+m nell ' intervcdlo stesso (*). 

D~:OS~RA~mZ~E. - -  a) Pos to  

(3) 
r i su l ta  

(4) 

Ind icando  poi con ~N,R(V), per  N ~  R, la somma 

R 

N 

si r i cava  per  la (3) 
R 

(5) ¢?N, R(v) -= E .  a,~ei~'~ei~ ~ 
N 

R ~ (i~,,v)" 
__ ,~ ~bnein~v x~ r - 

N o r!  

~ V~ - -  ~ r  ,~,,~' Ctn e~e inky. 
o r !  N 

(*) P e r  m-~-1 il l emma ~ contenuto in:  N. WIESnR and C. P:LEY, Fox, t ier  t~ 'ansforms 

i n  the complex  d o m a i n ,  ~ Am. Math. Soc. Coil. Publ .  ,, Vol.  X I X  (1934), Cap. VI .  
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Ricord iamo ora  the ,  se c~(v) e 4>(v) sono due  funzioni  in tegrabi l i  nel l ' in-  

te rval lo  0 i--I 2= ~- ins ieme con !~(v) i ~+'~ e ~(v), ,/~+~, con ,m > 0., posto 

2~ 

0 

e ana logamen te  pet' O,(v), si ha la d i seguagl ianza  di F. R~ESZ 

(6)  I1 * + o, tt,. ~ II * t1., + 11 @ li.,. 
Si r icava  perc ib  dal le  (5) e (6) 

(7) 1t %,,. t1,,, ~ ~, ~'~ -,,-,,~ 

o ~ II '~ ~r, end° 
, N 

Suppos to  m >_ 1 si ha poi, pe r  un t eo rema  di YOUI~G-I:[AUSDORFF (~), 

2r: 

0 l/jR (~ ''+1)" 
0 

e quindi ,  per  le (4) e (7j, 

+ ' :  l < ~ , , I  . • 

Fissa to  ~ > O, e suppos to  i n ~  i, s iccome la ser ie  ~,. [ a,, t ~ ~ convergente ,  
--eX) 

si pub a l lora  determi~iare un  intero positivO P in modo che pel~ P ~ N ~ R  
e per  57 ~ 77 _~ - -  P r isul t i  

5Te segue,  per  il t eo rema  di FIsc~Eil~-RI~]sz, che le due  serie  

Oo - - I  

E;, a,,e~z~ ~, ~,, a.e~Z~ ~ 
0 --O0 
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convergono in media, 

quadrato integrabile. 
Anehe la serie 

nell' intervallo 0 '~--I 

CO 

{9) E,  a,,ei~.. + 

27~ 
~-,  a due funzioni g(v) e h.(v)a 

converger'~ allora in media, nello stesso intervallo a una funzione 

~{v) : g(v) --1- h(v). 

~7C 
b) Considerando ora l ' interval lo a l--In + ~- ,  si r icava 

e quindi, essendo 

R 

si ottiene, per la (8), 

~rr 

R 11+ 1\-, 

~ e  segue ehe la ~(v) ~ a quadrato integrabile in ogni tratto finito a t - lb ,  

e r isulta definita in media, hello stesso intervallo, da]la serie (9). 
c) Dimostriamo ora ehe la funzione l¢~(v) l 1+'~ ~ integrabile in 

2r: 
aJ--la+ T" 

Per  questo osserviamo che, a causa della convergenza in media, esiste 

una  suceessione di interi  positivi 

tali e h e l a  eorrispondente sueeessione 

2r~ 
converga alla q~(v) quasi ovunque in a E~-I a,-t- -~-. 

Se p ~ an  intero positi~¢o, posto vI q0(v)I '+"~ I~(v)I ~+~ in tutti i puuti  
27: 

di a I - / a  + ~- nei quali b 1 ¢~{v)I '+'~ ~ p ,  vl q~(v)I ~+m ~---p nei punti in cui 
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[>(v) l '+m > p ,  e ana logamente  per  le funzioni  ~-N:,N,, sarh quas i  ovunque  

lira i~l eP-N., y~(v)I l+~- - -  vt ?(v)t :t÷~ 

e quindi ,  per  il  teorema di ARZEL_k-LEBESGUE, 
2~ 2~ 

ii_+moo f~,t +_ x,,,, N.(v) t' +'~dv = ~fi°l +(v) ll+~dv. 

Essendo poi, per  la (10), 

27r 

si r ieava 

~ j ' l  ep_Ns ' ~V,,(~0) Ii-+mdv 

A co 1)m 
: { 2 ~ \  ~-~(*-+.,) ~ t  v ' 

t - :  ta'' 

27~ 

f ~ [2~\ ~O+m) A~[ e ° 2~ n t1+ ~) +u I ~(,~)t ~ +' 'd,, <- l ~ ) ~-oo l a,, 
($ 

e quindi ,  per  un  note teorema (~), la funzione I+(v)i ~+r~ r i su l ta  in tegrabi le  

2= 
ne l l ' i n t e rva l t o  a I--la + -~- e si ha 

o 
~7~ a +  -# 

Ne segue al lora  l ~ in tegrabi l i tg  di l~(v) I i+'* in ogni interval lo  f ini to al--I b. 

L E ~ ±  I I I .  - -  Se • ~ u n  intero positivo, se an sono dei humer i  com. 

plessi  e Xn dei h u m e r i  reali  con X_~ < X-z¢+l < ... < ),N si ha, per  m ~ 1, 

m 

m a x  lim 1 tl Y. o g~..t ] lq:mdt  N 
T~oo  a t /  --N 

0 

Se poi  d m == 1, r isul ta  

T 

. 1 .  . ( ~ 
h m  =- E,,a,,@.~ t d l - ~ E .  

T~oo T J _ N  -N 
atl 12° 
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D I M O S T R A Z l O ~ E .  - -  L a  funzione 

N 

--N,  

una funzione quasi periodiea di BoI-IR. 

Preso ~ > 0, esiste {~) allora un corrispondente insieme E di humeri  

reali  z (detti numer i  di traslazione) e un numero l ~  0 tale ehe ogni inter- 

vallo di lunghezza l contenga almeno un numero di E, per i quali r isulta 

p e r - - o ~ t ~ o ~ .  

Fissato s > 0, si dimostra (6) poi che i~ possibile p r e n d e r e  z in modo ehe 

per  tutt i  i corrispondenti  humeri  z si abbia, per - - _ N ~  n ~ N, 

I ),,z - -  2uk I ~ ~, 

dove k ~ un intero dipendente da z e da n. 
Supposto t ~ O ,  sia z~, %,..., z,.,.., una suecessione di numer i  di trasla- 

zione soddisfacente alla eondizione 

rl  ~ z,. <: (r -t- 1)l 

se ~ l ~ 1, e, se b l ~ 1, alla condizione 

r~l ~ % ~ (r + 1)~/ 

dove ~ ~ un numero positivo tale che sia ~ l ~  1. 
h 

5Ye segue che se supponiamo ~ ~ 2 ,  dove. h ~> 0 ~ la minore delle diffe- 

re~ze ~,~+~ ~0 . , , ,  helle diseguaglianze 

(12) I ) . , ,z , . -  2~:k,., ,, j ~ 

sar'~ k,.,, =]= k~, ,~ per n 4= m. 
1~ evidente poi che si pub supporre 

N 

(13} E,, l a .  I ~  1. 
- - N  

Si ha inoltre, per la diseguaglianza di RIESZ; 

114) ~z~. ?(t) i~+"dt r+-~ ~ (V:,.J/-N a,,e ]'+"at i~V'* 
o o 

. t ~ 1, 
1 " N +2~lr+., 

o 
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(15) 

0ra, per il teorema di YOUNG-ttAUSDORFF, essendo m ~ 1, rieaviamo 

~r 2r: 

, ), )' 
• ~+md t i~-~ ,, a,,e ~ ,~'~ t~+~dx  - -  E ,  a,,e ~2F'k+'' ~,. 1 =- 2-~ \ z , . ]  --N 

0 0 

]~ poi, per le (12) e (t3), 

7 r  

, a,,(dx= t -  e "~)  l ,+mdt  1#,,~ < ~. 

o 

Ne segue, per le (i4) e (15), 

27¢, 

(16) ~ ~(t)l'+~'d ~ _ <  I a,, + =. 

O 

Preso T 2 ~  siano %, e x,._~ i due numeri  di trasiazione per eui risulta 

Ricaviamo altora 
T 

(17) 

ed essendo 
0 0 

lim %' - -  t ,  

d a l e  (16) e (17) segue la tesi per ,m > t. 
Se ~ m - - - i ,  basin osservare che, per 1' eguaglianza di PARSEVAL, nella 

(15) vale il" segno - - .  In  tal caso del resto il lemma scende da un noto 

teorema sulle futmioni quasi periodiche di B o z m  

$ $ $  

2. Dimostreremo ora un primo gruppo di teoremi tauberiani  relativi al 

comportamento per . t ~ o c  di una funzione F(t)  nell ' ipotesi  che questa am- 

metta  nel semipiano R ( p ) >  ~, finito, la t rasformata di LAPLACE 

03 

f(p) =j'e-ptF(t) dt 
0 

(dove ~ p - =  u - t - i v ) ,  c h e l a  f ( p )  risulti analit ica nel semipiano R ( p ) >  0 e 

soddisfi in questo ad opportune condizioni. 
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TEOREMA I. - -  Se F(t) ~ Ul+a fui~zione, r e a l e  o complessa, d e l l a  v a r i a b i l e  

reale ~, trasformabile nel semipiano R(p)> ~, finito, e so la trasformata liP), 
analitica per R(p)> O, soddisfa alle seguenti condizioni 

a) per quasi tutti i valori finiti di v esiste fil~ito il 

lira f (u - t -  iv) 
u ~ o q -  

e risulta u na funzione f(iv) il~tegrabile secondo Lebesgue in ogni intervatlo 

finito, 
b) preso comunque h > 0 risulta 

h 

lim it f (u t- iv) - -  fliv) I dv =: O, 
u --+ O+ ,)  

--h 

c) esiste ul+ intero positivo m, u~ numero positivo k > o:, e ul+a st~cces. 

sione di valori 

GO'I'~ 

tall che il 

0 < k ~ < X .  2 < . . , < X .  < . . . ,  l i m ; % = o %  
q 4 ~ O 0  

esista finito e sia inoltre 

uniformemente rispetto 

valori di t 

lira f(u ± iX,,) 

l ira f(u ~--- iX,.) _ _  0 

a u, per O ~ u ~ k ;  allora si ha per quasi tutti i 

DDIOS~RAZIONE. " Essendo  m in te ro  posi t ivo  e k ) ~  si ha  (7) quas i  

ovunque, per 0 ~ t < oo, 
k+i)< 

Z --~- O0 
k--iZ 

dove l' integrale pub essere calcolato ;tungo ii segmento k -  iX i--ik + iX. 
Sar~ pereib anche 

k-t-iX+, 

1 ~t =P~\'d ,lst F(t)%'i+moo 2 ;/e r(s,)(1-+x,:) 
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P re so  poi ~, con 0 < s  %]~, e cons iderando il 

- -  ),,, G ,v G ),,,) si ha  
k - t - # , n  

~tf(p) 1 + d p  = d9)  i x , ,q  
/c--i), n 

--2:i/;'tf{p)(l+P~V'd 1 f''t (1 . m 

1 f  . .  
+ e " f ( p )  1 + Z...~) dp = I ,  + 1; + r~.  

z-~ i), n 

S i e c o m e  la f ( u  + iv)  ~ c o n t i n u a  in  tutt i  i p u n t i  

± i ) , , ,  I--I k _-k_ iX,,, r i su l ta  

. M / = p +  lira (I.~+/3) : ~tflp) 1 + *,, / 
o - - - ~  0 

k i2~ 
k ~ i ~  

+ + 5 ) ' + .  
i ) , n  

Si ha poi, per  le condizioni  a} e b), 

~n 

lira I ,  = ~vtf(iv) 1 --  v-=2 dv. 
. . . .  o ),,, ] 

Si r i eava  allora, per  le (18) e (19), 

1 e~Vtf(iv) t - -  dv + ~(t) = ~im 2~ ~ i  

- i ~  n k + i ? ,  n 

t ; e m f ( P ) ( 1 - t - ~ ) " d P  21~fePt f (P)(1 

da cui segae  la tesi, essend 9 

lira f (u  + iX,,){1 + (u ± i;.,,)~'~ 
, , ~ o o  - \ LT" ) - 

re t tangolo (~ ~ u < k, 

• ( u* ± 2iuk.~ m 

dei segment i  

un i fo rmemen te  per  0 ~ u ~ k. 

p~ \ m d  

, ~ o ~ t i  cli ~[c~te~t~c*tica, Serie IV, 9~omo NiX, 2"~ 



170 L. AM~alO: Alcu~i teoremi tauberiani per la trasformazione di Laplace 

3. Tenendo  conto del  t eo rema  I, se ]a funzione  t ip ) soddis fa  alte eoa- 

dizioni in esso r ichies te ,  noi po r remo sempre  

F ( O =  lira 1 ]e ,~ t f ( i v ) (1_  v ~  m 

nei punt i  t in cui tale l imite esiste  finito, F ( t ) = 0  negli  al tr i  punti .  

Dal  t eo rema  I si r i cavano  al lora i due  seguent i  t eoremi  tauber iani ,  il 

p r imo dei  qaa l i  ~, di immed ia t a  dimostrazione.  

TEOREMA II. - -  Se la funzione f(p) soddisfa alle condizioni del teoremct I 

e se per un dctto valore di t si ha 

--X 

(dove ~ ~ un  numero positivo) qualunque sia ~ ~ O, ~ anche per lo stesso t 

I n  ~varticolare se 

l im e~V~f(iv) 1---)~j  dv = 0 

uniformemente rispelto a ;, ~ O, risulla 

lira Fit} -~ O. 
t---~ ¢0 

TEORE~A I I [ .  - - S e  la funzione f(p) soddisfa alle eondizioni del teo. 

rema I,  e se per un  dato valore di ~ si ha 

1 i v t  • 

(dove a ~ un numero positivo) q ualunque sia ), ~ O, ~ anche per lo slesso t 

In  particolare se 

lira ]et~tf(iv)dv ~- O 

uniformemertte rispetto ~ ~, ~ O, risulta 

lira F(t) -~- O. 
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DIMOSTRAZIONE. - -  Bas ta  osservare  t he  se 

h 

I i 
- - t  

q u a l u n q u e  sia l > 0, 6 anohe,  per  ~1 l e m m a  I, 

), 

q u a h i n q u e  sia X > O. 

% s  

TEOaE~'IA. I V .  - -  Se 

rema I e se l' integrale 

4. D imos t r i amo  a lcuni  teoremi,  conseguenze  notevoli  del t eo rema  III .  

la. funzione f(p) soddisfa alle condizioni del 

esiste finito, si ha 

Oo 

.;/(iv)ldv 
- - 0 0  

lira ~ ( t )  = 0 .  

D I M O S T R A Z I O N E .  - - -  

v ~ bt e per  v ~_~;-- 1 ~ sia r i spe t t i vamen te  

F i ssa to  e > 0 si de te rmin i  b~ > 0 

v 

f l f(iv) t dv < 
1201 

j l f(iv) l dv < e. 
#1 

Suppos to  ), ~ 1~ si ha  poi, pe r  un  noto t eo rema  (8), 

--) .  

quando  sia t ~ T su f f i c i en temen te  grande.  

Pe r  X > ?., t ~ T, r i cav iamo al lora dal le  (20) e (21) 

/e~V'f(iv) dv I ~ fe~"f(iv) d" I +iX,r(i')' dv + f I  f(iv) f dv 

teo- 

in modo t he  per  

< 3e 

e qu ind i  il t eo rema  6 dimostra to .  
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T]~Ot~E~fA V. - -  Se la funzione f(p) soddisfa alle condizioni det leo. 
rema I e se esisle un numero a > 0 tale c h e l a  f(iv) sia a variazione li. 
mitata negli intervalli a l--I ~ ,  --c~z I - - I _  a, si ha 

l im F(t) = O. 
t ~ c o  

I)IMOSTBAZIONE. - -  Se ~ k ~ ~ r i su l ta  

(22) 

u n i f o r m e m e n t e  r i spe t to  a X. 

P e r  k > a  si ha  

k 

lira fe~'tf(iv)dv 
t ~ e e J  

= 0  

(23) 

k a k 

re'" tf ,iv)dv = je~vtf(iv)dv +j'e'Vtf(iv)dv 
--k --a a 

= [,  (t) + 4 ,  ~ (t) + L~, ~, t?) 

k 

q-.] e-':rtf( - iv)dv --" 

e, per  la (22), bas te rg  p r o r a t e  t h e  6 

(24) 

(25) 

u n i f o r m e m e n t e  r i spe t to  a k. 

Cons ide rando  

s iamo po r t e  

c o n  

lim T.,, ~(t) = 0 
~ 0 0  

l im [3, )~ (t) ~--- 0 
t ~ o o  

d a p p r i m a  l ' i n t eg r a l e  I2,~(t) osserv iamo ehe per  v ~ a  pos- 

f(iv) "-- f~(v) -1- ig,(v), 

f , ( v ) =  ~,(v) - ~,(v) 

dove le funzioni  %(v}, %(v), %(v), ~(v) sono non negat ive  e non ereseent i .  

Bas t e rg  perc ib  d imos t r a re  the ,  se ¢~(v) ~ una  funzione  non negat iva ,  non 

crescen~e, def in i ta  per  a ~ v. risulta, 

k 

(26) lim t e~t~(v)dv --  0 
t ~ c o  . !  

t t  

uni formemen~e  r i spet to  ~ k > a. 



L. A~tERIo: Alcuni teoremi tauberiani per ta trasformazione di Laplace 173 

Ora, so 6 t > O, si ha,, per  il seeondo teorema della media, 

E~ E~ 

' f c o s v t d v + i  f s e n  v t d v '  
= ~(a +1t  . t 

- -  - ~ - -  { sen ~ t  - -  sen at + / ( c o s  at - -  cos ~t) f 

con a _ ~ { ~ k ,  a _ ~ _ _ { ~ L  
~ e  segue, per  t > O, 

t27) 

e quindi  la (26) ~ provata. 
IE dimostrata'  pereib anche la (24). 
Considerando poi l ' in tegra le  

k 

£ ,  ~(t) = ] e-~*'t f( - iv)as 
£ ,  

a 

si dimostra,  procedendo in modo analogo, ta (25). 
I1 teorema ~ percib prorate .  
Se imponiamo ora alle ['(iv) delie condizioni particolari ,  relative all ' in- 

tervallo - - a l - - l a ,  ot, teniamo un  risultato pih preciso col seguente 
TEORE)~A YI. - -  Se lct funzione f(p) soddisfa a l l e  cond~zioni del teo- 

rema V e se nell ' intervallo - -  a I--, a risulta 

dove 

e lo~ funzione 
con ~ < 1 il 

per  t > ~, 

~(v) 
l'(iv) = I v -  b, ]~ ... t v  - -  b,, i~ ' 

- -  a < b, < b.~ < ... < b,. ~ a~ 0 ~ i < 1 ,  

c?(v) d a variazione limita.ta in  - - a ! - ) a ;  allora, indieato 
maggiore degli esponenti ~,h~..., ~t,,, e preso 8 > O, si ha, 

K~ 
IF(t)! < t*-e 

con K~ coslante posit iva d@endente da ~ ma  non da t. 

D I ~ I O S T R A Z I O : N E .  - - -  Per  un noto teorema (s) su l l 'o rd ine  di grandezza dei 
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coefficienti negli sviluppi in serie di FOURIER abbiamo, per t ~ 8, 

j e '~ t f ( i v )dv  < t~_~ 
- C b  

dove f t ~  una costante positiva dipendente da ~ ma non da t. 

Dalla (27) si deduce allora la test. 

I1 teorema ora dimostrat.o pub essere utile in molti cast che si pre- 

sentano in pratica, come pub verificarsi  applicandolo a numerose trasfor- 

mate contenute nel gi~ citato libro di G. DOETSC~ (p. 401, 403). Ad es., 
1 

se consideriamo, per v ~ -  2, la funzione di BESSEL J,fl), si ha, per R [ p ) >  0, 

0 V (1 
1 

e quindi, supposto v < ~ ,  t ~ ~ > 0, si r icava la nora diseguaglianza 

J&(f') i < Ks,,~ 
1 

con K~,~ costante positiva opportuna. 
Nen t re  nei preeedenti  teoremi si danno eondizioni per cui sia verificata 

la (1) per A-----0, nei due seguenti  teoremi sono contenute eondizioni sufficienti 

perchb avvenga 1o stesso fatto, eseludendo perb, per la variabilit~ di t, una 

successione di intervalli  tutt.i di lunghezza eguale ed arbitrariamen~e piccola. 
TEo:amIA VII. - -  Se  lot funz ione  f(p} sodd i s fa  alle condizioni  del leo-, 

r e m a  I ed 
f(iv) --~ g(v)~(v), 

dove la g(v) 8 l imi ta ta  ne l l ' in terval lo  - -  a < v < a, a var iaz ione l imi la ta  

in  a i--l o o, ~ o o 1 - - 1 -  a, e t~(~e) ~ f unz ione  periodica,  di periodo ~, integrabile 
7: 

i n  ogni interval lo finito, preso ~, con 0 < ~ < - ,  r i su l ta  

lim Fit)  = 0 
t ~  0o 

purch8  la variabile t, nel crescere indef ini tamente,  si man tenga  eslerna agli 

in lerval l i  2nrc a l--I 2 n r : +  c, con n intero positivo. 
P 

D I 2 ~ f O S T R A Z I O N E .  - -  P o s t o  
), 

1,(0 =j' ' 7(iv)dv 
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si ha per  ) , ~ a  

128) lira 5(1) : 0 
t ~ C O  

un i fo rmemen te .  

S u p p o s t o  I > a r i eav iamo 

ct )~ 

.~<,, =/;,o,r(,.t~,~ +j~,=+!~).<+<,v 
= s,(t)  +/ , , ,~ . (t)  + s~, ~.(t) 

ed ~, per  la (28), 
lira Idt} = 0 

t - ÷  Co 

P e r  d imos t ra re  poi ehe si ha  

(29} lim I~, ).(t) = 0 
t ----~ O0 

(30) lira 13, ~(t) = 0 
t ~ 0 9  

k 

-I-f e-~t+( - v)g(-- v)dv 

un i fo rmemen te  r ispet to  a X, baster'~ suppor re  ehe le funzioni  +(v), q~(--v b 
g(v), g(--v), siano real i  e che le g(v), g(--v) siano non nega t ive  e non cre- 

scent i  nell '  in terval lo  a r--t ec. 

Si ha allora, pe r  il seeondo teorema della  media,  
?, ), 

G 

= g(a +)l  ~(t) +/H(~) }, 

0ra ,  se k ~ il pifi g rande  intero non negat ivo  per  eui  r isul t i  k~ + a_<_ ~ ,  
• 2m: 

abb iamo per  t =~= - ~ - ,  con l, = 0, 1, 2, ..., 

k=+l<,v + . . .  i, 
a ~o + (k--])p a-t-b? 

= R l (l + e~.~t + ... -t-- e~{l~-l).~t) /e~Vt,(v)dv l + l~ i eilcpt/eivt~b(v)dv ! 
Cb 

_ _  6 ik f  "t [a-i~ ~ ~i--k? 

:1 f ! "  
G ( t  
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  i . . . . . . . . . . . .  

Essendo ~ -  l~a ~ a + p ,  l ' u l t imo  t e rmine  della, (32)- -0  u n i f o r m e m e n t e  

ri~petto a k; quanto  al primo,  preso ~, con 0 ~ ~ < -~, e supposto clue la va- 

2n~: 2n~z 
r iabi le  l ~  res tando es te rna  agli in terval l i  - - - -  ~I--I .__  + ~, si r icava  

O 

1 1 - + +  I < - -  sen  ~--~ 
2 

e quindi ,  s jceome 

t ~ c ~ j  
Cb 

e s iccome per  la H(t) pub r ipeters i  quan to  i~ stato fatto per  la G(t), dalla  (31) 

segue la (29). 

In  modo analogo si d imos t ra  la (30). 

TEO;gE)I~ VII I .  - -  Se la funz ione  f(p} soddis fa  alle condiz ioni  del leo. 

rema I ed 

f(iv) = g(v)+(v), 

CO~t 
0 3  

- - C O  

c~ 1 {_ ml__ 
dove lct serie E .  ) a .  I converge per  u n  vcdore m ~ 1 e la sucoessione 

- - 0 0  

n u ~ e r i  real i  I )~. t soddis[a, per  ~tn valore ~ ~ O, al la condizione 

k,,+~ - -  k,, ~ 8 > O, 

di 

e se inoltre, per  u n  valore a ~ O, , l a  g(v) r i su l ta  a var iaz ione  l imi ta ta  negli  

interval l i  a J--I c<~, - -  c~ i--i - -  a, e lot t g(v) t 1+ ~ ~ integrabile in  - -  a I--I a; allora, 

preso ~, con 0 ~ ~ ~ ~ , si ha  

lira F(t) ~ O, 

p~rch~ lit variabile t ~ c ~  mantenendos i  esterna agli in terval l i  ' ~  - -  ~ I--I ~ + ~. 

DI~os~aAZlOZ~E. - -  P e r  il l e m m a  I I  (*) la ser ie  
G O  

133) ~v a,~e-i~+,~ 

(*) Agg iungendo  e-centualmente alla serie (33) dei t e rmin i  c~',# i~''~v, con ate,---~ 0, si pub 
r ieavare  dalla successione Ik+~} una  successione I ~ [  sodclisfacente alia condizione richlesta 
nel  l emma I I ,  



L. AMERIO: Alcuni teoremi tauberiani per la trasformazione di Laplace 177 

converge  in med ia  in ogni in terval lo  finito al la funzione +(v) e inol t re  la 
[~(v} i ~+'~ ~ in tegrabi le  in tale intervallo.  

S iecome la Ig(v)11+~ ~ in tegrabi le  in - -  al--la, si r icava,  per  ia d i s egua  

gl ianza di SCHWARZ-H(JLD:ER, 

~ ~ ~ l~+~dv}~ ~ f l f(iv) ] dv ~ ( ; ,  g(v)] +~dv)~-4~(f I +(i;) 

e quindi  f(iv) b funzione in tegrabi le  ne l l ' i n t e rva l lo  - - a t - - t  a. 
Posto al lora  

7. 

~(t) =.]~i~7(iv)dv 

sarh, per  k < a, 

(34) 

u n i f o r m e m e n t e  r ispet to  a ).. 

P e r  k .> a abbiamo poi 

(35) 

l im I)~(t) - -  0 

a ), 

I)~( t) --~ f eiVt f (iv)dv -4-f eivtf (iv)dv 

= l~(t) + 12, ~,(t) +/.3,  ~(t) 

ed b, per  la (34) , 

t im Ii (t) - -  O. 
t ~ o O  

+ fe-~Vtf( - iv)dr 
t~ 

8 
Resta  da provare  che, preso z, con 0 < z < ~, r i su l ta  

(36) lira [~, ~(t) ---- 0 

(37) l im 13, )~(t) ~ 0 

u n i f o r m e m e n t e  r ispet to a )~, purch~ la 
in terval l i  )~. - -  G I--I )~,, + z. 

Cons iderando I~,).(t), e suppos ta  la 
r i eav iamo 

( 3 s )  = 
. 2  

= e~,(t) + H~(t) 

var iabi le  t~cx~ e s t e rnamen te  agli 

g(v) non c rescente  e non  negat iva,  

+jg(v)z (~i'~'+(v))~v 

An~c~i di Matemc~tiea, S e r i e  I W ,  T o m o  X X .  23 
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ed 6, per il seeondo teorema della media, 

j •  

/) t+(at)))dv 
t ]  

con a ~ ) , .  
Siccome poi, per la eonvergenza in 

termine a termine, otteniamo, per t :4: ~ , ,  

media, Ia serie (33) 

(39) 

6 integrabile 

oo 
0ra  la se r i e  E,, [a,, I ~ 6 

~OO 

ei~(t-~.~)  _ e ia( t - )~  n) 

i(t - -  ~.) 

convergente e quindi, fissato s > 0 si pub de- 

terminare N >  0 in modo the  per R ~.  N risulti 

R 
~ n  0~nl  ~ ~ $ 2  
N 

- - N  
2 .  a . ( " < ~  ~. 

- - R  

Supposta pot la variabile t esterna agli intervalli  k . -  z t - f ~ .  + v, si 

ottiene, per la diseguaglianza di SCHW_XRZ-HtiLDER, 

t 

4 1  "" i ~  t", (40) N~"[i-- X,,I . " ¢---~,,)~ < 

t 
1 2 ~  

\ 1 (r~) + oV 

perch6 se, per un dato valore di t, ;~ e f~ + 1 sono due interi  per cui risulti 

si ha, per n , - - ~  q - 1  + r, oon r intero positivo 

t t -  ) . . t ' .>r~  

e, per n ~ , ~ -  r, con r intero positivo, 

s i  ha analogamente 
l 

(41) E~ ~ .  2 + 
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e quindi, siceome 6 

lira ~,, a,, ---~ O, 
t - . ~  - N  i ( t  - -  ),,,) 

t79 

per  le (38), (39), (40), (41) si deduce la (36). 

Allo stesso modo si dimostra la (37). 

T~OR:~MA IX. - -  Se la funzione F(t) d trasformabile nel semipiano 
R ( p ) >  ~, finito, e se esiste u n  numero e > O tale the la f ( p - - c )  risult i  
analitica nel semipiano R ( p ) >  0 e soddisfi, in  R ( p ) >  0, alle co~'~dizioni del 
teorema I, con un  valore positivo k > ~ + c, e alle condizioni d i  uno dei teo. 
remi I[, I IL  IV, V, VI, VII,  VIII ,  allora risulta 

lim eCt_V(t) = 0 
t ,---+- ¢o  

escludendo al p i g  per la variabilit&~ di t, gli intervalli  considerati nei leo. 

remi VII  e VIII .  

D I M O S T R A Z I O N E .  - -  Basta osservare che 6 

'30 

f (p --  e) ----- ] e-~tect F(t}dt. 
, /  

0 

O S S E R V A Z I O S T E .  - -  Nei teoremi precedcnti  si 6 posta in relazione l ' inte.  

grabiliii~ delia f(iv) sul l 'asse  immaginario del piano p, oltre ad alcune ipotesi 

sul comportamento della f(iv) per v .... + c %  col tendere a zero della F(tj 
per t ~ ,  escludendo al pifi, per  la variabiliti~ di t, una opportuna sucees- 

sione di intervalli. 

Indichiamo ora un esempio di funzione F(t), per la quale risulta 

lim F(t) - -  0 
t ~ c o  

mentre la corrispondente f(p) non 6 integrabile in 0gni tratto finito del- 

F asse immaginario. 
1 

Sia infatti F(t)-----O per 0 ~ t < ~ , ~  F ( t ) = ~ - ~  per t ~ 2 .  

L' integrale 
OO oo 

converge manifestamente nel semipiano u > 0 e la retta u ~ 0 ne 6 la retta 
di convergenza. 

Pres i  due numeri  ~ e h, con 0 < ~ < h ,  consideriamo la striscia 

S(z  ~ v ~ h, O ~  u) e dimostriamo c h e l a  f(p) 6 continua in tutti i punti  di S. 
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Yissato infatti ~ > 0  e supposto p in S e 2 ~ t ~ t ~ ,  si ha per il se- 
condo teorema della media 

t~ t8 

vt dt 2 I " e - ~  ~ e----'~t' cos  l/loi~ co~ ~tet = log t, ~ log t~ 
tl t~ 

- -  .< ~ ( t ~ l a ~ t  ~) 

se t i ~ suffieientemente grande. 
Allo stesso modo si dimostra l 'uniforme 

1' integrale 

]o(g-t sen v t  d t  

2 

e quindi la tesi. 
Posto allora 

c~ 

_ _ r e  - l v t  
f ( i v ) - -  j 1-~t- dt 

0 

convergenza, per p in S, del- 

= +,(v) - i%(v) 

dimostriamo che l'integrale 
h [4 

j ~(v)dv 

(il quale esiste finito per la continuit~ di .%(v) in ~ l - h )  ~ - t - ~  per ~ - ~ 0 .  

h 
Si ha infatti 

09 

_ [ ( / ~ e .  +t at)dv 
- - J \ j  log t 

oo h 

It a 

potendosi invertire, per 1' uniforme convergenza, F ordine delle integrazioni. 

5~e segue 
h 

; . ~ ( v ) d v _ . . l  ~ c o s  ~ [ - - c o s  ]?:[ d ~  
jT j t log t 

a 2 

e, tenendo conto del secondo teorema della media, si ricava che i due integrali 

esistono finiti. 

f eos ~t ['eos ht 
~ at, j ~ o ~  at 

2 2 
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(4~) 

Per  dimostrare 1~ tesi baster~ allora prorate  che risulta 

oo 

, .  / ' c o s  ~t 

2 

{43) 

ed ~ 

(44) 

(~5) 

{46) 

7~ 
Ora, per ~ ,  si ha 

oo 

f cos at 
~o~ 

2 
f cos ~t /'cos c:t /'cos ~t dt 

CE) 

I F c o s  crt 

T~ 

25 

Siccome F integrale 

"~ T; 

t t o g / ~ 2 ~  t l o g l  
fl fi 

77 

f cos at ~ > o  

3 ~  5~r 

i fcos  at (cos  at I 
= i j ~  d~ +J tT~-~ t +...  j < 

3 ~  3"~ 

{ [ c o s a t d t  < f t - t  --- log 3. 
< jJtTgt . 

77 "ff 

oo 

t log t 
2 

divergente, per le (43), (44), (45), (46), la (42) risulta provata. 

4. TEORE~IA X. - -  Se risulta, per R ( p ) ~  ~, 

f(p) -=je-PtF(t)dt 
0 
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e i~wltre 

A 
f (Pt  = . . . .  + h(p), 

P 

dove A ~ una  costante complessa e la funzione h(p) soddisfa alle condizioni 

del teorema I, e alle eondizioni di uno dei teoremi II, III ,  IV, V, VI, V,II, VIII,  

si ha 

lim F(t) ~--- A 

eseludendo, al piit, per la variabitit~ di t, gli  intervalli considerali nei leo. 

remi VII  e VIII .  
D I M O S T R A Z I O N E .  - Basta osservare che, posto 

si ha 

e inoltre 

F,(t) = F(t) - A, 

(3O 

h(p) = j  +-~F~(t)dt 
o 

l im F~( t )=  0 
t ---+- (30 

con le limitazioni gi~, indicate per la variabilith di t. 

5. Applicheremo ora i risultati  ottenuti  per determinare  il comportamento 
per t ~  di una funzione F(t, x,) ehe risolve un problema d'i propagazione 

studiaito nel l ' I s t i tu to  Nazionale per le Appiicazioni del Caleolo (~). 

Si ha in tal easo, per p >  0, 0 < x  ~_% 1, R ( p ) >  O, 

Sh Vp(t x) 
f(p, x ) =  

pip Sh V~ + ~V~ Ch Vp] 
OD 

=-= [e-ptF(t, x)dt 

e dimostreremo che risulta, per un opportuno valore ~ > 0, 

t P 

Per  questo comineiamo con l 'osservare  c h e l a  funzione 
_2 

Vp Sh V )  -t- ~ Ch Vp 

b una traseendente intera. Siccome poi si dimostra (~) ehe l 'equazione 

z S h z  + ~ Chz  = O  
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ha  solo radici  immaginar ie ,  ne segue ehe l ' equaz ione  

Vp s h  V )  + ~ c h  V~ = o 
!aa~ solo radiei  negat ive .  

Sin c~ la radiee di min imo modulo  e p rend iamo c, con 0 < c < -- c~. 

Osserviamo poi e h e l a  funzione 

s h  Vi;(i - x) 1 - x 
h(p, x) p[p Sh \//) + p V} Oh \ / ) ]  ~P 

ana l i t ica  in tut t i  i punt i  del semipiano R ( p ) ~ -  c e, preso a ~ O, si ha 

p e r  t vi  ~ a 
i M 

dove M ~ una  costante  posi t iva d ipenden te  da a. 

Ne segue e h e l a  h(iv--c ,~)  ~ ~ varia~ione limitata, negl i  in te rva l l i  

a I--I oc, - -  oo I--I _ a. Lo 6 poi anehe in - -  a I--I a per  1' anal i t ic i th .  

Posto a l lora  
o o  

hip, ~) ~]e-~tF,(t ,  x)dt 
J 

0 

si ricava, per  i teoremi V[  e IX, 

da eui la, tesi. 

lira eCtF~(t, ~c) = 0 
t - - ~  O0 

$ $ $  

6. S tud ie remo ora il easo in cui la funz ione  f (p)sin meromorfa  e preci .  

samente  eominceremo facendo t ' ipo tes i  c h e l a  f(p) abbia solo poll del primo 

ordine disposti  sull '  asse immaginar io  del piano p = u  + iv. 
Ora se la f(p} pub porsi ne l la  fo rma  

o o  

dove le a,~ sono costant i  complesse tall  c h e l a  se~'ie E,~ ]a  M [ r isul t i  convergente  

e i )~ sono humer i  reali,  si ha, per  R(p)>  O, 
(3O 

f(p) = f e-~tF(t) dt 
0 

c o n  

,--(YO 
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La F(t) ~. allora una  fanzione quasi  periodica di BORR e vale per  essa 
1' eguaglianza di PARSEVAL (~a) 

T fi co I" 
(47) l im 1 F(t) I~dt = E~ l a,, 

o 

Si ha inoltre 

i f ( t )  l l a,, !. 
- - C O  

Questa e la (47) possono considerarsi  come dei teoremi tauber iani  e eerche- 
GO 

remo eli generalizzarli  considerando il ease in eui la serie E,~ l a,~l sia divergente.  
- - 0 0  

Per  questo cominciamo col p remet te re  il seguente  
GO 

TEORE)a:A XI. - -  Se la serie E~ [a~ 12 ~ convergente e se la su~cessio~.~e di 
- - o o  

numeri  reali { ~. I soddisfa, per un valore ~ > 0 e per un valore £ > O, alla 
condizione 

la serie I ~,~ - -  n~ [ ~ A, 

- p - -  i ) ~ i  

O~ assolutamente e uniformemente convergente in og~,i eampo finite C del 
piano p, do~l quale siano eselusi co,~+ degli intort, i gli eventuali punl i  i)~,, e 

la sua somma f(p) ~ la trasformata di Laplace di una funzione F(t) definita 
in  media, in ogni inlervallo 0 ~ t ~ T, dalla serie 

c o  

- - 0 0  

DI~cfOSTRAZm:gE. --  Sia h > 0 e =~= ).,, un numero  tale the  il eampo C, 
supposto chiuso, r isutt i  inferno alla circonferenza 7 col eentro in p - - ~ 0  e 
raggio A. Se N ~ u n  intero positivo tale che per  I n l ~ 2 ¢ "  i punt i  i).,, ri- 
sultino esterni  a y, r icaviamo, supposto p in C e l n  l~_.~r, 

: i ) , , ,  ~ 2  la'* q - l P  -;-/)v,,l -~ ~ l a"12-t- (I x, l - - X ~  

~o co 1 
da cui, per  Ia eonvergenza eli Y~,~Ia,, e di 5 ( I  

A) ~' - - o 0  

la serie 

- g P  - -  i),,~ 

si r icava che 
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converge  a s so lu tamen te  e u n i f o r m e m e n t e  nel  campo C, dal quale  siano 

esclusi  con degli  in torni  gli even tua l i  punt i  i?,,~. 

[nd icando  con f(p) la sorama del la  (48) e o s se rwmdo  ehe, per  il l e m m a  II,  

la serie  
.co 

- - o o  

converge  in media  in ogni in terval lo  0[--I T a una  funzione  F(t}, r i cav iamo 

T 
oo i -- e--(P--i~) T 

(49) e-~tF(t)dt = ~ a+~ 
-co p - -  i),,~ 

0 

oo ,,,i p l k n T  

= f(p) -- e-P  T E+~ Z~°~-~ .  
- - ~  2:" - -  n 

Suppos to  R ( p ) >  O, per  la convergenza  asso lu ta  del la  serie  (48~, l ' u l t imo  

te rmine  del la  (49) ~ 0 ,  quando  T-~o% e pere ib  il t eo rema  ~ dimostra to .  

1 

7. TEOREMA XlI. - Se per un  vatore m ~ 1 la serie ~ Jan l con. 

verge e se la sueeessione di humeri  reali l Xn I soddisfc~ alia eondizione 

si ha 

e inoltre, per T~ ~ T.2, 

dove 

oo 

F(t) c,z E,, a,d~.~ t 
--OO 

T~ 

f i F(t) I,+ at < 
T~ 

K(T~ -- T,) + H 

A ~ 1 \ m  

\ - I  
2= 

H = y K .  

DI~OSTRaZlO~E. - -  ]~ immed ia t a  conseguenza  del l emma U e. del la  (11). 

Dal  ~eorema era  d imos t ra to  si r i eava  

T 

max  lira F(t) [~+mdt 
T ~  

i 1 \ m  

F ) 
A ~ z a ~ $  d$  ~ a d ~ e m a . t i e a ,  ~ e r i e  I V ,  ~fomo ~ X .  9~4 
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ma un  risul~ato piit preciso pub ot teners i  median te  una genera l izzazione di 

un noto teorgma di YOUNG-HAUSDORFP ("t sulle serie di FOURIEm 

Si ha  infa++ti il 
TEOREMA X[II .  - -  Se le suocessioni { a ,  I e { X~, 1 soddisfa~w alle eondi.  

zio~+i del teorema XII ,  si ha; per  m ~ 1, 

"T 

! m ~ x  m, ,  /I F(t~l  _ l a+, +,_+~ . '~ ' j  ~ +  I l~  
/ 

0 

iS? poi  + m = 1 vale l ' u g u a g l i a n z a  di  Parseva l  

T 

l im 1 t / F ( t }  [~dt-= E~++ t a,+ IL 

0 

Di+1os+~tAZlO~X~+ - Pe r  m = t il teorema + nolo. Supposto  al lora m ~ 1 

e preso e > 0 si de te rmin i  N in modo che r i su l t i  

(50) 
\ N  

Si ponga inol t re  

1)+( 
+l~-+l ~+~ l +  ¢++< 

24 

t+N(t~ - -  Y+~+ a++e+~ t , 
- - N  

O0 
i) t ~v( t )  ~ ~+, (a+,e+~+ ~ + a _ + e  ..... ). 

N 

Si r ieava allora, per  la d i seguagl ianza  di RIESz, supposto T ~ 1, 

T 
1 

i-t-- m 1 ~  

0 
I '  T 

, ( 1 /  
++)++ o ++ 

T 
+ 1 

0 

per il t eorema X I I  e per la (50}. 
L a  tesi r i su l ta  pereib provata  per  il t e m m a  I I I .  
Osserviamo ora ehe, a eausa  delia+ eonvergenza  in media  di 

C)O 

- -CO 
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verso Ia funzione Fit), quos~a risulta definita a meno dei punti  di un insieme 

di Inisura nuila. 

So convoniamo di por te  in tali punti  F ( t ) ~  0 possiamo dimostrare i due 

seguenti teoremi di s~abilit~. 

TEO~EM~ X I V . -  Se le successioni  i a .  l e t ) . ,  t soddis fano  alle condi- 

z ioni  del teorema XIII~ la f unz ione  

O5 
F(t)  c'~ E~ a ~ e ~  t 

--O5 

l i m i t a t a  nel l '  i n t e r w d l o  O ~ t  ~ ,  se sono egualmente  l imi ta te  le f u n z i o n i  

2n 
periodiche,  di  per iodo ~ - ,  

N 
r~in~t 

--N 

dove ~ k ~ O, 1, ... : r --~ O, 1, ... ; ~ --~ O, 1~ ..., e inol tre  

DIZ~OS~nAZlONE. - -  Per  0 ~.  t < c,z si ha per ipotesi 

dove M ~ una opportuna costante po'siiiva indipendente da N. k. r. 

Posto poi 
N 

F~(t) = .~,~ a.e~,, ~ 
- - N  

2l~n 2(k +- 1)r: 
ricaviamo, per ~ - ~  t ~  ~ , 

No segue 

N 2k~ 2k~z 
Fx( t )  -= -,~ a ,e  e , e ins[t- --~) 

--N 
( N 

~- Y~n Vbu, ~gzuSte \ s ] 
--N 

N {i~';')~'{t--2--k~n-) " 
--'~ ~n  an, k ein~t ~ r  

--N o \ '  

0 q~!\ " ~ )  ~N,k,r(t) ,  
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Siccome poi esis te  una  success ione  di interi  posi t ivi  N~, N~,. . . ,  Nq,. . . ,  

2kr~ . 2(k + 1)r: 
tal i  t h e  s, ia quas i  ovunque ,  per  - g - < ~  " ~ , 

lira F~q(t) = F(t) 

il t eo rema  ~ dimostra to .  

TEOt~EMA XV. - -  S e ,  per u n  valore ~ > O, risulta 

l im t --- n~ ---- 0, 

e se, post:o 

le serie 

oo ¢0 t 1 + 1  < I ~ . P  +'*, < l < ,  
- - O O  - - 0 O  

80nvewono pe,Y" u.;~ vo~lore m ~ ' 1 ;  allorct condizione neeessaria e sufficiente 

perch,~ la F(t) sia limitala ~ che siano ugualmenle limitate le funzioni  perio- 
2r~ 

diche, di periodo - - ,  

c o  

+h(t) ~ Y,, a., ke i'~e, 
- -  ( Y O  

~ 0 ~  
i~ 9kr~ 

"7¢ - 

C~n, ls ~ g n e  a . 

Di~ios~uaalO~CE" - -  La  condizione ~ necessar ia .  Sia infatti ,  per  0 < t  < oo~ 

con M cos tante  posi t iva.  
2kr: 

S iccome r isul ta ,  pe r  - ~  t_<_ 

- -N  

IF(O) <-- m 

2(k + i)= 
8 

e or, l)  
~9~ N 

< - -  Y,,,]<,~.I 

ed b, pe r  la d i seguag l ianza  di SCttWARZ-H(iLD:E1L 

- -  ; ' d  g z  ~ [ q a  

si r icava  

- -  _ e a %  - 7- ) )  

L a  condiz ione ~ suff ie iente .  Se infat t i  si ha  

~ M + B .  

I,+~(t) t -<  D, 
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dove D 6 una eostante positiva indipendente da k, si ottiene anehe 

] F ( t j [ ~ D + B .  

8. Se le sueeessioni t a,~ I e { k~ } soddisfano alle eondizioni de! teorema XII,  

pasta 
co 

- -  i k , ~  

co 

= fe-~tFo(t) dt 
0 

si r ieava 
co ~ 

( -  l y  f0,(p) = 
r ! _ c o  ( p  - -  i ) , , , ) " +  

oo 

= fe- tt,'Fo(t)at. 
0 

Si ottiene di qui un criteria per lo studio del comportamento di F(t) 
per  t ~ c c  nel l ' ipotesi  ehe sia 

co N 

f(pl = z,, a.,,  

1 
co N 1 + , 7  ~ 

dove N ~ un intero positive, la serie v v ",, "~ I a-, ,, t converge per un valore 
--co 1 

m ~ 1 e per la suceessione {)~,~ ! vaIgono le eondizioni del teorema XII.  

Quanta precede pub pal generalizT,.arsi al ease in eni i poll della f(p) 
siano situati nel semipiano R { p ) ~  O. Qnesto av.viene ad es. in problemi sulla, 

propagazione del calore, nei quali i poli' sane sul semiasse p ~ 0 (~5), mentre tra- 

sformate di LAPLACE meromorfe e aventi soltanto poll situati sul l 'asse  im- 

maginario de! piano p si presentano in problemi relativi alia teoria dei 

cireuiti  elettrici, quando non si abbiano dissipazioni di energia (~6). 

Sane infine evidenti gli enuneiati  dei teoremi che si possono ottenere 

combinando i risultati  dei n. i 6, 7 con quel]i dei n. i 3, 4. 

9. Indiehiamo era una propriet~ relativa alle funzioni F{t), definite nel- 

l' intervallo 0 ~ t < eo e soddisfaeenti, per  0 <_ T~ _<_ T 2 e per  un valore ~ > 0, 
alla condizione 

'1 ~(t)II-r~dt < K ( T  2 - -  T j  + H 
T, 

con K e H costanti positive. 
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In  particolare tale propriet~ vale per  le funzioni considerate nel teo- 

rema XII, e per quelle the  verifieano ta (t), oppure la (7). 

TEORE)IA XVI. - -  Se l a f u n z i o n e  F(t), def in i ta  per  0 ~ t ~ c~ ~ integra- 

bile in ogni intervallo finito ins ieme con IF(t)i t+~, per  u n  valore ~ > O. e se 

esistono due costanti  posi t ive K e H tali che r isul t i ,  per  0 ~ T,  < T2, 

T2 

j lF(t)  i~+~dt < K ( T ,  - -  T,) -t- H 

al lora  la }~(t) ~ t ras formabi le  uel semip iano  R(p} > 0 e, se p = iv0 ~ u n  pun lo  

di anal i t ic i t~  della f(p), si ha 
T 

T ~ c o  ~ t j  
0 

DIMOSTRAZIOXE. - -  Posto, per t ~ 0, 

t 

+(t) =f F(t)dt 
0 

si ha,, per ipotesi, 

(52) 

e inoltre, per T ;> 0, 

T 

I ~(t) ] < (K.-t- 1)t + H 

T 

6 

Supposto allora R ( p ) " ~  0,. dalla {52) segue ehe I lntegrale 

co 

f(p) =j 
0 

esiste finito. 

Pe r  dimostrare 1~. seconda parte del teorema estenderemo un proeedi- 

mento sostanzialmentc dovuto a M. RIEsz (~7). 

Supponiamo dapprima che p ~ 0 sia un punto di analiticit~ per la f{Pl. 

Esiste allora un numero ~ ~ 0 tale che la f (p )  risutti analitica ia tutti  
i punti  del quadrato y(--  ~ ~ u ~  ~, - -  ~ ~ v  ' ~ ) .  

Posto poi 
T 

f(p} --fe-*tT.'(t)dt 
(53) ST(p)  = e'PT(e - p  - e-i~')(e- ~" ~ eiQ o 

T 



L. A~[ERIO: Alcuni teoremi tauberiani l)er la t,ra, sfor,mazione di Lceplace 191 

per una nora proprieth delle funzioni analitiche, la gem sarh provata se di- 

mostreremo che 

(54) lira ST(p) ~--- 0 

uniformemente  rispetto a p, supposto che p appartenga al contorno di 7. 

Per  u ~ 0  si ha 

T co 

r(p)--.] = [ 
o 

e posto, per t__~ T~ 

otteniamo 

t 

T 

~(t) < K ( t  -- T) ÷ B 

con B =  K ÷  H. 

In~egrando per patti  si ricava poi, per u ~ 0, 

T T 

e quindi 

(55) 
CO (~ GO 

T T T 

T-  T 

< 

(56~ 

(57~ 

Se ~ p = u-~- ix ,  con ~ ~ 0, si r icava allora dalle (52) e (55) 

2 ( l _ e - , < ) ( K _  t _ B ) <  2 ( K + ~ B )  ! sT(p) i -< ~ T 

AnMogamente per p ~--- u - -  i~ risulta 

I roT(p) 1 < 2!r~: + ~B) 
- -  T 

(5s) 

Per  p = ~ + i v ,  con - ~ v ~ a ,  abbiamo 

I sT(p) T <-- ~ ¥ + B . 
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Siceome 6 ST(+- i s¢ )=  0, da l le  (56), (57), (58) segue (.he per  u >_ 0 Ia (54) 

provata.  

Sia  ora - - ~ u < 0 .  

Posto x = -  u, sar~ x > 0 e inoltre,  per  ta d i seguag l ianza  di SCHWARZ- 

HOLDER~ 

(59) 
T T T 

o 6 o 

2 ° T 

P(;. ) (  I F(t) [~+~dz ... -W dt ~ ~ (KT + H) ~ x(1 + ~)] " 
o o 

Ind ieando  con M il mass imo modulo  di f(p) nel quadra to  y, si r ieava,  

per  p ~ u ,-~- is~ = - -  x -C i% 

(60) 

- -  T 

perehb si ha  

_L / z \ ~--- ~TH) ~+~, 

e ~ - -  t 

X~ 
- -  ~ e ~ ~ ~ (o < ~  < ~). 

(61) 

Per  p -~ u -- i~ vale aneora  la (60). 

Se ~ p - - - - ~  + i v ,  con - - ~ v ~ %  abbiamo 

I ( ) rST(p) i~4e~,  ~ +  ~ ( l + z )  T 

e qtdndi ,  per  le (60} e (61) la (54) r i su l t a  provata  anche per u < O. 

I1 teorema b percib d imost ra to  se b Vo-----0. 

Supposto v 0 =~: 0, si eonsider i  la funzione 

F(t) = ~=,v°'F(t) 

ia cui t rasformat / t  di LAPLACE 

f-(p) = f ( p  + ivo) 

ed 6 percib ana l i t i ca  per  p ~-~ O. 
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Sarfi allora 
T 

lim ([ te-t~'otF(t)dt=O 
T - ~ T J  

0 

e quiudi il teorema ~ completamen[e dimostrato. 
Una  immediata conseguenza di questo ~eorema ~ the  se nel punto p-~-ivo 

la fiP) presenta un polo deI primo ordiu% e se Ao ~ il residuo, si ha  

T 

lim l fe-i~'otF(l)dt= A o 
T.--~ ~ 

0 

cib che costituisce una generaliz~azione di an  noto teorema sulle funzioni 

quasi periodiche dioBo~g (~). 
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