Alcuni teoremi tauberiani
per la trasformazione di Laplace (*).

Memoria di Luter AmMERIO (2 Roma).

Sunto. - Si indicano alcuni teoremi tauberiani relativi al comportamenio per t—»co di una
funzione trasformabile F(t), facendo unicamente delle ipotesi sulln trasformata di LAPLACE
f(p) di fale funzione.

I teoremi dimostrati hanno soprattutio lo scopo di dare condizioni sufficienti perché
lo F(t) tenda a un limite finito per t-s oo, oppure vesti Umitata wnel tratto 0 <<t < oo,

Nella teoria della frasformazione di LAPLACE numerosi sono i teoremi
tauberiani (‘) nei quali dalle proprietd della trasformata
PR
fi) = > B0t
0
si desumono alcune proprietd relative al comportamento per /{-—oo della
funzione trasformanda F(f).

Negli enuneciati di tali teoremi molto spesso perd si suppone che la F(¢)
soddisfi a particolari condizioni (ad es. sia non negativa, o sia non negativa
e non decrescente, oppure sia derivabile per { > 0, continua nel punto {=0
e la derivata abbia un certo comportamento per {> 0 ecc.) e, a volte, pud
essere poco agevole verificare se tali condizioni sono soddisfatte.

Ora in una vasta classe di problemi, defti, dal Prcox® (}), di stabilita,
si vuol conoscere se per la soluzione F'(f) risulti
(1) tlim Fity=A4
finito, oppure, per 0 <<t < oo,

(2) | Fit)| < M,
con M costante positiva, e, in molti casi, si cerca di desumere se la F(f) sia
stabile tenendo conto solfanfo delle proprietd della trasformata f(p), proprieta

che sono sufficienti, almeno in via teorica, per ricavare quelle della F(f),
perché la corrispondenza tra i due campi funzionali costituiti dalle funzioni

(*) Lavoro eseguito nel Reale Istituto Nazionale di Alta Matematica,
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trasformabili e dalle loro trasformate & biunivoca (se si considerano identiche
due funzioni F,(f) e F,(f) che differiscano solo nei punti di un insieme di
misura nulla).

In questa Memoria sono dimostrati alcuni teoremi tauberiani relativi al
comportamento per ¢{—oo della funzione F(f), con lo scopo principale di dare
condizioni sufficienti perché essa sia stabile, facendo sulla F(f) le ipotesi,
strettamente necessarie, di integrabilitd secondo LEBESGUE in ogni intervallo
finito e di trasformabilitd in an sen{ipiano R(p) > «, tinito. Si & inoltre sup-
posto che la trasformata f(p) risulti analitica nel semipiano E(p) >0, cid
che manifestamente non lede la generalita.

Quanto alla f(p), posto p=wu + ¢v, si & dapprima considerato il caso in
cui il

ztEY%l-f{u+iv}
esiste finito per quasi tutti i valori di v e risulta una funzione f(iv) integra-
bile secondo LEBESGUE in.ogni intervallo finito — h <<v <C h, e soddisfacente

alla condizione
h

lin; _ | flue + iv) — f(ov)] dv = 0.
—T

Si & posta questa circostanza, unita a varie ipotesi sul comportamento
della f(iv) per v —= oo, in relazione col tendere di F(f) a 0, escludendo al
pit, per la variabilith di ¢, una successione di intervalli aventi tutti lun-
ghezza eguale ed arbifrariamente piccola.

Questi teoremi estendono alla teoria della trasformaszione di LAPLACE il
noto teorema di RIEMANN-LEBESGUE nel quale si afferma che i coefficienti
di Fourter di una fanzione integrabile —0 per n-»co.

In essi ho fatto uso di una generalizzazione da me precedentemente ot-
tenuta della formula di inversione di RIEMANN.

Si sono poi ricavate condizioni sufficienti perché sia verificata la (1),
con le stesse limitazioni per la variabilita di ¢ introdotte per 4 =0.

Successivamente si & supposto che la f{p) sia funzione meromorfa e pre-
senti solo poli del primo ordine sitmati sull’asse immaginario del piano p (*).

In questo caso la teoria delle funzioni periodiche e quasi periodiche
suggerisce dei teoremi relativi al comportamento di F(f) per {-—oco. Si sono

(*) L considerazione della semplicissima funzione F(#) ===, con R(x) > —1, la cui

Ple +1)
paH—l

retta di convergenza possa escludere la stabilita della F'(3),

trasformata & , mostra come la presenza di un punto di infinito di ordine > 1 sulla
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potute cosi ottenere, tra 1’altro, un’estensione, che non. mi consta sia stata
ancora dimostrata, di un noto teorema di YouNe-HAUSDORFF sulle serie di
FouRIiER e delle condizioni sufficienti perché sia verificata la (2).

Si & poi accennato al caso in cui i poli della f(p) appartengano al semi-
piano 'R(p)g() e abbiano ordine non superiore a un infero positive N & si
sono combinati i risultati cosi dedofti con quelli oftenuti mnell’ipotesi che
la f(iv) sia integrabile secondo LEBESGUE in ogni intervallo finito.

Infine si & indicata una propriefd relativa a una classe di funzioni F(})
alla quale appartengono sicuramente le funzioni per cui vale la generalizza-
zione, ora ricordata, del teorema di YouNG-HAUSDORFF e quelle soddisfacenti
alle condizioni (1) o (2).

&k ok

1. Per.quel che segunird & opportuno premettere la dimostrazione di al-
cuni lemmi.

Lemma L. — Se o(v) é una funzione, reale o coimplessa, definila per
— oo < v < oo e integrabile (*) in ogni infervallo finito e se, per un valore intero

positive o nullo n, si ha
A
21
Jral
—2

(dove & ¢ un numero positivo) qualunque sia k> 0, si ha anche

< €

2 .
fU “n
U‘W’)(l — 5@) dv| <e
)
qualunque sic A > 0.
DimMoSTRAZIONE. — Si ha
1 : 1 x
12‘"*”] HNOE =00 = g, j (#0) + (=) (* — o)y
i )
A A
2(n+1) .
B EICEEY {#(v) +p(— U))( 2 — %) dz)d@
0 ]
A z

(*) Intenderemo sempre nel senso di LEBESGUE.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XX, 21
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Siccome 8, per z > 0,

la fesi risulta provata.
Limmya II. — Se la successione di nwsmeri reali |i,| soddisfa, per wun
valore & > 0 e un valore A > 0, alla condizione

[Ag —mnd| < 4

e se {an! & una successione di numeri complessi tali che, per un valore m>1,
risulli convergente la serie

-1

2 14—
En l s, ] m’)
00

allora, supposto v reale, la serie

bag i
2, axe
—o0

7

~n’U
converge inw media in ogni intervallo finifo a <<v < b a una funzione ¢(v) in-
tegrabile, insieme con |(v)[\*™, nell’ infervallo stesso (*).

DIMOSTRAZIONE. — o) Posto

(3) € == )\,, — %5,
risulta
4) len| < 4.

Indicando poi con ¢y (v}, per N< E, la somma

R .
E“ a,,e*%”
N

si ricava per la (3)
B
(5) Py R{/U) —_ Ew anemé‘veienv
’ N

w (4 ”
. 1€,V
== 2}’I'l ane/&nsv 27’ ( ”' )
0 7

o i
RN r g
=2, — v" 3, a, e,
0

A

(*) Per ;=1 il lemma & contenuto in: N. WieNER and C. PaLny, Fourier transforms
in the complex domain, « Am. Math, Soc. Coll. Publ. », Vol. XIX (1884), Cap. VI
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Ricordiamo ora che, se ¢(v) e ¥v) sono due funzioni integrabili nell’in-
2w,
tervallo O‘W*I}; insieme con | (v} |'*™ e ! ¥(v) [T, con > 0, posto

7 s
19l = i)+ a0},
0

e analogamente per ¥{v), si ha la diseguaglianza di F. Rimsz

{6) “ q) + Hm = H q) Hm + H ¥ ”m'
Si ricava percid dalle (5) e (6)

© 1 R .
(7) I PN R e << 20‘:,. i (| o” %n A
© 1 /2% g
= %r ﬁ ( 5 ) “ }-‘n Uy Enemm “

Supposto m =1 si ha poi, per un teorema di YouNe-HAUSDORFF (%),

3 B , o
—2;[ 3 oo o =
k]

1 Toina 4 2 4 H_l "
2_‘ n 0y, B8 } mde < {2, ‘ (L2 i "
N

e quindi, per le (4) e (7),

(®) o,z lln = %‘O 471 (257:)

3
4 1 m
= (2“) T g "‘a’(gn Lo | H‘ﬁ)i-m_

Fissato ¢ >0, e supposto m =1, siccome la serie glo,? la,|* & convergente,
—~
si pud allora determinare un intero positivo P in modo che pet P< N< R
e per N<< B < — P risulti
o mll <e
Ne segue, per il teorema di Fisceer-Riusz, che le due serie

® ‘ — _
Z;l Cb'nezlnv s % n Oy et
0 00
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Do

convergono in media, nell’intervallo 0541—;, a due funzioni g(v) e hv) a

quadrato integrabile.
Anche la serie

(}O .
(3) Zn ay, P
—a0

convergera allora in media, nello stesso infervallo a una funzione
#v) = g(v) + h(v).
b) Considerando ora 1'intervallo a!—la +25~n, si ricava

R
CPN R(v) = Zn a/ne”‘”‘aei)\“(v—_a‘)
: n

e quindi, essendo

( a’new"‘a 1 == 1 429 f
si oftiene, per la (8),
a-f- %g
! . 2 {1 4 /p Svm
(10 U‘ %,R(”) ]i—}-md,v) £<_5§) 2rltm) (f," |, iH—m) .

Ne segue che la ¢(v) & a quadrato integrabile in ogni tratto finito a5,
e risulta definita in media, nello stesso intervallo, dalla serie (9).
¢) Dimostriamo ora che la funzione |e{v)|'*™ & integrabile in

2n
al—la 4+ 5

Per questo osserviamo che, a causa della convergenza in media, esiste
una successione di inferi positivi

N, <N, <. <N, <.
tali che la corrispondente snccessione

CP—Nl,Nx(vL cp_NQ,M(@), T

converga alla ¢(v) quasi ovunque in o a -+ g—t
Se p & un inftero positivo, posto ,| () |"* " =[¢(v) [+ in tatti i punti

2 , . . .
di a'—la+ —g— nei quali & |[ofv) """ <p, , @) |'t™ =p nei punti in cui &
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| p(v) |'*™ > p, e analogamente per le funzioni sard quasi ovunque

P, N2

hm o) (1t = | p(v) [

px‘P A

e quindi, per il teorema di ARZELA-LEBESGUE,

a- %g a-+ ?g
tim [ ¢y, 01740 = [ to) o
§ 00 g2 8
a (22

Essendo poi, per la (10),

21 27-'
[ 5 o ¥

[p, CP—NMNS( H1+wdv <j{ PN, )<1 Ay <

o
2% 27:(1—er) 14 Lym
g’( 5 ) ( g } l ,m') ’

—0

si ricava

2r
a-+ _§

[pi () ! *mdv<(2“) i) 5 ( Yl 11+ %)m

-0

e quindi, per un noto teorema (%), la funzione |o(v)|'*™ risulta integrabile

. 2n .
nell’ intervallo al‘“3a+—5~ e si ha

Pr
a-+ 5

i) st mao = (2 (S, L)

~—CO

Ne segue allora I integrabilita di |¢(v) "™ in ogni intervallo finito a~15.
LemMa IIL — Se N ¢é wun infero positivo, se a, sono dei nwmneri com-
plessi e hy dei numeri reali con h_n < A_xgp1 < .. < Ax i ha, per m >1,

T

N 1+i m
max lim — j; Z,,, 0t Lt <<En | oy | m) .
Tewew T ) N N

Se poi ¢ m — 1, risulia

lim & 2 z,l Wt |* At = z,, | @, 2.
T >0
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DIMOSTRAZIONE, — La funszione

N It
o) =2, a, et

¢ una funzione quasi periodica di BoHR.

Preso o> 0, esiste (*) allora un corrispondente insieme K di numeri
reali © (detti numeri di traslazione) e un numero > 0 tale che ogni inter-
vallo di langhezza [ contenga almeno un numero di E, per i quali risulta

fo(f) — ¢t + 1) | <o

per — oo <t < oo,
Fissato ¢ > 0, si dimostra (°) poi che & possibile prendere ¢ in modo che
per tutti i corrispondenti numeri T si abbia, per — N<<#n < N,

[ Ayt — 20k | <,
dove k& ¢ un intero dipendente da t e da n.

Supposto ¢ =0, sia t,, T,,.., Tp,.. una successione di numeri di frasla-
zione soddisfacente alla condizione

<<, <(r+ 1)
se & I>1, ¢, se & 1 < 1, alla condizione

ol << %, <(r+ 1)31
dove 3 & un numero positivo tale che sia 3/ > 1.

Ne segue che se supponiamo & <C g, dove. h > 0 & la minore delle diffe-

renze h,,, —A,, nelle diseguaglianze
(12) ’ )\‘NT?‘ ha 2117]{5,-5 " ] < g€

sard k&, , =k, » per n==m.
E evidente poi che si pud supporre

13 g 1
(13) 3, ja,|<1.

Si ha inoltre, per la diseguaglianza di Rrimsz,

Ty T

- _1__ TN P2nlker, H.i '—1’“
(14) (L [l pormat)oim < (2 1S, @™ "= remar o+
0

7

»

1[x , '
-+ (w/l Zn au(e“\"t — €
N

t
=) ]1+mdt)1'+n2.

Bk, n
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p

Ora, per il teorema di YouNa-HAUSDORFF, essendo m = 1, ricaviamo
Ty 2r

- 1, Bty 0 - 15 T o
(10) (__] i 2“ a,,e’* nhy, n;;]&—{-mdt)l-rm — (“_ f‘ En @, e l1+mdm)1+m =
.y 27 | Uy
0 [i]

N 1+1 1
< ( 2&, la, | m)‘+m-

E poi, per le (12) e (13),

. ¢ 1
I . Bk, g —
(_ j S, feif — &7 ) gy [ < e,
Ty
i

Ne segue, per le (14) e (15),

(16) (1 [iet emad)is < 3y, ) 1
0

Preso T+, siano 1, e v,_, i due numeri di traslazione per cui risulta
T, = T < 7.
Ricaviamo allora

T T,
1 -Em T 1 i-+m
) 7l rar= 2 floiy o
O
ed essendo
lim = 1,

1 — QO 'C,.,_{
dalle (16) e (17) segue la tesi per m = L.
Se & m = 1, basta osservare che, per l'eguaglianza di PARSEVAL, nella

(15) vale il segno =—. In tal caso del resto il lemma scende da un noto
teorema sulle funzioni quasi periodiche di Boumr.

sk ok

2. Dimostreremo ora un primo gruppo di teoremi tauberiani relativi al
comportamento per f{—oc di una funzione [(f) nell’ipotesi che questa am-
metta nel semipiano R(p) > «, finito, la trasformata di LaPLAcCE

flp) =|le P F(H)di
/

(dove & p=1u -+ v}, che la f(p) risulti analitica nel semipiano R(p) >0 e
soddisfi in questo ad opportune condizioni.
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TrorEMA L. — Se F(t) ¢ una funzione, reale o complessa, dello, variabile
reale t, trasformabile nel semipiano Rip) > «, finilo, e se la trasformata f(p),
analitica per R(p) > 0, soddisfa alle sequenti condizioni

a) per quasi tutti i valori finiti di v esiste finito @l

lim f(u + év)
4 O

e risulla wna [funzione f(iv) integrabile secondo Lebesgue in ogwni intervallo
finito,
b} preso comunque h > 0 risulta
n
lim || flu +dv) — fléiv) | dv =0,

W —>0-4

¢) esiste un intero positivo m, un nuinero positivo k > o, e una succes-
sione di valori

)
0<h, << <Xy <ory  lim A, = o0,
#—> CO
tali che il
lim f{u 2=141,)
26— 04
esista finito e sia inolire

Hm M — O

pco A

uniformemente rispetto a u, per 0<<u<<k; allora si ha per quasi tutti ¢
valori di t
xﬂ
L N S P A
F(f) = lim o et |1 — —| dv.

2
H —» 00 )\ n

DIMOSTRAZIONE. — Hssendo m intero positivo e k> « si ha (') quasi
ovunque, per 0 < { < oo,
Tot-i
Fit) = lim o [ootf(p) (1 2.\ ap
p—— 27'57: )\-2
K-
dove Dintegrale pud essere calcolato dungo il segmento k — ¢A 1k +- 4.
Sard percid anche
kil
pZ

(18) F(f) = lim Qv%/emf(p) (1 -+ ﬁ)mdp.

4 e OO E )
k—ik,,
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Preso poi o, con 0 <o <k, e considerando il rettangolo (c<=u <k,
— X, <=v<=_4,} si ha
kil

o oo+ 2 a0 =

2
k—id,,
Geb-idy, Ty
i * B\ 1 2ym
gwa [+ 2 a4 o ferrin (14 2 ap v

- QTC@ "
o—4iA,, o k—iky,
A,

L fertpip) (1 Y ap =1, 41, + T
”Jf‘% ef(p) ‘%)\_n"é p =4 L+ L.
G414k,
Siccome la f(u 4+ 4v) & continua in fufti i punti dei segmenti
=+, 1k 2=da,, risulta

_"ﬁ*n
) 1 I 2\m
lim (I[’I— 13) == b’ﬁ;] 65"]0(13) (1 -+ }?—2) dp +
g w0 - AT
ko,
ke +id,,

n

17 py™
__|ppt S
+2ﬂi/e f(p)<]+)\ 2) dp.
%A

Si ha poi, per le condizioni a) e b},

ln
) 1 : . ,0‘2 m
i 1= g [t 1 = )
‘“)-u

Si ricava allora, per le (18} e (19),

.
, N T S v\
0=t g oo 1 =) a0+
‘”ln ’
- ik, F-+-i2,,
1 . ,p m 1 p2 i ¥
| ent 4 £ A [ et B,
+2m.[e f(p)(i +>\”2> dp zm'f“’ f(p)(H x) dp§
k‘”ikn ihy
da cui segue la tesi, essendo
343 2\m
lim flu = iA,,) (1 + @‘:ﬁl) —
$ -0 X“~

= lim f{u %=L, (ﬁffﬁ”ﬁﬁ)m: 0

7~ 0

uniformemente per 0 << u << k.

4dnnoii di Matematica, Serie IV, Tomo XX, 22
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3. Tenendo conto del teorema I, se la funzione fip) soddisfa alle con-
dizioni in esso richieste, noi porremo sempre

! '}L?.L . v®\™
F) :nlix’nw 5 et f (dv) <1 — ):—5) dv
_..)WL

nei punti ¢ in cui tale limite esiste finito, F(f) =0 negli altri punti.
Dal teorema I si ricavano allora i due seguenti teoremi tauberiani, il
primo dei quali & di immediata dimostrazione,
TroreEMA II. — Se la funzione f(p) soddisfa alle condizioni del feorema I
e se per un dato valore di t si ha
L, o
L Ty _
lane f(w)(l )\2) dv | <e
(dove ¢ & un numero positivo) qualungque sia & >0, ¢ anche per lo stesso t
| F(f) | <e.
In particolare se é

2

X
lim /e“"f(iv) (1 — ;’—;) dv =0

e 0
—

uniformemente rispetto a ) >0, risulia

lim F(¢) =0.
£ s OO
TreorEMA IIL. — Se lo funzione f(p) soddisfa alle condizioni del ieo-

rema I, e se per un dato valore di t st ho
A
1 ew‘f{@'@)dfvi <t
2r ]

-
(dove € & un numero positivo) qualungue sia A >0, é anche per lo slesso t

| F() | =<e.

In particolare se é
X

lim [e®f{év)dy =0
t—s o0

uniformemente rispetto o . >0, risulia
lim F(f)=0.

s GO
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DiMoSTRAZIONE. -— Basta osservare che se &
11 |
| AT APy
{%‘}e flav)do | < e,
Y

qualunque sia A> 0, & anche, per il lemma I,

;51- [ sz(iv) (1 — g)md@ 1 <

o

qualunque sia A > .

4. Dimostriamo alcuni teoremi, conseguenze notevoli del teorema III.
TreorEMA. IV. — Se la funzione f(p) soddisfa alle condizioni del teo-

rema I e se Uinlegrale
X

[ (i) | v
s
esiste finito, si ho
lim F{#) =0.
t—
DivostrAZIONE. — Fissato ¢ > 0 si determini p >0 in modo che per
vZ= | e per v < — i sia rispettivamente

[RCIEEs
}}4

/[ flv) | dv <.

Supposto A << p si ha poi, per un noto teorema (%),
2

[ et f(iv)dv % <e

1)

quando sia # = T sufficientemente grande.
Per A >y, £ = T, ricaviamo allora dalle (20) e (21)

3 f A T
[ewttinian | < [etiiondo |+ [\ o) |0+ [ oo a0 < 5
2f ~p b -

e quindi il teorema & dimostrato.
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TrEOREMA V. — Se la funzione f(p) soddisfa alle condizioni del teo-
rema I e se esiste un numero a >0 tale che lo f(iv) sia a variazione -
mitata negli intervalli al—'oco, — col—l—a, si ha

lim P =0.
tw—rco

DIMOSTRAZIONE. — Se & A << a, risulta

A
(22) lim [e®!f(iv)dv = 0
L e OO
=4

uniformemente rispetfo a A.
Per A > a si ha

A a A A

(23) / et fliv)dv = j ‘e"”tf(iv)d@ -+ j aew‘f(z‘v)d/v -+ /ﬂe“’:”f(—a w)dy =

112

= Li(f) + Iz25(f) + Is,2(0)

e, per la (22), basterd provare che &

24) lim o, 5 (f) = 0
[ e

(25) lim Ty, (f) = O
f s O

uniformemente rispetto a A.
Considerando dapprima 1 integrale Ip ;(f) osserviamo che per v =a pos-
siamo porre
fliv) =1,(v) -+ ig,(v),
con
fiv) = 9,(v) — 9,(v)
9.(0) = @,(v) — @,(v)

dove le funzioni ¢,(v), 9,(v), 9,(v), ©,(v) sono non negative e non crescenti.
Basterd percid dimostrare che, se ¢(v) & una funzione non negativa, non
crescente, definita per o << v, risulta
%
(26) lim fe'*ov)dv =0

te—sco
a

uniformemente rispetto a A > a.
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Ora, se & £ >0, si ha, per il secondo teorema della media,

2 2 A
f eo(v)dy = ] cos vt p(v)dv + 4 ] sen vt p(v)dv
; & 23
= o(ar +) ;foos vt dv -i—z'[sen vt dv g
pla +)

= {seng i —sen af 4 ¢(cos al — cos &, 1)}

con a<<f <A, a<<E <A
Ne segue, per { >0,
%
@1) | ei”*cp(v)d'vig4-——c?(cz+)
1.
e quindi la (26) & provata.
B dimostrata percid anche la (24).
Considerando poi ! infegrale

A
Igg )k(t) :‘—/‘Q"imf(— ’b"’U)d’U

si dimostra, procedendo in modo analogo, la (25).

Il teorema & pérci{) provato.

Se imponiamo ora alle f(iv) delle condizioni particolari, relative all’in-
tervallo — a1, ofteniamo un risultato pit preciso col seguente

TrorEMA VI. — Se la funzione f(p) soddisfa alle condizioni del feo-
rema V e se nell’ intervallo — al—la risulle

flin) = &

[v—b, " Jo—b,
dove ¢
—a<b <b,<..<b.<a, O=<p <1,

e la funzione o(v) ¢ o variazione limilala in — a'—la; allora, indicato

con p <1 4l maggiore degli esponenti p, ,.., w,., e preso &> 0, si lha,
per t =B,
K,
Py < 2

con Ks costante positiva dipendente da & ma non do t.
DIMOSTRAZIONE, — Per un noto teorema (°) sull’ordine di grandezsza dei
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coefficienti negli sviluppi in serie di Fourier abbiamo, per ¢ = 3,

(<7

%/e‘”‘f(i@)dv % < tTH-%
S |
dove H; & una costante positiva dipendente da & ma non da f.
Dalla (27) si deduce allora la tesi.
Il fteorema ora dimostrato pud essere utile in molti casi che si pre-
sentano in pratica, come pud verificarsi applicandolo a numerose trasfor-

mate contenute mnel gia citato libro di G. DorrscH (p. 401, 403). Ad es,

se consideriamo, per v > — % lIa funzione di BessEL J,(¢), si ha, per B(p) >0,

"
o 24‘(‘/ + 5)
] e PP (H)df = - - = et
— Y X
0 Vr(l+pf)
1
e quindi, supposto v < 5, £ =3 > 0, si ricava la nota diseguaglianza
q pp 5 f guag
| Kﬁ,v
L] < -
£

con Kj;,, costante positiva opportuna.

Mentre nei precedenti teoremi si danno condizioni per cui sia verificat:l
la (1) per A=0, nei due seguenti teoremi sono contenute condizioni sufficienti
perche avvenga lo stesso fatto, escludendo perd, per la variabilitdh di #, una
successione di intervalli tutti di lunghezza eguale ed arbifrariamente piccola.

TeorEMA VIL — Se la funzione f(p) soddisfa alle condizioni del leo-
rema I ed @

f (i) = glo)d(v),
dove la g(v) é Umitata mell’ intervalle —a <<v<a, a variazione limitala
in al—loo, —ool—l—a, e (v) & funzione periodica, di periodo p, integrabile

T
in. ogni intervallo finito, preso o, con 0 < o < o’ risulta

lim F(f) =0

femr 0O
purché la variabile t, nel crescere indefinitamente, si mantenga esterno agli
2nm 2nmn

intervalli — gl—1 == 45, con n inlero positivo.
14

DIMOSTRAZIONE. — Posto

A
L = j etUf (iv)dw
4
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si ha per X < a
{28) lim L(f) =0
t—— 0
uniformemente.
Supposto A > a ricaviamo

;A

a A
f) :jef”‘f(iv)dv + [ etPth(v)g(v)dv +fe—“”4)(- v)g(— v)dv

— Ity + L, (t) + Is,o0f)

ed &, per la (28),
lim I1(f)y = 0O

t > 0O

Per dimostrare poi che si ha

29 lim Ip () =0
t—r0

{30) lim I3 ,(f) =0
t—0o

uniformemente rispetto a A, basterd supporre che le funzioni &(v), d(— v),
g(v), g(—w), siano reali e che le g{v), g(— v) siano non negafive e non cre-
scenti nell’ intervallo a/—lco.
Si ha allora, per il secondo teorema della media,
A 2
(31) L »(Y) :/eos vt d(v)glv)dv + i[sen vt Glv)g{v)dw

a o
-

&1 &3
= gla +) «;fcos vt Y(v)dv + z'fsen vt Y(v)dv §
=gla+) | Git)+ il ],
con a=<<E <A, a<<f <<A
Ora, se k & il pilt grande intero non negativo per cui risulti kg +a<E,,

2nr
abbiamo per t:{::ip#, con n=20,1, 2.,

a4 a+tlp &
(32) Glt) = R [e“tb(e)do + .. + f e () 4 j et (v)dp |
[ a+(k—1)p atFkp
a-tp ‘ &—Ip
=R (1 + 6 4 .. + o) [ e glo)dn]| + B o ] o glo)do |
| 1 — gik‘(t él*k()

— R/ ] ewap( Jav § + R ol / evt(u)dn |

23 : a

2 1 . eipi
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Hssendo &, — kg < a +p, 'ultimo termine della (32)—0 uniformemente

rispetto a A; quanto al primo, preso ¢, con 0 <o < g, e supposto che la va-

, .. . 2nw _ 2nm ..
riabile {—-oo restando esterna agli intervalli T'Ea — i~ W + o, 8i ricava
|1 — giket | 1

et g
2
e quindi, siccome &
otp
lim [e'™*d(vjdv =0,
F s CO
o

e siccome per la H(f) puo ripetersi quanto & stato fatto per la G{f), dalla (31)
segue la (29).

In modo analogo si dimostra la (30).

Trorema VIII. — Se la funzione f(p) soddisfa alle condizioni del teo-
rema I ed é

fliv) = glv)d(v),

con
x .
(JH(,U) o0 En @”8—«@?.“1:’
—00
[oe) 1 1
] *{'H . . .
dove la serie I, |a, | converge per wn valore m =1 e la successione di
Q0

numeri reali | Ay | soddisfa, per un valore 3> 0, ally condizione
;kn—l-«i - )“n = g > 07

e se inollre, per un valore a >0, la g(v) risulla a variazione limitata negli

, , 1 .. .

intervalli al—loco, —ool—l—a, e lo | g(v)] M integrabile in — al— a; allora,
g .

preso o, con 0 < o< 5, S0 ha
-

lim Fif) =0,

te—w0c0
purché lo variabile t—oo mantenendosi esterna agli intervolli by — o= Ao,
DimosTRAZIONE., — Per il lemma IT (*) la serie

o]

(33) 3, a,e R
-—C0

2

4
AP

(*) Aggiungendo eventualmente alla serie (33) dei termini &’,¢" % con &', =10, si pud
ricavare dalla successione | A, | una successione |p, | soddisfacente alla condizione richiesta
nel lemma IT,
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converge in media in ogni intervallo finito alla funzione {(v) e inoltre la

| d(v) 1™ & integrabile in tale intervallo.
1 .
Siccome la | g(v) ilﬁ“' & integrabile in — al—lg, si ricava, per la disegua
glianza di ScEWARZ-HOLDER,

ﬁ fiio) | v < ﬁg(v) i”%dv)ﬂm—m( f T¢(@) }H‘mdv)i_%ﬁ

e quindi f(év) & funzione integrabile nell’intervallo — a!—!a.
Posto allora
A
L) = / ot f(iv)dv
-,
sard, per A << a,
(34) lim [;(f) =0

Pm—sco
uniformemente rispetto a A.

Per A > a abbiamo poi
a A A
(35) Lty = [ e iv)dv -+ [ €™ f (iv)dv + [ e~ **!f(— iv)du
= Li{t) + Ios(t) + L, ()
ed &, per la (34),
lim I () = 0.

{00

Resta da provare che, preso o, con 0 < o < risulta

2 b
t >0
(37} lim Ig ;\( ) 0
[ e

uniformemente rispetto a A, purché la variabile f—oco esternamente agli
intervalli A, — o1, + o.

Considerando I ,(f), e supposta la g(v) non crescente e non negativa,
ricaviamo

x
(38) Liit) = fgw} (e () +- [ I(e™y(u))dv

Anualt di Matematica, Serie IV, Tomo XX. 23
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ed &, per il secondo teorema della media,

= -

(1) = g0 ) Ble"b(e)do = gla-+)B( [e o))
o o
gon o =<E<CA.
Siccome poi, per la convergenza in media, la serie (33) & integrabile

termine a termine, ottemiamo, per f=f 4,,

£

- ©  gitlt=h,)  giat—1,)
& ivt — ’ —
(39) / elodo = 3, g

G
0

Ora la serie X, |a,[* & convergente e quindi, fissato ¢ > 0 si pud de-
-

terminare N > 0 in modo che per B = N risulfi

R
Sala, P < e
N

—N

2‘71 i On i < g%,
—B

Supposta poi la variabile ¢ esterna agli infervalli X, —c!-i}, + o, si
ottiene, per la diseguaglianza di ScHWARzZ-HOLDER,

1
B R R 3
40 STRPRUN ( 8, >2<
( ) z%‘nlt lnl'é ?niant Nn (?f ;\")2
(25 1 2V
<oz S

perché se, per un dato valore di £, 7 e # - 1 sono due inferi per cui risulti
M o=t Ayyy — O
si ha, per =0+ 147, con » intero positivo
[t — 2, | >7d
e, per w==" — ¥, con r intero positivo,
[t — A, | > 8.

Si ha analogamente

(1) 3, |
B
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e quindi, siccome &

%Y piElt—2,) — gla(t-1,)
im 2,0, —7p—————=
t—»co —1\;1 " @(t - )‘73) ’

per le (38}, (39), (40), (41) si deduce la (36).

Allo stesso modo si dimostra la (37).

TroreMA IX. — Se la funzione F(t) é trasformabile wnel semipiano
R(p) > o, finito, e se esiste un numero ¢ >0 ftale che la Hp — o) visulti
analiticn nel semipiono R'(p) > 0 ¢ soddisfi, in R{p) >0, alle condizioni del
teorema 1, con un valore positivo k > « +-¢, e alle condizioni di uno dei teo-
remi 1L, 111, IV, V, VI, VII, VIII, allora risulla

lim e’ F{f) =0
(e )
escludendo al pin, per la variabilita di t, gli intervalli considerati nes teo-
remi VII ¢ VIIL
DIMOSTRAZIONE. -~ Basta osservare che &

flp — ¢} =|e PLe®F(})di.
|

OsSERVAZIONE. — Nei teoremi precedenti si & posta in relazione I’ inte-
grabilita della f{iv) sull’ asse immaginario del piano p, oltre ad alcune ipotesi
sul comportamento della f(iv) per v-—+=d-co, col tendere a zero della F(f)
per t—oo, escludendo al pit, per la variabilith di 7, una opportuna succes-
sione di intervalli.

Indichiamo ora un esempio di funzione F(#), per la quale risulta

lim F(f)=0

t—s 00
mentre la corrispondente f(p) non & integrabile in ogni tratto finito del-
I’ asse immaginario.

Sia infatti F(t)=0 per 0 <<t <2, F(f)= Elgwt per t =2.

L’ integrale
e 0] oo]
o) = e rrar =2
f(p) w/e “—-j Tog ¢
¢ g

converge manifestamente nel semipiano # > 0 e la retta # =0 ne & la retta
di convergenza.

Presi due numeri o e h, con 0 < o< h, -consideriamo la striscia
Sle<v<h, 0<<u) e dimostriamo che la f(p) ¢ continua in tutti i punti di S.
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Fissato infatti ¢ >0 e supposto p in § e 2 </, < {,, si ha per il se-
condo teorema della media

{ /ég —ut ‘ —uty . l
l/ log—i cos /mfdt‘ = @t‘ tjCOS vl dit ]S

2 1

2
p<e G=h=t)

se ¢, & sufficientemente grande.
Allo stesso modo si dimosfra 1’uniforme convergenza, per p in S, del-

I’ integrale
[oe]

o—ut
] Eé‘wi sen vl dit
g
e quindi la tesi.
Posto allora

e o)
o "e—ivt N .
fliv)=] [g7 %= #d0) — ioul0)
0
dimostriamo che 1’integrale
Jestviae

(il quale esiste finito per la continuitd di g,(v) in /= h) — oo per o—0.

Si ha infatti
N sen vt
%\?J dv = Iogt ) v

m— f ~~1——( [ sen fvtd@)dt
log ¢\
g

G

potendosi invertire, per I’uniforme convergenza, I'ordine delle integrazioni.

Ne segne

co8 of — cos hit
[ vjdv __/ Ctlogé dé

e, tenendo conto del secondo teorema della media, si ricava che i due integrali

“tosot . [cosht
cos o cos
jtlogtdt’ ftlogtdt
g 2

esistono finiti.
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Per dimostrare la tesi bastera allora provare che risulta

. cos ol
(42) gl.ll%ftl ot dt = -+ oo.
Ora, per o< 3 si ha
0 v t
o8 O cos of cos o c0s of
43 e df = [ ~—— df d
(43) 2ftlogt J tlogt 4[tlogt 54[ logtdt
ZE 26
ed &
& 1 e
cos of Todt
. [Tiosi> v g
2 2
‘7?
H t
cos G
“) /tloat
e
57r
ifcos ot feos ci Gos o |
46 dt | =
(46) { { \ tlogt tlogt+ {<
2 2
37-:
cos ot dt
<|ftl()gtdt <f .--IOgg
Siccome !’ integrale
o]
" dt
tlogt
2

¢ divergente, per le (43), (44), (45), (46), la (42) risulta provata.

4. TeorEMA X. — Se risulta, per R(p) > «,

o) =|e-#tE(hat
|
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e tnoltre

ﬂm=%+mm

dove A ¢ una costante complessa e la funzione h(p) soddisfa alle condizioni
del teovema 1, e alle condizioni di uno dei {eoremi 11, 111, IV, 'V VI, VII VIIL
st ha

lim F{f)= A4

t s OO
escludendo, al pin, per la variabilita di t, gli intervalli considerati nei feo-
remd VII ¢ VIIL
DimosTrAZIONE. — DBasta osservare che, posto

F )= Fif) — 4,

si ha
h(p) = j e Pt (f)di
0
e inoltre
lim F ({)=0
£ w0

con le limitazioni gid indicate per la variability di ¢.

5. Applicheremo ora i risultati ottenufi per determinare il comportamento
per t—oc di una funzione F(f, x} che risolve un problema di propagazione
studiato nell’ Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo ().

Si ha in tal caso, per p>0, 0 << <1, R(p) >0,

ShVp(l - =)
, &) = — — —
MB ) = S Vb + Vi Ob Vi
— [e=PtE(t, wat
‘0

e dimostreremo che risulta, per un opportuno valore ¢ > 0,

lim ¢ (F(t, x) — 1 : w> =0,

00
Per questo cominciamo con I’ osservare che la funzione
VpSh Vp-+p Ch Vp
& una trascendente intera. Siccome poi si dimostra (**) che I’equazione
#zShe+pChe=20
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ha solo radici immaginarie, ne segue che I'equazione
VpShVp -+ Ch Vp =0
ha solo radici negative.
Sia ¢, la radice di minimo modulo e prendiamo ¢, con 0 <¢ < —¢,.
Osserviamo poi che la funzione
ShVp(l — x 1—2x
W, ) = — /ﬁp( _
ppSh Vp + ¢ Vp Ch Vp) ep
¢ analitica in tutti i punti del semipiano E{p)j= —c e, preso @ >0, si ha
per-|v|=a

ohliv — ¢, x)|

| Moy — o, w)| M
BT

w—c) | v

l
=
|

dove M & una costante positiva dipendente da a.
Ne segue che la h({iv —e¢,x) ¢ a variazione limitata negli intervalli
alloo, —ool—l—a. Lo & poi anche in — a!—la@ per I’ analiticita.

Posto allora
<0

hip, a) = ] 7T (1, w)d
0

si rieava, per i feoremi VI e IX|

lim e®*F\(t, x) = 0
t—+ 0
da cui la fesi.

6. Studieremo ora il caso in cui la funzione f(p) sia meromorfa e preci-
samente cominceremo facendo 1’ipotesi che la f(p) abbia solo poli del primo
ordine disposti sull’asse immaginario del piano p = u + iv.

Ora se la f(p) pud porsi nella forma
< o

flp)= 2

had -
._Oon P — 3)\42’

ki3

o0
dove le @, sono costanti complesse tali che la serie X, | a, | risulti convergente
O

e i A, sono numeri reali, si ha, per R(p)> 0,

flp) = |e "' F(f)dt
/

con
co

F(t} -= Zn alneilnt .
—00
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La F(#) & allora una funzione quasi periodica di BOHR e vale per essa
Y eguaglianza di ParsEvaL (*)

e o
(47) lim L [ (P pdi =3 |a, .
T—cc TO —0

Si ha inolfre

o]
gF(t)lgznla’ng‘

Questa e la (47) possono considerarsi come dei teoremi tanberiani e cerche-
0]
remo di generalizzarli considerando il caso in cui la serie %, |a,| sia divergente.
—C0
Per questo cominciamo col premettere il seguente
<o
TeorEMA XI. — Se la serie I, |a, [ é convergente e se la successione di
—00

nunert reali | A, | soddisfa, per un valore 3 >0 e per un valore A > 0, alla
condizione
I)\“——1’05}<A,

la serie

S a’lb

..oé’p — i)\”
& assolutamente e wuniformemente convergente in ogni campo finito C del
piano p, dal quale siano esclusi con degli intorni gli eventuali punts ik, e
la sua somma f(p) é la trasformata di Laplace di wna funzione F(t) definita
in media, in ogni intervallo 0 <<t << T, dalla serie

X =
Z n G/”?/”k & ¢
—0
DimosrrAzZIONE. — Sia A >0 e ==, un numero tale che il campo C,
supposto chiuso, risulti interno alla circonferenza y col centro in p=20 e
raggio A. Se N & un infero positivo tale che per [m|=N i punti é\, ri-
sultino esterni a v, ricaviamo, supposto p in Ce [n| =N,

e, | Y e, L L, 1 _)
i om =ale e pem) = el
[ee] ) [s’e] 1 . .
da cui, per la convergenza di Z, |a, [ e di 2, ————;, si ricava che
—®© —0o (| ln‘—"A)
la serie
(48) S

"Aog b — @7\”
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converge assolutamente e uniformemente nel campo C, dal quale siano
esclusi con degli intorni gli eventuali punti 44 .

Indicando con f{p) la somma della (43) e osservando che, per il lemma II,
la serie

0

> i, b

iy O, 8
Q0

converge in media in ogni intervallo O!T a una funzione FK(f}, ricaviamo

T
© 1 — e—(p—id,)T
49 PRt = 3, 0, ——————
(9) Je =30, — 7
» g gr,T
=f(p)—ePT L 2 .
flp)— 2" 2 o

Supposto R(p) > 0, per la convergenza assoluta della serie (48), 1’ultimo
termine della (49) —0, quando I'—oco, e percid il teorema & dimostrato.

1
s oo 14 =
7. TEOREMA XII. — Se per un valore m=1 la serie Z,|a,| ™ con-
—Q0

verge e se la successione di numeri reali | Ay} soddisfo alla condizione

3, — )< 4
si ha

Fit) oo 3, a0

—c0
e inoltre, per T, <<T,,
T,

]: Pl [mdt < K(T, — T,) + H
Ty

dove ¢
K:ean{prm}*;( %n o, il +%>m’
i :i—ﬂ K.
DIMOSTRAZIONE. — I immediata conseguenza del lemma II e. della (11).

Dal teorema ora dimostrato si ricava

T

y {1 4/ - Lym
max lim & j | F(l) mat < e ’8( 3, la, m) ,
Tr>co T()

Annali di Motematica, Serie IV, Tomo XX, 24
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ma un risultato pitt preciso pud ottenersi mediante una generalizzazione di
un noto teorema di Youna-HAusDOrFF (*') sulle serie di FOURIER.
Si ha infatti il

Treorama XIII. — Se le successioni {a,} e |A,! soddisfano alle condi-
ziowi del teorema X1, si ha, per m == 1,
T
_ T n
max lim ]| Fiy+ndt <{ X, la,; ™) .
T v O T G —o0

Se poi é m =1 vale 'uguaglionza di Parseval
T
lim (| F(g)dt =3, |a, !
m - ol == a, \°.
lim Tojl (rat=%,a,

DimosTRAZIONE, — Per m =1 il teorema & nofo. Supposto allora m > 1
e preso ¢ > 0 si determini N in modo che risulti

A L _1ym 9
0 S ot ) (1)
(v &
Si ponga inoltre

N .
FN(t) - Z% a/%e@l nt ®

oo
CPN(t) oo %n (aazeﬂ”t -+ a_“gﬁv,,bf),

Si ricava allora, per la diseguaglianza di Rimsz, supposto I' =1,

(61) (% GﬁTF(t) 11+mdt>ﬁl?ng
T T
=(z J'l Pty |+l + (%0 [iryttyemares <
T

< (-11—70 ﬁ Fx() )1+Mdz>f—“;% e

per il teorema XII e per la (50).
La tesi risulta percido provata per il lemma IIL
Osserviamo ora che, a causa della convergenza in media di
o)
Y oa eiknt

n oo
0
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verso la fanzione F{f), questa risulta definita a meno dei punti di un insieme
di misura nulla.

Se conveniamo di porre in tali punti F(f)=0 possiamo dimostrare i due
seguenti feoremi di stabilita.

TrorEMA XIV. — Se le successioni {a,} e | | soddisfano alle condi-
zioni del teorema XIIT, la funeione

[os]
Fifjco B, a, et

—0
¢ limilata nell’intervallo 0 <t < oo, se sono egualimente limitate le funzioni
o , i 2n
periodiche, di periodo 5

, N »

"PN k, ?(t) = ?;\Iﬂ Gp, & 6”1 82%8t7

dove ¢ k=0, L,... r=0, 1,...; N==0, 1,..., ¢ inolire

Qu, p==0ye
g, = )\n — nd.

DimosTrAZIONE. — Per 0 << < oo si ha per ipotesi
e elt) | = M

dove M & una opportuna costante positiva indipendente da N, k, .
Posto poi

N
Fy(t) = 5;;” @, et

2k7 2

. 2kn . 2kny 2k
T i, —1d (t— 27N inst— -.-)
aez 3 ”e( — 10) 8)@1%( 5

N . iz (t— %ﬁ-i>
—_ Z% Cn, ke‘mé‘te n [y

- gn a",» keinﬁt 21* @I (Il - 2_];'.{)-5),
_N o 7! 3

© 4r 2km\r

=3, ﬂ(t - T) D1 1)

Ne segue

| Fyll) | < Me?.
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Siccome poi esiste una successione di interi positivi N, N,,.., N,,..,
2k + Um

. . . 2kn
tali che sia quasi ovunque, per Tgtg 5 ,

lim Fy,(t) = F()
g— 0
il teorema ¢ dimosfrato.
TrorREMA XV. — Se, per un valore o > 0, risulia

lim A, — no =0,
# s =00

e se, posto
n == A, — NG,
le serie

S lp Jatm 3 T
“p | pn l H Zn 1 a’n 1

convergono per un valore m ='1; allora condizione mnecessaria e sufficiente
perché la F(t) sia lLimitata ¢ che siano ugualinente limifate le funzioni perio-

) 2n
diche, di periodo P
q) (t) oo z , O, kemat

con
Oy, == 4,0 c.
DiMosTRAZIONE: — La condizione & necessaria. Sia infatti, per 0 <<t < oo,

Fi)| < M,
con M costante positiva.

. . C)kr 9}5 —f= 1 T
Siccome risulfa, per 'JG et i_.%_)’
¥ inglt— 27 o (1o Zm 9% N
quCLnJ;ﬂ(e ( c)u_e ( c.>) = — E"](l“p“‘
—N / g ..N

ed &, per la diseguaglianza di ScHWARZ-HOLDER,

I N 9 © PETEAVLI " 1
eyin am +
— X X BV it |1
=y i &P i = ( %a’nl il L e | = B,

n;-n
G N T N\ -0

g1 ricava

2% o/ 2
i tle l _ l OZ? n, k(emc <t~ ~c—n) . ezln(t—- %)) — M+ B.

La condizione & sufficiente. Se infatti si ha
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dove D & una costante positiva indipendente da %, si ottiene anche
| F(t)| <D+ B.

8. Se le successioni {a,} e | A} soddisfano alle condizioni de! teorema XII,
posto

% a'ﬂ
o) = e

= [e‘"“FO(t)dt
0

81 ricava

(“ 1)9 B — g? a’n
Trr DW=
fosd
= [e=#HrF (H)dt.
0

Si ottiene di qui un criterio per lo studio del comportamento di F(/)
per {—oo nell'ipotesi che sia

o N H_l
dove N & un intero positivo, la serie I, Z,|a,,,| ™ converge per un valore
1

m =1 e per la successione {1, | valgono le condizioni del teorema XII.

Quanto precede pud poi generalizzarsi al caso in cui i poli della f(p)
siano situati nel semipiano E(p) << 0. Questo ayviene ad es. in problemi sulla
propagazione del calore, nei quali i poli sono sul semiasse p =< 0 (*°), mentre tra-
sformate di LaAPLACE meromorfe e aventi soltanto poli situati sull’asse im-
maginario del piano p si presenfano in problemi relativi alla teoria dei
circuiti elettrici, quando non si abbiano dissipazioni di energia (*°).

Sono infine evidenti gli enunciati dei teoremi che si possono oftenere
combinando i risultati dei n.t 6,7 con quelli dei n.t 3, 4.

9. Indichiamo ora una proprieth relativa alle funzioni F({f), definite nel-
Iintervallo 0 << f <{co e soddisfacenti, per 0 << I, << T, e per un valore ¢> 0,

alla condizione
Ty

[|F( et < K(2,— 1+ H
Ty

con K e H costanti positive.
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In particolare tale proprietd vale per le funzioni considerate nel teo-
rema XII, e per quelle che verificano la (1), oppure la (2).

TrorEMa XVI. — Se la funzione F(t), deﬁm’tw per 0<Ct << oc & infegra-
bile in ogni inlervallo finito insieme con | F(t) [*1°, per un valore ¢ >0, e se
esistono due costanti positive K e H ftali che risulti, per 0 <<T, < T,,

Ty

j\ F(t) [rodt < K(T, — T) -+ H
T

allora lo F(t) ¢ trasformabile nel semipiano Rip) > 0 e, se p =iv, éun punlo
di analiticita della f(p), s ha

Tw>co

T
lim % / e~ F(f)dt = 0.
0
DiMosTRAZIONE., — Posto, per 1 =0,

o) = [ Fyae
i,

si ha, per ipofesi,
(52) W) | <(K+ 1)t + H
e inoltre, per T >0,
T T
/ e~PF (Yl = eITYT) +-p e~ reiht.

o Y

0 0

Supposto allora R(p) > 0, dalla (52) segue che l'integrale

Flp) = f«a-‘mm)dt
0

esiste finito.

Per dimostrare la- seconda parte del teorema estenderemo un procedi-
mento sostanzialmente dovuto a M. RiEsz (*7).

Supponiamo dapprima che p=0 sia un punto di analiticity per la f(p).

Esiste allora un numero « >0 tale che la f(p) risulti analitica in tutti
i punti del quadrato y(—oe<<u<<a, —a<<v<a)

Posto poi

T
Fip) — [ Fitat
7

{H3) Srip) = e?T(e™P - p~i){e=P — ei%) — 0

2
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per una nota proprieth delle funzioni analitiche, la tesi sard provata se di-
mostreremo che &
(54) lim Sgip) =0

T w00

uniformemente rispetto a p, supposto che p appartenga al contorno di vy.
Per # > 0 si ha
T %
fip) — ] e P F(fl = e~ FYl)dt
i 7

e posto, per =T,

otteniamo
o) <Kt —-T)+ B
con B=K -+ H.
Integrando per parti si ricava poi, per u# > 0,

el joe]

K

/ e~ Pt F(l)|dt =p j e~ Plo(t)dt

T T
e quindi

o oo joe)
(55) %e-p‘fe—ptﬁ’(t)dt{ < eMT/ e~ F(l)| di = e*Tu f e to(l)dl <
T T T
¢ jesd
< uenT g K et - T)dt + B/e““tdi(é = g + B.
T 7

Se & p =wu--dx, con u >0, si ricava allora dalle (52) e (5D)

D ! 2 —u K 2(K + oB

(56) | Sr(p) | =7 (1 —e }<@7+B)<L_i""—“)’
Analogamente per p — u — éa risulta

5 2K +aB

157) | Sl | = 2B

Per p=a+ év, con — a<<v<<a, abbiamo

58 sn) = 55+ B).
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Siccome & Sp(d=da) =0, dalle (56), (57), (58) segue che per u =0 la (54)
& provata.

Sia ora — a==wu < 0.

Posto &= — u, sard « > U e inoltre, per la diseguaglianza di ScHwARZ-
HOLDER,

r r r
(69) IePT—/e”mF(t)dt } = e“”T/e”tlFtt}] dt =|e—T=4 | F(l) | df <
0 g
T T

<< 170 l”“d")i%( [ P df\}é"?<(KT+H} 5-"( Y
— P i w(l + G) N

0

Indicando con M il massimo modulo di f{p) nel quadrato y, si ricava,
per p = -i- i = — ¥ -+ 4,

; - \M [ o \ (KT + H)+
Qprfor . =T 1-+o - el
(60) | Srip) | < 2e4e 1){7,4(14_0_) - az
R m1+GT
H
e} L \i5 o, (KT 1 H)Fo
,,,,, - t+o 4o ple 227 77
< 7 20 ( - e 7 ,
perché si ha
ngzwu@z 0 << 1),

Per p=wu — iz vale ancora la (60).

Se & p=—a + v, con — a =" =< a, abbiamo
‘ 1
Y (S T T
[T "\l + s)> T

(61)  So(p) = de>

i

e quindi, per le (60) e (61) la (b4) risulta provata anche per u < 0.
I1 teorema & percid dimostrato se & v, =0.
Supposto v, == 0, si consideri la funzione
F(t) = e "t F(t)

la cui trasformata di LAPLACE &

fip)=1F(p+v)

ed & percid analitica per p==10.
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Sara allora
7

lim - ] o= 1nt F{f)dt = 0

T v+ O

e quiundi il teorema & completamente dimostrato.
Una immediata conseguenza di guesto teorema & che se nel punto p=iv,
la fip) presenta un polo del primo ordine, e se 4, & il residuo, si ha
T

lim —11; ] e~ F(f)dt = 4,

T 00

cid che costituisce una generalizzazione di un noto teorema sulle funzioni
quasi periodiche di.BoHR (*¥).
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