
S o p r a  gli sviluppi asintotici e trusformazione di Laplace. 

Nora di ~IKOLA 0BRESCHKOFF (a Sofia}. 

Sunto.  - Sia F{x) u~m fu,~zione definita per x > 0, integrabile e indichiamo con f(s) la sua 
trasformata di LAI~LACE. I~ questa Nota l'A. d& atcuni risultati per lo sviluppo as in. 
totico del~a funzione F(x),  se la funzione f(s) possiede uno sviluppo asintotico. 

Sia F(x) una funzione definita per ~ > 0, integrabile in ogni interyallo 

(0, X), X >  0, e indiehiamo con f(s) la sua trasformata di LAPLACE 

(1) fts} = f e -  ~F(x )dx  = L{F). 
o 

]~ noto che esiste un numero reale z 0 tale che l ' in tegrale  6 convergente 

per R(s} > % e divergente per R(s} < %. Supposto zo finito, effettuando la 
trasformazione s - - z  0 : s ' ,  potremo supporre o 0 ==0. Se la funzione F(x) 
possiede per x - . c ~  uuo sviluppo asiutotico nel senso di STIELTJES e di 

POINCAR]~, si ottiene quasi immediatamente  t~) to sviluppo asintotieo di f[x i 
per t s l - o ,  R(s) > o. 

I1 problema inverso 6 perb pifi delicato e noi daremo qui un teorema 

geuerale per questa inversione. Supponiamo che C indichi un cammino 

composto di quattro segmenti  C~, C,z, C:~, C 4 det piano s ~ a + i t - --~e i~ de- 
finiti nel segueute modo: 

C,: s = - - ~ ,  - - ~ < t _ < - - ~ ,  ( ~ > 0 , ~ > 0 ) ;  

, ~ < ~ , < ~ z ,  ~ - - ~ c / e o s ~ , ,  ~---~dseu~,; 

Q: O < ~ d ,  ~- - -~:  

C4: z = - - ~ ,  ~ < _ _ t < ~ .  

Si ha allora il seguente teorema. ,~ia fis) regolare nella regione G a destra 

(~) G. DOErSCH. Theorie und Anwendung der Laplace-T~'ansformation~ (Berl in,  1937}; 
pp. 230-236. 

,4nnali, di  M a t ~ a t 4 ~ .  ,~ l . i e  [~ ' .  T o m o  ~ X .  18 
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di C e sopra C non abbia allro punto  singolare c.he il punto  s--~ O, ed f(s) 

tenda uniformemente a zero, quando is ]~0 ,  r imanendo in G. Sotto ipotesi 

abbastanza generali, per esempio, se per { s I--~ + ~ ,  f(s) ha la forma 

f(s) = A ~(s) ~ +  s--~- , ~ > 0 ;  n > l ,  i~(s) I < M ,  

la (1) si pub invertire con la formula 

e--loo 

Vogliamo dimostrare c h e s e  per ! s J-~O in G, la [)~nzione f(s) ammelte 
lo svituppo asintotico (~) 

~o a~ a 2 
(3) f(s) - -  ~ + ~-ff + ~ + ..., 0 < ~.o < ~, < ~,~ < ... 

allora la funzione F ( x ) p e r  x ~ x D  ammette lo sviluppo asintotico 

(4) 

8 ~  

1 
P e r  d imos t ra re  il t eo rema  suppouiamo x > ~,  e ind ich iamo con D l ' a r c o  

, ff ~ ~ ~ ~. I nd i eh i amo  poi con C' il c a m m i n o  che si o t t iene da C, 

eircolo l sl ~ - [  sos t i tueudo ai due  segment i  con teuu t i  nel  

viamo che 

C' 

--ct-~i~ --a-- ia) 

Infa t t i  i due  in tegra l i  

l ' a r co  D, ~ pro- 

ieudono verso zero quando  il n u m e r o  rea le  ~o cresce  indef in i tamente ,  e dallu (2), 

per  il t eo rema  di CAuc~Y, segue  la (5). 

(2) Dire  che la funzione f (s )  possiede lo svi luppo asintotieo (3 )ne l l ' ango lo  a ~ a r g . s < ~  

a o a~ + .a~ -l~ gn(s) dove e per  ]s]--~0,  s ignif ica ehe per  n-~--0, 1, 2 .... si ha f ( s ) = ~ + s ~ - l - . . ,  s Z ,  s),,,~ ' 

gn(s) tende uni formemente  verso zero quando ls  I ~ 0  in questo angolo. 
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(G) 

Suppou iamo adesso 

a o a, a ,  g,,(s) 
f ( s ) - - - - ~  -)- - -  + . . . +  + 

dove k~ > 0 sono h u m e r i  arbi trar i ,  e Ig,(s) l - O  in G, per  l s t - ~ 0 .  S iecome 

per  ~ > 0 si ha  Lix  ~-l) F(~) - -  - - - -  avremo 
8,~ 

(7) f(s) = L(F) --- ~ + ? + ... q- ~ + L ( F , x ~ ,  - ' )  

dove 
09 

0 

La fo rmula  (5) essendo val ida  per  s - ' ,  ~ > O, si a vrk 

- -  2~icJ s)'- • 

Se M ( 1 )  ind ica  il mass imo di lg,,(s)I sopra D, si avri~ 

(9) 

(I0) 

P e r  l ' i n t e g r a l e  j~ preso  sopra  C 4 si ha  

C4 C~ C4 

ma sopra  C 4 si ha  s ~ - - o :  q - i t ,  t ~ ~, percib 

(12) 

o o  

s )'~ ds = e -~ 
"c~ 

c o  

+ ( - -  a + ti)),~ +~. dt ~ 0 ~ 0 (e-~) .  

Nella  stessa man i e r a  si o t t iene 

(13) t e=fis)ds = 0 (e=~% 
t~ 

e dal le  (10), 01), (i2), (13) si conclude  che 

(14) f ~ g . ( 8 )  as = 0 (~-~), 

C4 
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e analogamente 

i e *~g'(s) ds --~ 0 (e-~*). (15) ~t s ~ 

Per  l ' in tegrale  J3 preso sopra Q'  noi abbiamo 

d 

C~' 1 

Scegtieremo d~ talmente piccolo che per f sl  ~_.~ d~ sia Ig,,(s)] < e; avremo 

(16) 

dt d dl 

CO O~3 

," e c o s  ~) 

1 1 

d d 

"" M [ "e~)~°°'~ e f i  
d~ d1 

Dalle disuguagliaaze (10), (14), (15) e dalla t16} si conclude the  

F.(x) = 0(1), 

e per la funzione F(x)  si ha 

{17) 

con F,,(x)--~-O~l) per a~o,D. I1 teorema enunciato segue immediatamente 
dalla (t7}. 

Nella stessa mauiera  si pub ricavare il segueute risultato: se la fun.  

T~ 7~ 
zione f(s) ~ regolare nell' angolo A : - -  8 _~_ arg s ~ 8l, ~ < 8 < re, 2 < 8, ~ rc 

ad eccezione dei p u n t i  s --~ O. s ---- c<~ e se possiede lo sviluppo asintotico t3) 
7~ 

in  A per tst-+O, allora F~x) ~ regolare nell 'angolo - - 8 , ~ a r g x  < 8 - -  

eccelto i p u n l i  x ~ O, x -~ oct, e possiede lo svi luppo ~4) hello stesso angolo. 


