Sopra gli sviluppi asintotici e la trasformazione di Lapiace.

Nota di NIkKOLA OBRESCHKOFF (a Sofia).

Sunto. - Sia F{x) unae funzione definita per x >0, integrabile e indichiamo con f(s) la sua
trasformato di LAPLACE. In questa Nota UA. dé alcuni visultati per lo sviluppo asin-
totico della funzione F(x), se la funzione f(s) possiede uno sviluppo asintotico.

Sia F(x) una funzione definita per x> 0, integrabile in ogni intervallo
0, X), X >0, e indichiamo con f(s) la sua trasformata di LAPLACE

+o0
(1) fls) = [e—mF(w)dm — L(F).

9

E noto che esiste un numero reale o, tale che 1’integrale & convergente
per R(s)>> o, e divergente per R(s) < o,. Supposto o, finito, effettnando la
trasformazione s — o, =3¢, potremo supporre o,=0. Se la funzione Fix)
possiede per x-—-oc uno sviluppo asintotico mel senso di SrTIELTIES e di
PoINcARE, si ottiene quasi immediatamente {') lo sviluppo asintotico di flx)
per |s|—0, Ris)> 0. ‘

Il problema inverso & perd piit delicato e noi.daremo qui un teorema
generale per questa inversione. Supponiamo che C indichi un cammino
composto di quattro segmenti €, C,, C,, C, del piano s = ¢ + if = pe®® de-
finiti nel seguente modo:

Oi: == —a ‘“°°<t£_p: (“>0:@>0):

C,: O0<p=<d, p=—3: g<%<n, o ==-—dceosd, B= dsend;
C,: O<p<d, g=19:

C,: o=—uo, B<{< co

Si ha allora il seguente teorema. Sia fis) regolare nella regione G a destra

(1) G. Dounrsci. Theorie wnd Anwendung der Laplace-Transformation, (Berlin, 1987);
pp. 230-236.
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di C e sopra C non abbia altro punio singolare che il punto s =0, ed {(s)
tenda uniformemente a zero, quando |s|—0, rimanendo in G. Sotto ipotesi
abbastanza generali, per esempio, se per |s|—-+ co, f{s) ha la forma

A 4 o
)= 5+ ‘;‘f), p>05 n>1, lels) | < M,

la (1} si pud invertire con la formula

[ sl
(2) Flx)= 1Z[e“'*’f( jds, ¢ > 0.

e—ico

Vogliamo dimostrare che se per 's|—0 in G, la funzione f(s) ammelle
lo svituppo asiniotico (*)

& o, a,
87\0 + 87&1 -+ Slg

(3) fls) =

Ay, 0 A < <A, <<

allora lo funzione F(x) per x—oco awmmette lo sviluppo asintotico

a _
(4) Fle) = w=- I‘{lo) 1y I‘(U e I‘(kg)

A ST

. . . 1 g o
Per dimostrare il teorema supponiamo x > I indichiamo con D 1’ arco

9
s= % , — ¥ << ¢ << ¥. Indichiamo poi con (' il cammino che si ottiene da C,

sostituendo ai due segmenti contenuti nel ecircolo !s{g;c I'arco D, & pro-

viamo che
1 &8
(5) F(“’,}_%‘z[e f(s)d
Cl
Infatti i due integrali
o+t [
femf(s)ds, fe=sfs)ds
—a-He T

tendono verso zero quando il numero reale w cresce indefinitamente, e dalla (2),
per il teorema di Cavucny, segue la (5).

(3) Dire che la funzione f(s) possiede lo sviluppo asintotico (3) nell’angolo a<<arg.s=<§
o s
e per |s|—0, significa che per =20, 1, 2.... si ha f(s) = 575—’—52_;'*— - i—}—wgﬂ(——} dove

g,(s) tende uniformemente verso zero quando |s|-—0 in questo angolo.
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Supponiamo adesso

, (47 af gn(s)
(6) fis) zgﬁ; 871 B al i ale v

dove X, >0 sono numeri arbitrari, e |g.(s)|—0 in G, per |s|—0. Siccome

per >0 si ha L{m**‘)::%(g—}, avremo

(@) fls) = LUF) =L - 5 b S L(F 0t
dove

0
(8) g;'—ii) = / eI, ()t rdo

¢

La formula (D} essendo valida per s, a > 0, si avra

1 (S
{9) Fn{w)’%)‘%wl = znzjexsgs){ ) ds
G
Se M(i) indica il massimo di |g,( , si avra
s 2 (1) e
1 ! 2 g__n‘s) ’ < - ~ == A1),
(o {je Shn ds{ S\ (1)% 0 {x*)
D i
x
Per I'integrale j, preso sopra O, si ha
(11) fe””sgi)f(s—)ds ::fe“‘sf( ds——za]?—fds,
8'n p=0 &
C. oA oA
ma sopra O, si ha 8§ =—a + 4, { == §, percid
= ticlt -+Bi)
X8 i xti {—a—+Bjoe
12 [6 d — Gk ew — e __._?M_ﬁ_.__._
t12) | 57 v z o v iy wi—a B
)\p e(—a+ﬁi)w g8 e
Y e s O(‘E”) 0t

Nella stessa maniera si ottiene

(13) Jewsfis)ds = 0 (e=2=),
oA

e dalle (10), (11), (12), (13) si conclude che

(14) / e 978) gg — 0 (g-om)

S Ay
C,
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¢ analogamente

(15) f e%%’l}nﬁ’ ds =0 (e=).
C

Per V'integrale j, preso sopra C, noi abbiamo

d
Q " i
Jy= [ emg*"x(é) ds = | grlpeosd-+ipsind) g___,,(p)e* !ie“mw-*ﬂﬁdp.
8htn p e
1

s’ 1
x

Sceglieremo d, talmente piccolo che per |s|<Cd, sia |g,(s)] < e; avremo

d; d dy o
X . . . . ewP cos
{16) Js = [*"/3.73, ‘+‘73H’ ].73, ‘ <e _p;'n dp <
i 4 3
® x
o
i cos . ptos ¥
< e =1 Z T du < et [oneostgy —eph,—1 T . ,
J Ut |.cos |

1

d d
i gp@ cos & 1
3 < Mf— T dp << Meheos? [ — do = 0 (g2,
dy e dy P
Dalle disuguaglianze (10), (14), (15) e dalla (16) si conclude che
F,(x) = O(U) &L =30,

e per la funzione Fix) si ha

a a a
17 Fle) = = aho—t = 2o gt - T gphemt - B (xjeta
U0 FE=mg T g ) "

con F, (xr)=0[1) per x—oco. Il teorema enunnciato segue immediatamente
dalla (17).
Nella stessa maniera si pud vicavare il seguente risultato: se la fun-

zione f(s) é regolare nell angolo A: —8 << args<9,, r < 3 <L w, g <8 <=
ad eccezione dei punti s =0, s =oo e se possiede lo sviluppo usinlotico (3)
in A per |s|—0, allora F(x) é regolare nell’ angolo i;—- g, << argx <8 -—-g

eccelto © punti x =0, X == oo, e possiede lo sviluppo (4) nello stesso angolo.




