
Teoremi  di confronto  per  i s i s temi  

di equazioni  differenziali  ordinarie  e loro conseguenze  I+). 

Memoria di MAUJ¢O PICONE (a Roma). 

S u n t o .  - Si danno aleuni teoremi di co+~fronto per sistemi di equazioni differenziali ordinarie 
e se ne fa appIicazione ad una vasta classe di problemi di integrazione di sistemi di 
equazioni lineari differenziali ordinarie con condizioni non iniziali  (integvali o asse- 
gnanti alle soluzioni valori in determinati punti), nonch~ allo studio della dipendenza 
delle soluzioni dei sistemi non linear i, da un parametro che compare helle equazioni e 
helle condizioni iniziali. 

Nella Memoria di CARLo MIRANDA dedicata alle r icerche compiute, fra 

il 1932-XI e i l  1933-XII, nel l ' Is t i tuto NazionMe per le Applicazioni del Cal- 

colo, doncernenti  i problemi che si riallaeiano al l ' integrazione delFequazione 

differenziale T]~ogAs-FER~I della Fisica atomica (~), trovasi enunciato (2) 

senza dimostrazione, e utilizzato un generale teorema di confronto, fra equa- 
zioni differenziali  ordinarie del secondo ordine, che io ebbi occasione di 

suggerire in quelle r icerche ai miei collaboratori dell ' Is t i tuto,  e al quale 

oggi, autorevolmente sollecitato a farne conoscere la dimostrazione, ritengo 
utile destinare la presente trattazione the  lo fa discendere, immediatamente  

ed in ipotesi molto pifl larghe di quelle allora considerate, da taluni generMi 

teoremi di confronto relativi a sistemi di quante si vogliano equazioni diffe- 
renziali ordinarie, in al tret tante fuuzioni incognite, i quali teoremi, inoltre, 

come pure mostrerb nel presente scritto, conducono ad uno nuovo esistenziale 

per gl ' in tegral i  dei sistemi di equazioni differenziali  ordinarie, dipendenti  
da un parametro,  va.levole, a differenza dei clas~ici teoremi, i n  g r a n d e  nel 
parametro, veAevole eio~ al variare di questo in un prefissato intervallo, e, 

per ora l imitatamente a i sistemi lineari, forniscono larga messe di notevoli 
criteri snfficienti d' esistenza per le soluzioni assoggettate a ulteriori  equazioni 
lineari non differenziali di varii tipi. 

(*) Lavoro eseguito nell'Istituto Nazionale per le Applieazioni del CMcolo. 
(4) C. ~¢[IRANDA~ Teoremi e metodi per l'integrazione numerica della equazione differen. 

ziale di Fermi, [<~ Memorie della Reale Aceademia d' Italia >>~ ~rol. V (1934-XII)], pp. 285-322. 
(~) A pag. 291. 
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l~ opportuniss imo,  anche per  le concrete applicazioni (3), considerare i 
detti  sistemi di equazioni d i f ferenzia l i ,  nelle ipotesi sulle quali  il CARAT~uEO. 
DORY 1 ~) ne ha costruito una  ben nora f rut tuosa  teoria e pertanto,  per  ben 
in tendere  eel evi tare  noiose ripetizioni,  mi permet to  di in t rodurre  qui ta lune 
loeuzioni che vado, come pr ima  eosa, a definire.  

Ind ieh ino  x, Yi, ..-, Yp quant i th  variabil i  reati indipendent i  e R il dominio 
re t tangolare  defini to dalle l imitazioni 

a ~_ x ~__ b, ah ~ y~ ~ bh (h~---1, ... , p), 

cio6, come diremo, di pun to  estremo inferiore (a, a~,...~ a~) e superiore 
(b, b~,..., b~). Diremo che una  funT, ione reale 

f(x, y , , . . . ,  

delle variabil i  reati x, y~,.. . ,  y , ,  ~, nel dominio R, del tipo di Caratheodory, 
rispetto alta variabile x, o, brevemente ,  del tipo C, rispetto alla x, se:  

1 o) per  un  eerto insieme N di pun t i  dell' intervallo (a, b), eventua lmente  
anehe vuoto, di misura (lebesguiana) nulla, 6 ben defini ta  per  ogni punto  
(x, y~,.. . ,  y~) di R, per  il quale  x non appar tenga  ad N;  

2 °) comunque  si fissi x in (a, b), fuori di N, lu f 6 funzione cont inua  
del pun to  (y, ,..., yp) nel dominio ret tangolare,  dello spazio a p dimensioni ,  
di punto  estremo infer iore (a~,..., ap) e superibre (b~,..., bp) e eomunque  si 
fissi {y,,..., yp) in tale dominio 6 in (a, b) funz ione  misurabi le  di w; 

3 °) esiste una  funzione F(x), dell' unica  variabile ~v; sommabile  in (a, b), 
per la quale, in R, r isul ta  

If(x, y,,, . . ,  y , ) l =  < F(x). 

Diremo c h e l a  fan~ione f 6, net dominio re t tangolare  R, generalmente 

continua, rispetto alta x, se:  
per  un  certo ins ieme N di punt i  de l l ' in terva l lo  (a, b), eventua lmente  

anche vuoto, privo di derivato, la f ~ ben defini ta  in ogni punto  (~, y~,.. . ,  y~) 
di R per  il quale  w non appar tenga  ~d R, e vi 6 cont inua come fun~i0ne 

del punto  (x, y~,..., y~). 

(~) Anche~ per esempio, per la ricordata equazione TH0Y£AS-:FERMI: 

3 

che cleve cons iderars i  n e l l ' i n t e r v a l l o  (0, c~). 
(~) O. CAm~THEODO~aY~ Vorlesungen i~ber reelle Funktionen, [B. G. Teubner  (1918 e 1927)], 

pp. 665-688. 
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0vvia, mento, so la f 6 l ineare rispetto a l l e y , , . . . ,  yp, ed 6 

P 

h=4  

la f riesce, nel dominic  R, del tipo C rispetto alla x, non appena le fun- 
zioni % ~ i , " - ,  ~p, della, x, sono sommabil i  in (G b) e g l ' in terval l i  (at,, bh} 
(h---1, . . . ,  p) sono finiti. ~e l le  stesse ipotesi, se le funzioni % %, . . . ,  ¢~p sono 
cont inue  in ogni pun te  di (a, b), fuori  di un  certo ins ieme/V privo di derivato, 
la f 6 anche genera lmente  continua,  r ispetto alla x, nel dominic  R. 

Diremo the  il s is tema di funzioni reali  y,(x), y2(x),..., yv(x~), che indiche- 
remo con [yh(x)] 6, in R, soluzione del s is tema di equazioni differenziali  

(1) Y h ' - - h ( x ,  y~, .... y~), (h ~-1 , . . . ,  p), 

se le dette funzioni, in ogni intervallo finito di (a, b), sono assolutamente  
continue,  verificano~ in ta, b), le l imitazioni aperte 

ah < yh(x) < bh, (h = 1, ..., p), 

ed infine, con eecezione, al pifi, dei punt i  di (a, b) di un  insieme di misura  
nullo, soddisfan0 le equazioni. 

Cosi, data in R una  funzione f~x, y , , . . . ,  yv) del tipo C rispetto alla x, 
diremo c h e l a  funzione reale y(x), 6, in R, soluzione del l 'equazione differen. 
ziale d 'o rd ine  p :  

(2) f(z,  y, y', ..., 

se la funzione e tutte le sue derivate, fino a quella inclusa d 'o rd ine  p - -  1, 
sono asso lu tamente  cont inue  in ogni intervallo finito di (a, b), verificano, 
in (G b), le l imitazioni aperte 

a,+k < y(a)(x) ~ b,+h, (k-~O. 1, ..., p - - 1 ) ,  

ed infine, con eccezione, al pifi, dei p u n t i  di (a, b) di un insieme di misura  
nulla, soddisfano 1' equazione. 

I1 sistcma di equazioni differenziali  (1), avente, in R, la soluzione [ya(x)], 
si dira uni tar io  in  tale soluzione, se, per  ogn i at tra  soluzione [Yh(x)], in R, 
si ha, in (a, b), 

Y~(x) ~ yh(a~}, (h := i , . . . ,  p), 

non appena,  per  un  punt  o 0e o di (G b), si abbia 

Yn(oG) --~ yh(xo), (h : 1, ..., p); 

il s is tema si dirh unitario, in  R, se 6 tale in ogni sun soluzione~ in R. 
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Cosi 1' equazione differenziale (2), avente, in R, la soluzione y(x), si dirh 
unitaria in tale soluzione, se, per ogni altra soluzione Y(x), in R, si ha, 
in  (a, b), 

~; (x) =_ y(x), 

non appeua, per un punto Xo di (a, b), si abbia 

Y<~'(x0) ---= y(~'(x0), (k ----- 0,  1 , . . . ,  p - -  i) .  

Cib posto, possiamo in modo breve enunciare un teorema, del quale 
faremo uso sovente, eontenuto in uno dato dal CARATKEODORY nel  luogo 
citato (5), concernente l ' integrazion~ del sistema di equazioni differen~iali e 
di condizioni iniziali: 

(3) i y h ' - - h ( x ,  y~,..., yp, ),), (h ----- 1, ..., p) 

dipendente dal parametro )~. 
I. Se nel dominio rettangolare, dello spazio (x, y~,..., yp, )~). di punto 

estre+,w inferiore (a, a~ , . , ,  ap, )J) e superiore (b, b, ,..., bp, ),"), le funzioni fh 
e ah sono del tipo C, risp~tto alla x, verificano le timitazioni 

ah ~ ah(~) ~ bh, (h - -  1, ..., p}, 

e, per un  valore ),o inferno all'intervallo (k', )~") il sistema di equazioni dif[e- 
renziale ~ unitario in una sua soluzione [yh°(xt], nel dominio rettangolare 
R[(a, a~,..., ap); (b, b~,..., bp)], allora, supposto l'intervallo (a, b) fin#o, si pub 

costruire un intorno (~o--~,  ko q-~) del punto )~0, e, per ~ in tale intorno, 
definite una soluzione [yh(X, )~)], in R~ del sistema di equazioni (3}, riuscendo 
le yh (x,).) funzioni continue del punto (x.).) in ogni punto (x,).o}. 

Tale teorema, come tutti quelli fino ad oggi ~ a quanto io so - -  sta- 
biliti al riguardo, ~ dunque da reputarsi in piccolo nel parametro (6). 

1. T e o r e m i  di  e o n f r o n t o  con  r e l a z i o n i  i n i z i a l i .  - -  ]~ subito dimostrato 
il seguente teorema: 

IL Supposto a al finito (~), le funzioni 

h(x, y,,..., y~), g~(~, y~, . . . ,  y~), (h = 1,.. . ,  p), 

siano di tipo C, rispetto alla x, nel dominio rettangolare R[(a, a~,..., ap); 

(5) A I)ag. 678 del  luogo eitato [lee. cir. (~)]. 
(~) Cfr. anehe E. K A ~ E ~  Differ~ntialgteichung~n r~elier Funktionen, [<< A k a d e m i s e h e  

Ver longsgese l l schaf t  l~I. B. I-I. ,), Lei i )zig (1930)], §§ 10 e 17. 
(7) E ei6 sara  semi)re sott inteso nel  seguito.  
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{b, b~,.. . ,  bp)] e si pongano a confronto i due sistemi 

(4) Y h ' =  fh(x, y~,.. . ,  y~), (h - -  1,...,  p), 
(5) Y~'--gh(~, Y~,..., Y~). (h = t , . . . ,  p), 

dei quali [uh(x)l e [vh(x)] sono, rispettivamente, soluzioni in R. 
Detto N u n  insieme, di punt i  di (a, b), di misura ~ulla, si verifichi una 

delle seguenti ipotesi : 
a') essendo il sistema (5) unitario nella soluzione ]vh(x)], comun~ue si 

fissi x in (a, b), fuori di ST, le gh sono funzioni non decrescenti eli ciascuna 
delle rimanenti variabili, ed 

(6') fh(x~, u~(x), ..., u~(x)) <~ gh(x, u~(x), ..., u~(x)), (h - -  1, ..., p);  

a"} essendo il sislema (4) unitario nella soluzione [u~(x)], comunque si 
fissi x in (% b)~ fuori di )[, le fh sono funzioni non decrescenti di ciascuna 
delle rimanenti variabili, ed 

(6") fh(x, v~(~), ..., v~(x)) g gh{x, %(x), ..., v~(x)), (h--- 1 .... , p), 

allora, dalle relazioni iniziali 

(7) u~(a~ < v~(~), (h = l ,  ..., p), 

si deducono, in tutto {a, b), le seguenti 

(s) u,~(x) < ~ (x ) ,  (h = 1,. . . ,  p). 

Mettiamoci,  per esempio, ne l i ' ipo tes i  a') e supponiamo, dapprima,  che si 
abbia  

u~(a) < ~ (~) ,  (h = 1, ..., p). 

Dico ehe al lora sarh in tutto ta, b) 

(9) u~(~) < ~ (~) ,  (h = 1, ..., p). 

Ed invero se le (9) non avessero luogo in tutto (a, b), esisterebbero un 
indice i e un  punto ~ ) a ,  di (a, b b per i qaal i  r isul terebbe 

t vh(x) - -  uh(x) > 0, per  a <. x < ~, (h- ' -  1,..., p), 
(m) ~,~(~) - -  ~(~)  ~ o, (h = 1, ..., p), 

v,(~) - -  u,(~) = o, 
Na si ha  

¢)i(~) ÷j[g~(~,  ~(~), ..., ~(x))  - f,(~, u,(x), ..., ,~(~))]d~ 
t~ 

¢) ~((t) u,(a) + ][g,(x, u,(x), ..., u~(x)) - -  £(x, u~(x), . . ,  u~(a))]dx 
f l  

>= ~,(a) - u,(a) > o, 
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onde l ' a s su rdo .  Suss i s t ano  ora le (7). In t rodo t to  u n  p a r a m e t r o  rea le  k, con- 
s ide r iamo il s i s tem~ (5) con le condiz ioni  inizial i  

(11) yh(a) = Vh(a) + ~, (h = 1, ..., p). 

C o m u n q u e  si f issi  una  quan t i t h  f in i ta  ~ ~ b, per  il teor.  I. di CAnAT~EO- 
D O ~  si pub  d e t e r m i n a t e  u n  n u m e r o  posi t ivo ~ ta le  che, pe r  1)~1< v, esiste,  
nel  domin io  r e t t ango l a r e  R~[(a, a~,. . . ,  a~); (~, b~, ..., b~)]. u n a  soluzione [V~(x, k)] 
del  s i s tema (5) con le eondiz ioni  inizial i  (1il, essendo le Vh(w, k ) f u n z i o n i  
con t i nue  del  p u n t o  (w, ~), in  ogni  p u n t o  (x, 0), pe r  .x nel l '  in te rva l lo  (a, ~). Ma, 
pe r quan to  abb iamo gih d imosr ra to ,  si ha, in (a, ~), 

Vh(x, ~) > uh(x), per  ), > 0, (h : i, ..., p), 
donde  

vh(x) - -  t int  Vh(x, ),)(per ~ :> 0) & uh(x), (h --~ 1,..., p) (8). 
~.~0 

Dimos~razione di pa r i  sempl ic i th  ha  il s eguen te  u l te r io re  t e o r e m a  di 
conf ron to  : 

I I I .  Le funz ioni  
f~ =-- ~%{x)W(x, y~, . . . ,  y~), (h -~- 1, ..., p), 

g~ =- o)~(x)~h(x, y , , . . . ,  y~, 

siano, rispetto al la  x, del tipo C nel dominio R, le ~h e ~h generalmente con. 

tinue, le ~%(x), dipendenti  soltanto dalla x, sommabili  in  (a, b), e ivi  quasi  
ovunque non negative, [u~(x)] e [v~(x)] soluzioni, in  R, rispettivamente, dei due 

sistemi 

(~2~ y~'= ~(~)~,(~, y,,..., y~), (h = ~, ..., p), 
(~3) y ~ ' =  ~x)+~(~ ,  y , ,  .... y~), (h = ~,..., p). 

Detto N u n  insieme di pun t i  di (a, b), privo di derivato, la ~ e '~h siano, 

(s) Dunque~ in  toarticolare, dal confronto dei due sistemi:  

(4o) Yh' -~ 0 
(5) Yl/-~ gh( x, Y t , ' " ,  Yp), 

essendo le gI~. del  ~ipo C, rispetto al la  x, e il sistema (5) unit~rio in  una  sun soluzione 
[vh(x)] , se, comunque  si fissi x in  (a, b)~ fuori  di u n  certo insieme di misura  nulla,  le gh 
sono funzioni  non  deerescenti  di c iascuna delle r imanent i  variabi l i ,  ed esistono p costanfi 
ci ,..., % intrude, r i spet t ivamente ,  agli  in terval l i  (a~, b~),..., (%~, bp), per  le quali  riesce, quasi  
ovunque  in  (a~ h), 

yt,(x, c~,..., %) > 0, (h ~- 1,..., p), 
dalle relazioni  inizial i  

v~(a) > ci,. (h - 1, ..., p), 
si deducono le seguenti ,  in tutto (a, b), 

vh(x) ~ oh, (h = 1 .... , p). 
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in R, funzioni  continue det punto  ix, y , , . . . ,  yp), per x fuori  di N e si verifivhi 

una  delle seguenti ipotesi : 

b') essendo il sislema (13) unitario nella soluzione [vh(x)], comunque si 

fissino x in (a, b), fuori di N, e y~, inferno all ' intervallo (a~, bh), la 

'.~h(h = 1,. . . ,  p) d fuuzione non decreseente di ciascuna delle r imanenl i  ~a. 

riabili y, .... , ys_~, y~+~,... ,  y~) ed 

W,(x, u,(;~), ..., u~(x ) )~  q)t,(x, u,(x), ..., %(x)), (h ---- 1, ..., p ) ;  

b"} essendo il sistema (12t unitario nella soluzione [u~(x)], comunque si 

fissino x i n  (a, b), fuori di N, e yh h,terno, all ' intervallo (at1, bh), la 

%(h-----1,..., p} ~ funzione non decresente di ciascuna, delle r imanent i  va. 

riabi.li y~ . . . . .  y ,_~ ,  y~+~, yg,  ed 

~ ( ~ ,  v,(x~, ..., v / x ~ )  < G ( x ,  v(x,), ..., v / x ) ) ,  (h = 1, .... p) ;  

allora dalle retazioni iniziali  (7} si deducono, in tutto (a, b), le (8). 
Ordina t i  i pufit i  di _h ~, dis t int i  da a, secondo la success ione  e rescen te  

e d imos t ra te ,  con u n  eer to r ag ionamen to ,  le (8) per  ogni  p u n t o  in t e rno  al- 
l ' i n t e rva l l o  (a, x,!, ne seguir~  uh(x).<v+,(x). Sost i tu i to  a con x , ,  m e d i a n t e  lo 
stesso ragionamen. to  si d imost rera .nno le (8) per  ogni  pun to  in ferno  a l l ' i n t e r .  
val lo Ix~. x.~) e n e  seguiri~ u~(x~)< .%(~) ,  eec: .  Tu t to  d u n q u e  si r i duee  a 
espor re  il r a g i o n a m e n t o  che ass icur i  la va l id i th  del le  (8) pe r  ogni  pun to  
in ferno  a l l ' i n t e rva l lo  (G x,). 5fe t t iamoci .  pe r  esempio,  ne l l ' i po te s i  b') e sup- 
pon iamo,  d a p p r i m a ,  e h e s i  abbia  

uh(a,) < v,da), (h = 1, ..., p), 
e, pe r  a < x < x , ,  

~h(x, u,(z) .... , up(z)~ < G(x,  u,(z~,..., u~(z)). 

Dico che~ allora,  v a r r a n n o  le (91, pe r  a < x < x , .  Ed  invero,  se cib non  
avesse  luogo,  es i s te rebbero  un  p u n t o  ~ ' in te rno  a l I ' in te rva l ]o  (a, x~) ed u n  
ind iee  i pe r  i qual i  si ve r i f i che rebbe ro  le (10 b e qu indi ,  det to  c it va lore  
e o m u n e  di u,,(~) e ~,(~), 

~&, v,(~), ..., %(~)) - ,~,t~, ud~) ,  . . . ,  ud~)!  = 
- -~ , I~ ,  . . ,  ~ , - , ( ~ ,  c, ~i+,(f), . . . ) -  ~,(~, ..., u~_,(~), e, u,+,(~),. . .)  >= 

>= +i(~, .... , u~_,(~t, o, u.,+,(~l, ...~ - -  ~,(~, ..., ui_~(~), c, u~+,(~),  ...) > 0. 

Ne segue,  pe r  ta suppos t a  con t inu i t~  del le  funz ion i  ~ e ~b, l ' e s i s t enza  di 
un  p u n i c  c~, in fe rno  a l l ' i n t e rva l lo  (G ~) tale ehe, n e l l ' i n t e r v a l l o  (e, ~t, si ha  

A~tl~ali di Ma.temcttica, S e r i e  I~ ~, Tomo X X ,  t0  
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sempre 

e per tanto 
'+,(x, v, (x),'... , v~(x)l ~ ~,(x, u,(x) , . . . ,  %(~1t > O, 

v,~i) - u , @  = 

i - u , l ~  + j +,(~, v,(x),.. . ,  v A z l ) -  %(x, u,(x), .... %(x)~l~,(~dx >= 

> v,(~) - u,(~) > O, 

onde l 'assurdo.  Sussis tano or~ le relazioni delle ipotesi del teorema. In tro- 
dot~o un  parametro  X, consider iamo il seguente  sistema di equazioni diffe- 
renziali e di condizioni iniziali 

(14} t Y " ' =  [~,(x, y , ,  .... y,) + h]o)~(xl, (h --  1, ..., p). 
! y~(a) -= vh(a) + ),, 

Comunque  si fissi un punto ~, inferno a l l ' in terval lo  {a, x~). si pub deter- 
minare  un numero  positivo a tale che~ per  I k I <  ~, esiste una  soluzione 
[Vh(x ,  k)], nel dominio ret t~ngolare R ~  del s is tema (14), essendo le I~(w, k} 
funzioni  cont inue  del punto  (x, k), in ogni punto  {x~ 0), per  x in (a, ~). Ma, 
per  quanto abbiamo gi~t dimostrato,  si ha, in (a~ ~}, 

v~(x, ~) > v~(x), pe r  ~ > O, 

donde 
v~(x) = lira V~(~c, k)(per )~ > O) ~ uh(xi ,  

;~.--~0 

Conviene espl ic i tamente  enunc ia re  il caso part icolare 

teorema ora dimostrato.  

[h ~ 1, . . . ,  Pl, 

(h--~l, . . . ,  p) (~}. 

per  p - - i  del 

(~) I n  partieolare~ dal eonfronto dei due sis temi:  

(120) Yh' := 0 
(13) Yh' - -  ~)h(x)~i~( x,  Yi , .... Yp) 

essend% rispetto alla x~ le o)t~h del tipo C~ le  ~h genera lmente  continue~ le ¢%(x) sommabil i  
in  (a~ b)~ iv i  quas~ ovunque  non  negat ive,  il s is tema (:[3) uni tar io  in  una  sua soluzione 
[vh(x)]~ si deduce che: se, comunque si fissino x in  (a~ b)~ fuori  di u n  eerto insieme N privo 
di derivato,  e Yh he l l ' i n t e rne  de l l ' in te rva l ]o  tat~ ~ bh), la '~h (h ~---1~ .... p) ~ funzione non  de- 
crescente di ciascuna dell~ r imanen t i  variabi l i ,  ed esistono p costanti  c~...~ c[,~ rispettiva- 
mente in te rne  agli  in te rva l l i  (a i ,  bO~.", (%,~ bpt. per  le quati  riesce, fuori  di 2~ 

~h(x. c~ .... ; % ) > 0 ,  ( h - ~ l  .... , Pb 
dalle relazioni  inizial i  

~(~) > ~,, 
si deducono le seguenti~ in  tutto (a~ b)~ 

v~(xt ~ ch. 
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IV. Le funzioni  
f =~ co{x)~(x, y), g --= co(x)~(x, y), 

siano, rispelto calla x, del tipo C nel dominio rettangolare R[(a, a~); (b~ b,)], 
le ~ e ~ generalmente continue, la co(x) sommc&ile in (~, bp, e ivi ffuasi ovunque 
non negativa, u~x) e v(x) soluzioni, in  R, rispettivamenle, delle due equazioni 

(15) y" = ~(x)~(x, y), 
(16) y'-= o)(x)~(x, y). 

Detto ~ un  insieme di punt i  di (a, b), privo di derivata, le ~ e ~ siano 

in R funzioni  continue del pnnto  ix, y~, per x fuori  di N, e si ver(fichi u n a  
delle seguenti ipotesi : 

c') essendo la (16) uni tar ia  nella soluzione v(x), comunque si fissi x fuori  
di N, riesce 

~(~, u(~)) ~ +(~, u(~)) ; 

c") essendo la (15) u n i t a ~ a  nella soluzione u(x)~ comunque si fissi x fuori  
di ~,  riesce 

~(~, v(x~) < ~(~, v(x)), 

allora, dalla relazio,J~e iniziale 

u(a) ~ v(a), 

si deduce, in tutto (a, b)~ la seguente 

u(x) <= v(xt (% 

I1 teor. II. fornisce, per le equazioni  differenzial i  d ~ordine p, i9 ~ 2, il 
seguenteoche conviene enunciarc.  

V. Le funz ioni  
f(x, y , , . . . ,  y,), g(x, y , , . . . ,  y~}, 

siano, rispetto alla x, del tipo C nel dominio rettangolare R, te u(x) e v(x), 
soluzioni~ in R~ rispettivamente delle due equazioni 

(17) y¢P) = f(x, y, y', °..~ y(P-~)), 
~t8) y(~' = g(x, y, y', ..., y('-~'). 

Detto N un insieme di pun t i  di (a, b), di misura  nulta, si verifichi una  
delle seguenti ipotesi : 

a') essendo t' equazione (18) uni tar ia  nella sotuzione v(x), comunque si 
fissi x in (a, b), fuori  di N, la g ~ funzione uon decrescente di ciascuna delle 

(to) Teoremi  ana logh i  aI nos~ro teor. IV ,  in  ques to  non  con tenu t i  e ques to  non  conte.  
henri ,  t r ovans i  aache  in KAMKE [1OC. cir. (6)], alle pp. 82 e 91. 
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, 'imanenti variabili, ed 

f(x, u(x), u~la~), ..., u(~-"(x)) < g(x, u(x),  u ' (x)  . . . . .  u~*'-~'(x)); 

aJ'} essendo l'equazione (17) unitctrioa nella soluzione u(x}, comunque si 

fissi x in (a, b) ,  fuori di N, la f ~ funzione non decrescente di ciascuna delle 

rimanenti  variabili, ed 

f(x, v(~ct, v'(x) . . . . .  v(p'"(x)) ~ g ( x ,  v(x), v'(x), ..., v~*'-~'(x~), 

allora dalle relc~zioni i~dzicdi 

(19) u(~)ta) <~ v~")(a), 

si deducono, in tutto (a, b), le .seguenti 

(20) u("'(x) < v(~'~x), 

( k = O ,  1,..., p --  1), 

( k = o ,  1 .... , p - - l ) .  

Interessa  pm'e enunciare  il seguente teorema fornito dal teor. III .  
VI. Le funzioni 

f ~- ~,)(x)~(x, y , , . . . ,  y~,  g -=- o,(,)+(~, y , , . . . ,  y,~), 

siano, rispetto alla x, del tipo C ~el dominio retlangolare R, le ~ e ~ general. 

mente continue, re[x) sommabile in (a~ b), e ivi quasi ovwnque non negativ(~, 

le u(x} e v(x) soluzioni, in R, rispettivamente delle due equazioni 

~21) y~*')~--~fx)~(x, y, y' .... , y~*'-'), 
(22) y ( ~ , =  ~o(~)+(ae, ,./, y', ..., y(~-')). 

De#o ~ un insieme di punt i  di (a, b), privo di derivato, le ? e qJ siano, 

in R, funzioni continue del punto (x, y~,. . . ,  yp), per x fuori d i ~ ,  e si verifichi 

una delle seguenti ipotesi : 
b') essendo I'equazione (22) unitaria 'nella soluzione v(x), comunque ~i 

[issino x in  (a~ b), fuori di ~', e yp inlerno all' i~tervallo (ap, b~,}, le ,.~ ~ fun. 
zione non decrescenle di ciascuna delle rimanenti variabili y , ,  y~,...~ yp_, ,  ed 

~(~, u(x),  u'(a~), . . . ,  u ` ~ - ' ( x ) )  < +(x, u(x), u'(x), ..., u ¢  ')(0~)) ; 

b") essendo l'equazione (21) unitaria nella soluzione u{x), com~nque si 

fissino x in (a, b}, f~ori d i ~ ,  e yp inlerno all' intervallo (av~ by), le ~ d fun- 
zione non deerescente di ciascuna delle rimanenti  variabili, ed 

v(a~, v~x), v'(a~), . . . ,  v'~-~'(x)~ =< q~(a~, v( ,) ,  v'(x), . . . ,  v(~-"(x)) ,  

allora dalle relazioni inizicdi (19) si deduco~w in tutto (a, b), le (20) (~). 

("} Dnnque, in particolare, helle ipotesi de[ teoc. VI,  dat cmffronto delle due equazioni: 

y(I,) ~ .  0 
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2. Criteri suflleient, i d'esistenza delle soluzioni per problemi d'integra- 
zione di sistemi di equazioni differenziali lineari, con preseritte eondizioni 
l ineari .  --- Dal  t eo rema  osservato  nelIa  nora (~, per  il s i s tema l ineare  

p 
t23) y , / =  %,ix) + ,2 ~(x)y~,  

k--1 

con le ~h(x) e %~t,(~c) g.eneralmente cont inue  in (a, b) ed 

nendovi  c, ~ - - %  = 0 ,  si t rae  ehe, se genera lmente ,  

(24) ~.(x) > o, %~Ix) => o, 

(h = 1, ..., p), 

ivi sommabil i ;  pc- 

( h # k ,  h, k = i , . ..,p), 

una  soluzione [yh(x)] per  la qua le  ogni yh(x) ~ non nega t iva  in a tale si con. 

serva  in tu t to  (a, b), e si avrh per  tanto 

+~(~) >= 0, 
x 

a 

cio~, posto 

si avr/~, in  (a, b), 

(25) 

si deduce oh% esiste un polinomio utx ) di grade p - -  1, per  il quale  si ha, in (a, b), 

al+l~ < uC~)(x) % bi~l~, ( k = 0 ,  1,..., p - -  l j ,  
o f u m i  di _IV, 

<~(x, u(xj, u'(x),..., ,¢~,-'(~))> 0, 

daUe relazioni  iniz ia i i  (19) seguouo le (20). Si abbia, per  esempi% l ' equaz ione  l ineare  

yq" ~- ~b(x) + *,o(x)y + ~dx)y'  + ... + %-~(x)yq  ' -~ ,  

con ~b, ,D0,.,, q~p_i gene ra lmen te  cont inue in (a, b)~ ed iv i  sommabili ,  e sia, de1 pari  gene- 
ralment% 

.%(x) _>= O, qh(x) > O, ..., %_~(x) >= O, 

~,p--dx) r imanendo non assoggettata  ad" aleuna condizione quant i ta t iva ,  segue allora che, se, 
in (a, b) ~ gene ra lmen te  

,(~¢) __ o, 

utIa soluzione dell '  equaeione non nega t iva  in a, con tut te  le sue pr ime p -  i der ivate ,  si 
conserva  tale  in tutto (a~ b): se, pe r  una costante c, si ha genera lmente  

~b(x) + C4~o(X) > o, 

una soluzione del l :equaziorm in a non minore  di c. le cui pr ime p - - 1  der iva te  sono in a 
non nega t ive  si conserva  tale in tutto (a, b}, ecc.. 
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e quindi,  con ]a limitazione, con secondo membro nolo, 

~ - - /~ ( t )d t  J~,~,r(~)d~ 

yh(x) >~ (~ +/~(~)e ~ d~)e ~ 

la proposizione fondamenta le :  

VII.  _~elle ipotesi ammesse per il sistema (23), una  sun soluzione [y~(x)], 
per la quale ogni y~tx) ~ non negativa in  a, si conserva tale in  tutto (a. b). 
Se, supposta b al finito, per  un  certo indice i riesce y i (b )~  0, si ha yi(x)---= 0 
in  tutto (a, b) e, in  ogni pun to  di cont inui t4  delle ~ e ~i~, 

(26) ¢~(x) - -  O, ~Mx)y~(x) =: O, 

Supponiamo ora che, helle dette 
y/(a) ~ 0 e, per un certo indiee i, 

ipotesi per  

(h -~ 1, .... p). 

il s istema (23), si abbia 

e ci domandiamo,  supposto b al finito, quando si potrh affermare che 
y~(b)~ 07 Si avrh sempre  y~(b)>=0, e se fosse y~(b}~0, si dedurrebbe 
~q(x)yj(x) ~ 0 e quindi  ~ i j (x)~  0 donde se non ~ ¢pq(x)~ 0 dovrh r isul tare 
y,(b) ~ O. Sin % j ( x ) -  0 ed esista un  indice l per  cui non risulti  ¢~zj(x)~ 0 ed 
essendo b u n  punto  di continuit~ di ~,(x)," si abbia ~ d b ) ~  0. Dico ehe sarh 
ancora y~(bi ~ O. Ed invero, se fosse y~(b)-=O, dalle (26) si dedurrebbe  
¢~(b)y~(b) ----- O, e quindi  y~(b) ~ O, donde 

~dx) ~- O, %h(x)yh(x) ~ 0 (h : 1, ..., p), 

e quindi  ~t j (x )y j (x )~  O, eio~ 1 ~assurdo %j (~ )~  O. Si ha dunque  il teorema:  
VII I . .Nel le  ipotesi ammesse per il sistema (23), per due certi indici  i e j 

si abbia 
yj(a) > O, y~(a) -~  O, ~(x~ ~ O, 

supposto b al finito, si avr& y~(b) ~ 0, quando o ~u(x} not~ ~ identicamente nu l la  
in  (a, b), oppure quando pe'r un  certo indice 1 =4= i, ~ ~lj(x) non identicamente 

nulla,  ed essendo b u n  punto  di continuit~ "di ~il(x} si ha %1(b).> 0. 
I teoremi VI I  e V I I I  hanno notevoli  corollari concernent i  problemi di 

integrazione relativi ai sistemi l inear i :  

P 
127) Yh' --~ yh(x) ÷ Z ~hk(x)Yk, (h -~ 1, ..., p), 

k - - 1  

essendo ~'h(x) e ~ha(x} assegnate funzioni genera lmente  cont inue in (a, b) ed 
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ivi sommabili, con preseri t te tilteriori eondizioni l ineari  per le funzioni y~(x), 

sapposto, per semplificare, anehe b al fiuito, e vogliamo dedicate il presente 

paragrafo a qualcuno di tali corollari, esaminando varii tipi di dette con- 

dizioni. 

Si ha subito, anzitutto, il teorema:  

IX .  Se si  ha, in  (a, b), 
~,~k(x} ~ O, (h:4:k;  h, k -~ 1, ..., p), 

a d  ogng soluzione [yh(x)] del s i s tema (271 si possono prescrivere ad  arbitrio i 

valori  in  a di p - -  1 delle f unz ion i  yh e della r imanen te  in  b (in seguito a the  

la soluzione riesce delerminala) .  

Si prescrivano, invero, le eondizioni terminali  (lineari) 

y~(a) ----- ~ , y~(a) : % , . . . ,  yp_~(a) : % - 4  ~ y~(b) : ~, 

e siano 
[u~h], [u.2h], ..., [u~h], (h----1, ..., p), 

p soluzioni fondamentali  per il sistema (27), ridotto omogeneo~ avendosi 

u~h(ai ~--~ l '  se i ~ h ,  (i, h = 1 , . . . ,  p), 
~ ---0, se i 2 F h  , 

e [Yh] la soluzione del sistema (27) verifieamte le eondizioni iniziali 

Yh(a) - -  O, {h = 1 .. . . .  p). 

La soluzione del sistema (27), determinata  dalle condizioni iniziali 

y,(a) : % ,  y.~(a)-~ % ,  ..., y p _ ,  ~- -%_~,  y ~ a ) - ~  k, 
b data  da 

(2s) t p--i 
y,(x) = Y,(x) + + Zu,,(x), 

h = l  

t , • • o * . * ° • * * • • . p--1 

h = l  

e occorre e basta dare a ). tale valore che si abbia y , (b ) -~  ~, cib the  ~ evi- 

dentemente  possibile, ed in un sol modo, poieh~, in base al teor. VII, essendo 

upp(a) --- 1, uph(a) -~- 0 (h ~ p  - -  1), riesce cer tamente  u~p(b) > O. Col cambia- 
mento di variabile x---~ a - ~ - b -  ~, il teorema dimostrato fornisce il seguente:  

IX'. Se si  ha, i n  (a, bl, 

~h~(x) ~ O, (h::~k; h, ~--- 1, ..., p), 

ad  ogni soluzione [yh(x)] del siste,ma (27) si  possono prescrivere ad  arbitrio i 

valori  i n  b di p -  1 delle f unz ion i  yh e della r imanen te  in  a. 
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P e r  l ' i n i eg ra~ ione  di u n ' u n i c a  equa.zione differen~iale  d' ordine  p, 

(29) y(V, : ~(x)  + % ( x ) y  + % ( x ) y '  + ... + %_,(x)y (~-'), 

se ne deduce  (~): 
X. Se termine nolo e coefficienti dell'equazione (29)sono generalmenle con. 

tinui e sommabili in (a~ b), e si ha ivi 

.~(x) ~ 0 [(-- l ) ~ - a ~ l x )  ~ 0], tk - -  0, 1, ..., p - -  2), 

ad ogni soluzione y(x) dell' equazione si possono preserivere ad arbilrio i valori 
in a [in b] di p - - 1  delle funzioni y, y ' . . . . ,  y('-~) e della rimanenle in b 

[in a] (~). 

(ie} Suppos to  ~, ~%,..., ~p-~ .  ~ p - i  g e n o r a t m e n t e  con t inue  in (a, b) ed iv i  sommabi l i  

e % ~0,...~ ¢pp_o non  n e g a t i v e  !a soluzione y(x) de] l ' equa~ ione  

Y(P) --~ ¢P -+- ~oY -¢- ¢~Y + .., -~- ~p-2Y (p-2) ~-- ~p--iYCP--~)~ 

v e r i f i c a n t e  le condiz ioni  in iz ia l i  
y(/~l(a) == % ~ 0 (h = O, 1, ..., p - 1), 

ver i f ica ,  in  (a, b) le ] imi taz ion i :  
s X 

, )o 
c~ 

( x - a ¢ -'2-1~ 
y~)(x) > ~k +" ~k+~( x - -  a) + ... + ~p--.2 ~-p _ 2 k) ! -~- 

~ - f cs , - ' i t )d t  , f%,-dt)  dt" 

( h = 0 ,  i .... , p - - 2 ) .  

(~8) P e r  l ' e q u a z i o n e  del  second '  o rd ine  

Y" ~ 7 -t- ¢~0Y -b  ~y '~  

si h a  d u n q u e  c h e s e  ~0 tx)~0~ n e l l ' i n t e r v a l l o  (ce, b), ad  u n a  sua  soluzione si possono pre- 
s c r i v e r e  ad  arb i t r io ,  in  uno  de.gli e s t r emi  de l I ' i n t e rva l l o ,  il va lo re  d i  essa  e n e l l ' a l t r o  quel lo 

del la  d e r i v a t a  pr ima.  Tale c i rcos t tmza ~ da  r e p u t a r s i  nota~ e, posto 

off 

--f~(~) d~ 

f~(x) ~ e ~ 

si r i cava  da l l ' i den t i t ' h  
b b 

fou'~ax+foW~'~dx=O, 

~llu qu~le soddisfu  an~t soluzione de l l ' equa~ ione ,  r ido t t a  omogenea ,  che sia  nu l l a  i a  uno  

degl i  e s t r emi  d e l l ' i n t e r v a l l o  e abb ia  n e t l ' a ] t r o  nu l l a  la d e r i v a t a  p r ima .  
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I1 teorema V I I I  permette,  in mode del pa.ri immediate,  di dimostrare 
anche il seguente :  

XI. Se per  h :4: k, si ha ~l~k(X) :~ 0 [~hk(X) ~ 0] e per  due certi indiei  i e j 

li ~ j} il eoeffiGiente ~j(x) non ~ identicamente hullo, oppure, per un  eerto in. 

dice 1 :-J:: i 4 ~?~j(x)_ non idenlieamente nullo, ed essendo b [ed essendo a] un  punto  

dt continuitY, di ~fltx), si ha ?il(bt > 0 [¢~il(a)<0], ad ogni soluzione [yn] del 

sislema (27) si possano assegnare ad arbilrio i valori in  a e in  b della fun .  

zione yi e i valori in  a [in b] delle funz ioni  y~, Ye,..-, Yv, pr i va ta  della }2i. 

Sia, per  esempio, i = 1, j = p ,  e si assegnino le bondizioni terminal i  

yda) - -  ~, ydb) = ~, 

y.Aa) ~- ~ , y~(a) = ~:~ . . . . .  y ,_ , (a)  = %_~ ; 

la soluzione [y~(x~] del s istema (27), le cui component i  sono date dalle {28), 
verifica tut te  le condizioni in a, ed essa per tanto verificher/~ le prescri t te  
condizioni terminal i  se (e sola se) si pub de te rmina te  il parametro  ). in guisa 
che si abbia 

p--1  

k = l  

cib che ~ evideutemente  possibile, od in un sol mode, poieh~ in base al 
teor. VIII ,  essendo u + , I a l z  1, u~,~,(a)=O ( h ~ p - - 1 ) ,  riesce, helle ipotesi 
ammesso, u~,(b) .'> 0. 

Un ' in te rpre taz ione  immediata  del teorema XI per  l ' equazione  differen- 
ziale (29) non d~rebbe completezza, di r isuttat i  e conviene, a questo scope, 
esaminare  d i re t tamente  su tale equazione il problema della determinazione di 
una  sua soluzione alla quale si prescrivano in a e in b i valori di una  delle 
funzioni y, y',..., y(~-~ e, nel l ' ipotes i  ~ h ( x ) ~ 0  in la, b ) ( h : = 0 ,  1,..., p - - 2 )  

i valori  in a delIe r imanent i  funzioni private di una. Dati d u e  indici  i e j ,  

seelto fra 0, 1,..., p - - 1 ,  diversi fra lore, si voglia costruire una solnzione 
della (29j soddisfacente te eondizioni t e rmina t i  

y">(a) = :¢,, y"'(b) = ~, 

y(">(a)~ u~, per  k=~=j. 

Int rodot to  il s is tema fondamenta le  u , ,  u.~,..., u~, di soluzioni della (29) 
r idotta omogenea,  verif icauti  le condizioni iniziali 

-=0,  se k : ~ h - - 1 ,  ( h - - 1 , . . . , p , k = 0 , 1 ,  .... 19--1),  u~k)(a) 
I - 1 ,  se k = - h - - 1 ,  

e la soluzione ¥(x) della (29t, per la quale 

(h - -0 ,  1 , . . . , p - -  1), 

Annali di Mcttenlatica, Serie IV,  Tome 21X. 11 
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ponendo 
_p--1 

y = ¥ (x )  ~ ~ :¢~u,+~(x) =4- ~u~+j(x)~ 
k=0 

riescono, da tale soluzione delia (29), eomunque si assuma il parametro ),, 

soddisfatte le prescri t te condizioni in a e volendo soddisfare quella in b 

occorre e basra di d e t e r m i n a r e ) ,  in maniera  ehe si abbia 

+ = ~ku~+~.(b)+ 
k = 0  

u~+j(b) ~ 0 e ul+~(b} ~, O. Sappiamo che (0 cib che si potr~ certo fare se risulta (0 

che il segno = pub sussistere nel solo caso che si abbia ul+j(x)(~) ~ 0 in (a, b). 

Se i > j  da tale identith segue che (J) ul+j(x) ~ O, in eontraddizione con la 
(J) ul+j(a~----1. Se i > ] dalla detta identi~'~ segue che u,+j(x) b un polinomio di 

grado i -  1, ul pifi, e si ha quindi, date le condizioni iniziali~ 

j !  ' 

e pertanto 
%(x)  (x - a)~ (x - a)J -~ 

j !  ~-  % ( x )  ( j  _ 1)!  + "'" + ~.j(x) = 0,  

dond% per essere j ~ p  -- 2, 

%,(x} ~ % ( x )  = = ~ j ( x t  - 0 .  

Abbiamo dunque il notevole teorema: 

XII. Se ~, in  (a I b), ~ . ( X ) ~ 0  [(--1F--k~k(X)~0], ( k = 0 ,  1,..., p - - l ) ,  

fissati due indici  diversi i e j ,  scelti f ra  O, 1, ..., p - j  1, ad una  soluzione della 

(29) si possano prescriVere ad arbitrio i valori in  a e in  b di y(i) e in  a [in b] 
quelli delle funz ion i  y, y',... ,  y(P-~), pr i va ta  della y(J), se i < j ,  e, nell 'altro 

caso, se non tutt i  i coefficienti ~o , % , ..., ~j sono identieamente nul l i  in  (a, b) I~). 

( i q  P e r  i > j e p e r  ~0 ~ ~i  ~ ... ~ ~.¢ --~ 0, il  p r o b l e m a  c o n s i d e r a t o  p o s s i e d e  d '  a l t r o n d e  

l ' a u t o s o l u z i o n e  (x - -a)J  e i d a t i  s o n o  l e g a t i  d a l l a  r e l a z i o n e  

1o--1 

h - - 0  

P e r  l ' e q u a z i o n e  d i f f e r e n z i a l e  de l  2 ° o r d i n e  

con  ~ 0 ~ 0 ,  si  p o s s o n o  d u n q u e ,  a d  u n a .  s u a  s o l u z i o n e ,  p r e s c r i v e r n e  ad  a r b i t r i o  i n  a e in  b 
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I risultati ottenuti forniscono teoremi d 'esistenza solo in problemi per il 

sistema (27), con condizioni (lineari~ terminali  dalle quali in u~o degli estremi 
delFintervaIio la, b) viene prescritto il valore di una sola delle funzioniineo- 

gnite, ma i teoremi VII  e VII I  possono condurre anche a teoremi d 'esistenza 

nel caso che dMle dette condizioni vengano preserit t i  in entrumbi gli estremi 

i valori a pi~ di una delle funzioni incognite. Ed ecco come. Sia p = r + s, 

r > 2 ,  s ~ 2 ,  e le eondizioni p reserivano {cib ehe si pub sempre supporre 
senza ledere le generalitY) in ct i valori deIle funzioni 

Y,, Y2,..., Y,-, 

e, detto i~i.~ . . . i ,  una fissata eombinazione di elasse s, priva di inversione, 
degli indici 1, 2,..., p (~5), in b i valori delle funzioni 

Y i . . , . . . ,  
e si abbia 
(30 )  y , ( a )  = % ,  = . . . .  , y , . ( , t  = 

(3l) y,~(b)----- ~,, y,~(b) ~-~ ~ , . . . ,  y,~(b) ---- ~ ,  

Introdotto il solito sistema fondamentale [u,h], [u~,],.. . ,  [u~] di soluzioni 

del sistema (27), ridotto omogeneo, e la soluzione [Yh] del sistema (27), posto 

m=l n = l  

da tale soluzione [Yh] del sistema {27} verranno verificate, comunque si assu- 

mano i parametr i  k~, k~,..., )%, le (30} e si potranno verificare anche le 1311 
allora e allora soltanto ehe riesca possibile la determinazione dei detti para- 
metri in maniera  da sod disfare le s equazioni l ineari :  

$ r 

E u,,.+,, ~:(b)k. + ~ 2 -  Z a, ,u. , .~(b)- ]~]~(b), 
n : l  m ~ l  

n = l  m ~ l  

i v a l o r i  e. se  ~0tx} 1ion ~ i d e n t i c a m e n t e  nu l la ,  que l l i  d e l l a  d e r i v a t a  p r i m a .  Cib ~ n o t i s s i m o  
e lo f o r n i s c e  a n c h e  l ' i d e n t i t h  r i c o r d a t a  n e l l a  n o t a  (i3). P e r  l ' e q u a z i o n e  de l  3 ° o r d i n e  

Y'"  -~  "r + ¢~oY + ¢~iY' + ~2Y",  

con  ~0 ~0~ ~t > 0 [~0 ~0~ ~i>-0]~ si  p o s s o n %  ad  u n a  s u a  soluzione~ p r e s c r i v e r e  ad  a r b i t r i o  
i v a l o r i  in  a e in  b e i n  a [ in b] di  y '  o di  y"~ o p p u r e  i v a l o r i  in  a e in b di  yt e i n  a 
[in b] d i  y ;  se  n o n  P. ~ 0 ~ 0 ~  i v a l e r i  in  a e in  b di  y"  e in  a [ in  b] di  y ;  se n o n  
90 ~ 0, i v a l o r i  in  a e in  b di y '  o di  y "  e in  a [ in  b], r i s p e t t b - a m e n t e ,  di y"  o di  y ' .  

(~} Ne l  s e g u i t o  q u a n d o  p a r l e v e m o  d r  u n a  c o m b i n a z i o n e  di d e t e r m i n a t i  indie i ,  in ten-  
d e r e m o  se rupre  che  e s s a  s ia  p r i v a  d i  i n v e r s i o n i .  
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eib ehe avver rh  certo se il de t e rminan te  

U ' ~ . . ,  

• • o . • • • • ° . • 

zero. Ta le  d e t e r m i n a n t e  6 il minore  del la  ma t r i ce  r i su l ta  in b d iverso  da  

d i p  r ighe  e d i s  eolonne  

(32) u,. + ,  ~(x) u,.+~, ~(x~ ... ~tp.~(x) Ii ' 
I I  

• , • * . • • , • o • 

u,.+,,,(x) u,+.~,Ax) ... u~p(x) 

formato  dal le  s tesse colonne  e dal le  r ighe i~ "~,  i~'na~..., ' i~ ma. Det ta  v,'+.~ ...v~ 

una  var iab i le  combinaz ione  di c lasse  s degli  indici  1, 2,. . . ,  p,  eons ide r i amo 

i ( s  p )  de te rminan t i  minor i  V~ ....... ~.(x) del la  mat r ice  ( 3 2 ) f o r m a t i  dal le  s co- 

lonne  del la  ma t r i ee  e dal le  r ighe v~r'a, v~'a, ..., vff ~a. ]~ subi to  visto che tali 

funzioni  ver i f icano  un s i s tema di equazioni  differenzial i  l inear i  omogenee  

del t ipo : 

d x  
V l I V 2  J .,. V s' 

ore  gli indici  h e k sono de t e rmina t e  funzioni  {di valore  diverso) 

h = h(v~v, ... v~, v , ' v . / . . ,  v / b  k = k iv ,v~ ... v , ,  v , ' v (  ... v, ' t ,  

dal le  eombinazioni  d is t in te  v+v.~ ... v, ,  vi'v ~' ... v / ,  la sommator i a  essendo es tesa  

a tu t te  le eombinaz ioni  L'v.~' ... v./ d iverse  dal ta  v~ve ... v~, ed essendo eh~ una  

quant i th  che p rende  sol tanto i valori  - - 1 ,  O, 1. Po ieh6  

: O, se vtv,2 ... % =b'- (r 4- 1}(r + 2)... p, 
v~ 

8(a) l : l , -  se v ?c ... v ~ - -  (r + l)(r  + 2) ... p ,  

i teoremi  VI I  e V I I I  eonsen tono  di e n u n c i a t e  il s eguen te :  
X H I .  Se, c o m u n q u e  s i  a s s u m a n o  le combinaz iong  v,v, ... v~, v/v~' ... v,'~ degl i  

i n d i c i  1, 2, , . ,  p, s i  ha,  i n  (a, b), 

a d  ogn i  so luz ione  del  s i s t e m a  (27) s~ possono  p r e s c r i v e r e  a d  arb i t r io  i n  a i 
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valori  di r frc~ le f t tnz ioni  GOJt~[)OJ~r~ti e it~ b delle r imanen t i  s = p -  r ('~) 

Nel la stessa ipotesi, comu~que si fissino due combinazioni  i~i.2...ir , j~ j~ . . . j~ ,  

aventi  elementi  comuni ,  delta ~ . ~  ... ~.% la complementare  della p r ima ,  s e i l  

coe f ficiente 

eh~t,~(x),  p e r  v,v,. . . . . .  v s = j ~ j ~ . . . j ~  e v'v~' v ' :=~  ~ , ~ . . . 1 t ~  

nou ~ ident icamenle  radio, opp~tre, ind icando con 1~1, ... 1~ unct certa combina- 

zione diversa dal la j, j~ ...j~, il coefficienle 

eh~h~(X), p e r  '¢~v,..,.v~ =l~12 . . . l  s e v ( v ( . . , v ( = ~ i ~ , ~ . . . ~ ,  

no~ ~ ident icamente  hullo, essendo 

V t~ I . . *  ~h~t,~lb) > O, p e r  v~v~ ... v ~ - - j ~ j ~  ...j~ e , ~o v~' = l~l~ .,. l~, 

supposlo b u n  pun to  di conlinuiti t  per  tale funzio~,e~ ad ogni soluzione del 

s is tema (27) si possono prescrivere ad  arbitrio i valori  in  a delle coml)onenfi  

yi~, yi~.,..,, yi r e in  b delle y~,  Ya~,..., Yas' 

Se,  p e r  e s e m p i o ,  si  f a  ~ p p l i c a z i o n e  del  t e o r e m a  ora~ da to ,  ne l  c a s o  r := s ~ -  2, 

s t , h a  il s e g u e n t e :  

X I I Y .  Dato il s i s tema di quattro equazioni  di f ferenzial i  

(27~) y~'  = ~ + %,y~ + %,.~y~ ~- %~y~ + %~y~, (h =:  1, .. . ,  4), 

helle q~atlro funz ion i  inc6gnite ~, ,  y.~, y:~, y~, se. per u n a  certa permutaz ione  
l~D:3~" " " " degli indic t  1, ,,9, 3,' 4 si ha.. in  (a, b), 

e dei r i m a n e n t i  elementi, non appar ten t i  a,llc~ diagonale  principale ,  del deter- 
m inan te  

• , • . , ° 

due coniugati  r isul tano,  i~  (a, b[, non  posi t iv i  e i r imanen t i  non  negativi,  ad  

ogni soluzione del s i s tema si possono prescrivere ad  arbilrio i valori  i~ a di 

due qualsivogIiano componenti  e in  b quelli delle r imanent i .  

Det t e ,  i nve ro ,  [ua] e [vh] d u e  s o l u z i o n i  de l  s i s t e m a  (27~), r i do t t o  o m o g e n e o ,  

(t6) E ben ovvi% ma ~ bene notate, ehe cib ~ anche possibile se, con un'opportuno 
ordinamento delle equazioni del sistema assegnato, nella matrice [Iqhl~il dei coefficienti 
risultano identicamentenull i  tutti g]i elementi sitnati da unn medesima parle di una delle 
diagomtli. 
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e posto, per ogni eombinazione Lv., degli indici i. 2, 3, 4, 

si trova che le sei funzioni 

equazioni differenziali : 

{33)" 

Y 

Uv~ Vv~ 

V~v~ verificano il seguente sistema omogeneo di 

L~' : (%, + %Ov,~- % ~ E ~ - % , E ,  + %~v,~ + %,v,,, 

Ora, nelle ipotesi del teorema, se, come sempre si pub ottenere a mezzo 

di un eventuale cambiamento di notazioni, si ha 

(34) %~ ~ ~o:~ __= ~ ~ ~o~ --  O, 

~ , , ~ 0 ,  ~, ,=<0,  
t35) 

t %~=>o, ~%,~o, %~>=o, ~ o ,  :;~>o,  ~,~ ~ O, 

al sistema (33} si applica il teor. VII  e pertanto, se si pone, ad esempio, 

u3(a ) = 1, u d a  ) = u.2(a} = u4(a ) = O, 

v,(a) = 1, vga)  = v~(a) = v: t (a )  ---- O, 

r isulta V3,(x ) > 0 in tutto (a, b), e si pub quindi, ad una sotuzione del si- 

s tema 1274) , prescrivere ad arbitrio i valori in a di y~ e y~ e in b di y~ e y~. 

Verif icandosi  le (34) it s is tema {274) assume la forma part ieotare:  

(274') 
t 

+ %~Y4, (manca y~) 

+ %3Y3, (manea ¢J41 

+ ~3~Y4, (manca y~) 

+ %4Y4, (manca Y-2) 

e per un tale s is tema usufruendo del teor. VI I I  applicato al sistema (33), 

vogliamo esaminare inoltre la possibilith di assegnare i valori in a e in b 

di una medesima delle funzioni yh, cio~, se, ad esempio, si assegnano in a 

i valori di y~ e di y.~, la possibilit~ di dare in b i valori di yz e y~ o di Y2 
e y, o di y, e y~ o di Yt e Y4 o, infine, di y, e Y-2. Tale possibilit~t sussiste 

s e ,  r ispett ivamente,  riesee V~.~{b) > 0 o V~4(b~ o Vt~(b ) > 0 o V,(b) > 0 o, 
infine, Vt2(b ~ > O. Pertanto,  poieh6 V34(a) > O, conformemente al teor. VI I I  
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applicato al sistema (33}, nelle ipotesi the  si verifichino le {34) e (35), si ha, 
per esempi% che:  

XIII".  Se ~:~ non ~ identicamenle nulla in (a, b), ad una soluzione del 

sistema (27~') si possono prescrivere ad arbitrio i valori in a e in b d i  Y2, 

in a di y, e in b di Y4' Se b ~ punto di continuit~ di %~ ed d % , ( b ) > 0  
e %4 non identicamente nulla, oppure b ~ punto di continuit& di "~3~ ed 

~¢34(b) ~ 0 e ~3 non identicamente nulla, si possono prescrivere ad arbitrio i 

valori in a e in b di Y2, in a di y, e in b di y~. Se b ~ punto di continuit~ 

di %4 ed ~ %~(b) ~ 0 e %3 *w~* identicamente nulla, oppure b ~ punto di con. 

tinuit~t di ~28 ed ~ %:,(b)> 0 e %~ non identicamente nulla, si possono prescri- 

v e r e a d  arbitrio i valori in a e in  b di y~ e di Y.2 (~7). 

Con la solita posizione Y,+h = Y(a) ( k =  0, 1, 2, 3), 1' equazione differen- 
ziale del quart '  ordine 

y~v = ~, + ~oy + %y, _~_ %y,, + %y,- 

si traduce, quando sia % ~ O, nel sistema, del tipo (274'), 

l y (  = y~, 

y~' = y~, 

Y~ = Y ~ ,  
! 

che verificherh le ipotesi del teor. XII I '  quando sia, in {a, b). % ~ 0  e ¢~ ~ O, 
onde segue che ad una  soluzione del l 'equazione del 4 ° ordine 

(29,) y~ = ~(x) + %(x}y -~ %(x)y" + %(x)y'", 

nell ' ipotesi  che sia in (a, b) 

(36i %(xt ~ 0, %(~c~ ~ 0, 

si possono prescrivere ad arbitrio, in a, i valori di due delle fun~ioni y, y', 

y", y"  e, in b, i valori delle rimanenti .  

A1 sistema (27~"), nelFipotesi  che valgano le (36), si appticano unche le 
due prime proposizioni del teor. XII I"  e si ha dunque che, in tale ipotesi, 
ad una solu~ione della (29~)si possono prescrivere ad arbitrio in a e in b i 
valori di y', in a di y e in b di y'" oppure di y". Non ~ perb applicabile la 
terza proposizione di detto teorema e non si pub dunque decidere per tale 

(t7) Se  ]e ¢~14 e ~e3 fossero i d e n t i c a m e n t e  ha l le ,  le p r i m e  due  equaz ion i  del  s i s t ema 
(274') v e r r e b b e r o  a legare  f ra  loro e s c l u s i v a m e n t e  Yt e Ye e pe r t an to  i soli va lo r i  in  a (o 
in  b) di Yt e di y~ b a s t e r e b b e r o  a d e t e r m i n a t e  tal i  funzioni .  
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via della possibilith di preserivere ad una soluzioue della (294) i valori in a 

e in b d i  y e di y'. Per  esaminare tale circostanza e tutte quelle che possono 

presentarsi  nel tipo d i  questioni che stiamo trat tando per F equazione (29~), 

occorre disimpegnarci  dalle notazioni test~ adotta.te ed osservare che per due 

soluzioni u e v del l 'equazione ridotta omogenea, posto 

~¢bt_~k = Ob(t~) Vt.+. k = q3 (k)) (k = 0, 1, 2, 3), 

e definiti, come sopra, i determinanti  V:,,+:, tali funzioni verificano il sistema 

(33') 

V t 2  ~ Vt3 

v , / =  v~:,+ v . ,  
v , / =  %v,,  + ~ ,  + ~.v, . ,  

v . ' =  v~,, 
v.~,' = ~,v~, + v~, - % v .  + ~v~:,, 

che si r icava da (33) ponendovi ~?~ ~ ? ~ 3  ~= ~34 ~ 1, ¢?~ =: %,  ¢743=%, 

744 = %, e identicamente nulli tutti  gli altri coefficienti. Se sono soddisfatte 

le {36) a tale sistema si applica il primitivo teorema VII  al quale ci baster~ 

f a r e  rieorso. Detto hih~ e k,k~ due combinazioni degli indici O, t, 2, 3, 
detta i,i~ lu combinazione complementare di h,h~, volendo deeidere se, ad 

una soluzione della (294) , si possono prescrivere in a i valori di 

e in b quelti di 

y(h~> e y(h~) 

baster~ vedere se, assunta per u que!la soluzioue della (294)ridotta omogenea 

che ha in a la derivata  i, "~ di valore uno e tutte le altre nulle e per  v 

quella soluzione che ha in a la derivata  i.2 "~ di valore uno e tutte le altre 

nulle, r iesce 

(37) 
Ora, si ha 

V¢¢+h,>.+k~(b) ~ 0. 

V,,,:(a) t = O, se v,v. 2 + (1 + i,)(1 +- i,), 

t = 1 ,  se v ~ v ~ = ( l + i ~ ) ( l + i ~ ) ,  

e pertanto, in base al teor. VII,  si pub affermare ch% in (a, b), rieseir~ 

V~,~(x)>~O, per ogni combinazione v~v~ e quindi anche V(~+kl)(~+~>(b) >= O, 
e V(l+k,>,,+~0>(b)=0, solo quando sia V~,+k,>(~+h~>(X) =--0, e V~+i~),~+,o)(x) > O. 
Da cib, datu la part ieolare forma del sistema (33') ~ possibile, helle sole 
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ipotesi  (36), o dedur re  che si iTerifica la (37), o dare  cri ter i i  suff ic ient i  perch~ 

tale d i seguag l ianza  sussis ta .  

Si voglia,  per  esempio,  dee idere  se si possono p resc r ive re  in a e in b 

i valori  di y e di y'. Si ha h , : k , - ~ O ,  h ~ : k ~ = l ,  i t - - 2 ,  i~-~-3, Vs4(x)>O , 
e bisogna vedere  se V ~ ( b ) >  0. Da l la  5 a del la  (33') si deduce  ehe, per  x > a, 

V~4(x ) > 0, dal la  4 a t he  V2,(x ) > 0, dal la  2 a c h e  V~3(x ) > 0, e infine, dal la  1 ~ 

che V,~(X) > 0, onde V,~(b) > O. 

Si vogl ia  dec idere  se si possono presc r ive re  in a e in b i valori  di y", 

in a i l  va lore  di y' e in b quel lo  di y" .  Si ha  h~ = 1, h. 2 ~--2, k~ ~ 2, k~--~3, 

i~ = 0, i~ ~ 3, V,(~c) > 0 e b i sogna  v e d e r e  se V~(b) > 0. Da l la  2 ~ del le  (33') 

si d e d u c e  che, per  x > a, V ~ ( x ) >  O, dal la  1. a c h e  V ~ ( x ) >  0, e d a l F u l t i m a  

che V~4(b ) > 0 se %)(@ non ~ identica-mente nu l la  in (a, b). 
Si vogl iano p resc r ive re  in a e in b i valori  di y e di y'". Si ha  h~ =: k~ ~ 0 ,  

h~ ~--- k~ ~-~ 3, i~ ~ 1, i~ := 2, V~3(~c ) > 0 e bisogna vedere  se V~4(b ) > O. Dal la  2 a 

del le  (33') si deduce  che, per  x ~ a ,  V~3(x ) > 0  e dal la  3 a che V~,(b)>O~se 
non ~ % ( x ) ~ 0 .  Sia ~ 2 ( x ) = 0 ,  da l la  ! a del le  (33') si deduce  che, per  x > a ,  

V~(x) > O, d a l l a  3 a c h e  da V~(b)~--O, ~ segue V~(x) = 0 e dal la  5 a che 

%(~c) -~ 0. Si ha  d u n q u e  V~4(b ) > O, se non ~ %(w) -~ %(x) ~ 0, ecc . .  

L ' e s a m e  di tut t i  i possibi l i  casi  conduce  al seguen te  comprens ivo  no- 
tevole t eo rema  : 

XIV.  Data l' equazione differenziale tineare del 4 ° ordine (29~), nell' ipotesi 

che in  (a, b) siano verifieate le (36), ad una  sua soluzione si possono prescri.  

ve,~e ad arbitrio, in  a, i valori di una  coppia di funz ioni  scelte f ra  le y, y', 
y", y"' e, in  b, i valori della stessa o di un 'a l t ra  eoppia, nei seguenti casi : 

quando non esiste un  pol inomio di secondo grado, non identicamente 
nullo~ per  il quale le stesse coppie assumano in  a e in  b valori nulli ,  

quando, esistendo un  tale polinomio, e non ne esistendo uno di  primo, 

non ~ in  (a, b), %(x) ~ %(x I --: 0 (se %,(x) -~ :~(x) =-- O, il detto polinomio 
autosoluzione del problema). 

quando, esistendo un  pol inomio di grado non superiore al  primo, non 
identicamente hullo, per  il quale le detle coppie assumono in  a e in  b valori 

null i ,  non ~ in  (a, b), % ( x ) ~  0 (se ~ 0 ( x ) ~  0 il detto polinomio ~ autosoluzione 
del problema). 

Ri to rnando  al s i s tema (27), i p rob lemi  da noi f inor~ esaminat i  per  la sua  
in tegrazione  r ien t rano  tut t i  

gnarl i s i s temi  di costant i  

~tnnal~  d i  M a t e m a t ~ ¢ a .  Some I V ,  T'omo :£-X. 

come easo par t i co la re  nel  seguen te :  Sono asse- 

ahi, ai~2, ..., ahp, jh--~ 1, 2, ..., r), 
bht, bi,~ .... , bhp, (h-~  1, 2 , . , ,  s), 
e~,, ch., .,., %,, (h = 1, 2, .... qL 

12 
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ed 6 r -t- s + 2q ~ p, si suol costruire una soluzione [y~] del sistema che veri- 

fiehi le p eondi~ioni l ineari 

! E ah~y~{~ I = % {h = 1, 2.. . ,  r), 

(37) ~ b,,~y~ (b) : ~ (h----- 1, 2,..., s), 

i k~l P ~ P 

k~ l ~ 1  
Posto 

thk----:-a~, per h = = l .  2 , . . . , r ,  k- -~t ,  2 .... ,p ,  

t~+h,k-~ bh~ per h :  1~ 2...., s, k -~ 1, 2, . . . ,  p, 
t,.+~+h,~chl~, per  h ..... 1 ,2 , . . . , q ,  k ~ l ,  

t~+~+q+h.~ I - 0 ,  per k = = r - ~ s  + q + h ,  h ~ l ,  2,. . . ,q, k - - l ,  2,. . . ,p, 
-- 1, per k - - = r + s + q q - h ,  

si pub, senza ledere la generalitfi~, supporre the  il determinante 

sia diverso da zero, e allora effet tuare nel problema il cambiamento delle 

funzioni incognite y~ helle ~, a quelle legate dalle relazioni invertibili  

per  it siste,n~ 
P 

che ne risulta, si h~t il probtema, girl, considerato, di costruirne una soluzione 

verif icante le condizioni 

~ ( a )  ~ ~ ,  (h = 1,.. . ,  r~, ~t,.~(bt = ~,, (h = t , , . . .  , s~, 

Cosi, per  esempio, per l ' integrazione dell' equazione del second'ordine 

y" ~ y + %,y + % y', (29~) 
con le condizioni 

si trova che se a , b ~ - - a i b  ~ 0 ,  

a~y(a) q- a:y'(a) = ~, 

b,y(b) + b.~y'(b) : ~, 

il problema ha sempre una  (ed una  sola) so- 
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luzione quctndo sia, in la., b), 

{a,b~ -- aeb , }(a~%,(x) -- a,a.~%(xl -- a~) ~ O, 

ta,b. z - -  a.,b,l{b~%lxl - -  b,b.e%(xt - -  b~) ~ O; 
con le condizioni 

si trova ehe, 

quando sia 

qy(a) + c~y'{a)=~,  

c , y (b}+ c~y'(bt .... ~, 

se c~ =~:0, i t  problema ha sempre una (ed una  sola) soluzione 

> o, - - < o ,  

e non entrambe tali  funz ioni  identicamente nul le  {se queste funzioni fossero 
entrambe identicamente halle, it problema avrebbe l' autosoluzione e-(c,/~)*j. 

:Non vi ~ neppure  difficolth a stabilire, in base alla preseute teoria, 
eriterii  sufficienti  d 'esis tenza per le soluzioni di problemi d'integra~ione, 
r iguardanti  il sistema {27}, nei quali oltre a condizioni del tipo delle (37}, 
comparissero condizioni del seguente tipo integrale 

b 

E A~,~yk(al + Bh~yk(b ) + )y~(x)dx = &, ( h ~ l , . . . ,  x), 

f t  

il cui numero z sommato a quella r ÷  s ÷ 2q delle condizioni (37), dia un 

risultato eguale a p, supposte A~,~ e Bhk costanti e ~t,k(x) funzioni general- 
mente continue e sommabili in (a, b}. 

Aggregate invero alle Yh le z funzioni incognite 

3e 

, ~ = 1  

il problema equivale al seguente, di tipo gi/~ considerato: l ' integrazione del 
sistema eli p |- × equazioni, helle p + ~ incognite y , , . . . ,  yp, ~ ,.. . ,  ~ ,  

Yh = "rh + ~ .%kYk, (h ----- 1, ..., p), 

~ =~v  h k + ~  (X y ~ . ,  l h = l , . . . , x ) ,  
, k = l  = 

con le p q - ×  condizioni che si ottengono agg iungendo  alia r + s q - 2 q  del 
tipo (37) le 2~ seguenti 

P 

~h(a)--EiA~j~+BhOy~(a~:-~O. ~h{b} ~ p~,, (h = 1,..., z). 
k = l  
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Cosi, per esempio, per  l' integrazione dell' equazione (29~) con le condizioni 

integrali 
b 5 

x)y(x)dx ~ e, ~(x)y'(~c)dx : ~ , 
c~ Cb 

si trova, ut i l izzando il teor. XIII",  che il problema ha sempre una  (ed una  

sola soluzione) quando sia, in  (a, b), ? 0 I x ) > 0  e ~(xl, ~ , (x )d i  comune segno 

costante, quando non sono nulle, e nessuna di esse identicamen~e nulla.  

Non possiamo, neppure  in questo scritto, r inunziare ad un'osservazione 
con la quale porremo fine al prcsente paragrafo. I criterii sufficienti d'esi- 

stenza, che, in applicazioIie immediata  della teoria svolta, possono ottenei~si 
coi procedimenti  indicati, impongono, come abbiamo visto negli esempi trattati, 

forti restrizioni ai coefficienti delle equazioni del sistema da integrate,  lad-' 
dove, fissati comunque questi coefficienti, e assegnato a taluni di essi un 

fattore, da assumersi  come parametro,  si sa bene che i problemi l ineari  del 

tipo considerato hanno sempre solnzioni, all~infuori, eventualmente,  per una 

ter ra  successione di valori del purametro 4autovalori). Ma gli ~ che, nelle 
applicazioni anche le pifi semplici, non si ~ affatto in grado di decidere se 

un dato valore del parametro sia o no autovalore, onde l 'ut i l i th dei criterii  

stabiliti, i quali, per altro, possono, col procedimento che andiamo ad osser- 

vare, molto aumentare  il loro campo d'azionc, fino a comprendere,  come io 
presumo, tutti i casi nei quali sia possibile conseguire, teoremi che valgano 

in generale. 
Ricordiamo che, dato il problema di integrare il sistema (27) con le con- 

dizioni del tipo considerato, esso possiede soluzione, comunque si assegnino i 

termini noti, allora e allora soltanto che il sistema omogeneo 

P 
(27°) Y h ' :  v %,kYk, lh-= 1, ..., p}, 

?a~-i 

non possiede the  la soluzione nulla verificante le stesse condizioni ridotte 

omogenee. Assunte, comunque, le p2 funzloni (%k(x) fh, k = 1,..., p}, assoluta- 
mente continue in ((t, b) ed ivi dotate di derivate prime generalmente continue, 

con determin~nte 

(t)~i . . .  (Otp  

138) . . . . . .  
O)pi , , .  ( l)pp 

sempre non nulle in (c~, b), operiamo il cambiamento delle funzioni into- 



di equazioni differenziali ordinarie e loro conseguenze 93 

gni te  Yh net te  ~h, a quel le  legate  dal le  re laz ioni  

P 
y~ = ~ ~oh~ (h := 1, ..., p);  

i=1 

det to  Q~,h- il eomplemen to  a lgebr ieo  di ¢%k nel  d e t e r m i n a n t e  138). diviso per  il 

d e t e r m i n a n t e  stesso, il s i s tema {270) si t r aduce  nel  s eguen te  

p ( L p  , ) , 

j = l  \ h. k h = l  j = l  

e le eondiz ioni  l inea r i  omogenee  imposte  al le  Yh in a l t r e t t an t e  impos te  

al le  ~ , ,  del lo stesso tipo. Se ~ possibi le  u n a  scel ta  .delle funzioni  ~%k in 

m a n i e r a  ehe il s i s tema t r a s fo rma to  non  abbia  c h e l a  soluzione nu l l a  verifi-  

can te  le condiz ioni  t r a s fo rmate ,  si potrh  dire  ehe  il s i s tema pr imi t ivo  non  ha, 

pu r  esso, c h e l a  soluzione nu l l a  ve r i f i can te  le condizioni  pr imi t ive .  E av remo 

percib consegui to  nuovi  c r i te r i i  suf f ic ien t i  d ' e s i s t e n z a  per  le soluzioni  di 

p rob lemi  re la t iv i  al s i s tema (27),. se da remo  er i te r i i  at t i  ad a s s i cu ra re  la pos- 

s ibi l i th di seegl ie re  le funz ion i  %,~,(x) in m a n i e r a  che  il s i s tema omogeneo  e 

le condiz ioni  omogenee  nel le  ~j p resen t ino  le pa r t i co la r i th  impos te  dai c r i t e r i i  

suff ie ient i ,  di nullit~t del la  soluzione,  de r ivan t i  d a l Fa p p l i c a z i o n e  i mme d i a t a  

del ia  teor ia  svol ta  (,s). 

Si abbia,  per  esempio,  k essendo un  par~metro ,  il s i s tema e le condi- 

zioni, in due  funz ion i  incogni to  y, e y~: 

139) } ~ ' Y.~ = ~%2~Y~ + ~ Y ~ ,  
~ ( a )  = ~ ( b )  = O. 

Si oper i  la t r a s fo rmaz ione  

Yi = P ~  A-U~2,  
y~ = V~l -~- q ~ ,  

con p e q cos tant i  posi t ivi  e u e v funzioni  del la  x, essendo 

u(a~ = v(b) = o, 

pq  - -  u(x)v(x) > O, in (a, b). 

(is) Indipendentemente da tale teoria si ha, err. nora (is), che l'unica soluzione del 
sistema (270) della quale le componenti y~ .... , Yr sono nulle in a e le rimanenti in b, ~ la 
soluzione nulla, tutte le volte che si possono assumere le o)~,k(x} in maniera che nella ma- 
tJ-iee !1 ~*hk 1] dei eoefficienti del sistema trasformato risultino identieamente nulli in (a, b) 
tutti gli elementi sit~lati da una medesima parte di una delte diagonali e si abbia 

~%.k(a):O, per h::~k ( h = i , . . , r ;  k = l , . . . , p ) ,  
¢ohk(b)=0, per h=~=k ( h : r + l , . . . , p ;  k=l , . . . ,p ) .  
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Si ha 

~pq - -  u v ~  ~- (%~ - -  %~}qu  ~ ).%.2q ~ - -  ).%~,u ~ - -  qu ' ,  

( pq  - -  u v ) ~  ~ ~ . ~  - -  % ~)pv A -  ~ p ' ~  - -  k % ~ v  ~ - -  pv ' ,  

onde, in base ai teoremi IX e IX', che le  (39) hanno l' uniea soluzione nulla 

se b possibile determinare le costanti positive p e q e le fuuzioni u(x )  nulla 

in a e v(x) ,  nulla  in b, assolutamente continue in (a, b} e con derivate prime 

geueraImente continue, in modo che in (a, b) si abbia 

lu(~)t<p, Iv(~)l <q, 

u'  = ) .q (P  + %.2) + (% - -  %,,)u - -  ). ¢~' u ~, 
q 

v'  = ~.p(~ + ~,~  + (%,.~ - % , ) v  - ~,~'~ v ~, 
P 

con P(x) e Q(x) arbitrarie funzioni, di comune segno costante in (a, b), quando 

non sono nulle, ivi generalmente continue e sommabiIi. Ora, data l 'equazione 

differenziale di R~ccA~: 
u' = ~a + ~u + )¢{u ~, 

co l  eoefficienti ~, ~, y, sommabili in (a, b), si trova (~) che e~sa possiede 

una soluzione u~ assotutamente continua nelFinterval lo (a, b}, nulla in a ,  se 

il parametro ), ~ cosi limitato 

b --/~d~ b f~d~ i 

o f ) 

valendo allora per la u(x )  la maggiorazione 

x 

b --f~d~ 

o~ 

b f~d~ 

j l ~ l e  ~ d x  

e h 

(:g) Cfr. P:CONE, Nuova anal i s i  esis~enziale e quanti tat ivet  delte soluzioni dei s is temi di 
equazioni  differe•ziali ordinarie [~ Anna l i  del]a R. Scuola  :Normale S u p e r i o r e  di  P i ss  ,>, 
vol. X (~941)]. 
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e si pe rv iene  dunque  al notevole r i su l ta to :  Comunque si scelgano le funzioni  

P e Q di comune seg~w coslante i~ (a, b), quando non sono nulle, le equa- 
zioni ~39~ hanno l' un ica  soluzione nu l la  se il parametro )~ ~ cosi l imitato : 

X 

1(/, o / 
< ~, P + ~,., l e d x . . 1  ~,~, I e" d x  , 

-t- q~, ] e a d x . / ' l % ~ , e  a d x )  "~, 

x 

b 1(/I 
e quindi  in particolare, le equazioni 

y" ~ ;d%y ! %y', 

y(a) : y'(b) = O, 

hanno i ' u n i c a  soluzione nul la  se il parametro  ~ ~ cosi limilato : 

b 

(j 
~e a 

b 

x x 

/~ o )-, 
1 4 - P i e  ~ d x .  % i e d x  , 

j , 

t% C~ 

% + Q i e  d x .  e d x  , 

(40) 

si ponga,  con to(x)~ 0 in (a, b), 

y = to~, 
si avranno per  ~ le equazioni  

I ( ?  / ° 3-'. U- < d x .  l ~o l e d x  
a o~ 

Altro esempio,  date  le equazioni  

t y(a) : y,{a) ~ y"{a) : O, y(b) -- O, 

~, ~ t t  ~ t i t  

~{a) = ~'(a).--~ ~"(a) -- O, ~(b) = O, 

e pertanto, q~ando %(x)_<_ 0 in  (a~ b), se 
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c o n  

~o%* : %0) 4- 2%co' + 3 ¢ ~ y '  - -  4o~'", 

~o~* ---~ %¢o + 3~(o'  - -  6¢o", 

~:~* ---~ ~?.~co - -  4~o', 

onde, in base  nl teor. X l I  si ha t h e :  Le equazioni  (40)poss iedono l ' u n i c a  so- 

luzione nu l la  se esiste u n a  funz ione  o) pos i t i va  in  (a, b), con der ivata  terza 

assolutamente con t inua  e quar ta  generalmente  continua,  per  la quale, in  (a, b), 

riesca 
, , ,,, @ v  > 0 ,  

'~¢o -t- 2 ~ o '  ÷ 3%to" - 4co'" ~ 0, 

~ )  4 -  3~3¢o' - -  6¢o" ~ 0 ,  

in  particolare,  posto (o ~ e ~ ,  se esisle u n a  costante ~ per  la quale riesca 

% + 2a% + 3 ~  - -  4~ ~ > 0 ,  

~:~ + 3 - %  - -  6~ ~ >__ 0. 

Cosi, da ta  ancora  l ' equaz ione  d i f ferenzia le  (40) con lc condizioni  

y(a) : y'(a) = O, y(b) : y'~b) - -  O, 

si trova, in base  al teor. XIV,  che :  Tall  equaz ion iposs iedono  l 'unica  soluzione 

n u l l a  se esiste u n a  funz ione  o) sempre posi t iva in  (a, b), con der ivata  terza 

assolutamente cont inua e quar ta  generalmente  continua,  per  la quale, in  (a, b), 

riesca 

~?,(o + 2%.~' + 3~.~to" - -  4o)'" -= O, 

%~ 4- 3~3~o' - -  60~" ~ O, 

e quindi ,  in  particolare,  comunque r isu l t ino  la costa nte o: e le f unz ion i  F(x} 

e P(x), generahnente  cont inue e sommabi t i  i n  (a, b), P(x) essendovi non  nega. 

tiva, se si pub  porre : 

~ = F,  

% = P + 6~ ~ - -  3 z F ,  

% = - -  8 ~  :~ + 2 ~ F -  2 P ~ ,  

soddisfacendo % la l imitazione 

~o <~ 3 ~  - -  Fz¢~ 3- P ~ .  

L ' o s s e r v a z i e n e  genera le  fatta" pub dare  f rut t i  cospicui  anche  da  un  altro 

punto  di vista, consen tendo  essa, come andiamo ad indicate ,  nna  genera-  
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lizzazione dei teoremi fondamenta l i  VI I  e VIII .  Una sotuzione [Yl,] del si- 
sterna omogeneo (270) sarh detta  normale se t u l l e  le sue component i  hanno 
nel punto  iniziale a valori zero, meno una  che ha. valore uno. La trasforma- 
zione yj~ = Z % h ~  trasforma soluzioni normali  del s istema (27°) in soluzioni 
normali  del s istema trasformato se la matr ice  della trasformazione ~ uni tar ia  
nel punto  iniziale. Cib posto si pub enunc ia te  it t eorema:  

XV. Se ~ possibile determinate gli elementi ~%k(X} della matrice della tra. 

sformazione y~ ~ ~ o)hk~k, in maniera che la matrice sia uni tar ia  in a e die. 

gonale in b, e le funzioni  

l.p p 

~ k  -~ ~ ¢P~v~f~a(o~k- E ~ h + ' ~ ,  per  h ~ k, (h, k-~ 1,..., p), 
p., v ~.=i  

siano non negative in (a, b), la eomponente jm~ di una  soluzione normale del 

sistema (27°} che sia diverse da zero in a ~ tale anehe in b, la componente 

i ~ (i ==~:j) sar~ p u r  essa diverse da zero in b se q~j*(x) non ~ identicamente 

nulla, oppure se per un  certo indice 1 ~ i ~ ~ti*(x) non identicameate nul la  ed 

essendo b u n  punto  di continuitY, di q~il*(x) si ha %1*(b)> 0. 
L 'appl ieaz ione  di tale teorema sartt p resumib i lmente  utile per  un  perfe- 

zionamento, nei singoli casi particolari,  del t e o r .  XIII ,  secondo il quale 
l ' ipotesi  el, h%j~(x ) ~ 0  in (a, b}, porta a l l ' ident ico annul lamento  di molti coef- 
ficienti  %~.. 

3. Teoremi di eonf ronto  con eondizioni t e rmina l i .  - -  Facile conseguenza 
del teor. V 6 questo:  

XVI. Supposto l 'intervallo (a, b) finito, le funzioni  

y,, yJ, 

verifichino le ipotesi del teor. V, per p ~ 2, e le u(x} e v{x} siano soluzioni, 

in R, rispeltivamente delle due equazioni differenziali del seeo~d'ordine : 

y"=  f(x, y, 
y " =  y, 

allora, dalle relazioni ter~ninali 

i41) u(a} ~ v(al, u(b) ~ v(b}, 

si deduce, in tutto {a, b}, 

(42} u(x) ~ v(x}. 
e 8 e  

(43} u(b) > v(b), 
si he 

(44) u ( x ) ~ v ( x ) ,  per a ~ x ~ b .  

Annal i  di Mt~tematica, S e r i e  I V ,  Tomo X X ,  13 
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Ed invero, se per  un  punto  ~ di (a, b} r isultasse 

(45) vl~l > u(~}, 

esisterebbero dei punt i  x~ e x~ di (a, b) per i quali  si avrebbe 

x, ~ x~, 
u t x 9  - -  v(x~t, u(x~) = v(x,~), 

e. detto Xo Fes t remo superiore  dei numer i  x~, si avrebbe 

u(xo~ = v(xo), u'(x°I <= v'(x,,), 
donde, pet" il teor. V, 

Ma 
v ' ( x ) - - u ' ( x t ~ O ,  per x ~ x , , .  

932 

j (v ' (xl  - -  u ' ( x i i d x  = [ v l x ~ ) -  u(x~)] - -  [vtx,,) - u(x,,)] = O, 

e quindi  v ' ( x ) -  u'(x~ ~ 0 in (x, x.2)~ e pertant~) ~v~)= u(~), in contradizione 
con la (45). Dimostrata  cosi la (42}, se, essendo u(b)~> v(bt, per un  certo 
punto interno ad (a, b), r isultasse v (~)~  u~), ivi si avrebbe anche v'(~} ~-u '~),  
e quindi ,  di nuovo in base al teor. V. v ( x ) ~ u ( x ) ,  per x ~ ,  donde v(b)~u(b), 

il che ~ assurdo. 
Dal teor. VI  si deduce il seguente :  
XVII .  Supposto l'intervallo (a~ b) finito, le funzioni (o(x}, ¢~(x, y~, y~), 

~(x, y~, y~) verifichino le ipotesi del teor. VI, per p ~ 2, e le u[y) e v(x) siano 
soluzioni, in R, rispeltivamente delle eq~tazioni differenziali del second'ordine 

y " :  ¢o(x)~(x, y, y'}, 
y " =  ~o(x)+(x, y, y'), 

al/ora dalle relazioni terminali (41) si deduce, in tutto (a, b), la (42), e, dalle 

(41) e ~43), la (44) (.~o). 
Se ~o(x) ~ 1, ed essendo l' insieme N, al pii~, costituito dai punt i  a e b, 

per ogni punto interno all'intervallo ta, b), vale sempre una delle seguenti 

(e0} I n  questo teorema 6 contenuto, come part ieolar iss imo caso, quello a cui ho fatto 
cenno nelle  pr ime r ighe del presente  scritto~ ment re  ci6 non si pub dire  pe r  i teoremi  di 
confronto dati  dalla Doff. IDA GROPPI nel la  nora:  A proposito di alcuni criteri di confronto 
per le equazioni differenziati del second' ordine, [<< Bol le t t ino dell '  Un ione  matemat ica  i ta t iana ~, 

Anno  X V I I  (1938-XVI)],  pp. 179-182. 
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diseguaglianze 
~qx, u(x), u'(x~) < +(x, u(z), u'(x)), 
~(x, v~xt, v'(x)) < ~(x, v(xb v'(x)b 

dalle relazioni terminali (23) si deduce 

u(x)>v(x},  per  a < x < b .  

Dimost ra ta  la pr ima parte del teorema, cib che si ottiene con ragiona. 
mento identico a quello seguito per dimostrare  il teor. XVI, s% nel l ' ipotes i  
della seeonda pa r t e , - pe r  un  put/to ~ inferno ad (a, b) r isultasse v(~)~-u(~), 
ivi si avrebbe v'(~)= u'(~ b e quindi  

v"t~) - u"(~ = ~(~, u@.  u'@) - -  ~(~, u(~), u'I~)t, 
= '4(~, v(~), v'(~)) - -  ~(~, v(~), v ' @ ,  

onde v" (~) -  u"(~)> 0, e per tanto v ( x ) >  u(x) in un  in torno destro di ~, il 
the  6 assurdo (~). 

('~i) Dunque,  in  partieolare,  se la funzione +(x, Yt, Y2) e, rispetto alla x, del tipo C e 
genera lmente  cont inua  nel dominie  ret tangolare R[(a, a i ,  ae); (b. bi~ b~}]~ % comunque si 
fissino x in  (a, b), fuori di u n  certo ins ieme N pri~+o di derivato,  e y e  ne l l ' i n t e rno  di (a.2, bz), 
funzione non  decrescente di yi~ dal eonfronto delle due equazioni 

y" - -  0, 
y " =  ¢,,(x)~(x, y, y'), 

si r icava ch6: se la seconda 6 un i ta r ia  nel la  sun soluzione v(x), in R~ ed esistono due co. 
s tant i  ci e c~, per  le qual i  si ha. in  (a, b), 

b - - x  x - - a  
al ~ Ct b ~ a q - c e  ~ _  a ~ bi ,  

e genera lmente  

allora dalle relazioni  te rminal i  

segu% in turbo (a, b), 

@ 

0 - - ( %  ~ - 

b._-=-7 ] >o, 

v(a) < g ,  v(b) < c+, 

b - x  x - - a  
vix) ~c~ ~ -  a + c ~ b -  = C b "  

Se~ per  esempio, assegnata  l ' equaz ione  l ineare  

y" = ¢(x) + "~o(x)y -F ~l(x)y', 

con % ~o, ~t generglmente  cont inue in (a, b)~ e ivi  sommabili~ si ha. in {a~ b), generahnent% 

~0(x) > 0, 
(b - -  a)6(xt -~- [c,(b -- x) ~- c.2(x - -  a)]%(x) 4- (% --  ci)+,(x ) ~ O, 

per ogni soluzione v(x) dell 'equazione~ ver i f icante  Ie relazioni terminal i  (~)+ si ha  la limita. 
zione (~). Si r i t rova cosi un ben noto risultato della teoria delle equazioni  differenziali  
l inear i  del  second'ordine~ di solito enuncia to  per ci = c2 = 0. 
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4. Teoremi d'esistenza per le soluzioni dei sistemi di equazioni differen- 
ziali ordinarie, dipendenti da un parametro, in grande nel parametro . - -  
Dal teor. I di CARATHEODORY e dai teoremi I I  e I I I  si deduce  faci lmente  il 
segaente  : 

XVIII .  Nel dominio rettangolare di punt i  estremg inferiore (a, al , ..., ap , ~/) 

e superiore (b, bi,  ..., be, )."), dello spazio (x, y~, ..., yp, ).), le funzioni  

o~,~(~t, h ( x ,  y~ .... , yp, ~), (h ~-1, . . . ,  p), 

siano di tipo C, rispelto alla x, e, avendosi 

e supposto l'inlervallo (a, b) finito, per due valori )~ e k.~ di k, interni al l ' in.  
tervallo (k',)~"), con ).~ ~ k~, le [uh(x)] e [vh(xl] siano soluzioni, nel dominio 

rettangolare R[(a, a~,..., a,), (b, b( , . . . ,  b,)], dei sistemi di equazioni differen. 

ziali e di cor~dizioni iniziali che si ottengono dal sistema 

Y'~'= h ( x '  Y~' ""' Y~" ~)' th =-1,. . . ,  p), (dG) 
I Yh (a) ---- ~t~ ()'), 

ponendovi, rispettivamente, ~-~ ~ e ).----),:, il sistema di equazioni differen- 

ziali conservandosi unitario, in R, per ogni valore di ~ nell' intervallo (ehiuso) 

t~.~, )~.~). I n  ciascuna delle seguent.i ipotesi: 
d') mantenendo ~ nell'intervallo (?~, ~2), comunque si fissi x in (a, b), 

fuori di un certo insieme di misura nulla, te fh e ~ sono funzioni non de. 

crescenti delle rimanenli  variabili ; 

d") 
f~ _=__ o)~,(x)%,(x, y , , . . . ,  y~, ~), (h = 1, ..., p~, 

con (,)n(x) sommabile in (a, b), ivi quasi ovunque non negative, ¢?~ generalmente 

continua, rispetto alla x~ e, manlenendo ~ nell'intervallo ().,, k.z), comunque si 
fissino x in  (a, b), fuori di un eerto insieme privo di derivate, e yh hell 'in. 
terno dell'intervallo (ah, bh), le ~h e ah sono funzioni non decrescenti di ciaseuna 

delle rimanenti  variabili, 
si pub costruire un inlervallo (~.(, ~"t, al quale l'intervallo (~ ,  ~;I 

inferno, eontenuto nell~intervatlo (~', k") e, per ~ in ()~', ),~") e x in (a, b), de- 
finite una soluzione lye(x, ~.I], in R, del sistema (461. Per ~. in (?,~, ~) le 
y~(x, )~) sono funzioni continue del punto (x,)~I, per ogni fissata x non decre. 

scenic in ~., e verificano le limitazioni 

(47t u~,(x) ~ y~,(x, D ~ %(x), (h = 1, .... p). 

Ci l imi teremo a d imostrare  il teorema nel l ' ipotes i  d'), nel la  quale,  dunque ,  
si pub fissar% in (a, b), un ins ieme N, di misura  nulla~ tale che per ogni 
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punto  x di (a, b), fuori di esso, le fh siano funzioni cont inue del punto  
(y~, y~,...,  yp, )~)~ non decrescent i  in c iaseuna delle variabili  y~, y~,...~ yr ,  )., 
e si ha :  

I h ( x ,  y~, ..., y~, ~.) t <= r (x ) ,  

con " Fix)  sommabite  in (a, b). Ind~icheremo con [ l' insieme di punt i  che si 
ott iene dal l ' in terval lo  (a, b) privandolo dei punt i  di N. Poich~, per x in I, 

f,~(x, u,(x), ..., u,(x),  ) . , )~  f,~(x, u,(x), ..., u~(x), ~.~), 

possiamo, intanto, in base al teor. II, asserire che, in (a, b), 

uh(x) ~ vh(x). 
In  virtfi del teor. I si pub costruire un intorno ( ) ' t -  ~, )'~ 4- <~") del 

punto k~ e, per  x in )a, b! e ). in tale intorno, defini te  una  soluzione [y~(x, ).)], 
in R, del s istema t46). Per  x in /" e per ogni valore ), deWintorno  destro 
().~, k, 4 -~ ' )  di ),~ che non superi  ).~, si ha:  

L~(x, u,(x),  ..., %~(x), ).,) ~ L,,(x, u,(x)  .... , u~(x), ).), 
fh(x, y~(x, ),), ..., y~(x. ~.), ),) ~_~ fh(x, y J x ,  ),), .... y~(x, )~), )~), 

e quindi,  in (a, b), 

u ,~ (x )~y1~(x ,~ )~v l , ( x ) ,  (per ~ , < ) ~ < ~ + ~ "  ) __ : ~ ) , :  , h = l , . . . , p .  

Esistono dunque  dei valori ~ del l ' in terval lo  ().~, ~), maggiori  di )~, tall 
che per ogni ). de l l ' in terval lo  (chiuso) (k~, ~t) si pub definire ~na soluzione 
[yh(x, )~}], in R, del sistema (46), verif icante le limitazi'oni (47). Deft0 ~o l 'e- 
stremo superiore de l l ' ins ieme numerico  descri t ta  da tall ~t, sar~ ~t .~) .2,  e il 
teorema pub ri tenersi  comple tamente  dimostrato se faremo vedere che, pre- 
cisamente,  riesce ~0 ~ )~. Costruirem% a tale scopo, una  successione cre- 
scente ~,,  ~ , . . . ,  ~ , , . . . ,  di valori di ~t avente per  l imite ~0. Per  x in I si ha:  

h ( x ,  y , (x ,  ~,), ..., y,(.x, ~,), ~,,) £ h ( x ,  y~(x, ~,), ..., y~(x, ~,,), ~,,+,), 
f~ix, u,(x),..., u~(x), ~.,) <=L~(x, us(x),..., u~(x), ~,,), 

h(x, y,(x, ~.,),..., y,~(x, ~,), m) <= h(x,  y,(x, ~, ) ,  . . . ,  y~(x, ~,), ~), 
e quindi,  per  x in (a, b), 

u~,(x) <= ~,(x, ~,i <= yh(x, ~,,+~) <= vh(x). 
Esiste, pertanto,  per  ogni x in (a, b), il l imite 

lim y~,(x, ~,), 

e, indicandolo con y1,~'(xl, si ha 
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Per  ogni x in I si ha. 

lira f~ix,  y~(x, ~,,),..., y~(x,  ~,,}, ~,)  ---- f~(x ,  y , ° ( x ) ,  . . . ,  y,?ix~, ILo) 

donde la sommabilith in ice, b}, della funzione 

h(x, y,°(x), ..., y~°(x), ~o~, 

laddove, per essere  lim z1~(~,, ) (per n - ~ )  ~- ah(~t,)), datl 'equazione 

y~,(x, ~,,) ---- :¢h~,,) ÷[L~(t, y,(t, ~,,),..., yp(t, ~,,), ~t,,)dt, 

passando al limite per n ~ a ~ ,  si ricava, per  .x in (ce, b), 

yh°(x) -~ %(~,)-t-]f , , t t ,  y,°(t}, ..,, y~'(t), ~,,}dt. 
] 

Si ha dunque che per ), ---- ~.~ esiste la sohzione  [y~°(~c)], in R, del si- 

sterna (46}, con le yl~"(x) verificanti  le limitazioni (29 t. Se fosse ~o ~ ~-2, si 

potrebbero trovare~ in base al teor. I, valori di ~t ~ ~t., dell ~intervallo {),~ ):~}~ 

tali che per ogni ). delFinterval lo (),~, ~) si potrebbe costruire una soluzione 

[yi~(x, ~.~], in /~, del sistema (46t, c o ,  le yl~(x, ~) verifieanti le (47)~ il che 
assurdo, per essere ~% l 'es t remo superiore delFinsieme mtmerico costituito 

dui detti valori. 
Un teorema analogo, che tralasciamo di enunciate,  sussiste, ovviamente, 

per le equa~ioni 

y ' ~ ) =  f~x,  y, y ' , . . . ,  y(~-~), ).!, 
y(~) la )  = ~() , ) ,  lk = 0, ~, ..., p - -  1), 

dipendenti  dal parametro  k. Rileviamo di esso un caso particolare interes- 
saute. Sia ~(x, y~,  .... y~), rispetto alla x, di tipo C nel dominio ret tangolare 
R[(a, a~,...~ a~); (b~ b, ,  .... b,)] e generalmente continua e verifiehi la eondi. 
zione di LIPSOI~ITZ~ secondo C&~ATHEODOiRY~ si abbia eio~, per quasi tutti i 

valori di x in ta, b), 

I ~(~,  u,  .... , u~) - ~ (x ,  ~, , . . . ,  ~ )1=<  h ( x )  ~ I u~ - ~, I, 
h ~ l  

comunque s.i scelgano le quantith u~, e v~ new intervallo ice,s, b~){h-~ 1,..., p), 
essendo LIx}  uua funzione sommabile in ice, b). L 'equazione differenziale 

y(P)-~ ),~(x. y, y', .... y"~-~)}, 
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riesce allora unitar ia ,  in R, qua lunque  valore si dia al parametro  ~. Sia u(x)  

una soluzione, in R, del l ' equazione 

e si abbia 
u("'(a) -~ ~k. lk • O, 1, . . . ,  p - -  1), 

~k ~ 0, (k = 0, t, ..., p - -  1), 
at, ~ 0 ~ b~, (h -~ 1, 2 . . . . .  p),  

e, in R, genera lmente  rispetto alla x ,  

~(x, y~ .... , y~) ~ 0, 

e non decrescente  in c iascuna delle p - - 1  variabil i  y , , . . . ,  y~_~. In  tali 
ipotesi si pub affermare,  in base al teor. I X ,  ] 'esistenza di un  intervallo 
(~',).")~ con ) , ' 4  0 e k " ~  1, tale che per  ogni valore di ), in tale intervallo 

possibile def ini te  una soluzi0ne y ( x ,  k), in R, delle equazioni:  

y(")(a) = ) , ~ ,  {k ~ O, 1, ...) p -  1), 

r isultando,  per  ). ne l l ' in terval lo  (0, 11, 

0 g y(")(x, ).) £ u(k){x)), (k = O, 1, ..., p - -  1), 

e le y(P'~(x, ~) 4k----0. 1,..., p -  1), per ogni fissato x ,  funzioni non decrescenti  
di ).. 

Non si pensi che tale intervallo qk', ~"), di variabilitfi del parametro  )~, 
consent i ta  dal teorema, riesca~ in generale,  banalmente  ristretto. ]~ istruttivo, 
al r iguardo,  l ' e sempio  delle sempliciss ime equazioni :  

y' ~_ ).y~, 

y(0)----- )., 

considerate al variare di x nel l ' in terval lo  (0, b), con b ( 1 ,  la cui soluzione 

). 

y = l _ _ ~ x ,  

pub definirsi  ne l l ' in te rva l lo  (0, b) solo se ). si mant iene  in un  intervalto 

()~',)~") interno all' interva!lo ( - -1 / \ ,  b, 1/Vb), fra i quali  vi ~ bene l' intervallo 
(0, 1), il eai  estremo destro pub essere perb vicino tanto quanto si vuole a 

1/¥b, pur  di prendere  b abbastanza prossimo a uno. 


