Teoremi di confronto per i sistemi
di equazioni differenziali ordinarie e loro censeguenze (¥).

Memoria di Mavro PicoNg (& Roma).

Sunto. - Si danno alcuni teoremi di confronto per sistemi di equazioni differenziali ordinarie
e se ne fo applicazione ad wna vasta classe di problemi di integrazione di sistemi di
equazions lineari differenziali ordinarie con condizioni wnon indziali (infegrali o asse-
gnanti alle soluzioni valori in determinati punti), nonché allo studio della dipendenza
delle soluzioni dei sistemi wnon lineari, da un parametro che compare nelle equazioni e
nelle condiziont inigiali.

Nella Memoria di CARLo MIraNDA dedicata alle ricerche compiute, fra
il 1932-XT e il 1933-X1II, nell’Istituto Nazionale per le Applicazioni del Cal-
colo, doncernenti i problemi che si riallaciano all’integrazione dell’equazione
differenziale THOMAS-FERMI della Fisica atomica (), trovasi enunciato ()
senza dimostrazione, e ufilizzato un generale teorema di confronto, fra equa-
zioni differenziali ordinarie del secondo ordine, che io ebbi occasione di
suggerire in quelle ricerche ai miei collaboratori dell’ Istituto, e al quale
oggi, autorevolmente sollecitato a farne conoscere la dimostrazione, ritengo
utile destinare la presente trattazione che lo fa discendere, immediatamente
ed in ipotesi molto pit larghe di quelle allora considerate, da taluni generali
teoremi di confronto relativi a sistemi di quante si vogliano equazioni diffe-
renziali ordinarie, in altrettante fuuzioni incognite, i quali teoremi, inoltre,
come pure mostrerd nel presente seritto, conducono ad uno nuovo esistenziale
per gl’integrali dei sistemi di equazioni differenziali ordinarie, dipendenti
da un parametro, valevole, a differenza dei clasgici teoremi, in grande nel
parametro, valevole cioé al variare di questo in un prefissato intervallo, e,
per ora limitatamente ai sistemi lineari, forniscono larga messe di notevoli
criteri snfficienti d’esistenza per le soluzioni assoggettate a ulteriori equazioni
lineari non differenziali di varii tipi.

(*) Lavoro eseguito nell’ Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo.

() C. Mirawpas, Teoremi e melodi per U integrazione numerica della equazione differen
ziale di Fermi, [« Memorie della Reale Accademia &’ talia », Vol. V (1934-X1T)}, pp. 285-322.

() A pag. 291,
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E opportunissimo, anche per le concrete applicazioni (%), considerare i
detti sistemi di equazioni differenziali, nelle ipotesi sulle quali il CARATHEO-
DORY (‘) ne ha costruito una ben nota fruttuosa teoria e pertanto, per ben
intendere ed evitare noiose ripetizioni, mi permetto di introdurre qui talune
locuzioni che vado, come prima cosa, a definire.

Indichino #, ¥, ,..., ¥, quantitd variabili reali indipendenti e R il dominio
rettangolare definito dalle limitazioni

a=w=h o=y =0by (h=1,..., p),

ciod, come diremo, di punto estremo inferiore (@, @,,.., @,} e superiore
(b, b,y ., by). Diremo che una funzione reale

f(m’ y{)"‘} yp)a

delle variabili reali @, ¥,,..., ¥,, ¢ nel dominio R, del #ipo di Caratheodory,
rispetto alla variabile x, o, brevemente, del #ipo C, rispetto alla x, se:

19) per un certo insieme N di punti dell’ intervallo (@, b), eventualmente
anche vumoto, di misura (lebesguiana) nulla, & ben definita per ogni punto
(, 9,,-, ¥p) di R, per il quale x non appartenga ad N;

29) comunque si fissi ® in (@, b), fuori di N, la f & funzione continua

del punto (#,,.., ¥,) nel dominio rettangolare, dello spazio a p dimensioni,
di punto estremo inferiore (a,,.., a,) e superiore (b, ,..., b,) e comunque si
fissi (4, ,..., ¥p) in tale dominio & in (@, b} funzione. misurabile di x;

30) esiste una funvzione F(x), dell’ unica variabile x, sommabile in (a, b),
per la quale, in R, risulta

@ 4,50 yp) | = Fla).

Diremo che la funzione f &, nel dominio rettangolare E, generalmente

continua, rispetio alla x, se:

per un certo insieme N di punti dell’intervallo (g, b), eventualmente
anche vuoto, privo di derivafo, la f & ben definita in ogni punto (x, ¥, ,..., Yp)
di R per il quale % non appartenga ad R, e vi & continna come funzione

del punto (®, ¥,, .., Yp)

(3) Anche, per esempio, per la ricordata equazione THOMAS-FERMI:

3
v Y2
Yy '\/OE,
che deve cousiderarsi nell’ intervallo (0, oo).
(9} O. CaraTHEODORY, Vorlesungen #ber reelle Funktionen, [B. G. Teubner {1918 e 1927)],

pp. 665-688.
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Ovviamento, se la f & lineare rispetto alle y ,..., y,, ed &
p .
f:: CP(%) _l'héicph‘x)yh >

la f riesce, nel dominio R, del tipo C rispetto alla x, non appena le fun-
zioni ¢, ¢,,..., ¢, della x, sono sommabili in (a, b) e gl intervalli (a,, b,)
(h=1,..., p) sono finiti. Nelle stesse ipotesi, se le funzioni ¢, ¢, ,.., ¢, sono
continue in ogni punte di (a, b}, fuori di un certo insieme N privo di derivato,
la f & anche generalmente continua, rispetto alla x, nel dominio R.

Diremo che il sistema di funzioni reali y,(v), y,(®),..., y,(x), che indiche-
remo con [y,(x)] &, in R, soluzione del sistema di equazioni differenziali

(1) Yn' =0l Y5 s Yoh (b =1,.., p),

se le dette funzioni, in ogni intervallo finito di (a, b), sono assolutamente
continue, verificano, in (g, b), le limitazioni aperte

an << Yufee) < by, h=1,.., p),

ed infine, con eccezione, al piti, dei punti di (@, b) di un insieme di misura
nullo, soddisfanc le equazioni.

Cosi, data in E una funzione f(x, y,,.., y,) del tipo C rispetto alla w,
diremo che la funzione reale y(x), &, in R, soluzione dell’equazione differen-
ziale d’ordine p:

(2) Yy =12 4 s YY),
se la funzione e tutte le sue derivate, fino a quella inclusa d’ordine p — 1,

sono assolutamente continue in ogni intervallo finito di (a, b), verificano,
in (@, b), le limitazioni aperte

Wy <YO®) < by, (k==0.1,.., p—1),

ed infine, con eccezione, al pin, dei punti. di (@, b) di un insieme di misurd
nulla, soddisfano 1’ equazione.

Il sistema di equazioni differenziali (1), avente, in R, la soluzione [y,(x)],

si diva wnitario in fole solugione, se, per ogni altra soluzione [Y,(x)], in R,

si ha, in (a, b), ‘

Yn(®) = (), (b =1,..., p),

non appena, per un punto x, di (a, b), si abbia

Yh(zco) — :’/h(ago)y {h - 1) sy 13);

il sistema si dira uniforio, in R, se & tale in ogni sua soluzione, in R.
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Cosi I’ equazione differenziale (2), avente, in R, la soluzione y(x), si dira
unitaria in tale soluzione, se, per ogni altra soluzione Y(x), in R, si ha,
in (a, b),

Y (x) = ylx),

non appena, per un punto x, di {a, b), si abbia
Y®(,) =y™lx,), k=0,1,.., p—1).

Cido posto, possiamo in modo breve enunciare un teorema, del quale
faremo wuso sovente, contenuto in uno dato dal CARATHEODORY mnel luogo
eitato (*), concernente l’integrazioné del sistema di equagzioni differenziali e
di condizioni iniziali:

(3) Syh’ =ful®, ¥, Yp> A), (h
( ?/h(f”o) = 0((7&),
dipendente dal parametro A.
1. Se nel dominio rettangolare, dello spazio (X, y, .., ¥p, A. di punio
estremo inferiore (a, a ,..,, 2, A) e superiore (b, b,,..., by, 2), le funzioni fy
e an sono del tipo C, wrispetto alla x, verificano le timitazioni

tp, < ah(;\') < bh ? (k = 1) i P},

e, per un valore ), interno all’ intervallo (), X") il sistema di equazioni diffe-
renziale ¢ wunitario in una sua soluzione [yn'(x)], nel dominio rellangolare
Rl(a, a,,..., ap); (b, b, .., by)l, allora, supposto I intervallo (a, b) finito, si pud
costruire un intorno (A, — o, A, —+ o) del punto A, e, per i in fale intorno,
definire una soluzione [yu(x, 2)], in R, del sistema di equazioni (3), riuscendo
le yn (X, ) funzioni continue del punio (x. 1) in ogni punto (x, X).

Tale teorema, come tutti quelli fino ad oggi — a quanto io so — sta-
biliti al riguardo, & dunque da reputarsi én piccolo nel parametro (°).

1. Teoremi di confronto eon relazioni iniziali. — E subito dimostrato
il segunente teorema:
11. Supposto a al finito ("), le funzioni

fh(wa Yyseers yp)) gh(a% Yy yp)) {h:l,...,p),

siano di tipo C, rispetto alla x, nel dowminio vettangolare R{(a, a,,.., ap);

(8) A pag. 678 del luogo citato [loc. eit. (4)].

{8) Cfr. anche E. KAMKE, Differentinlgleichungen reelier Punbtionen, [« Akademische
Verlongsgesellschaft M. B. H. », Lieipzig (1930)], 88 10 e 17,

() E cid sard sempre sottinteso nel seguito.
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(b, b,,.... bp)] e sé pongano a confronto i due sistemi
(4) Yn' =10, Y5y Yp)s (h=1,..., p),
() Yn' = gnl@, Yisees Yy)- (h=1,..., p),

dei quali [un(x)] e [vu(x)] sono, rispettivamente, soluzioni in R.
Detto N un insieme, di punti di (a, b), di misura nulla, sé verifichi una
delle sequenti ipotesi:
a') essendo il sistema (D) unifario nelln soluzione lvy(x)], comungue si
fissi x in (a, b), fuori di N, le g, sono funzioni non decrescenti di ciascuna

delle rimanenti variabili, ed é
(6,) fh(my %4(90}) ey up(m)) :<.: gh(my ni(w), vty %p(m)), (h — 1; ey 10)5

a") essendo il sistema (4) unilario nella soluzione [un(X)], comungue si

fissi x in (a, b), fuori di N, le £, sono funzioni non decrescenti di ciascuna
delle rimanenti variabili, ed é

{6") e, v,(®), .., V(@) = gnlee, v,(x), ..., v,(x)), (h=1...., p),
allora, dalle relazioni inizioli

(7) () < vp(ar), (h=1,.., p),
st deducono, in tutto (a, b), le sequenti

(8) Wy () = vnfw), (b =1,.., p)

Mettiamoci, per esempio, nell’ipotesi a) e supponiamo, dapprima, che si
abbia

un(a) < vyla), (h=1,.., p)

Dico ehe allora sard in tutto {a, b)
9 up() < vp(x), (h=1,.., p)
Ed invero se le (9) non avessero luogo in tutto (a, b), esisterebbero un

indice ¢ e un punto £ > a, di (@, b), per i quali risulterebbe

vulw) — wyfx) >0, per a<w<E, (h=1,.., p),
/Uh(&) - u’h(E) g 07 (h = 1’ e s p}7
Lod8) — uif) =0,

(10)

Ma si ha

VE) — ,(E) = 0,(0) — wifat) + /[gi(x, 0,(00)s e, plat)) — [0, () o, )]

v

[
Vi) — w,(or) + ﬁgi(w, W, ()5 -, () — [ile, u,(), e, () ]da

v

v,(a) — ui(a) > 0,
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onde 'assurdo. Sussistano ora le (7). Introdofto un parametro reale X, con-
sideriamo il sistema (D) con le condizioni iniziali

(11) Yula) = vpla) + A, (h=1,.., p)

Comunque si fissi una quantitd finita £ < b, per il teor. 1. di CARATHEO-
DORY s&i pud determinare un pumero positivo ¢ tale che, per | 1| <o, esiste,
nel dominio rettangolare Egf(a, a,,..., a,); {&, b,, ..., by)]. una soluzione [Vy(x, )]
del sistema (b) con le condizioni iniziali (11), essendo le Vy(x, A) funzioni
continue del punto (x, }), in ogni punto (x, 0), per x nell’intervallo (@, §). Ma,

per quanto abbiamo gia dimosrrato, si ha, in (a, §),

Valee, &) > uy(x), per A >0, (h=1,..., p)
donde
vplx) = lim Vy,(x, A)(per A > 0) = u,(x), (h=1,..., p) (®.
s

Dimostrazione di pari semplicitd ha il seguente ulteriore teorema di
confronto:
I1I. Le funzioni
[rn = on(@)on(®, 9,5 s Yy,
Gn = On(@YnlZ, Y5y Yy
stano, rispetto alla x, del tipo C nel dominio R, le ¢y e Yy generalmente con-
tinue, le wu(x), dipendenti soltanto dalla x, sowmmabili in (a, b), e i quasi
ovungque non negative, [uy(x)] e [vn(x)) soluzioni, in R, rispettivamente, dei due
sistemi
(12, yh’ == wh(m)cph(ma Yy yp)e (h == 17 ey p)y
(13) yn' = oy@)bnle, Y, ;.. Ygh h=1,.., p)

Detto N un insieme di punti di (a, b), privo di derivato, la ¢u e by siano,

(h=1,.., p)

f

(®) Durique, in particolare, dal confronto dei due sistemi:

4,) yy =0
5 o = Gy Yisees Yobs
essendo le g, del tipe €, rispette alla «, e il sistema (5) unitario in una sua soluzione
[vi{)], se, comunque si fissi @ in (o, b), fuori di un certo insieme di misura nulla, le g,
sono funzioni non deecrescenti di ciascuna delle rimanenti variabili, ed esistono p costanti
€yy.; €y interne, rispettivamente, agli intervalli {ay, by); ..., (@), b}, per le quali riesce, quasi
ovangue in {(a, h),
Yy Cyyens 0[1)207 (h=1,.., p),

dalle relazioni iniziali

v{a) ey, (h=1,.., p),
si deducono le seguenti, in tutto (a, b),

v{ee) > ¢y, (h=1,.., p)
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in R, funzioni continue del punto (X, y,,..., Yp), per X fuori di N e si verifichi
una delle seguenti ipotesi:

b’y essendo il sistema (13) unitario nella soluzione [vy(X)], comunque si
fissino x in (a, b), fuori di N, e yun, interno all’inlervallo (an, by, la
dpth =1,.... p} & fuuzione non decrescente di ciascuna delle rimanenti va-
reabili ¥, seoy o1, Yuiti,e, ¥p €0 &

pufe, U,(X), oy wyl)) = by, w, (@), ..., uyl2)), (h=1,..,p);

b} essendo il sisteina (12) unitario nella soluzione [un(x)|, comunque si
fissino x in {a, b), fuwori diéi N, e yy interno . all’intervallo (an, bn), la
outh =1,...; p} € funsione non decresenie di ciascuna delle rimanenti va-
reabili ¥y, .ot Yuys Yne,s Yp. €0 €

onf, v (), o, vul2)) Z Dl viR), ., v,(0), (h=1,.... p);

allora dalle relazioni iniziali (7) si deducono, in tutto (a, b), le (8).
Ordinati i punti di N, distinti da @, secondo la successione crescente

Dyy Xyyurny Linyones

e dimostrate, con un certo ragionamento, le {3} per ogni punto interno al-
Iintervallo (@, ), ne seguira wu,(x) =_ v,(x). Sostituito @ con «,, mediante lo
stesso ragionamento si dimostreranno le (8) per ogni punto interno all’ inter-
vallo (x,.x,) e ne seguird u,(x,) < wv,(wx,), ecc.. Tutto dunque si riduce a
esporre il ragionamento che assicuri la validita delle (8) per ogni punto
interno all’intervallo (&, »,). Mettiamoci, per esempio, nell’ipotesi b’) e sup-
poniamo, dapprima, che si abbia

wp(a) < vya), (h=1,... p)
e, per o < x <%,

Pnl, u (), ooy () < dpfa, u,(2), ..., u,x)).
Dico che, allora, varranno le (9), per @ < x < %,. Ed invero, se ¢id non
avesse Inogo. esisterebbero un punto E -interno all’intervallo (a, ) ed un

indice ¢ per i quali si verificherebbero le (10), e quindi, detto ¢ il valore
comune di u&) e v,),
"1’31'(57 @'4(‘5); ) ”p(&)) - CPL‘E} "‘(@, ey up(g)) ==
= 4)1'(&7 cery Q)I“l(g)’ C’ /Ul"“i(EL "') — CPi(gJ ety 14’f"1(€)7 67 ui"‘{(&)’ "') %
_2; %(57- 3 %;_,(g}, O: %Hu{{@, } - goi(ﬁ, vy 'H’i—q(g)v 87 %i+1(g}9 "'} > O
Ne segue, per la supposta continuith delle funzioni v e ¢, I esistenza di
un punto o, interno all’intervallo (e, £) tale che, nell’intervallo {, £}, si ha

Aunali di Matematica. Serie IV, Tomo XX, 10
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sempre
“Lbf(w, vi{w)7""7 /010(‘”)’ - :Pi(m7 %l(il'),..., M})(m)) > O,
e pertanfo
/UAE} - M,{g} =
=) - wla) + }H)'(x‘? UA(‘”)?“" ‘Up(m)) - ('?i($? “s(w)""’ %(“’)Hwemdfz
pA
= vi{e) — ui(d) > 0,
onde Vassurdo. Sussistano ora le relazioni delle ipotesi del teorema. In tro-
dotfo un parametro A, consideriamo il seguente sistema di equazioni diffe-
renziali e di condizioni iniziali

(14) j @/h' = H’h(ma Yisenen yp} -+ l]wh(w,a

(h=1,.., p\
lyn(e) = vnfa) + A,

Comunque si fissi un punto &, interno all’intervallo {a, x,), si pud deter-
minare un numero positivo o tale che, per || <o, esiste una soluzione
[Vile, A)], nel dominio rettangolare R:, del sistema (14), essendo le Vi(x, A)
funzioni continue del punto (x, X), in ogni punto (x, 0), per  in (a, §). Ma,
per quanto abbiamo gid dimostrato, si ha, in (@, &),

Vile, &) > vplx), per A >0, (h=1,.., p),
donde '
U?i(w) = lim Vk{{mﬁ )\)(Per A > 0) g u’h(m)} (h: 17 ey p) (9)'

—0

Conviene esplicitamente enunciare il caso particolare per p==1 del
teorema ora dimostraso.

(*) In particolare, dal confronto dei due sistemi:

(120) ykl =0

13) Yy == op(@)Pu(, Yayes yp)

essendo, rispetto alla @, le w,d, del tipo G, le &, generalmente continue, le v{x) sommabili
in (a, b), ivi quasi ovanque non negative, il sistema (18) unitario in una sua soluziome
[vi()}, si deduce che: se, comunqgue si fissine x in (a, b), fuori di un certo insieme N privo
di derivato, e y, nell’interno dellintervallo (a,, &), la ¢, (h=1,.., p) & funzione non de-
crescente di ciascuna delle rimanenti variabili, ed esistono p costanti ¢,,.., ¢,, rispettiva-
mente interne agli intervalli (a4, b,),.., (@, byl per le quali riesce, fuori di N,

q"h(w’ Cionees cﬁ} 2 07 (k = 1’“'7 b
dalle relazioni iniziali
vp(@) 2 Chy
si deducono le seguenti, in tutio (a, b),
vyl 2 ¢y
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IV. Le funzioni
[ = ooz, y), g=o@), y),
siano, rispetto alle x, del tipo C nel dominio rettangolare R[{a, a,); (b, b},

le © e U generalinente continue, la w(x) sommabile in (a, b, e Wi quasi ovunque
now megativa, u(x) e v(x) soluzioni, in R, rispeltivamente, delle due equazioni

(15) : y = olz)elw, y),
(16) Yy = wlx)dle, y).
Detto N un insieme di punti di (a, b), privo di derivata, le o e 4 siano
m R funzioni continue del punto (X, y), per x fuori di N, e si verifichi una
delle seguenti ipotesi:
¢’} essendo la (16) unitaria nella soluzione v(x), comunque si fissi x fuori
di N, riesce
P, ule) < Yz, u(x) ;
¢”) essendo la (15) unitaria wella soluzione u(xX), comunqgue si fissi x fuori
di N, riesce
o, v(x) = b, vix),
allora, dalle relazione iniziale
u(a) < ofa),

si deduce, in tutto (a, b), la seguente
ulx) = vfw) ().

I1 teor. II. fornisce, per le equazioni differenziali d’ ordine p, p =2, il
seguente che conviene enunciare.
V. Le funzioni
f(m7 y{ s yﬂ)? g(w7 yi 3ot yﬁb

siano, rispetto alla x, del tipo C nel dominio rettangolare R, le u(x) e v(x),
soluzioni, in R, rispettivamente delle due equazioni

(17) y? = fla, y, s, y*70),
(18) Y=g 9 Y5y y ).
Detto N un insieme di punti di (a, b), di misura nulla, si verifichi una
delle seguenli ipotesi:
a’) essendo U equazione (18) umitaria nella soluzione v(x), comunque si
fissi x in (a, b), fuori di N, la g é funzione uon decrescente di ciascuna delle

{t Teoremi analoghi al nostro teor. IV, in gquesto non contenuti e questo non conte-
nenti, trovansi anche in Kamkr [loc. cit. (¢)], alle pp. 82 e 91.
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rimanenti variabili, ed é
floe, w@), w(@), ..., w=20)) < glo, i), w). ... wP="(a)):

a") essendo U equazione (17) unitaria mnelln soluzione u(x), comunque si
fissi x in (a, b), fuori di N, la f ¢ funzione non decrescente di ciascuna delle
rimanenti variabili, ed é

i, @), @), .. 7)) = gla, viw), V), ., 0Pl

3

allora dalle relazioni iniziali
(19) u®(a) < vPfa), k=0,1,...,p—1),

st deducono, in ftutto {a, b), le .seguenti
(20) u®(x) < v*®(x), k=0,1,..,p—1)

Interessa pure enunciare il seguente teorema fornito dal teor. III.
V1. Le funzioni

f:"—: w(x)l@{x’ y! 3 yz})} g = w(w)('p{x) y} yere s yﬁ)?
siamo, vispetto alla x, del tipo C nel dominio reftangolare R, le ¢ e  general-
mente continue, o(x) sommabile in (a, b), e ivi quasi ovunque non hegativa,
le u(x) e v(x) soluzioni, in R, rispettivamenie delle due equazioni

(21) Y = @)@, s 470,
(22) y P = o@)b@, y, Y5 g
Detto N un insieme di punti di (a, b), privo di derivato, le p e ¢ siano,
in R, fungioni continue del punio (X, ¥ ,..., Yo, per X fuori di X, e si verifichi
una delle sequenti ipotesi:
b') essendo U equazione (22) wnitaria nello soluzione v(X), comunque si
fissino x in (a, b), fuori di N, e y, interno all’intervallo (ay, by, le 4 & fun-
zione non decrescente di ciascwna delle rimanenti variabiliy,, ¥,,..., Yp—,, ed é

Plae, w(®@), w(@), ..., w? V) < dle, ulx), wia), ... w V@)

b’} essendo U equazione (21) unitaria nella soluzione wix), comunque si
fissino x in (a, b), fuori di N, e y, inferno all intervallo (ay, by), le ¢ é fun-
zione non decrescente di ciascuna delle rimanenti variabili, ed é

plee, vje), V@), ..., VPV ()) < dloe, vix), viX), ..., vFT0),
allora dalle relazioni iniziali (19) si deducono in tutto (a, b), e (20) (**).

("'} Dnnque, in particolare, nelle ipotesi del teor. V1, dal confronto delle due equazioni:

y(p) —
y'P = (@i, o, Yy, yEYY,
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2. Criteri sufficienti &’ esistenza delle solnzioni per problemi & integra-
%ione di sistemi di equazioni differenziali lineari, eon preseritte condizioni

lineari. — Dal teorema osservato nella nota (°), per il sistema lineare
/ &
(ZO’) Y = CPn"m +}£E‘1 %Onk(%)ym (h: 17 ey ])),

con le g,(x) e @uulx) generalmente continue in (a, b) ed ivi sommabili, po-
nendovi ¢, = ... = ¢, =0, si trae che, se generalmente,

(24} Q?h{m) 2 0) C?hk(%) g 0} {h:{t:k) k7 '25 - 1? :p};

una soluzione [y,(x)] per la quale ogni 4,(x) & non negativa in @ tale si con-
serva in tutto (a, b), e si avra per tanto

Yn'loe) = onle) + Prnl)yn
ciod, posto
o) =, b =Y — Pn — Punln,
si avra, in (o, b),

(25) bafx) =0,

- —Jouttiat  fe@as
po= o+ flon® e o ag)t

si deduce che, esiste un polinomio u(x) di grado p — 1, per il quale si ha, in (a, b),

Ay < UB(E) < bypys k=0, 1,...,p—1),
o fuori di N,
bz, wlx), w'(w), ..., wr—Hx)) >0,

dalle relazioni iniziali (19) seguono le (20). Si abbia, per osempio, I’equazione lineare
Y0 = $(@) 4 bo(@)y + @)Y+ e+ by yg(@)y P,

con ¢, gy eyy $p—y generalmente continue in (a, b), ed ivi sommabili, e sia, del pari gene-
ralmente,
(.[)0(90) Z 07 4)1(93) 2 O, sy ¢p~2('”) 2 07
b,—i(@) rimanendo non assoggettata ad alcuna condizione quantitativa, segue allora che, se,
in {a, b) & generalmente
ble) 2 0,
unua soluzione dell’equazione non negativa in a, con tufte le sue prime p—1 derivate, si
conserva tale in tutto (s, 8): se, per una costante ¢, si ha generalmentes
(I)(GG) -+ c%(w) ?_ Oa

una soluzione dell’equazione in @ non minore di ¢. le cui prime p --1 derivate sono in a
non negative si conserva tale in tutto (a, b), ecc..
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e quindi, con la limitazione, con secondo membro noto,

3 ®
@ — f ()t f%h@)dé
Ynlx) = (ah + [en(E)e ¢ d&) e ,

la proposizione fondamentale:

VII. Nelle ipotesi ammesse per il sistemna (23), una sua soluzione [yn(x)),
per la quale ogni yn(x) é wmon mnegativa in a, si conserva tale in tutio (a. b).
Se, supposta b al finito, per un certo indice i riesce yib) =0, si ha yix) =0
in tutlo (a, b) e, in ogni punio di continuites delle @i € Pin,

(26) ¢id%) =0,  Pin@)ya(x) =0, (h=1,.., p)

Supponiamo ora che, nelle dette ipotesi per il sistema (23), si abbia
yi(@) > 0 e, per un certo indice 4,

yila)=0a,=0, o¢ilx)=0,

e ci domandiamo, supposto b al finito, quando si potrd affermare che &
yb) >0? Si avra sempre y,(b)=0, e se fosse y,(b)=0, si dedurrebbe
@)y e) =0 e quindi ¢, (x) =0 donde se non & ¢,x)= 0 dovry risultare
9.(b) > 0. Sia ¢, ;(x) =0 ed esista un indice ! per cui non risulti ¢;x) =0 ed
essendo b un punto di continuitd di (), si abbia ¢;tb) > 0. Dico che sara
ancora yg(b) > 0. Ed invero, se fosse y,b)=0, dalle (26) si dedurrebbe
9ty b) =0, e quindi y,(b) 3= 0, donde

pix) =0, gp(@)yslx) =0 (h=1,..., p),

e quindi @;(@)y;(x) = 0, ciod Vassurdo ¢,(x) = 0. Si ha dunque il teorema:

VIII. Nelle ipotesi amimesse per il sistema (23), per due certi indici i e
si abbia

y.i(a) > 0, yida) = 0, ¢ix)=0,

supposto b al finito, si avra yib) > 0, quando o ¢;;(X) non ¢ identicamente nulla
in (a, b), oppure quando per un certo indice 13=1i, é ¢y;(x) non identicamente
nulla, ed essendo b un punio di continuild di eu(x) si ha @ub) > 0.

I teoremi VII e VIII hanno notevoli corollari concernenti problemi di
integrazione relativi ai sistemi lineari:

p
27) o = @) + 2 ensllys, (b =1,..., pl

essendo v,(%) e @nx(x) assegnate funzioni generalmente continue in (a, b) ed
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ivi sommabili, con prescritte ulteriori condizioni lineari per le funzioni y,(x),
supposto, per semplificare, anche b al finito, e vogliamo dedicare il presente
paragrafo a qualcuno di tali corollari, esaminando varii tipi di dette con-
dizioni.

Si ha subito, anzitutto, il teorema:

IX. Se si ha, in (a, b),

cphk(m’ = O’ {h:’:k, h? k= 17 ee sy p)}

ad ogni soluzione [yu(x)] del sistema (27) si possono prescrivere ad arbitrio i
valori in a di p— 1 delle funzioni yu e della rimanente in b (in seguito a che
la soluzione riesce delerminaial.

Si prescrivano, invero, le condizioni terminali (lineari)

yla) =« Yyla) = g yeensy yp-x(a} =0p—y; yn(b) =B,
e siano

[’“m], [uzh]ﬂ ) [“nh]} (h = 1; ---’p)7
p soluzioni fondamentali per il sistema (27), ridotto omogeneo, avendosi

e 1, se = k,
tin (@) .
=0, se iz=bh,

(& h=1,.., p)
e [Y,] la soluzione del sistema (27) verificante le condizioni iniziali
Ypla) =0, h=1... p)

La soluzione del sistema (27), determinata dalle condizioni iniziali

y1(0&) =%, yz(a) == Oy yeny Yp—oy = Gp—ys ypm) = )‘7
& data da
p—1
& D) = Y,(@) + 2 agin &) -+ Xy (o),
(28)

p—1
Yyl) = Y () +h§1 ) = Mipy (2,

e occorre e basta dare a A tale valore che si abbia y,(b) == §, cid che & evi-
dentemente possibile, ed in un sol modo, poiché, in base al teor. VII, essendo
Uppl@) =1, u,u(a) =0 (h <p—1), riesce certamente #,,(0) > 0.-Col cambia-
mento di variabile @ = a +b —¢&, il teorema dimostrato fornisce il seguente:
IX'. Se si ha, in (a, b},‘)

Pnale) <0, th=k=k;h, k=1,.., p),
ad ogni soluzione [yn(x)] del sistema (27) si possono prescrivere ad arbitrio i
valori in b di p — 1 delle funzioni yy e della rimanente in a.
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Per 1’integrazione di un’unica equazione differenziale d’ordine p,
(29) = (@) + 9y + 2,8y - e+ Py (P,

se ne deduce (*%}:
X. Se termine noto e coefficienti dell’ equazione (29) sono generalmente con-
tinui e sommabili in (a, b), e si ha ivi

pal@) 2 0 [(— 1P~ *pula) = 0], (k=0,1,.., p—2),

ad ogni soluzione y(x) dell’ equazione si possono prescrivere ad arbitrio i valori
in a [inb] di p—1 delle funzioni y, y..., y* " e della rimanente in b
[in a] (**).

(22) Supposto @, @gy-e; ©y—g+ Pp—y generalmente continue in (@, b) ed ivi sommabili
e ©, Pgyees @p—g 0N negative la soluzione yix) dell equazione
YO =@ 9o + QY + o F Pps¥ T gy Y,

verificante le condizioni iniziali
YW (a) == 2, =0 (h=0,1,..., p — 1),

verifica, in (a, b) le limitazioni:

8 x
v = [opmaltidt fo,i(at
yP—D(xg) = <ar,.ﬂ +- }'\o(s)e * dsle” ’

a

’ (2 — a2
Yy /L)(m) z %+ %k+i(w — 0!/) e Up—g m! -+

& 4
.217 ] :t _"/Cpp—i‘t)dt /cpp——‘l(t)dt/
e By p—2—k. it
+/ gj = ;)_ Byt (“””‘ 4 fote)e © ds>ea *
& @

(h=0,1,.., p — 2.
{*%) Per 1'equazione del seecond’ ordine
Y =1+ el oy

si ha dungue che se gufx) >0, nell'intervallo (a4, b), ad una sua soluzione si possono pre-
serivere ad arbitrio, in uno degli estremi dell’intervallo, il valore di essa e nell’alfro quello
della derivata primd. Tale circostanza & da reputarsi nota, e, posto

&£

~fotard
) ==e * s
si ricava dall’identitd
b b
/BM’zdm 4—/0@0u2dw =0,
o o

alla quale soddisfa unma soluzione dell’equazione, ridotta omogenea, che sia nulla in uno
degli estremi dell’intervalla e abbia nellaltro nulla la derivata prima.
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Il teorema VIII permette, in modo del pari immediato, di dimostrare
anche il seguente:

XI. Se per h==k, si ha 0udx) =0 [eu(x} < 0] ¢ per due cerli indici i e j
(i 4= j) ¢ coefficiente ¢y(x) non & idenlicamente nullo, oppure, per un certo in-
dice 1 =1 é py(x) non identicamente nullo, ed essendo b [ed essendo a] un punto
dt continuita di pa(x), si ha pub) >0 [ga(a) < 0], ad ogni soluzione [yy] del
sistema (27) si possano assegnare ad arbitrio i valori in a e in b della fun-
zione yi e i valori in a [in b] delle funzioni y,, y,,.., Yp, privafe della yj.

Sia, per esempio, i =1, j==p, e si assegnino le condizioni terminali

yla) =, y,00)=3,
Yol) = oy, Yol@) = oy, ey Yp\ (@) = 0p ;5
la soluzione [y,(x)] del sistema (27), le cui componenti sono date dalle {28),
verifica tutte le condizioni in a, ed essa pertanto verificherd le prescritte
condizioni terminali se (e sola se) si pud determinare il parametro X in guisa
che si abbia )
Y,(0) 4+ 2 g, B) + da, ) =B

cid che & evidentemente possibile, od in un sol modo, poiché in base al
teor. VIIL, essendo u, ,a)=1, u,,(a) =0 (h<p-1), riesce, nelle ipotesi
ammesso, u,,(b) > 0.

Un'interpretazione immediata del teorema XI per I’equazione differen-
ziale (29) non darebbe completezza di risultati e conviene, a questo scopo,
esaminare direttamente su tale equazione il problema della determinazione di
una sua soluzione alla quale si prescrivano in « e in & i valori di una delle
funzioni g, o,..., y7=" e, nell’ipotesi ¢u(@)=0 in (a,b) (h=0, 1,.., p—2)
i valori in @ delle rimanenti funzioni private di una. Dati due indici ¢ e j,
scelto fra 0, 1,.., p—1, diversi fra loro. si voglia costruire una soluzione
della (29) soddisfacente le condizioni terminali

y(ﬁ(a) = a;, y(z')(b) — ﬁ,
yla)=oa,, per k==j.

Introdotto il sistema fondamentale wu, , u,,.., u,, di soluzioni della (29)
ridotta omogenea, verificanti le condizioni iniziali

(=0, se kg=h—1,

im@@:Lsek:h—L

(h=1,., p, k=0, 1,., p—1),

e la soluzione Y(x) della (29), per la quale
Y“‘”(a} == 0, (k ::0, 1, ey P 1),

dAnnali di Matematica, Berie IV, Tomo XX. 11
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ponendo
p—1
y=Y(x) i an,‘.u,“(w) + A, ),
k=t
riescono, da tale soluzione della (29), comunque si assuma il parametro 2,
soddisfatte le prescritte condizioni in @ e volendo soddisfare quella in b

occorre e basta di determinare A in maniera che si abbia

: pSt ) (i
YO (b) + 3 aguflab) + ) =B,
: Ie=0
i
cid che si potra certo fare se risulta u{),(b) == 0. Sappiamo che u{),(h) >0 e
che il segno = pud sussistere nel solo caso che si abbia\uﬂ,—(m} =0 in (a, b).
Se ¢>j da tale identitd segue che u(ﬁj(w)z(), in contraddizione con la
u{){a) = 1. Se i > { dalla detta identitdh segue che u,,;(x) ¢ un polinomio di
grado ¢ — 1, al piti, e si ha quindi, date le condizioni iniziali,

w4 4() = {%i—mf;
e pertanto
() @%@j + @, () wu—__‘bjf,l + o+ pila) = 0,
donde, per essere j<p — 2,
() = @, () = ... = p;{x) = 0.

Abbiamo dunque il notevole teorema:

XII. Se ¢, in (a, b), oa(x)=>0 [(— pEpex)=0], k=0, 1,..., p—1),
fissali due indici diversi i e j, scelti fra 0, 1,.., p — 1, ad una soluzione della
(29) si possano prescrivere ad arbitrio i valori in a e in b di y¥ e in a[in b)
quelli delle funzioni y, y,.., y*=9, privata della y?, se i<, e, nell’ altro
caso, se now tutts i coefficienti ¢,, @, ,..., p; sono identicamente nulli in (a, b) (**).

(14) Per ¢ >j e per ¢y =19, =..=¢;=0, il problema considerato possiede d’altronde
I’ autosoluzione (& — &)/ e i dati sono legati dalla relazione

p—1 s
Y(0) 4+ 3wl 0) =8
=
Per I'equazione differenziale del 2° ordine
Y=+ e + oY

con ¢, >0, si possono dunque, ad una.sua soluzione, prescriverne ad arbitrio in a e in b
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I risultati ottenuti forniscono teoremi d’esistenza solo in problemi per il
sistema {27), con condizioni (lineari) terminali dalle quali in uno degli estremi
dell’ intervallo (a, b) viene prescritto il valore di nna sola delle funzioni inco-
gnite, ma i teoremi VII e VIII possono condurre anche a teoremi d’esistenza
nel caso che dalle dette condizioni vengano prescritti in entrambi gli estremi
i valori a pit di una delle funzioni incognite. Ed ecco come. Sia p =17 + s,
r=2 822 e le condizioni preseriirano {cid che si pud sempre supporre
senza ledere le generalitd) in a i valori delle funzioni

Yis Yoseees Yrs
e, detto %,i,..4, una fissata combinazione di classe s, priva di inversione,
degli indici 1, 2,..., p (**), in b i valori delle funzioni

Yiis Yirseees Yiss

e si abbia
(30) @L(C&) =%y, ya(a’) TE Uy ey y’( a) = o,
(31) ?fc;( )""‘ @a ’ J@z( - @2’ .3 yis( ) — [3

Introdotto il solito sistema fondamentale [u,,], [#,1], ..., [4pn] di soluzioni
del sistema (27), ridotto omogeneo, e la soluzione [Y,] del sistema (27), posto

Yo = Ypl@) + 2 lhppl®@) + 2 X0, 4, n(2), (h=1,.., p),

m=1 n=}1
da tale soluzione [y,] del sistema (27) verranno verificate, comunque si assu-
mano i parametri A, A,,.., A, le (30} e si potranno verificare anche le (31
allora e allora soltanto che riesca possibile la determinazione dei detti para-
metri in maniera da soddisfare le s 'equazioni lineari:

L]

}-‘ w, +n,h b)ln — 134 - 2 o‘mumh(b) 1/1(6)7

n==1 m=]

s r

Z Uy, DA+ By — Tt thniy(b) — Yifb),
n=1 m=1

’
S

—‘17/57 +n, ts(b) = B — Z “m%mzs{b) Yis(b)v

n—

i valori e. se g4{x) non & identicamente nulla, quelli della derivata prima. Cid & notissimo
e lo fornisce anche I’identitd ricordata nella nota (2). Per I’equazione del 8° ordine

Y'=7+ ol + oW + o’
con 7,20, ¢, >0 [, <0, ¢;>0), si possono, ad una sua soluzione, prescrivere ad arbitrio
ivaloriinaein b e in a [in 8] di y' o di y”, oppure i valoriin @ e in b di ' e in a
{in 8] di y; se non & g,=+9,==0, i valeri in a@ e in b di 4" ¢ in « [in 5] di y; se non &
po==0, 1 valori in @ e in b di ' o di ¥’ e in a [in b), rispettivamente, di y" o di y'.
{15} Nel seguito quando parleremo di’ una combinazione di determinati indici, inten-
deremo sermpre che essa sia priva di inversioni.
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civ che avverrd certo se il determinante

%,-4_‘,1‘1(%) 7/6,.,*“2)@'1{%) %pil(m) |
i

Vi,ig...is(w) — u1‘+j;'iz(m) u!'—}-:ﬂz(m) oo %Piz(‘r)

. . » . . . . . . .

%1'+;,is(m) “1*4—2;58(“}) %pis{x)

risulta in b diverso da zero. Tale determinante & il minore della matrice
di p righe e di s colonne

| y . 1

U gy, () Wppy, () oo Uy () |

E

(32) Uppy, o(0) Wpgo, o) oo Uy, (20) i

“7'4—{;7:(%} '“’r+2:p(90) u’m?{'x) il

formato dalle stesse colonne e dalle righe ¢,™%, 4,”% ..., {,”% Deita v v, ..V,
£

una variabile combinazione di classe s degli indici 1, 2,..., p, consideriamo

1(€> determinanti minori V,,, .., () della matrice (32) formati dalle s co-

lonne della matrice e dalle righe v, ™% v,”4 .. v,/% K subito visto che tali
funzioni verificano un sistema di equazioni differenziali lineari omogenee
del tipo:

d

= VV]VQ.-- vy = (cpvlvl -+ Pugvg + .= ’:Pv,g vs)Vvlvz e Vg -+ EnkPhr Vvl'va' Vgl
dx

vy've vy

ove gli indici % e k sono determinate funzioni (di valore diverso)

’

Bo=h(vv, vy, vV V) B =R v, v, v YY),

dalle combinazioni distinte v,v, ...v,, v,’v, ... v,’, la sommatoria essendo estesa
a tutte le combinazioni v,'v, ...v, diverse dalla vyv,..v,, ed essendo ¢,, una
quantity che prende soltanto i valori -— 1, 0, 1. Poicheé

1 =0, se vy, ..ve({r-+1)r+2)..p,

V'v;\zz... vs(“)
| =1, se vyv,ov, =+ 1)r+2)..p,

i teoremi VII e VIII consentono di emunciare il seguente:
XIII. Se, comungue si assumano le combinazions v,v,..vy, v,'v, ..v,, degli
indici 1, 2,,.., p, st ha, in (a, b),

ad ogwi soluzione del sistema (27) i possono prescrivere ad arbitrio in a i



1

di equazioni differenziali ordinarie e loro conseguenze

valori di v fra le funzioni componenti e in b delle rimanenti s =p —1r ('%).
Nella stessa ipotesi, comunque si fissino due combinazioni i, ..ic, j j, . js.
aventi elementi comuni, defta p w,.. 1 lo complementare della prima, se il
coefficiente

. . - 7 / I3
Sh&r{?hk(x)r Per ViV, e Vo =J 0y € VY, Ve 5= Pife oo Pso

non & identicamente nullo, oppure, indicando con 11, .. 1 wna certa combing-
gione diversa dalle j,j, .. js, il coefficiente

e, ! f o
Ehkcphk{m)? per v\v,.,.v,= lxlz e Z.s' e ViV, Yy = Bytty oo Bgsy

non ¢ identicamente nullo, essendo

P o
v, v =11, .. 1,

ennPrald) >0, per vy, ..v,=jj,.js © v,

supposto b un punto di continuilc per lale funzione, ad ogni soluzione del
sistema (27) si possono prescrivere ad arbifrio i valori in a delle componenti
Yirs Yiswss Y1, € 90 b delle yi, ¥i,5 e, ¥y, -

Se, per esempio, si fa applicazione del teorema ora dato, nel caso r = s=2,
si ha il seguente:

XIIT'. Dato il sistema di qualtro equazioni differenziali

(27,) Yo' = Yn + Ol + Dl + Ol + Pl (h=1,.., 4),

nelle quatiro funzioni incognite y , y,, ¥, Y., 8e. per una certa permutazione
ii,i,i, degli indici 1, 2, 3, 4 si ha, in (a, b),

Piid®) = Qi) = Pi,(0) = @) =0

e dei rimanenti elementi, non appartenti alla diagonale principale, del deler-
minante
CPU b CPH

T

CP‘“ Lo *@44 L

due contugati risultano, in (a, b), non positivi e i rimanenti non negativi, ad
ogni soluzione del sistema si possono prescrivere ad arbitrio i valori in a di
due qualsivogliano componenti e in b quelli delle rimanenti.

Dette, invero, [us] e [vs] due soluzioni del sistema (27 o), ridotto omogeneo,

{15y B ben ovvio, ma & bene notare, che ¢id & anche possibile se, con un’ opportuno
ordinamento delle equazioni del sistema assegnato, mnella matrice [|@nr || dei coefficienti
risultano identicamente nulli tutti gli elementi sitnati da una medesima parte di una delle
diagonali.
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e posto, per ogni combinazione v,v, degli indici 1, 2, 3, 4,

U, v,
vaz J— 1 1

3

Uy, Uy,

si trova che le sei funzioni V,,, verificano il seguente sistema omogeneo di
equazioni differenziali:

(Cp” -+ CPzz)Vsz \p,3V C?MV% -+ c???,ViS + @24Vn ’

=y, + Pl Vig + 0 Vg — 00, Ve, + 95, Vi, + 9, V.,

(33) = (P + ) Vg + 00 Vo + 0,V + 9,V + 0,5V,
V "= (R0 Py Vig + 90,V 13 — @y Vay — 95, Vig + 95, Vs
= (@0 + ) Voy + 0 Vi + 92 Ve, — 0. Vs 0, Vi,

. V ,: (Ps5 + Q) Viy + 05 Vi + 95, Vo, — 0, Vig — P Vass

Ora, nelle ipotesi del teorema, se, come sempre si pud ottenere a mezzo
di un eventuale cambiamento di notazioni, si ha

(34) Py = Py = 9py =9, =0,
\ Pis =0, Py =0,
(35)
l Pie = =0, Poy = =0, Pas =0, Paz =0, Pas =0, Pys = =0,

al sistema (33) si applica il teor. VII e pertanto, se si pone, ad esempio,

i) =1, u,(0) = u,(a) =ua) =0,
vle) =1, wvla) =uvle) =vla) = 0,

risalta V, (x) > 0 in tutto (@, b), e si pud quindi, ad una soluzione del si-
stema (27,), prescrivere ad arbitrio i valori in a di y, e y, e in b di y, ey,.
Verificandosi le (34) il sistema (27,) assume la forma particolare:

{manca g

' .@/1! =Y, Y Pl T Pl
\ manca j

( 2

‘ yz, =, @Yy Pl 003 ( o)
) Yy =T, + Pyl + P, + 9,4,, (manca y,)
Y =T 9.y Y, + 9.y, (manca y,)

7))

e per un tale sistema usufruendo del teor. VIII applicato al sistema (33),
vogliamo esaminare inoltre la possibilith di assegnare i valori in @ e in b
di una medesima delle funzioni ¢, ciogé, se, ad esempio, si assegnano in a
i valori di gy, e di ,, la possibilita di dare in b i valori di y, e y, o di y,
ey, odiy ey,odiy ey, o infine, di y, e y,. Tale possibilita sussiste
se, rispettivamente, riesce V,(b) >0 o V,(b) o V, b)>0 o V,0b)>0 o,
infine, V() > 0. Pertanto, poiché V, (a)> 0, conformemente al teor. VIII
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applicato al sistema (33), nelle ipotesi che si verifichino le (34} e (3b), si ha,
per esempio, che:

XIil". Se @,, non & identicamenie nulla in (a, b), ad una soluzione del
sistema (27,') si possono prescrivere ad arbitrio i valori in a e in b di y,,
i oa di y, e inb diy,. Seb épunto di continuita di ¢, ed é ¢, (b)>0
e p,, non identicamente wulla, oppure b ¢é punio di continuita di ¢,, ed ¢
D,b) > 0 e ¢,, non identicamente nulla, si possono prescrivere ad arbitrio i
valori in a e in b di y,, in a di y, e in b di y,. Se b é punto di continuita
di ¢, ed é o,,(b) <0 e 9,, non identicamente nulla, oppure b é punto di con-
tinuita di ¢,, ed é 9,(b) >0 e ¢, non identicamente nulla, si possono prescri-
vere ad arbitrio ¢ valori in a e in b di y, e di y, (). ‘

Con la solita posizione y,,,=y*® (k=0, 1, 2, 3), I’ equazione differen-
riale del quart’ ordine

YT =Y+ 2+ 9y + 0 + oy

si traduce, quando sia ¢, = 0, nel sistema, del tipo (27,

\yl’ =1,
Yy, =1,,
27.7) ( Jz/ Ys
Ys = Yy
y4l =YY, 9y, v Y,

che verifichera le ipotesi del teor. XIII' quando sia, in (a, b). 9, <0 e ¢, >0,
onde segue che ad una soluzione dell’ equazione del 4° ordine

(29,) Y =) + gy + o, (®)y" + o x)y”,
nell’ipotesi che sia in (a, b)
(36) 2@ <0, o) =0,

si possono prescrivere ad arbitrio, in @, i valori di due delle funzioni y, Y,
y', y” e, in b, i valori delle rimanenti.

Al sistema (27,"), nell’ipotesi che valgano le (36), si applicano anche le
due prime proposizioni del teor. XIII” e si ha dunque che, in tale ipotesi,
ad una soluzione della (29,) 'si possono prescrivere ad arbitrio in ¢ e in b i
valori di %, in @ di y e in b di y” oppure di y”. Non & perd applicabile la
terza proposizione di detto teorema e non si pud dunque decidere per tale

{!7) Be le @, © vy fossero identicamente nulle, le prime due eguazieni del sistema
(27,)) verrebbero a legare fra loro esclusivamente ¢, e ¥» © pertanto i soli valori in @ (o
in b) di y, e di y, basterebbero a determinare tali funzioni,
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via della possibilitd di preserivere ad una soluzioue della (29,) i valori in a
e in bdi y e di y. Per esaminare tale circostanza e tutte quelle che possono
presentarsi nel tipo "di questioni che stiamo trattando per I’ equazione (29,),
occorre disimpegnarci dalle notazioni testé adoftate ed osservare che per dne
soluzioni # e v dell’equazione ridotta omogenea, posto

Wigr =0, v, =", (k=0,1, 2, 3),

e definiti, come sopra, i determinanti V,,,, tali funzioni verificano il sistema

VL, =V,
V, =V,+V,,
33) ‘ V., = V,+V, +0V,,
V,, =V,

Vu’ = 9, V24 -+ V34 " Vi;? + %, V-23>
| V34’ =, Vy, — % Ve,

che si ricava da (33) ponendovi ¢,=9¢,,=9,=1 ¢, =9, 9,=9¢,
%,, = ¢,, © identicamente nulli tutti gli altri coefficienti. Se sono soddisfatte
le (36) a tale sistema si applica il primitivo teorema VII al quale ci bastera
fare ricorso. Detto kb, e kk, due combinazioni degli indici 0, 1, 2, 3,
detta ¢4, la combinazione complementare di hh,, volendo decidere se, ad
una soluzione della (29,), si possono prescrivere in a i valori di

?j(h‘) o y(hg)
e in b quelli di
yik,) e :l](kz),

basterd vedere se, assunta per u quella soluzione della (29,) ridotta omogenea
che ha in o la derivata ¢,7% di valore uno e tutte le altre nulle e per v
quella soluzione che ha in @ la derivata ,”¢ di valore uno e tutte le altre
nulle, riesce
(37) V({+k1)(1+k2)(b) > 0.
Ora, si ha

V() [ =0, se vy, 4i)l+1i)

= L, se vy, = (1)l +1%)

e pertanto, in base al teor. VIL, si pud affermare che, in (g, b}, riescira
V,pf@) =0, per ogni combinazione v,v, e quindi anche V. i uyqiad) =0,
e Visra+rsld) =0, solo quando sia Verrpo+rof®) =0, € Vi i pim(®) > 0.
Da cid, data la particolare forma del sistema (33') & possibile, nelle sole
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ipotesi (36), o dedurre che si verifica la (37), o dare criterii sufficienti perche
tale diseguaglianza sussista.

Si voglia, per esempio, decidere se si possono prescrivere in a e in b
i valori di y e di %. Si ha h, =k =0, h,=k, =1, 4, =2, i,=3, V,,[x)>0,
e bisogna vedere se V,,(b) > 0. Dalla 52 della (33') si deduce che, per x > a,
V., (@) > 0, dalla 4% che V,(x) > 0, dalla 2# che V, (x)> 0, e infine, dalla 12
che V (x) >0, onde V,,(b) > 0.

Si voglia decidere se si possono prescrivere in @ e in b i valori di ¢,
in a il valore di 4/ e in b quello di ". Si ha b, =1, b, =2, k, =2, k, =3,
i,=0,4,=3, V,(r) >0 e bisogna vedere se V, (b} > 0. Dalla 2% delle {33)
si deduce che, per x> a, Vo) >0, dalla 1# che V ,jx)> 0, e dall’ ultima
che V,,(b) >0 se ¢,fr) non & identicamente nulla in (a, b).

Si vogliano prescﬁvere inaoeinbivaloridigediy”. Sihah =k =0,
hy=k,=3,14,=1,1,=2, V,(x) >0 e bisogna vedere se V,,(b) > 0. Dalla 22
delle (33') si deduce che, per x >a, V(@) >0 e dalla 32 che V (b) > 0 'se
non & g, (x) = 0. Sia ¢,(x) =0, dalla 1 delle (33) si deduce che, per = > a,
V() >0, dalla 3% che da V,(b)=0, segune V,(x}=0 e dalla 5% che
@y(x} = 0. Si ha dunque V, () > 0, se non ¢ ¢,(x) = o,{x) =0, ecc..

I7esame di tutti i possibili casi conduce al seguente comprensivo no-
tevole teorema:

XIV. Data U equazione differenziale lineare del 4° ordine (29,), nell ipotesi
che in (a, b) siano verificate le (36), ad una sua soluzione si possono prescri-
vere ad arbitrio, in a, i valori di una coppia di funzioni scelte fra le y, y,
Y's ¥ e in b, i valori della stessa o di uw alira coppia, nei sequenti casi:

quando mon esiste un polinomio di secondo grado, non identicamente
nullo; per il quale le stesse coppie assumano in a e in b valori nulli,

quando, esistendo ~un tale polinomio, e non ne esistendo uno di primo,
non ¢ in (a, b), ¢(x)=9,(x)=0 (se o,(x)=1,(x)=0, il detto polinomio ¢
autosoluzione del problema).

quando, esistendo un polinomio di grado nown superiore al primo, non
identicamente nullo, per il quale le dette coppie asswmono in a e in b valori
nulli, non é in (a, b), ¢(x) =0 (se p(x) =0 il detto polinomio é autosoluzione
del problema). |

Ritornando al sistema (27), i problemi da noi finora esaminati per la sua

integrazione rientrano tutti come caso particolare nel seguente: Sono asse-
gnati 1 sistemi di costanti

Bpis Fpgs ey a’;;p; (h:“—1, 2,..., ’I"),
bku b/zZ veers bkgn th= 1} 2: oE 3)7
Crir Opzrores Oy th=1,2,..,.9q),

dAnnals di Martematica, Serie IV, Tomo XX, 12
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od & v+ s+ 2g = p, si suol costruire una soluzione [y] del sistema che veri-
fichi le p condizioni lineari

iR !
§ O Yla) = o, (h=1,2.., ),
P
@7 ' E b=, =12, )
» , 2 , ) '
}Eﬂohk%(a} =a,’, k?_llckkyk(b) =38, (h=1,2,., g

Posto
by =@y, per h=12..,r, k=12.. p,
t,«_f_h,k?—‘—’bh}g, per h = 1, 2, ey 8y k= 1, 2,...,p,
brrstn e =0, per h=12,..,¢q9 k=12 ..p,
y =0, per k=r—+s+q-+h,

t,,-+3+q+h,k i h:l, 2,..., q, k= 1, 2,...,]),
[ = , per EkE=r -4 8-+ q-+h,

si puo, senza ledere la generalitd, supporre che il determinante

......

sia diverso da zero, e allora effettuare nel problema il cambiamento delle
funzioni incognite 3, nelle v, a quelle legate dalle relazioni invertibili

2
M =k§}tkkyk7 =1, ph:
per il sistema
R
77;,/ = Y% ‘}“}Eilcphifxﬂh s (h =1,.., P},

che ne risulta, si ha il problema, gid considerato, di costruirne una soluzione

verificante le condizioni
el =«,, (*=1..,r7) Tepnl0) = B,, (h=1,,.., 8}
Nepsrnl@) = @'y Negsinlb) = B h=1,.., q)
Cosl, per esempio, per I'integrazione dell’ equazione del second’ ordine
(29,) Y'=1 Ry 9,
con le condizioni

a,yla} + ay(a) = «,
biy(b) -+ b-zi ,(b) = ﬁ:

si trova che se ab, —ab,==0, il problema ha sempre una (ed una sola) so-
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luzione quando sia, in (a, b),

{a"b-z - asbx)(a;"?n(w) - “la:ﬂjn(m’ o a’;) éo?
‘axbz - aebf)(b;@otm) - bibztpi(m' - bf) g 0;
con le condizioni
c.yla) + oy'ta) = a,
¢y} + 0,y (b) = B,

8t trova ehe, se ¢, =0, il problema ha sempre una (ed wna sola) soluzione
quando sio

e, po(x) =0, 04{025?9('/‘?} — 0,6,9,(x) — c?} =0,

e non entraimbe tali funzioni identicamente nulle (se queste funzioni fossero
entrambe identicamente nulle, il problema avrebbe !’ autosoluzione e—(/ax),

Non vi & neppure difficolth a stabilire, in base alla presente teoria,
oriterii sufficienti d’ esistenza per le soluzioni di problemi d’integrazione,
riguardanti il sistema (27), nei quali oltre a condizioni del tipo delle (37),
comparissero condizioni del seguente tipo integrale

P _ : S
REI (Ahkyk (@) + By, (b) '*"]Lphlc(m)ylc(w'dm) = P> (h=1,..., %),

il cui numero » sommato a quella v + s + 2¢ delle condizioni (37), dia un

risultato eguale a p, supposte 4, e B, costanti e ¢, (x) funzioni general-
mente continue e sommabili in (a, b).

Aggregate invero alle y, le » funzioni incognite

N, ([0) = 2 ( w¥ei0) 4+ By, (o +[q)hk G E)d§>

il problema equivale al seguente, di tipo gid considerato: l'integrazione del
~ sistema di p - % equazioni, nelle p + % incognite #,,..., Yps Nireres s

s ?)’h T + b @hkyfr) {k == 13 rev s p}r

II D

H

( *E + ‘* Bm-?n( })%’ (h=1,.., %),

con le p-+=x condizioni che si oftengono aggiungendo alla r + s+ 2¢ del
tipo (37) le 2% seguenti

P
Npla) "*E‘:‘I(Ah/g + Bya) =0. n,b)=p,, (h=1,.., 2}
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Cosl, per esempio, per I'integrazione dell’ equazione (29,) con le condizioni
integrali
b b

!

JHlyzide =, b (@lyrde = p,,

Pt a
st trova, wlilizzando il teor. XII1", che il problema ha sempre una (ed una
sola soluzione) quando sia, in (a, b), ¢x)=0 e $(x), §,(x) dé comune segno
costante, guando non sono nulle, e nessuna di esse identicamente nulla.

Non possiamo, neppure in questo scritto, rinunziare ad un’osservazione
con la quale porremo fine al presente paragrafo. I criterii sufficienti d’esi-
stenza, che, in applicazione immediata della teoria svolta, possono ottenersi
coi procedimenti indicati, impongono, come abbiamo visto negli esempi trattati,
forti restrizioni ai coefficienti delle equazioni del sistema da integrare, lad-
dove, fissati comunque questi coefficienti, e assegnato a taluni di essi un
fattore, da assumersi come parametro, si sa bene che i problemi lineari del
tipo considerato hanno sempré soluzioni, all’infuori, eventualmente, per una
certa successione di valori del parametro (aufovalori). Ma gli & che, nelle
applicazioni anche le pitt semplici, non si & affatfo in grado di decidere se
un dato valore del parametro sia o no autovalore, onde I’utilith dei criterii
stabiliti, i quali, per altro, possono, col procedimento che andiamo ad osser-
vare, molto aumentare il loro campo d’azione, fino a comprendere, come io
presumo, futti i casi nei quali sia possibile conseguire, feoremi che valgano
in generale.

Ricordiamo che, dato il problema di integrare il sistema (27) con le con-
dizioni del tipo considerato, esso possiede soluzione, comunque si assegnino i
termini noti, allora e allora soltanto che il sistema omogeneo

P
(27,) ' =3 9, th =1,..., p),
=1

non possiede che la soluzione nulla verificante le stesse condizioni ridofte
omogenee. Assunte, comunque, le p* funzioni w,(x) (h, & =1,.., p), assoluta-
mente continue in (u, b) ed ivi dotate di derivate prime generalmente continue,
con determinante

' 0, o O
(38) ...

Wy e O

ip

sempre non nulle in (@, b), operiamo il cambiamento delle funzioni inco-
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gnite y, nelle v,, a quelle legate dalle relazioni

I L

Y, = lwhm,; (’/L = 1, ooy p),

12

detto Q,, il complemento algebrico di w,, nel determinante (38). diviso per il
determinante stesso, il sistema (27 ) si traduce nel seguente
p

L.p p P
1 — %
N, =2 ( Z onupig; 2 Qpiw hj)”);‘ = ‘E PiM;
=1 \h.E h=1 =1

e le condizioni lineari omogenee imposte alle y, in altrettante imposte
alle 7,, dello stesso tipo. Se & possibile una scelta delle funzioni w, in
maniera che il sistema trasformato non abbia che la soluzione nulla verifi-
cante le condizioni trasformate, si potrd dire che il sistema primitivo non ha,
pur esso, che la soluzione nulla verificante le condizioni primitive. E avremo
percid consegunito nuovi criterii sufficienti d’esistenza per le soluzioni di
problemi relativi al sistema (27), se daremo criterii atti ad assicurare la pos-
sibilitd di scegliere le funzioni ®,(x) in maniera che il sistema omogeneo e
le condizioni omogenee nelle v, presentino le particolaritd imposte dai criterii
sufficienti, di nullitdh della soluzione, derivanti dall’applicazione immediata
della teoria svolta ('%).

Si abbia, per esempio, A essendo un parametro, il sistema e le condi-
zioni, in due fanzioni incognito y, e 7,:

yll =¢.Y, + )\pryu
'39) ( y2’ - Mpzryi + Pl
y,{a) = y,(b) = 0.

Si operi la trasformazione

Y, = pn, U,
Y, = 0 +qN,,

con p e g costanti positivi e w e v funzioni della «, essendo

ula) = v(b) = 0,
pq — wxjplx) >0, in (a, b)

(*®) Indipendentemente da tale teoria si ha, cfr. nota (16), clie I'unica soluzione del
sistema (27,) della quale le componenti y,,..., %, sono nulle in @ e le rimanenti in b, & la
soluzione nulla, tutte le volte che si possono assumere le () in maniera che nella ma-
trice || 9%, || dei eoefficienti del sistema irasformato risultino identicamente nulli in {a, b)
tutti gli elementi sitaati da una medesima parte di una delle diagonali e si abbia

wy{a) =0, per ki k {(h=1, .., r; k=1,..., p},
od) =0, per hk {(h=r+1,..,p; k=1,..., p).
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Si ha
N = 9N+ PlaMa,
0, = 930, + 95,1,
@) = 7)b) =0,
(g — woI9y, = (911 — P2aq® + 290¢° — Ao, u” — qu,
(P — wv)es, = (@20 — 91 )P0 A= Ay, p° — Agp,,0" — U,
onde, in base ai teoremi IX e IX’, che le (39) hanno I’ unica soluzione nulla
se & possibile determinare le costanti positive p e ¢ e le funzioni u{x} nulla
in @ e v(x), nulla in b, assolutamente continne in (@, b) e con derivate prime
generalmente continue, in modo che in (a, b) si abbia

|ulx) | < p, |vi@)| <q,
w =P+ ) + (P, — Py )b — l%‘—‘uz-

/Ul - }\Z){Q -+ (10-3«) -+ (%2 - (Pu)v — A ci;.% 029

con P{x) e Qx) arbitrarie funzioni, di comune segno costante in {(a, b), quando
non sono nulle, ivi generalmente continue e sommabili. Ora, data I’ equazione
differenziale di RrccAti
uw = ha + Bu -+ Ayud,

coi' coefficienti «, B, vy, sommabili in (@, b), si trova {*?) che essa possiede
una soluzione u, assolutamente continua nell’intervallo {a, b), nulla in a, se
il parametro X & cosi limitato

b —feas o, fe

¢

]k]<g(j\a|ea dm-]|y|ea dac\)

[y

valendo allora per la u(x) la maggiorazione

z

p e |
j lole R (:di.
julp)| L | ——— | &,
b fe
\ / yle' do

&

(19} Cfr. Picons, Nuova analisi esistenziale e quantifativa delle soluzioni dei sistemi di
equazioni differenziali ordinarie [« Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa »,
vol. X (1941)].



di equazioni differenziali ordinarie e loro conseguenze 95

e si perviene dunque al notevole risultato: Comungue si scelgano le funzioni
P e Q di comune segno costante in (a, b), quando non sono wnulle, le equa-
ziowi {39} hawno I uwica soluzione nulla se il paramefro L é cosi limitato:

o fomonss  feme

S LR E Y PR
My . : .

f 9 e R Co

}<§(/|@+~%|e“ do-flenled a)

e quindi in particolare, le equazioni

¥y =N oy -9y,
yla) = y'tb) =0,

hawno U unica soluzione nulla se il parametro X é cosi limitalo:

| x &
) b j(ﬂxdé b “f@ldé
{ . a L a -1
<i<j§1+P;e dw-[fcpcge dm) ,
2 (] o
)\ X n
. b — ek b [ode
/ @ Ta —1
{<4(jl:p0+@§e dx-je daz) ,
o a

e pertanto, quando p(r) <0 in (a, b), se

Altro esempio, date le equazioni

(40) (Y =90 9y + 0"+ 997,
Loa) = yla) = y'(a) = 0, y(b) = 0,
si ponga, con w(x) > 0 in (a, b),
Y = w,
si avranno per v le equazioni
W= 9+ 95 4 ™ + e
(@) = 7'{a) = ") =0, ) =0,
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con
O,% = Qo + P00 4 9,07 + 3,07 — ',
we ¥ =0 + 20,0' -+ 3p,0" — 4",
w(?z* =0 + 3@3(’){ - 6&)”;
0" = g0 — 4w,
onde, in base al teor. XII si ha che: Le equazioni (40) possiedono U unica so-

luzione nulla se esiste una funzione o positiva in (a, b), con derivata lerza
assolutanente continua e quarte generalmente continua, per la quale, in (a, b).

riesco
9,0 + 9,0 + ¢,0" 4 g0 — 0¥ =0,
P,0 + 29,0 + 3p,0" — 40" =0,
2,0 -+ 3p,0" — G =0,

in particolare, posto w = ¢*%, se esiste una costante o per la quale riesca

CPu -+ “% + “2@2 -+ “3?3 - OC‘ goy
9, + 2ayp, + 3y, — 4o’ =0,
9, + Bap, — 6o® =0.

Cosi, data ancora I’equazione differenziale (40) con le condizioni
ylo) =y'la) =0, yb)=y'®) =0,
si trova, in base al teor. XIV, che: Tali equazioni possiedono I'unica soluzione

nulla se esiste uno [unzione w sempre positiva in (a, b), con derivata ferza
assolutamente continuo e quarta generolmente continua, per lo quale, in (a, b),

riesca
P00 + 591“)/ + CPE(D" -+ CP?,(‘)”/ - m“'-,<;O,
9,0 -+ 29,0 + 3p,0" — 4uw” =0,
P, 4+ 3:93(;)’ — 6w’ >0,

e quindi, in particolare, comunque risultino la costante o e le funzioni F(x)
e P(x), generalmente continue e sommabili in (a, b), P(x) essendovi non nega-
tiva, se si pud porre:

v, = F,

9, = P + 6a® — 32F,

¢, = — 8a* 4 20*F — 2P,

soddisfacendo @, la limitazione
¢, < 3a* — Fa® - Po’,

L’ osservazicne generale fatta' pud dare frutti cospicui anche da un altro
punto di vista, consentendo essa, come andiamo ad indicare, una genera-
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lizzazione dei teoremi fondamentali VII e VIIL. Una soluzione [y,] del si-
stema omogeneo (27} sarh detta normale se tutte le sue compounenti hanno
nel punto iniziale o valori zero, meno una che ha valore uno. La trasforma-
zione g, = X w,m, trasforma soluzioni normali del sistema (27,) in solunzioni
normali del sistema trasformato se la matrice della frasformazione & unitaria
nel punto iniziale. Cid posto si pud enunciare il teorema:

XV. Se é possibile deferminare gli elementi ww(x) dello matrice della tra-
sformazione yn = X o, i maniera che la matrice sia uwnitaria in a e dia-
gonale in b, e le funzioni

lp P
P = 2 P R0y — Elgph‘”,xxki per hk (b k=1,., p)
24 .

siano non negative in (a, b), la componente j™* di una soluzione normale del
sistema (27,) che sia diversa da zero in a ¢ fale anche in b, la componente
ima (i 4= j) sarad pur essa diversa da zero in b se ¢y*(x) non é identicamente
nullo, oppure se per wn certo indice 131 & pi*(x) non identicamente nulla ed
essendo b un punto di continuitc di ¢u*(x) si ha n*(b) > 0.

L’ applicazione di tale teorema sard presumibilmente utile per un perfe-
zionamento, nei singoli casi particolari, del teor. XIII, secondo il quale
Pipotesi ¢,,9,(@)=0 in (a, b), porta all’identico annullamento di molti coef-
ficienti g,,.

K . . \ . . . N . .
3. Teoremi di econfronto con condizioni terminali. — Facile conseguensza
del teor. V & questo:

XVI. Supposto U intervallo (a, b) finito, le funzioni
fle, ., wa) gl y,, ).
verifichino le ipolesi del teor. V, per p=2, e le u(x) e v(x) siano soluzioni,
in R, rispettivamente delle due equazioni differenziali del second’ ordine:
y' =T v y)
Y =glx, y, ¥),
allora, dalle relazioni terminali

{41) ula) = v{a), u(b) = v(b),
st deduce, in tutlo (a, b,

(42) ux) = v(x).

e se

(43) u(b) > v(b),

si ha

(44) uwx) > vix), per a <ax<bh.
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Ed invero, se per un punto £ di (a, b) risultasse

{45) vig) > ulf),
esisterebbero dei punti x, e x, di {a, b} per i quali si avrebbe

xg < E < m27
7/&(%1) = ,U(wih u('x;z) = 'U‘w:z}:

e, detto x, I’ estremo superiore dei numeri a,, si avrebbe

L, <
ulw,) = v(a,), w(w,) S viw,),
donde, per il teor. V,
v(x) —uw(w) =0, per x=ux,.

e quindi v'(e) —w'(x) =0 in (x, @,), e pertanto (&) = u(f), in contradizione
con la (45). Dimostrata cosi la (42), se, essendo w(b) > v(b}, per un certo
punto interno ad {a, b), risultasse v(§) = wu(§). ivi si avrebbe anche v'(§} = w'(§),
e quindi, di nuovo in base al teor. V. v(x} = u(x), per x = &, donde v(b) = u(b),
il che & assurdo.

Dal teor. VI si deduce il seguente:

XVIIL. Supposto Uintervallo (a, b) finito, le funzioni o(x), X, y,, ¥.)
U(x, ¥,, y,) verifichino le ipotesi del teor. VI, per p =2, e le uly) e v(x) siano
soluzioni, in R, rispettivamente delle equazioni differenziali del second’ ordine

i

y = w(oc}cp(ac, Y, y’)’
"= ofxidx. ¥, ¥

=

allora dalle relazioni terminali (41) si deduce, in tuffo (a, b), la (42), e, dalle
(41) e (43), la (44) (*°).

Se w(x)=1, ed essendo !insieme N, al pin, costituito doi punti a e b,
per ogni punto interno all intervallo (a, b), vale sempre una delle sequenti

(29 In questo teorema & contenuto, come particolarissimo caso, quello a cui ho fatto
cenno nelle prime righe del presente scritto, mentre cid mon si pud dire per i teoremi di
confronto dati dalla Dott. Ipa Groprl nella nota: 4 proposito di aleuni criteri di confronio
per le equazioni differenziali del second’ ordine, [« Bollettino dell’ Unione matematica italiana »,

Anno XVII (1938-XVT)], pp. 179-182.
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diseguaglianze
P, u(x), w(w) < dlw, u), w(x),
¢lo, viw), v(w) < @, vlz), viw),

dalle relazioni terminali (23) si deduce

u(x) > vix), per a <<x <b.

Dimostrata la prima parte del teorema, cid che si ottiene con ragiona-
mento identico a quello seguito per dimostrare il teor. XVI, se, nell’ipotesi
della seconda parte,”per un punto £ interno ad (a, b) risultasse v(§) = u(g),
ivi si avrebbe v'(§) = #/'(§), e quindi

V) — w' ) = b, ul@). W) — ¢, ulg), #'E)),
= (5 v(&), v(§) — & viE), ),

onde v"(§) — u’(§) > 0, e pertanto v(x)> u(x) in un intorno destro di g, il
che & assurdo (*').

2} Dunque, in particolare, se la funzione d{w, y,, y,) & rispetto alla m, del tipo C e
generalmente continua nel dominio rettangolare R[(a, ay, as}; (b. 8, b,)}, e, comunque si
fissino @ in (@, b). fuori di un certo insieme N prive di derivato, e y, nell’interno di (a,, by),
funzione non decrescente di y,, dal confronto delle due equazioni

y =0,

y"' = o@)le, ¥, ¥),
si ricava ché: se la seconda & unitaria nella sua soluzione w(x), in R, ed esistono dune co-
stanti ¢; e ¢y, per le quali si ha. in (g, b),

-
“’i<c!b + Qb <bu “2< i(bzy
e generalmente
b — L—aQ C3—¢C
q;(ac, Gy +02b P ;_ a‘)ioy
allora dalle relazioni terminali
(o) viay<ec,, vb)<e,,
segue, in tutio (a4, b),
b— r—a
{B) ﬂ'/') = =6 b — + 2ETT— b —

Se, per esempio, assegnata 1'equazione lineare
Y = b(@) + dy(@)y + b}y’
con ¢, ¢, ¢, generalmente continne in (a, b), e ivi sommabili, si ha. in (a, b), generalmente,
bo(ec) 2 0,
(b — aY{x) +[e(b — 2) + ey — a)]bo() +- (c2 — )4, (@) >0,

per ogni soluzione v{x) dell’ equazione, verificante le relazioni terminali. («), si ha la limita
zione (8). Si ritrova cosi un ben noto risultate della teoria delle equazioni differenziali
lineari del second’ordine, di solito enunciato per ¢, == ¢, =0,
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4. Teoremi d’esistenza per le soluzioni dei sistemi di equazioni differen-
ziali ordinarie, dipendenti da wun parametro, in grande nel paramefro. —
Dal teor. I di CARATHEODORY e dai teoremi II e III si deduee facilmente il
seguente:

XVIIL. Nel dowminio rettangolare di puniti estremi inferiore (a, a,,..., a,, V)
e superiore (b, by,..., by, X), dello spazio (X, y,,.., Yp, A, le funzioni

%y 0‘)’ fh(wy ya 3 yp ’ )‘); (h == 1, ceey p),
siamo di tipo C, rispelto alla x, e, avendost
a, < a,(X) <b,, (h=1,.,p, X <AL,

e supposto I intervallo (a, b) finito, per due valori X, e A, di A, interni oll’ in-
tervallo (X, N, con X%, <1,, le [ux(x)] e [vu(X)] siano soluziowi, nel dominio
rettangolare R[(a, a,,..., ap), (b, by,.., by)], dei sistemi di equazioni differen-
ziali e di condizioni iniziali che si ottengono dal sistema

(46) ‘ yh’ == fh(‘”) yL 3y yﬂ’ )\)7 (h
Lya(a) = 2,00

ponendovi, rispettivamente, A =X, e k=1, il sistema di equaziont differen-
ziali conservandosi unitario, in R, per ogni valore di A nell intervallo (chiuso)
(%, X,). In ciascuna delle seguenti ipotesi: ’

d') mantenendo % wnell’ intervallo (X, X,), comunque si fissi x in (a, b),
fuori di un certo insieme di wmisura wulla, le Ty e oy sono funzioni non de-
crescenti delle vimanenti variabili;

d’y ¢

fio =0, (@), (@, s Yps M) (h=1,.., p),
con wy(x) sommabile in (a, b), Wi quasi ovingue non negative, ¢, generalmente
continua, rispetto alla x, e, mantenendo A nell intervallo (A, X,), comungue i
fissino x in (a, b), fuori di um certo insieme prive di derivate, e yy nell in-
terno dell’ intervallo (ay, bn), le ¢n e oy SORO funsziont non decrescenti di ciascuna
delle rimanenti variabili,

si pud costruire uwn intervallo (), 1,"), al quale Uintervallo (A, A,) ¢
interno, contenuto nell intervallo (X, X'} e, per k in (1, X,") e x in (a, b), de-
finire una soluzione [yu(X, M}, @n R, del sistema (46). Per X im (A, A,) le
yu(X, A sono funzioni confinue del punto (x, A, per ogni fissata x non decre-
scente in X, e werificano le limitazioni

(47) w, (%) Sy, loe, M= v, (@) (h=1,... p)

Ci limiteremo a dimostrare il teorema nell’ipotesi d'), nella quale, dunque,
si pud fissare, in (a, b), un insieme N, di misura nulla, tale che per ogni
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punto x di (a,d), fuori di esso, le f, siano funzioni continue del punto
(., Yoses Yp, M), non decrescenti in ciascuna delle variabili y,, y,,..., ¥,, 2,
e si ha:
Ll 9y eees Hpo M= Filx),
con' F(x) sommabile in (a, b). Indicheremo con I 1insieme di punti che si
ottiene dall’intervallo (a, b) privandolo dei punti di N. Poiché, per 2 in I,
(o, w (), o, wp(), 1) = fil, w,(x), ..o, up(), 4,),
%y (7\1) é a’lp(kz)’

possiamo, intanto, in base al teor. II, asserire che, in (a, b),
uy (%) Z v, ().

In virtt del teor. I si pud costrunire un intorno (A, — o', A, 4 ") del
punto X, e, per x in )a, b) e A in tale intorno, definire una soluzione [y, (x, 1),
in B, del sistema (46). Per o in I e per ogni valore X dell’intorno destro
(A, A, -+d") di A,, che non superi 2,, si ha: '

fule, u, (o), ..., uﬂx)), A i, u,(w), ey Up(), 1),
f{e(wy y,{w, )‘)s ey ?fp(m' }‘)’ }‘}é fh(ﬁ@, 3’14(502 )‘)’"' ' yp(m’ )‘)’ >‘2)>
e quindi, in (a, b),

w(@) S gl ) Sufe, (per 4, =207 n=t,p),
== "3

Esistono dunque dei valori p dell’intervallo (X,, },), maggiori di 2,, tali
che per ogni X dell’ intervallo (chiuso) (X, 1) si pud definire una soluzione
[4,(2, X)], in R, del sistema (46), verificante le limitazioni (47). Detto g, Ie-
stremo superiore dell’insieme numerico descritta da tali p, sard p, <2,, e il
teorema pud ritenersi completamente dimostrato se faremo vedere che, pre-
cisamente, riesce p, = 1,. Costruiremo, a tale scopo, una successione cre-

scente f,, ., fby,.., di valori di p avente per limite p,. Per « in I si ha:
Fulao, g, o)y oo, ks n)y 100} 1128, Y0, Bn)y oo s Wl )y Bonae)y
filoe, w(2), .., wp(), X,) < folee, u(x), ..., up(a), ),
fulo, g (e, 1), o gl 1), 100) Z 130985 9,25 )y oen s Yl 1n)s M)y
e quindi, per x in (a, b),
’M&(m) éy’h(xa P‘n) g yk(x7 p‘“—!—j} é vh(w)'
Esiste, pertanto, per ogni x in (a, b), il limite

lim y, (2, w.),
N —» Q0

e, indicandolo con y,"(x), si ha

@, < U, () =y, (%) S v,lx) <b,.
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Per ogni & in I si ha

ﬁl’ﬂ f}; (m7 yi(w7 p’"}? R yj?(mf p"l)? p’”) = ffl (m7 Z/lc(x)7 b Z/P‘)(wk “’0)

n—>CC

Ll g, (98, ks gy, )y ) | £ Fl2),

donde la sommabilitd in {a, b}, della funzione

fh(xﬁ ynofm}v e y!zo{x)) }Lo}a
laddove, per essere lim z,(p,) (per n—oc) = «,(p,), dall’equazione

x

yh(w’ P‘") = “h“"'“) +lf/i(t7 yi(t’ p’”)""’ yp(t) !‘L“)’ }L”)da
142
passando al limite per nm—oc, si ricava, per x in (a, b),
‘rl}
Y5 ) = a, (1) +/f;,1.'57 Y s 4°(0), poldt.
a
Si ha dunque che per A = p, esiste la soluzione [y, ‘)], in R, del si-
stema (46), con le y, °(x) verificanti le limitazioni (29). Se fosse p, <A,, si
potrebbero trovare, in base al teor. I, valori di w > p, dell’intervallo (,, X,),
tali che per ogni A dell’intervallo (X,, ) si potrebbe costruire una soluzione
[y, X)), in B, del sistema (46), con le y,(x, A} verificanti le (47), il che &
assurdo, per essere p, l'estremo superiore dell’insieme numerico costituito
dai detti valori.
Un teorema analogo, che tralasciamo di enunciare, sussiste. ovviamente,
per le equazioni
YP =12 Y, yyens P A,
yPla) = ay(A), k=0,1,..,p—1),

dipendenti dal parametro X. Rileviamo di esso un caso particolare interes-
sante. Sia o(x, ¥, ,... ¥,), rispetto alla o, di tipo U nel dominio rettangolare
Rl(a, a,,.., a,); (b, b,,.... b,)] e generalmente continua e verifichi la condi-
zione di LrpsoHITZ, secondo CARATHEODORY, si abbia ciod, per quasi tutti i
valori di @ in (a, b),

‘ 4
| p(x, Wysuens up) - CP(:B, Vygeens Up) l é L(m)h§1| Uy, — Uy '7
comunque si scelgano le quantith u, e v, nell intervallo (a,, b,) (h=1,..., p),

essendo L(x) una funzione sommabile in (a, b). I equazione differenziale

yP = kolw. ¥, ¥ YY),
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riesce allora uunitaria, in B, qualunque valore si dia al parametro A. Sia u{x)
una soluzione. in E, dell’ equazione

ym) = %, Y, yl’ y(p— U),‘

e si abbia
u(k)‘a) = a,. (k i O, 1,... N 1),
‘95;;:>:03 {k:—:(), 1:"-)1)_-1}:
ah<0<b,‘, (h=1;2»-"ap)’

e, in R, generalmente rispetto alla «,

B, Yysoees o) 20,
e non decrescente in ciascuna delle p-—1 variabili y,,.., y,_,. In tali
ipotesi si pud affermare, in base al teor. IX, 1 esistenza di un intervallo
(A, A7), eon X' <0 e X" > 1, tale che per ogni valore di A in tale intervallo
& possibile definire una soluzione y(x, A), in R, delle equazioni:

Yy =de(@, ¥, .., y*),
y®la) = da;, k=0, 1,.., p—1),
risultando, per % nell’intervallo {0, 1),
0 é @f‘k’(%, A) = u<k>{a;')}, (k= O’ 17 s P 1))
e le y®(x. A) k=0.1,.., p—1j, per ogni fissato x, funzioni non decrescenti
di A
Non si pensi che tale intervallo (X, 1), di variabilita del parametro

consentita dal teorema, riesca, in generale, banalmente ristretto. K istruttivo,
al riguardo, I’ esempio delle semplicissime equazioni:

y’ = lya
y(0) =2,
considerate al variare di « nell’intervallo (0, b), con b < 1, la cui soluzione

yo

1—2’
pud definirsi nell’intervallo (0, b) solo se A si mantiene in un intervallo
(N, 1) interno all intervallo (—1/Vb, 1/Vb), fra i quali vi & bene I’intervallo
(0, 1), i1 cui estremo destro pud essere perd vicino tanto quanto si vuole a
1/Vb, pur di prendere b abbastanza prossimo a uno.




