
Intorno alle varieth isotrope. 

Memoria di E. BO~'LPIANI (a Roma}. 

S u n t o . -  Premes~i alc~eni richiami sulle relazioni fra la teoria delle varlet4 isotrope, svi. 
htppata dat LENSE e poi dcd PINL~ e l~ teoria delle geometfie .riemanniane di specie 
superiore sviluppata dalFA. (§ 1); si i l lustra la necessit~ di considerare in queste teorie 
i fat t i  proiettivi, serve.ndosi di aleuni esempi. 

Questi riguardano: le superficie rigate isotrope (studiate dal LENSE) (§ 2); alcune 
superficie isotrope non rigate (studiate dcd 32INL) e vcerietC~ iso&ope (stud.late daI LENSE) 
(§ 3); le proiezioni delle varietd~ isotrope (§ 4). 

§ 1. R i e h i a m i  s u l l e  d e f o r m a z i o n i  d i  s p e c i e  s u p e r i o r e  
e s u l l e  w t r i e t / t  i s o t r o p e .  

1. I n  u n a  c o m u n i c a z i o n e  svol ta  a l la  X I V  R iun ione  de l la  D e u t s c h e  Mathe- 

m a t i k e r  V e r e i n i g u n g  ( B a d e n - B a d e n ,  i3  S e t t e m b r e  1938) mi  sono o c c u p a t o  del le  

r e l az ion i  f r a  g e o m e t r i c  r i e m a n n i a n e  di spec ie  s u p e r i o r e  e s u p e r f i c i e  t o t a l m e n t e  

i so t rope  (~). Alle  p r i m e  ero g iunto  da l l a  cons ide raz ione  di c o r r i s p o n d e n z e  f ra  

s u p e r f i c i e  o va r i e t ~  di due  spaz t  euc l ide i  ( conv~n ien t emen te  ampi)  che  con. 

s e r v a n o  non  solo le l unghezze  di a r ch i  e o r r i s p o n d e n t i  (o rd ina r i a  g e o m e t r i a  di 

RIEMA~¢~) m a  anche  le loro c u r v a t u r e  f ino a que l le  di un  dato  o rd ine  asse- 

gna to  (questo  a u m e n t a t o  di u n o b  la  spec ie  del la  g e o m e t r i a  : que l l a  di R I ~ ; ~ A ~  

(~)' Riporto qui il sunto di quella comunicazione dato nel programma della Riunione. 
, Riemannsche Geometrle gegebener G-attung: geometrische und analytisehe Erkli~rungen. 
Abwickelbarkeit gegebener Gattung zweier Mannigfaltigkeiten aufeinandel~ Die ,, darstel. 
lende !Vfannigfaltigkeit , einer Verbiegnng und ihre pro.jektiven Eigenschaften als projektiv- 
invariante Eigenschaften der Verbiegung. Aquivalenz der ,, daxstellende Mannigfaltigkeit ,, 
einer Verbiegung gegebener Gattung und der totalisotropen Mannigfaltigkeiten derselben 
Gattung. Klassen yon totalisotropen Flachen gegebener Gattung ~). 

Per quanto riguarda le mie ricerche posso riferirmi alla mia ~[emoria: Geometric tie. 
manniane di specie superiore (~ R. Accademia d 'I tal ia ,, Memorie della 4~lasse di Scienze 
fisiche etc, ~ol. 6, n. 8~ 1935~ p. 269:520)~ ore sono staff eitati i miei lavori precedenti suL 
l'argomento. Perb~ 6ome in essa ~ avvertito espticitamente (e a differenza di quanto ho visto 
scri~to da altri), quella Memoria non riassume i risultati precedenti (se non in quanto ~ he. 
cessario). Per  es. non. vi sono i risuttati geometrjei delle quattro ~ote:  Invar iant i  e cova. 
r iant i  metrici helle deformazioni di specie superiore delle superficie~ pubblicate nei (~ Rendie. 
della R. Accademia dei Lincei ~ negli anni 1919-192L 
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di specie  1). Alla t eor ia  del le  varieti~ to t a lmen te  i so t rope  /) i nvece  g iunto  il 
+t 

LESSE pa r t endo  dal p rob l ema  di i n t e g r a r e  l ~ equaz ione  di M O ~ E  .~ (dx~} ~ - ~ 0  

con funz ioni  di due  o pifi va r iab i l i  (% 

Non ~ scopo di ques t a  Nota  di r i a s s u m e r e  i r i su l t a t i  del LE~SE (e del  PI~I=) 

e i miei  su ques t i  a rgoment i .  Mi l imi to  invece  (dopo q u a l c h e  necessar io  r ichiamo)  

a p ro f i t t a r e  d e l l ' o e c a s i o n e  o f fe r t ami  da a lcuni  r ecen t i  l avor i  s u l l ' a r g o m e n t o  

per  ins is tere ,  con qua l ehe  esempio,  s u l l ' i m p o r t a n z a ,  pifi vol te  segnala ta ,  che  

han no  i fa t t i  p ro ie t t iv i  in ques t~ - t eo r i a .  A ques t i  fatt i ,  gi~ messi  in ev idenza  

f in  dal le  mie  p r ime  Note  s u l l ' a r g o m e n t o  (dal 1914), sono e sp l i e i t amen te  dedi.  

ea te  le P a r t i  I e H I  de l la  m i a  Memor ia  c i t a t a  de l la  R. Accademia  d ' i t a t i a ;  

ecl essi a f f io rano  c o n t i n u a m e n t e  a n e h e  nel le  a l t re  (si vedano  per  es. le consi .  

derazioni  sul t r aspor to  di ve t to r i  ne l la  P a r t e  IV). L a  loro cons ide raz ione  

n e c e s s a r i a  per  una rea le  c o m p r e n s i o n e  dell '  a r g o m c n t o :  e di essi in fa t t i  si 

sono servi t i  nei  l avor i  pifi r ecen t i  il LE~SE e i l  P I l L  ~). Aggiungo che  p ropr io  

i n r e l a z i o n e  a ques te  r i c e r e h e  e a r i su l ta t i  espost i  a B a d e n - B a d e n  (che mi 

r i se rbo  di pubb l i e a r e  in a l t ra  o e c a s i o n e ) m i  ~ stato nccessar io  a p p r o f o n d i r e  la 

t eor ia  {proiettiva) de l la  quas i  a s in to t i ehe  sopra  u n a  super f i e i e  (~). 

2. Ricordo,  pe r  comodith, del  Le t to re ,  q u a n t o  segue.  

Data  in uno spazio eue l ideo  S,, u n a  var ie t~  Vk desc r i t t a  dal  pun to  di 

coord ina te  ea r t e s i ane  or togonal i  x~(u~,... ,  uh), i - =  1, . . . ,  n,  si ' cons ide r ino  in 

un  suo pun to  P - ~  S(0), lo spazio t a n g e n t e  3(1), lo spazio 2 - o s c u l a t o r e  S(2), e 

(') Citer5 soltanto le tre Igote pifi recenti di J. LEsISE : Ueber isotrope Mannigfaltigkeiten 
(,~ Mathematische Annalen ~,~ Bd. 116~ 1939~ p. 297-309); Beitrgge zur Theorie der isotropen 
Mannigfaltigkeiten (~ Monatshefte ftir Math. u. Phys. ~, ]3d. 48, 1939, 1 ). 12t-128) ; LO.ngentvene 
Abbildung, isotrope 3;[annigfaltigkeiten yon Rang null~ Einbettungssatz (~ J-ahresb~richt d. 
Deutschen Mathem. Verein. ,,, Bd. I, 19~0~ p. 1-6) ore si trovano altre indica~zioni bibliogra. 
fiche s~ la'~ori del L~SE stesso e di M. P]N5. 

(~) Si ~reda per es. la lgota de] LE~SE nei ¢ 1VIath. Ann. ,, (1939) eve si trovano riesposte, 
per le superficie, le nozioni di spazio oseulatore'e di classificazione proiettiva'delle curve su 
di esse. La prima idea di quegli spazl ~ di DEL PEzzo ; io me ne serve (avendo ]argamente 
estesa quell'idea) da circa 30 anni (sono stati poi incontrati di nuovo dal "VITASI). I1 LE~SE 
indica lo spazio osculatore conteneate l'intoruo d'ordine v con Sv. Preferiseo la mia notazione~ 
S(v)~ perch~ di solito (e sempre in Italia) l'indice apposto in basso alla lettera che serve a 
designare lo spazio indica la sua dimensione. 

(3) E. BO~PIA~I: Geometria proiettiva di un'equazione a derivate pavziali tineare omo. 
genea. - I. Classificaziode delle quasi-asintotiche. - II.  Sistemi invarianti  associati ad un 
sistema di quasi-as.intotiche (~ tlend. R. &cc. dei Lincei ,~ (6) voh XXVIII~ 1938, p. 283-301.). 

Come altro esempio dell'uso di fatti proiettivi in queste questioni vedasi la mia Me- 
moriu,: Le st~perficie emiso'trope hello spazio euclideo a quattro dimensioni (,~ I~. Aceademia 
d' Italia ~ Memorie della Classe di Scienze fisiche~ et% vet. XII~ 19~0~ n. I~ p. l-N). 
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cosi di seguito f ino allo spazio ( v - - 1 ) - o s c u l a t o r e  S { v -  1). Gli  inf in i tes imi  

pr inc ipa l i  delle dis tanze di un  punto  P prossim0 a P du S(0), S(1), ..., S(v - 1) 

sono espressi  da v forme fondamental i  invarianti  tutte del 1 ° ordine (cio~ 

quando  P ~ P  su una curva  solo la t angen te  in P ad essa ha  inf luenza  sul- 

l ' i n f in i t e s imo  pr inc ipa le  del la  d is tanzu the= si eonsidera) e di gradi  (helle 

du s, s ~ 1,..., k) rispett. 2, 4 , . . . ,  2v (~). 

Quesfe forme (con le dovute condizioni  d ' in tegrabi l i th)  individuano la 

geometria r iemanniana  di specie v, i nd ipenden temen te  da l l ' amb ien t e  euclideQ 

in cui s' i m m a g i n a  immersa  la Va. I loro coefficienti sono componenti di qrdi. 

nar i  tensori covarianti simmetrici rispettiv, a 2, 4, ..., 2v indici. 

Una  V~ e una  Vh che diano luogo alle stesse v forme si dicono applica.  

bili to deformate  u n a  dell '  ultra) di specie v. 

Se si considerano due  determinate V.~ e Vh, appar t enen t i  r i spe t t ivamente  

ad S .  e ad S~, appl icabi l i  di specie v, e se b data la eorr ispondenza deter- 

m i n a t a  dull '  applice, bi l i th (talchb punt i  cor r i spondent i  deIle  due variet~ si pos- 

sano associare ad uno stesso gruppo di valor i  delle var iabi l i  u~,..., ua), cio~ 

se si esamina  u n a  data deformazione,  alle forme precedent i  ( invuriant i  anche 

per  t ras formuzioni  delle u) si possono sost i tuire  forme pifi semplici  (come 

s t r u t t a r a  anat i t ica)  che non sarebbero invar iun t i  qua lora  su ciascuna Vk si 
cambiassero  ad arbi t r io i pa ramet r i  (.2}. 

L 'appl icabi ' l i tg  di specie v si esprinle al lora con Fuguag l i anza ,  in punt i  

cor r i spondent i  di V~ e di Vk, (eio6 rappresen ta t i  dallo stesso gruppo di u), 

di espress ioni  del t ipo s eguen te :  

( 2 . 1 )  - , , -  . . . . .  -~ h, l ~ v .  

Se h ~ l, h si ch iama ordine del l ' e spress ione  preeedente  (detta simbolo) e 

se h ~ 1 il sirabolo si dice principale, in caso diverso dedotto. Si d imost ra  

a l lora  che condizione necessaria e sufficiente p e r  l'applicabilit& di specie v 

l 'uguagl ianza dei simboli principali  d 'ordine ~ v;  essa porta di conseguenza 

(i) Queste form% e i l  lore significato geometrico, si trovano esplieitamente date nelle 
mie ITote Lincee rieordate del 1910-1921. Esse si sono presen~ate poi~ e senza il significato 
geometric% nelle ricerche di varl altri Geometri: per un conf,'onto fra queste ricerehe vedasi 
l'Introduzione alla mia l~[ernoria delFAccademta d' Italia del 1935. 

(~) ~¢[i sono servito di queste forme pill semplici, invarianti per eambiamenti simultanei 
delte variabili sulle due variet~ (eio~ quando fra esse sia gih data Ia eorrispondenza} nella 
XTota: Basi analitiche per una teoria delle deformazioni delle superficie di specie superio~'e 
(¢ Rend. R. Ace. dei Lineei ,, (5)~'ol. XXV, 1916, p. 627-63~). Sono soltanto queste forme pig 
semplici che intervengono, per le ragioni che vedrem% nella teoria delle varietA isotrope. 
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l 'uguagl ianza  di tut t ' i  simboli dedotti d 'ordine ~ v + 1  e anzi (piit in gene. 

rale) di tutt' i simboli per cui h + l ~ 2v + 1. 
i ~ p~q'3~i 

Nel caso delle superficie, posto u ~ :  u, u ~ - - v  e ~ c ~ -  ~u~vq conviene 

scrivere 

{2.2) [pqrs] : [rspq] -~ "~ v ~ ~ • 
l ~cuPdv q ~u"~v s 1 

se p ~- q ~ r + s l' ordine del simbolo ~ p + q ; ed ~ principale se .p + q =: r -+- s. 
Se l 'applicabil i t~ ~ di specie v (e non v-I- l )  esistono curve corrispondenti  
delle due superficie a, venti in punti  corrispondenti  la stessa ,~-esima curva- 

tufa (oltre le precedenti) :  la loro equazione differenziale (di primo ordin% 

in du/dv, e di grado 2v-t-2) si ottiene uguagliando le (v- t - l ) -es ime forme 

fondamental i  delle due superficie. 

3. ~Nello studio di una deformazione data fra una Va di S ,  e una Vk di Sn 

riesce conveniente adoperare la ~ di S~+~-, descri t ta dal punto xJ(u ~,..., u~), 

j ~ 1, ..., n + ;~, cosi definito (i ~ V ~- 1) : le prime n coordinate sono queile 

di un punto di Vh, le ul t ime n sono quelle del punto corrispondente di Vk 

moltiplicate per i. 
L a  W k  ~ la variet~ rappresentaliva (o figurativa) della deformazione 

data (~). 

La  convenienza dell 'uso di Wk ~ hello studio delle propriet~ proieltive 

invariant i  n ella deformazione di V~, in Vk : essendo queste proiezioni di ~ 

le sue proprietor proiettive appartengono tanto a I~ quanto a V~ (le quali in 

rela~ione ag]i ambienti  S** ed Sn in cui sono immerse potranno avere pro- 
prieth proicttive pifi particolari). Le proprietk proiettive di W~ non dipendono 

separatamente  d a n  ed ~, ma soltanto da~ N~--n-~ ft. 
Le eondizioni del tipo {2.1) per l 'applicabilit~ si scrivono annul lando i 

corrispondenti simboli costruiti per Wk (cio~ con le xJ). 

In  altri termini  : per la W k  rappresentativa della deformazione di specie v 

data fra ¥~ e V-k sono idenlicamente nulte te pr ime v forme ~bndamentati 

cib pub esprimersi  serivendo con la notazione delle matrici 

l!dx ll =o, ild xJi  =O 

o coa uotazione vettoriale 

(dx)  = O, (d:'x) = O, . . . ,  (d x) = 0 

(~) Si v e d a  la mia Memor ia  de l l 'Acc~demia  d ' I t a l i a  del  I935, Pa r l e  I I ,  Cap. V e pm 
passim~ par t ieo larmente  Pa r t e  I I L  
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o pifi espl ie i tamente,  con i simboli  (principali.  d 'o rd ine  p) 

N 3pxj 3vacj 
Ar~... r~, s,..s, -~- ~J 1 ~ u " l  . . .  ~ u " ,  ~ u  ~ . . .  ~ u %  ' 

A~.. ~ ,  ~'"5~ du~'~ "'" du'¥du~'  "'" du*p - -  O, p ~ 1, 2, ..., v. 

Non ~ invece ident icamente  nul la  la (v ~-1)-es ima forma (costruita come 
]e precedenti~ ma con i simboli  d ' o rd ine  v + i). 

Una tale Wn ~ isotropa dt  specie v o v-isotropa. E questa  la ragione delle 
relazioni fra~ le mie r icerche e quelte del L]~s~, te poi del PI~]~) (~). 

Su una  tale W~ tut te  le curve sono v-isotrope, cio~ i loro Sv oscutatori  
N 

hanno spazi impropr l  S~*-t appar tenent i  a l l ' a s so h to  Q, di equazione v~j(x~)-"--0 
1 

sulF iperpiano improprio (per l' annul lars i  dee simboli pr incipal i  d' ordine ~ v); 
ma vi sono curve (v-I-1)-isotrope che soddisfano a l l 'equazione differenziale 
o t tenuta  annul lando la (v-~-1)-esima forma fondamenta le  di ~V (*). 

L' appar tenenza  di tutti  quegli  S~-1, e quindi  degli  spazi impropr i  degli S(v} 

alia quadr ica  Q dello S~v_l improprio  di SN porta di neeessit~ a relazioni fr~ 
la d imensione  di quegli  S(v) ed N :  ed ~ questa  l 'o r ig ine  di molti  fatti proiet- 

tivi invariant i  nel passaggio da V~ a V~, o relativi a W~ (~). 
L ' annu l l a r s i  dei simboli dedotti  d 'o rd ine  v + l, relativi  a W~ esprime il 

seguente  fatto geometr ico:  lo spazio improprio  'cli u n  generieo S(v- t - l )  sla 

nello spazio polare  rispetto a Q dello spazio improprio  del suo S(v) (apparte- 

nente, come s'~ detto, a Q). 

4. Da quanto precede rieeve un  netto significato l ' annu l la r s i  della 
(v-q-1}-esima forma fondamenta le  e la determinazione delle tangent i  per  eui 
eib avviene in ogni punto (ehe si diranno (v q-1)-isotrope). 

Comincio dal easo delle superficie isotrope (v == i). 
Si consideri  un  suo punto  P, i l  piano ivi tangente,  la sua retta ira. 

propr ia  S~* appar tenente  a Q di S ~ 1 .  Si cercano le tangent i  in P tall ehe 

(i) Se  si pa r t e  da l l a  ~V k, r i su l t a  determinc~ta l~ eo r r i spondenza  f r a  due  sue pro iez ion i  
Vlce ~ :  ~ pe r  ques to  ehe, come s'& det to  ne l l a  nora  {2) de l  n. 2, i n  ques to  caso le fo rme 
t h e  occorrono sono quel le  da  me date  f in  dal  1916. 

(~) A n c h e  ques te  t inee  sono de f in i t e  n e l l a  mia  Memor i a  del  1935. Se si r i t o r n a  al le  
due  V k de fo rma te  di specie  v esse sono su c i a scuna  le l inee  che conse rvano  i n v a r i a n t e  
ne l lu  de fo rmaz ione  la v -es ima  c u r v a t n r a .  

(~} P e r  le v a r i e t h  i eui  S(v) oscula tor i  h a n n o  spaz~ i m p r e p r i  non  a p p a r t e n e n t i  a l l ' a s so .  
l a t e  (come quel le  qtti  de t te  i so t rope)  m~ in  pa r t i co la r i  re laz ione  di t a n g e n z a  con esso prefe .  
r i re i  la  d e n o m i n a z i o n e  (~ e m i s o t r o p e ,  (proposta pe r  le super f ie ie  dallo SCHOUTEN}. P e r  esse, 
o l t re  t ' i n d i c e  v, oecorre  a n  a l t ro  ea ra t te re ,  il t a n g o  i n t rodo t to  dal  LBNS~]. 

Annali di Matematiea~ Serie IV, Tomo X_X. 
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gli e lement i  del 2 ° ordine di curve della superficie,  E~, ad esse tangent i  
siano 2-isotropi,  cio6 che i piani  cui essi appar tengono abbiano le Ioro rette 
impropr ie  su O. 

Si r icordi the  i piani osculatori  in P alle curve per  P con tangente 
assegnata  s tanno in uno S s (che indico con S(2, 1), oseulatore secondo la tan. 
genre data) passante  per  il piano tangente.  Si t ra t ta  di vedere quali  di questi  S~ 
(al variare del ia  tangente) hanno  i loro piani  improprI  su Q. 

Se S ( 2 ) ~  S 5 (caso generale) quegli  S 3 descrivono il eono quadrico di 
D:EL PEZZO e v '6  corr ispondenza proiet t iva fra essi e te tangent i ;  i loro piani  
impropr i  descrivono un  cono quadrico che ha per  vertice S~*, su Q, e lo S~* di 
questo cono, per  quanto s '6 notato sopra, sta nello spazio polare di S~* ri- 
spetto a Q. Siceh6 $4" taglia pure  Q in un  cono avente S~* per  vertice. I due 
coni hanno in comune  quattro p ian i :  a questi, per  la proiett ivith detta, eorri- 
spondono quat t ro tangent i  che sono quelle 2- isotrope cercate. 

Se la superf ic ie  possiecle un  doppio sistema coniugato, quindi  S ( 2 ) ~  $4, 
gli S~ ~ S ( 2 ,  1) formano fascio intorno al piano t angen te :  e v '6  una  proietti- 
vit~ fra gli S:~ del fascio e le coppie di tangent i  del l ' involuzione che ha per  

rette doppie le tangent i  coniugate.  In  S~v_~ abbiamo un  fascio di piani  per  S,* 
in uno S~* (improprio di $4) che sta nelto spazio polare di S~*: S~* taglia Q 
in due piani  del fascio cui corr ispondono due coppie di tangent i  nel l ' involu-  

zione nomina t a :  sono queste  Ie tangenti  2-isotrope. 
Se inf ine la superf ic ie  possiede un sis tema semplice di asintotiche~ eio6 

ancora S(2) ~ S~, gli S 3 ~ S(2, 1) sono riferit i  pro ie t t ivamente  alle tangent i  : 
con lo stesso ragionamento  di pr ima si hanno in S~* improprio di S 4 due piani  
di Q, quindi,  per  la proiet t ivi t  G due tangent i  alle quali  6 da aggiungersi  la 
tangeute  asintot ica eontata  due vol te :  sono queste  le tangenti  2-isotrope. 

E non mi occupo dei casi pifi particolari .  

5. La  (v + 1)-esima forma fondamenta le  per  le varieth v-isotrope ha il 

significato geometr ico seguen~e. Preso un  punto  P su W~ e un  punto  P 
sopra una  curva q u a l s i a s i  di Wk uscente  da P con tangente  d u  ~" d u ~ " . . .  " d u  ~, 

1' inf ini tesimo pr incipale  del quadrato  della distanza P P  vale, a prescindere  

da un  fattore numer ico  

[I II = . . . .  . . .  = 

- -  Ar~ ... +'~+-i, ~ ... ~ + 1 d u ~  "'" d u ~ + t  d u ~  "'" d u ~  ~ t 

ore  le A . . . ,  ... sono i simboli  pr incipal i  d' ordine "¢ :+-1 relativi  a l/Vk. 
Le direzioni che annul lano questa  forma sono tali ehe su q u a l s i a s i  eurva 

useente  da P secondo una  di esse quel l ' in f in i tes imo prineipale  6 nu l lo ;  o in 
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altri t e rmin i :  t~ttti gli eleme~ti d'ordine v J-1, E~+~ di curve con quelle t(~n- 

genti sono (v + 1)-isotropi. 
Tali e lementi  E~+I relativi ad una  tangente r iempiono uno spazio l ineare 

passante per  lo S(v} in P (la cui dimensione dipende dalle equazioni a deri- 
ra te  parziali l ineari  omogenee d' ordine < v J-1 cui soddisfa la varieth, ciob 
eui soddisfano le coordinate proiet t ive dei suoi punti) ehe io indico con 
S(v + 1 ,  1) poichb contiene gli S , ~  osculatori  alle curve per  P con quella 
tangente,  ciob secondo un E~ fissato. 

Gli spazi impropr~ degli S(v + 1, 1) relativi alle tangenti che annulla~w la 

(v 4- 1)-esima form(, fondamentale appartengono pure all' assoluto Q dello spazio. 
Quindi,  6 bene notarlo esplici tamente,  non soltanto le curve che rendono 

nullct la (v q- 1)-esima forma fondamentale sono (v c 1)-isotrope, ma tutti gli E~+I 

ctd esse tanget#i sono tall: sicchb eonviene dare 1 ~attributo di (v +-1)-isotrope 
alle tangent i  stesse. 

Riprendendo a considerare gli S(v-4-1, 1) osculatori  in P aggiungo che, 
al variare della tangente,  essi descrivono un cono avente per  vertice lo S(v) 
in P e proie t tante  la varieth che rappresenta  (al solito modo di VERO.~ESE) 
la totalith delle forme d?ordine v 4-1 di uno spazio proiett ivo Sk-~ (in cui i 
differenziali  du ~,..., du ~ sono coordinate proiet t ive omogenee). Le varie circo. 
stanze che possono preserttarsi r iguardo a questo cono dipendono dal numero  
e dal tipo delle equazioni det te  di ordine ~ v 4- 1 (quindi da l l ' i nd ipendenza  
o meno dello S(v} dallo spazio della variet~ rappresenta t iva  di quelle forme 
e dalle varie eventualit '~ "d' incidenza di S(v) con la v.ariet'g stessa), l~el case 
generale  o normale, in cui non esistano d i  quelle equazioni, gli spazi ora 
nominat i  sono ind ipenden t i :  allora S(v + 1) ha la dimensione (massima) 

k - -  1 ; gli S(v 4- 1, 1) hanno dimensione v 4- k = k e i I  loro cono ha 

6 rd ine  (v + 1} ~- ' .  In  questo caso si ha una  corrispondenza proiet t iva fra le 
tangent i  in P e i relativi  S{v + 1, 1). l~egli altri  casi d iminuisce  la dimen- 
sione degli S(v +-1) (ed even tuahnen te  anche degli spazi d 'o rd ine  d '0scula-  
zione < v q-1); pub d iminui re  l~ordine del cono e la proiett ivith d i : p r i m a  
trasformarsi  in una  proiet t ivi th fra gli S(v 4- 1, 1) e nn ' involuz ione  nelta stella 
di tangenti .  Maggiori precisazioni non sono possibili  se non si fissa il ~iumero 
e i l  tipo delle equazioni dette. 

Comunque  la r ieerca  delle tangenti  (v + 1)-isotrope in un punto  equivale 
alla rieerea, hello spazio improprio dew ambiente,  del l ' in tersezione dell~ qua- 
drica assoluto con il cono precodente ; agli S(v A-1, 1) appar tenent i  all' a Ssoluto 
eorrispondono,  in una  delle proiettivit/~ precedenti , '  le tangent i  (v q-1)- isotrope 
eost i tuenti  un  cono d ' o rd ine  2(v-4-1) (nello Sk tangente in P). 
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6. Come ho detto, la (v + 1)-esima forma per  uaa  W~ v-isotropa (sempre 
col l inguaggio della superf icie  figurativa) si trova gi'h nella mia Memoria del- 
l 'Accademia  del 1935. E p e r  ora questa  soltanto 6 in tervenuta  nei lavorl del 
L E ~ S E  e d e l  P I N L .  

~ a  anehe per  queste  wr ie th ,  come per  quelle non isotrope si pub eo- 
s truire  una  serie di forme fondamenta l i  invar iant i  aventi  semplice signifi- 
cato geometrico.  

E non e ~  assolu tamente  nul la  da cambiare  a quanto ~ detto in quel la  
Memoria  (Parte IV, Cap. I~, a comineiare  dalla iv ~-3)-esima forma, purchb 
gli S(v 4-3) siauo generici  r ispetto a l l ' assoluto  (~). 

§ 2. Superf le le  r igate  lsotrope.  

1. Un pr imo esempio de l l ' in teresse  dei fatti proiett ivi  in problemi di 
questa  na tura  ~ offerto dal problema di elassificare le rigate isotrope. Questo 
problema ~ gih stato, parzialmente,  t rat tato dal LENSE (~). 

I fatti proiet t ivi  da r icordare sono i seguenti  (3). 
a) Lo spazio l ineare conteuente  due gener iche generatr ic i  inf in i tamente  

vicine b ua  S~ o un  S 3. Nel pr imo caso la superf icie  ~ svi luppabile  (luogo 
delle tangent i  ad una  eurva, o cono). Nel easo opposto lo S~ si dir'~ tangente  

lungo una  generatr ice,  e s ' ind ieherh  con S~(1}. 
b) Due S~ tangent i  in f in i tamente  vicini (eio~ tre genera, triei infinita- 

mente  vicine) possono appart, enere ad uno S 3 (superficie non sviluppabil i  di $3) 
ad uno S~ o ad uno S~ :  in ogni caso si diri~ questo spazio 2-oseulatore Sg(2) 

lungo una  generatrice.  
c) Se questo S~(2)~-S~ gli S~ tangent i  sono gli S~ oseulatori  di una  

eurva (con i casi degener i  ehe qui per  brevith tralaseio):  le generatr iqi  dell~ 
rigata si t r o w n o  nei piani  oseulatori  a questa  curva  (e in generale  non pas- 

sano per  i suoi punti ,  ma eib pub anehe accadere). 

(*) Cio~ si p~Lb prendere  come s -es ima forma fondamentate,  per s ~ v - t - 3 ,  e u meno 
d ' u a  fattore numerico~ il quadrato delia dis tanza di un  punto preso ne l l ' i n to rno  d ' o rd ine  s 
del pm~to generico P dallo S ( s - - l )  osculatore in  P :  perchg questo S ( s - - 1 )  non  ha~ in  
generale~ partico]ari  relazioni  con Q. 

(~) J. LE~SE: Ueb+r K~rve'n mit isotropen Normalen (,~ Mathem. A n n a l e n  ,,, Bd. 112, 
1935~ p. 159-15Q; Ueber voIlisotrope Fl~gchen (, Monatsh. fiir Math. u. Phys.  ,,~ Bd. ~3~ 1936~ 
p. 177=186) ; bYber isotrope Mannigfaltigkeiten (~ Math. A n n a l e n  ,,, Bd. l l 6 ,  1939, p. 297-309). 

(3) E. BOMPIANI : Alcune propriet~ proiettivo-differe~zio~li dei sistemi di ~'ette negli iper. 
spazi (~ Rend.  Circ. Mat. di Pa le rmo ~>, eel.  XXXVII~  191~ p. 297-331). 
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Patti  analoghi aceadono quando si prendono in esame intorni di una 
generatr ice di ordine pifi elevato. 

2. Supponiamo ors la rigata isotropa ed escludiamo sen~'altro le svilup- 
pabili. 

Lo spazio Sv(t ) generi.co 6 quindi un S:~. Poich6 i piani tangenti alla 

rigata lungo una generatr iee g riempiono lo $3, il suo piano improprio S.~* 

deve appartenere alla quadrica (non degenere) assoluto Q dello spazio S ,  in 

cui 6 data la superficie. Poieh6 Q sta in uno S,*~-_1 (improprio) e deve eonte- 
here cx~' piani 6 n ~> 6. 

Esaminiamo il caso S , ( 2 ) ~  S~. Quegli c~ ~ Ss* sono osculatori ad una 

curva (poieh6 dub inf ini tamente vieini stanno in Ss* improprio di un $4: 

tralaseiamo anehe qui i easi degeneri  b e, variando con continuit/~, devono 
appartenere ad uno stesso sistema, di @ Se n = 6 ,  n - 1 = 5  i piani d f  un 

sistema hanno un punto comune, mentre qui due S,* infinitamente vicini 
devono tagliarsi in una re t ta ;  non pub essere n = 6, quindi n ~ 7. 

Poich6 gli S 3 tangenti  inviluppano una curva {vedi c)) e quegli S~ ta- 

gliano S* ' " ._~ in piani di Q, quests  curva b 3-1sotropa. Sicch6: 

L a  pi i t  generale r iga ta  isotropa (non svi luppabile)  con S~{2) ~ S 4 si oltie~e 
prendendo,  in  uno spazio di  d imensio~e n ~ 7, unce c~trw~, 3-isotrol)a e in  
c iascun suo p iano  osculatore u n a  generalrice. 

Si conferm~ subito anal i t icamente che le rigate cosi costruite sono isotrope. 
Se la, curva 3-iso~ropa ~ descrit ta dal punto y(u}, t~ per ipotesi, nella 

notazione vettoriale ('), y'~ ==- O~ y"~ -~ O, y,Z~: _= O. 

Se nel piano oseulatore {y, y', y ')  si dh una tetra, congiungente per es. i 
punti y-4-~.(u)y' + Ntt)y" e y q -? (u )y ' - t - z (u )y"  essa dg luogo ad una rigata 
isotropa 4ciob per cui d s ~  0). 

3. Passiamo al easo @(2} ~ S~ (the 6 il ca,so generale). 

I piani impropri  S.~* degli S~ tangenti  sono tall che d u e  ' infinitamente 
vieini s ' ineontrano in un punto (improprio di una generatr ice g): il suo luogo, 
curva impropria ~, della riga,ta, 6, tale the  una sua tangente _sta in uno S~*, 

clog questi passano per le tangenti  di "l. Si eostruisea ors una eurva C di &, 
le eui tangenti  ineontrino quegli St* (la eurva C ~ neeessariamente isotropa)e 
si ehiamino eorrispondenti  punti  di C e di ~, per cui l ' incidenza abbia luogo: 
6 ehiaro che le eongiungenti  punti corrispondenti  di C e di ~, danno una 

(q Ponendo cio~ in gmmrale a b - - ~  aCb i. 
i 
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rigata del tipo riehies~o (s ' intende ehe non debbono essere ineidenti le tan- 

genti in punti  corrispondenti  di C e di ~'t. 
Si noti ehe dovende due S.~* infini tamente vicini incon~rarsi in un punto 

(e non in una retta come nel caso preeedente) pub anehe essere n---~ 6. Sicch~: 

L a  piit  generale rigata isotropa con S+(2)-~ S~ si ottiene prendendo : sul- 

l 'assoluto Q di S*._~ improprio di S , ,  n ~ 6, u n a  curva y (le cui tangenti 
appartengano a Q) e per le sue tangenti  un  sistema ~ di S~* appartenenti  
a Q; una  curva C di S .  le cui tangenti inconlrino gli S~+; e congiungendo 

eoppie di pun t i  di C e di ~[ per le quali  ha luogo l' incidenza voluta. 
Anche qui la verifica analit ica ~ immediata.  
Presa sull 'assoluto Q la eurva descri t ta da g(u) (z'+~ --:- 0) per cui, in 

notazione vettoriale, z ~ - - 0 ,  z'2 ~--~ 0 e per individuare il piano S** per la tan- 

gente un punto y~(u) (y '+~-~0)  per eui 

y~ ~ O, yz = O, yz' = O 

e posto (F run, lone arbitraria) 

=]F(u)y du, (x = 1), ffJ(u) 

la rigata descrit ta da 

X '(u, v) = x tu) + w tu) 

isotropa e con Sg(2)~ S~ a patto che il piano osculatore nel punto u alia 

curva descri t ta  d~ z e la tangente nel punto u alla curva descrit ta d a y  non 

s' incontrino. 
Si pub osservare che s e n  ~ 6, quindi se Q ~ una V~ non specializzata 

di $5~ presa la curva z che con le sue tangenti  sta su Q, il piano (zgy) 
necessar iamente  uno dei due piani secondo cui lo S 3 polare di zz' sega la 

quadrica. 

4. 5Taturalmente si possono considerare casi pifi partieolari  derivanti  nOD 

solo da carat teri  proiettivi della rigata m a d a  particolari  (non necessarie) 

relazioni proiettive di essa con l 'assoluto. Cosi per es. il piano S~*(z, z', y ) s ta  
sempre nello S,,_:~ polare della tangente zz'; si pub esigere ch 'esso stia hello 
S , _  4 polare de l 'p iano  osculatore zz'g' (pur~essendo distinto da esso); cib po r t a  

yz" ~ O, Se fosse n ----- 6 1o S:~ polare di (zz'z") coinciderebbe con lo $2' (z, z', y); 
ma poieh~ questo ~ un piano della quadrica (sicch~ il suo piano polare ~ esso 

stesso~ coinciderebbe con (zz'z") contro l ' ipotesi.  Sicch~ n ~ 7~ ed (~ questo un 

risultato del LENS~ (~). 

(') Nell '  ultimo lavoro citato del L:~sE,  § 5, p. 303. 
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Ma si possono rieercare risultati  pi~ particolari  esigendo per es. ehe lo 

$2" {zz'y) sia hello S,_~_~ potare dello Sk izz'. . .z~): se questo non de~e con- 

tenere il punto y, quindi il piano Ss*, deve essere n ~ k + 5. 

Risultati  pifi determinati  si ottengono se si fissa la dimensione dell 'am- 

biente eui deve appartenere la rigata in esame. 

5. Esaminiamo ora le rigate trovate in rapporto alla loro seeonda forma 

fondamentale,  Se la rigata ~ descrit ta dal punto di coordinate cartesiane 

ortogonali 

(5.1) X ' : x~(u) + vg(u), i : 1, ..., n 

(e per l 'omogenei th  x ' + ~ i ,  mentre z ' + ~ =  0, quindi X "'+~ .... 1 in punti  

propri) per  essere la rigata isotropa si ha ds 2 ~ 0 quindi, in notazione vettoriale, 

(5.2} z ~ = 0 ,  z '~-=0,  (e z~'=-O, z ' z " = O ) ,  x ' ~ = 0 ,  x ' z = O ,  x ' g = O ,  

e per  la seconda forma fondamentale  

(5.3) ](~" d- vz")du "2 d- 2 g d u d v  1~ = (x '''z + 2vw"z" + v~z'"~)du ~ -~- 4x"z'du3dv. 

Le linee 2-isotrope sono quindi d u 3 : O ~  eio~ le generatrici contate tre 

volte, e quelle definite da 

(0.4) (~c""---~ 2w / '  g '- t  v~g"2)du + 4x"z'dv -= O. 

Queste coineidono con le generatrici  se e solo se 

{5.5} x"g --~ 0 equivalente a x,'z" ---- 0. 

Esaminiamo una rigata con Sa(2 ) -~ S 4. Su di essa si ha una curva trasver- 

sale (quasi-asintotica) il cui piano osculatore in un punto ~ contenuto hello 

S~(1) ~ S:~ per esso, che assumiamo come curva x(u). Per  essa si ha 

(5.6) ~c" --~ hx' =t- kz' + lz 

(ore s ' in tendono sestituite ad ~ e z le x ~ e g} e come eonseguenza di questa  
e delle (5.2) r isul ta  x"z' :=- 0 ; cio~ : 

Sul le  r igate con Ss(2)~  S~ le linee 2-isotrope coineidono lutle con le gene. 
ralrici .  

Secondo lo schema del LENSE esse appartengono dunclue sempre al tipo I ;  

per esse la seconda forma vale v2z"~du4 : quindi la curva trasversale ~ il luogo 

dei p u n t i  della r igata  per  cui ~ idenl icamente  nu t la  la seconda f o r m a  fonda- 

menta le  (da contarsi  due volle se si  vuole tenet presente  il fatto ehe in  della 

f o rma  f igura v~). 

Se invece Sg(2) ~ S 5 pub aceadere sia ehe x " z ' :  0 nel qual easo le uniehe 
linee 2-isotrope sono le generatrici  (tipo I del LE=~SE) sia che x"g:4 :0  (tipo II) 

nel qual easo le linee 2-isotrope sono determinate da un' equazione di RIccA~I. 
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Quindi  inversamente~ ment re  le r igate  del tipo I I  appar tengono proietti- 

vamen tc  silo stesso tipo (fino a l F i n t o r n o  del 2 ° ordine di una  gene ra t r i ce ) l e  

r igate  del tipo I appar tengono  a due tipi p ro ie t t ivamente  dis t int i  (l). 

6. Qu~lors, si volesse procedere  allo studio s is temat ico delle superf ic ie  

r igate  isotrope di specie v ~ 1 bisognet 'ebbe tener  cont(s dei fs~tti proiet t ivi  

relat ivi  alle r igate  di S~, ( e a d  in torni  di ordine comunque  elevato di una  

generatr ice)  stabili t i  ncl la  mia  Memoria  gih c i ta ta  del Circolo Matematico di 

Pa lermo.  Qu i  mi l imito ~ s tabi l i re  le dis t inzioni  essenziali  p e r  v - =  2. 

Esctuso il caso delle superf ie ie  svi luppabil i ,  i casi da cons ide ra te  sono 

i seguent i  : 
a) ~S~(1)~ S~, ~S~(2)~$4;  le dime.nsioni degli  spazi osculator i  succes- 

sivi lungo una  gcnera t r ice  vanno crescendo di un 'uni t '~ ,  Sq(3)~-$5,. . .  , [ino a 

r agg iungere  la d imens ione  del~ 'ambiente .  

b) S~(1} --= S~, S q(2) ~ S~, S~(3~ ~- S~ ; poi aumen to  di u n ' u n i t h  per  ogni 

spazio sueeessivo fino a, lla d imens ione  ambiente .  
c) S~(1)~_ S:~, S~(2)~ S~, Sa ( 3 ) ~  S : :  per  gli spazt osculator i  sueeessivi  

possono darsi  w rie even tua l i th  ehe non prenderb  in esalne. 

In  ogai  caso lo sp~zio impropr io  dello S~(2) a, ppar t i eue  at la  quadr i~a  Q 

di S,*~_~ improprio  di S,,. 

7. Nel caso a) gli So(l) r i su l tano gli S:~ osculator i  ad una  curva  C (e casi 

degener i  che lascio da, parte) e le genera t r ic i  del ia  riga~a stunno nei p i ~ n i  

osculator i  a C. Poieh~ gli Sg(2}-- S, sono oscula tor i  a C e i loro Ss* impropr i  

s tanno su Q~ la C 6 4- isot ropa .  P e r  t ' e s i s t enza  del la  superf icie ,  Q deve conte. 

here  c~ ~ $3" osculatori  ad u n a  curv% cio6 due Ss* in f in i t amen te  vicini  debbono 

tagl iars i  in 82'  (pure di Q). Gi~ le quadr iche  di S 7 contengono S 3 : ma per  

un  S~ di una  tale quadr i ea  non passano c~ ~ S 3 (com'~ necessar io perch~ ve 

ne siano due  in f in i t amen te  vic ini ) ;  cib aecade invece per  le quadr iche  di Ss, 

quind i  dev ' e s se re  n ~ 9. 

(l) Per le rigate del tipo I si pub fare un'ulteriore distinzione eonsiderando sulla ri- 
gata la curva nei cu[ punti si annulla identicamente la seconda forma. Quest~ curva taglia, 
in generMe, un~ generatrice generics in due punti distinti (diremo questo il tipo II); ma 
pus accadere il fatto contrario (per ogni generatrice: tipo 1-2). Le rigate per cui S~j(2)~ $4 
appartengono sempre al tipo I~; mentre le rigate per cui S~(2)--~S~ e pure ~ppartenenti 
al tipo I (x'z r --0) ~ppartengono in generale sl tipo 11 e in par~icolare al tipo I~ quando 
x ''~ • z.'~ .~ (xt'z'} z, cio~ assunta la quasi-asiatotica come direttrice, quando x"z"---0. Le cir- 
costanze Zc'z' ~ 0  e x'~z"zO sono caratterizz~te geometricamente da quanto ~ detto a ln .  4 
di questo §. 
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In  S,,  n > 9, le superficie del tipo in esame si oltengono a part i te  dalle 

curve 4-isolrope {senza altre operazioni d ' integrazione) nel modo ora detto. 

8. Nel caso b) gli S e ( 2 ) ~ S  5 sono oseutatori ad una curva C e le gene- 

ratrici  della rigata stanno nei suoi S 3 osculatol:i. Questi S 5 hanno S 4 improprt  

appartenenti  a Q {e oseulatori ad una eurva):  quindi C ~ 5-isotropa. Tenuto 

conto della eondizione che a Q debbono appartenere {almeno} ~ S 4 per un 
suo S:~ risulta n ~ 11. 

I n  Sn, n ~ 11, le superficie del tipo in esame si otlengono a partire dalle 
curve 5-isotrope (senz' attre integrazioni). 

9; I1 caso c) b quello generale. In  esso gli S 4 improprI degli ~o ~ S v(2 ) ~ S 5 
stanno ancora su Q (ma non sono pifi gli S 4 oseulatori ad una eur-va). Due 
infini tamente vicini si tagliano in un piano osculatore alla curx~a z(u) impropria 

della rigata : e da ci6 segue n > 10. Fissata una curva ~' appartenente,  insieme 

ai suoi piani osculatori, a Q e per ciaseuno di questi un $4' pure apparte- 
nente a Q, due di questi $4" infini tamente vicini si tagliano in uno S:* 

(di Q, naturahnente)  contenente una tangente a y: sono questi gli $2" impropri 
degli Sg{1)--~ S a. Si prenda ora in S,, una  curva C le cui tangenti  ineontrino 
gli S=* (senza incontrare le t angen t i  a y); C b quindi una curva 2-isotropa 

(la retta al l ' infinito di un suo piano osculatore sta in un $4' quindi su Q). 

Si chiamino corrispondenti  punti  di C e di -~" per i quali a'eviene 1' ineidenza 

voluta : le congiungenti  punti  corrispondenti  dann0 una rigata del tipo voluto. 

S ' in tende  che gli $4" per i piani osculatori a ~' devono esser presi sulle se- 

zioni di Q con gli S~-~-2-~ ~= S~_~ polari di de t t i  piani oseulatori. Sicch~ : 

In  S . ,  n > 10, le rigate in  esame si costruiscono l~'endendo su Q una 

eurva y i cui p iani  osculatori appartengano pure a Q; negli S*_4 polari di 
questi p iani  s'i prendano a piaeere c~ ~ $4* che li con tengano e stiano su Q. 
Trovati gli S_~* caratlerislici di questi $4" si prenda una curva C di S ,  

le cui tangenti ineontrino gli S,* (senza incontrare le tai, genli a "[ in essi 

contenute) : le congiungenli punt i  di C e di "l per i quali ha luogo l'ineidenza 
voluta sono generatrici della pi¢, generale rigata det tipo in esame. 

I0. Esaminiamo brevemente la terza forma fondamentale.  Se la" rigata 6 
rappresentata  da 

(lo.1) x ' (u ,  v) = + vz'(u) 

ove g(u) descrive la sua curva impropria, l ' ipotesi c h e l a  rigata sia 2-isotropa 

Annali di Matematiea~ Serie  IV ,  Tomo X X .  5 
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porta : 

(10.2) z~-~z'~--z"~--~O, x'~--x"2-~--0, x ' z ~ x ' z ' ~ x r ' z ' ~ x " z " - - ~ O  

insieme alle lore eonseguenze differenziali.  

L~ terza forma differenziale E(d3X~) "~ ~ perei6 

i] (x'" -~- vz'")du 3 + 3z"du~dv N ~ : l ( x'''2 + 2vx/"z"' + v~z'"~)du + 6x/"z"dv } du 5 

quindi cinque dei sei sistemi di l inee 3-isotrope coineidono sempre con le 

generatrici .  
Coineidono tutti se e solo se x ' " z " ~  0. 

Passiamo era in esame, rispetto a queste curve, i var~ tipi gih distinti. 

Nel tipo a) esiste una curva (quasi-asintotiea) tale che il sue S~ oscula- 

tore in ogni punto sta nello So(1 ) - = S  3 per esso. Questa curva, quando si 

assmna come diret tr ice x(u), dh luogo ad un' equazione del ripe {5.6) cio~ 

lz ~; o -.~ [~c', z', (10.3) x" - -  h~c' -I-- kz' -4- -~v ~c" z] 

(il secondo membro indica una combinazione l ineare dei tre punti  indicati);  

e per derivazione 

00.4)  x '" =-- [z", x', z', ~]. 

Risulta da questt~ che x ' " z " ~  0 e anche 

~t.2 ~ -  0~ 0~rlrZr+t ~--- 0 

mentre  z'": =4= 0 se la rigata non dev' essere 3-isotropa. 
lgel tipo b) esiste una quasi-asintot ica tale che il sue S~ osculatore in 

un punto sta nello S~(2)~ S~ (senza che avvenga il fatto precedente relative 

ad $2) ; assunta questa come diret tr iee x(u) deve valere una equazione del ripe 

(10.5) ~'" ----- [~", z", x' ,  z', ~c, z] 

quindi si hanno le stesse conseguenze di prima. Cio~ 
Nelle rigate 2-isolrol~e dei ti19i a) e b) tut t ' i  sistemi di linee 3-isotrope 

coineidono con quello delle generatriei ; assunta come direttrice xtu) la quasi-  
asintotica, la terza forma fondamentale ~ del tipo v~-z"'~du6 ; quindi  la quasi -  
asintolica ~ la linea (da considerarsi doppia se si vuole tenet conto del fat- 

tore v 2) nei pun t i  della quale la terza forma ~ nulla. 
Inveee per  le rigate di tipo c) si ha in  generale un  sislema di linee 

3-isotrope distinto datle generatrici ( individuato da un'equazione di Riccali) ; 
ma  pub anche aceadere, quando x'"z" : 0, il conlrario t~). 

(t) A n c h e  qu i  si p o t r e b b e  fare  u n ' u l t e r i o r e  d i s t inz ione  ne l  case che tu t t i  i s i s temi  di 
l inee  i so t rope  co inc idano con le g e n e r a t r i c i  come in  f ine  al  n .  5 (v. nora). I l  r i su l ta to  rela- 
t ive  al  case gene ra l e  ~ gi'~ da te  (per  r i ga t e  ~-isotrope) ne l l a  mia  Memor ia  del l '  A c c a d e m i a  

d ' I t a l i a  (1935) ne l  2 ° a l i nea  del  n. 13 a p. 378. 
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§ 3. E s a m e  d i  a l c u n i  e s e m p l  d i  s u p e r f i c i e  i s o t r o p e .  

1. Come secondo esempio dell ' interesue dei fatti proiettivi in queste que- 
stioni r iprendiamo in esame, da uu punto di vista un po' pifi geometrico, 

alcune superficie isotrope non rigate considerate dal PINL. 

Cominciamo dalla superfieie (~): 

1 a 1 
x ~ = -2 (u + 2iuv~), ~c --= ~ (v 4 -  2iu.~v), __ x~ = 2il (u ~ + ivY) 

(1.1) ~ 1 ~ 1 ~ x ~ - ~ i V 2 i u v ,  

x --~ 2 i  ( u - -  2iuv~), x - -  2~ (v - -  2iu" v), ~ i = 2 ( + i u  

Introdueiamo le coordinate (y0__ 1) 

y ~  ~ i  + i x 'Z~_  U ~ y~---~ 'X :~ A- i x  4--~ V ~ y~--~  X 6 -4- i ~  7...~ - -  i U  ~ , 

(!.2) y~,_~x~ ix~_~2iuv.Z, y~_..x~ i~ t_~2 iu~v ,  y ~ _ _ x g _ _ i x : : v ~ ,  

o anche (z ° - -  1) 

Zi - ~  y t  ..~_ U , Z3 - - -  yZ  _ ~  V , Z6 : i y~  ---- U "~ 
1 

(1.3) i Z S ~  

z~-~ y~ z ~ -  y ~ -  z ~ y ~ v  ~ i V ~  - -  uv  ~, - -  ~ ~ U2V , - -  __ 

y~ : x ~  ~ 

. . . . .  ,~,~ ~ ~ V .  

Nelle nuove coordinate z ~, ottenute dalle x ~ con una trasformazione affine, 
le equazioni dell' assoluto 

(1.4) E(xq': - -  0, x ° --~ 0 
si scrivono 

1 6 7  (1.5) z ' z  ~ + z~z 4 - -  ~ z  z - - ( z~)  ~ - ' - 0 ,  z ° - - - 0 .  

Quindi 6 lo stesso studiare la superficie data (1.1) rispetto alla quadrica (1.4} 
o la (i.3) rispetto alla (1.5). 

Le (1.3) sono pifi maneggevoli (essendo ciaseuna delle z ~ monomia in u, v). 

Esse mostrano subito the  la superficie in esame 6 una  proiezione su S~ della 
F 9 di S 9 che rappresenta  (al solito modo di V]~RO~ES~) la totalit~r delle cu- 

biehe piane. Se individuiamo questa con le stesse z ~ date dalle 0.3) e ponendo 

(~) ~ .  PI~L, W - P r o j e k t i o n e n  t o t a l i s o t r o p e r  F l ~ c h e n  I I  (~ Casopis pro Pest.  Math. a. Phys .  ~), 
vo]. 66, 1940, p. 23-35) ; equazioni  (15) a p. 27 prendendo in  esse il segno + e ponendo u, : :  u, 
u.2 -~  v,  i --~ V - -  1. P e r  1' omogeneit~ pub porsi x ° ~ 1. (Questo lavoro sar~ indicato con W - I I ,  
per  dis t inguerlo da l l ' a l t ro  con lo stesso titolo, che indicherb con W - I ,  pubblicato nel la  stessa 
raccolta~ vol. 66, 1937, p. 95-102). 
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ino l t r e  

la supe r f i c i e  in e same  si o t t i ene  p ro i e t t ando  la F ~ di S~ dal la  t e t r a  dei  pun t i  

A s A  ~ (in genera le  si ind ieh i  con A s  il p u n t o  di coord ina le  ~ ,  g ==-0, ..., 9, 

essendo i |  $: il solito s imbolo di KRONECKER). 
Le  cub i che  p l ane  r a p p r e s e n t a t e  da l la  (1.3) passano per  i punt i  a l l ' i n f i u i t o  

degli  assi  nel  p iano  ca r t e s i ano  u, v ;  qu ind i  l a  s u p e r f i c i e  i n  e s a m e  ~ r a z i o n a l e  

d e l  7 0 o r d i n e  F ~ d i  S~ p r o i e z i o n e  d e l l a  F ~ d i  S 9 d a  d u e  s u o i  p u n t i .  

I1 p iano  t angen te  ne l  pun to  (u~ v) a l la  (1.3) tag l ia  lo S~ improp r io  z ~ - -  - 0 

ne l la  r e t t a  i nd iv idua t a  dai  due  p u n t i :  

z ~ - ~ - 1 ~  z e ~ v  "2~ z ~ 0 ,  z 4 ~ 2 u v ~  z 6 ~ 2 u ~  z 7 ==0~ z ~ v  

z '  ~--- O , Z 'z ~-- 2 u v  , z ~ ==-1, Z ~ - ~  u ~ , z ~ ~ -  0 , z ~ == 2 v  , z ~ - ~  u .  

Si ve r i f i ca  subi to  che  ques t a  r e t t a  a p p a r t i e n e  a l l ' a s so lu to  Q di equa-  

zioni  (1.5), cio~ che  e f f e t t i v a m e n t e  la supe r f i c i e  ~ isotropa.  Segue  a u c h e  senza 

calcol i  che~pcr  essa  S ( 2 ) ~ - S  5 perch~ per  es. u n a  sua  pro iez ione  ~ la super-  

f ic ie  di VERONESE. Su l l a  F ~ esis tono due  s is temi  di coniche,  p ro iez ion i  dei  

due  s is temi  di  cub i che  di F 9 passan t i  pe r  A s o pe r  A s (sono le c u r v e  r appre -  

sen ta te  d a u  ~ cost . ,  o da  v = cost . ;  ~ c o mu n e  a ques t i  dub s is temi  [a r e t t a  

z ° ~ z ~ --- z 3 ~ z ~ ~ zT~- z 5 ~ 0 i m m a g i n e  del la  cub ica  per  AsAg) .  N a t u r a l m e n t e  

le r e t t e  a l l ' i n f i n i t o  dei p ian i  di que l l e  coniche,  r e t t e  r a p p r e s e n t a t e  per  le 

cu rve  v -~ k dal le  cquaz ion i  

z ° ~ - - O ,  z 3 - - 0 ~  z 7==0~ z 5 - ~ k z  ~, z 4 ~ k z  ~, z ~=-=k2z ~ 

{e a n a l o g a m e n t e  per  u - ~  k) a p p a r t e n g o n o  a Q. 

Cib pub e s p r i m e r s i  d icendo  che :  i due  s is temi  di cou jehe  a p p a r t e n g o n o  

a p ian i  i so t rop i  o sono to t a lmen te  isotrope.  I1 P I l L  si e sp r ime  (1. c. pag. 28) 

d icendo  che  esse sono 2 - i so t ro p e :  ma  ~ ch iaro  che F esser  p lane  e 2 - i so t rope  

por ta  ehe s tanno  in p ian i  isotropi  (ciob le eui  r e t t e  i mp ro p r i e  a p p a r t e n g o n o  

all '  assoluto).  Anzi  bas ta  che  u n a  c u r v a  p i ana  sia i so t ropa  (1- isotropa)  pe rchb  il 

suo p iano sia i so t ropo nel  senso ora  spec i f i ca to :  ed anche  ques to  b evidente .  

Lo  S ( 2 ) ~  S 5 oscu la to re  nel  p u n t o  (u, v) di F 7 ha  le equaz ion i  (Z ~ coor- 

d ina te  corrent i )  
Z 2 - ~  v S Z  ~ -4- 2 u v Z  s - -  2 v Z  ~ - -  u Z  ~ ----- u v 2 Z °  

Z ~ + u ~ Z  3 -4- 2 u v Z  ~ - -  2 u Z  ~ - -  v Z  6 - -  u ~ v Z  o. 

T u t t i  ques t i  S 5 i ncon t r an o  sia la r e t t a  Z ~ ---~ Z 3 - -  Z 4 ~ Z 5 ---~ Z 6 ~ Z ° ~ 0 

(nel pun to  pe r  cui  Z :  " Z ~ :-= u " 1) sia la r e t t a  Z ~ ~ Z ~ ~-- Z 3 ~-~ Z ~ ----- Z 7 ~ Z ° ~--- 0 

(nel pun to  per  cui  Z + ' Z 6 ~ - v ' l ) :  e cib b ch ia ro  se si p e n sa  che  c i a sc u n  $5 
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oseulatore alla F ~ di S~ taglia in un punto ogni piano ad essa tangente;  in 
particolare quelli tangenti  in A s e in A~ ehe si proietta.no nelle due rette 

considerate. 

2. Chiarita la natura  di F ~ in S~ passiamo alia proiezione in S~ consi- 

derata  dal P ~ L .  Nelle nostre notazioni essa si ottiene proiettando la F ~ dai 

punti A~A~ sullo S~ dei punti Ao,... , A~. Conviene riscrivere le equazioni di 

F ~ in parametr i  omogenei u : v : w 

Sulla linea 

v----0, 
cio~ 

si trova per w - - 0  il puuto A 6; e eosi sulla u = = 0  per w : 0  il punto A~. 

Siceh~ i due punti  appartengono alla F ~ e la proiezione su S~ ~ quindi una F25. 
Del resto le equa~ioni 

Z ° ~ ~V3~ ~t  ~ ~t~V~ ~" ~ V ~  Z ~ --" 'VTO'~, ~ ~ ~)U2~ Z ~ --" ~lV~V 

mostrano c h e l a  superficie di S~ rappresenta  le cubiche piane tangenti  alle 

rette u : 0 e v - ~  0 nei punti  di w ~ O. 0 a~nehe, considerando la superfieie 

di S~ come proiezione della F~ ~ di S~ dai punti  A~A~AsA~, basra notare ehe 
le rette A~A~ ed A~A~ sono tangenti  (in A~ e risp. in As) alia F.~ ~ per arr ivare 
alla stessa conclusione. 

Anzi si vede cost immediata.mente che la Fz ~ di S~ possiede t~'e distinti 

sistemi ~ di coniche;  essi sono le proiezioni dei seguenti sistemi di curve 

su F ~ :  lo) "C ~ per A~; 2o~ C ~ per A~; 3 ° ) C ~ tangenti in A s ad A~As e in 
A~ ad A~A~. 

3. Questi tre sistemi di coniche sono rappresentat i  su F~ ~ dalle equazioni: 

V~ :=z k t~V ~ v : k.2~v ~ u v  --~ k3~v ~. 

Essi costituiscono, come ha osservato il P ~ L ,  i sistemi di linee princi. 
pall di Fi ~. Anche questo fatto b geomet r icamente  chiaro. Ricordo che, secondo 
una definizione da me data di quelle l inee~) ,  per una tangente principale 

(e soltanto per queste) si possono eondurre curve il cui S~ osculatore coin. 

(t) E. B0~PIANI: S o p r a  a l c u n e  e s t e n s i o n i  de i  t e o r e m i  d i  M e u s n i e r  e d i  E u l e r o  ((, Art4 
R. Accad. di Torino >>, re]. 48, 1912-13, ]9. 393-~10). 
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cida con lo S~ ~ S(2, 1) contenente il piano tangente e il piano osculatore 

ad una qualsiasi curva della superficie avente quella ~angente. 0 r a  ~ evi- 

dente che tal condizione b sempre soddisfatta per una curva piana;  quindi b 

certo che i tre sistemi di coniche di F 5 ne sono sistemi di linee principali.  

~[a si vede anche che i due primi sistemi sono doppi e l 'u l t imo semplice, 

sicch~ essi esauriscono i cinque sistemi di linee principali della super- 

ficie. Riprendiamo percib in esame la F ~ di S~. I piani tangenti  alla super- 

ficie nei punti  di una  C 8 stanno in uno S~ (che pub pensarsi come quello di 
due C ~ inf ini tamente vicine). Se C 3 passa per As, il relativo S~ contenendo 

la tangente A 6 A  8 si proietta, quando si passa alla F ~  in un S 4 che contiene 
tutti i piani tangenti  ad F ~ nei punti  della C ~ proiezione di C 3. Sicchb que- 

sta C 3 ~ tale che v 'b un S 4 tangente ad F ~ in tutti i suoi punti :  allora~ per 

un mio teorema (t), il sistema di queste C ~ assorbe d u e  sistemi di linee prin- 

cipali;  e poichb al tret tanto accade per il sistema di C ~ che si ha proiettando 

quelle delle C ~ per A 9 b dimostrato quanto si voleva. 

~. Analit icamente,  l 'equazione differenziale delle linee principali di F ~ 

b, fatto w : l :  
d(uv)  . (du) (dv) = 0 

e conferma quanto precede. 
L' assoluto di S~ (helle coordinate z i) ha le equazioni 

z ° = O,  z~z  ~ + z~z  ~ - -  (z~) ~ = O. 

I piani delle coniche del primo sistema, di equazioni 

Z' "-- k z  °, z 4 - -  k ~ z  s, z ~ ~ -  k z  a 

hanno le loro rette improprie (z°-~-0) sul l 'assoluto;  e cosi quelli del secondo 

sistema. 
Le eoniehe del terzo sistema, rappresentate  da 

z ° ~ - w v ,  z ~ k w  e, ~ _ k v  ~, z 3 - _ v  ~, z ~ - - k ~ w  ~, ~ : k v w  

hanno due impropri d i s t i n t i  (per v : 0 e per w - - 0 )  sull' assoluto ed appar- 

tengono ai piani 
z~ - -  k z  o, z 4 _ ~  k z  ~ z ~ : k z  ~ ; 

le rette improprie di qnesti non appartengono all 'assoluto e non gli sono 

tangenti.  

(l) E. B0~PIANI-:E. BORTOLOTTI: Ricerche sulle superficie nelto spazio a cinque dimen. 
sioni e nuove carat ter izzazioni  della superficie di Ve~'onese (,, Math. Eeitsehr.  ~, Bd. 42, 1937, 
p. 411-429) ; p. 4:15~ I .  
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I p r eceden t i  fa t t i  p ro ie t t iv i  possono enunc ia r s i  d icendo che i due sistemi 

doppi di linee principal i  sono costituiti da coniche tolalmente isolrope e quello 

semplice da cerchi. 

I1 P~i,~L a f f e r m a  invece  (~) che  i p r imi  due  s is temi sono cos t i tu i t i  da l inee  

2 - i so t rope  e l ' u l t i m o  da cu rve  p i ane  ipe r s f e r i che  (cio~ appun to  cerchi)  con 

no rma l i  p r inc ipMi  i so t rope  il che  ev iden t emen te  non ~. 

5. ]~ p u r e  pro iez ione  del la  medes ima  F 7 di S~ sopra  uno S 5 l ' a l t r a  super-  

f ie ie  da ta  dal  P I l L  (~) 

t V ( l _ u 2 ) ,  x2__ v (1 +u'~),  ~3 1 = V ( 2 u + V ~ v )  
x = 2  2~ = 2  (u2+v~' ~ z~ 

ehe  b u n a  t r a s f o r m a t a  p ro ie t t iva  (quindi  iden t ica  ad essa quando  se ne stu- 

d iano te p ropr i e th  proie t t ive)  del la  super f i c i e  {seambiando in essa u con v) 

e ques t a  ~ una  pro iez ione  de l la  F 9 gih cons idera ta  dai punt i  AaA4AsA 9 (o del la  

F 7 d a i  p u n t i  A3, A,i  (~). 

Nel le  coord ina te  z * 17 equaz ione  d i f fe renz ia le  del le  l inee  p r inc ipa l i  si fo rma  

quas i  a v is ta  e dh 

du~ dv~(udv - -  vdu) = O. 

Quindi  sono l inee  pr inc ipa l i ,  e f o rma n o  due  s is temi dot)pi, i s is temi  di co- 

n i che  u = cost. e v - -  cost. (proiezioni  come nel  caso p r e c e d e n t e  del le  cub iche  

di F 9 per  A s e Ag) e ino l t re  le cu rve  v = t~u (k - -  cost.) , cio~ 

Z ° ~  l~ Z i ~ u ~  Z ~" ~ k ~ u ~  z ~ k ~  z 6 ~ - : u  "~, z ~ ~--k~u ~ 

ehe  sono cub iche  (razional i  normali) .  S i c c h b :  

Le linee principali  della superficie in esame si distribuiscono in due sistemi, 

ciascuno doppio, di coniche e in u n  sistema di cubiche (razionali normali  in S~ 

deUo S~). 

(~) W-I I ,  10. 29. 
(~) W-II~ p. 3'2, equazioni (43). 
(3) La superficie in esame rappresenta te cubiche piune passanti per un punto assegnato 

con data tangente e aventi in comune il punto tangenzialo di quello • di pit~ le coniche polari 
di quosto tangenziale (rispetto a tutte le cubiche del sistema) passano tutte per un altro 
punto fisso (oltre i due dati). La superficie ~ del 6 ° ordine (tre dei nove punti d'intersezione 
di due cubicho del sistema sono fissi al variare di quest@ 
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Lo S~ della cubica v - -~  k u  ~ quello di equazioni z ~ ~ k z  ~, z ~ ~ k ~ z  ~ men- 

tre lo S:  tangente fisso lungo essa ha l 'equazione 

z ~ - -  2kz  ~ + k~z ~ ~ O- 

Inveee dell' ultimo sistema il PI~I~ trova(~) un sistema non meglio spe- 

cificato di curve appartenent i  ad un S ,  f isso (come se eib fosse eompatibile 

con l ' a p p a r t e n e n z a  della superficie ad un S~ l!). 

6. E pure una proiezione della F ~ di S '~ 1' al tra superfieie considerata 

dal P I l L  (~ di cui non sto a r iserivere le equazioni, inn che si vede faeil- 

mente esser proiet t ivamente identica a quella  di equazioni 

Basra proiet tare la F '~ sullo S T : z  s - ~ z  "~---0 dalla tetra detlo S~ dei 

punt i  A 2 A 4 A s A  ~ ehe ha in esso le equazioni z 8 = - -  3z ~, z ~ ---= z~; lo S~ sega F~ ~ 

in una C3(w-~--O) ehe non ~ incontrata da questa  ret ta:  quindi la superficie 

in esame ~ ancora una F '  (di $7). 
La proiezione di questa  considerata dal PILL, sopra lo S 5 z ~ - -  z~== 0 

dalia retta A~A2 ,  eio~ di equazioni 

ha  S ( 2 ) - ~  S~ e rappresenta  le cubiche plane passanti  per  tre punti  fissi di- 

stinti allineati (su w ~--0; v - ~  07 u == + v) e tall inoltre ehe le eoniehe potari 

di uno determinate di questi  (1, 0, 0) rispetto a tutte le eubiche del sistema pas- 

sine per un altro punto fisso (0, 0, 1) non allineato con quelli. La superfieie 

quindi del 6 ° ordine. 
L' equazione differenziale delle sue linee principali  ~ (:~): 

dv~'tudv - -  v d u ) ( d u  ~ - -  dv  ~') -~  0 

(~) W - I I ,  p. 3'~. Le curve considerate dal PINL stanno effettivamente in $4~ per6 
varic~bile da eurva a curva~ e sono quartiche razionali normali. ]~ quindi errata anche 
l 'equazione (55) del PILL, cie~ ]o sono i ca]cell c h e l a  preeedono: il che ~. del tutto com- 
prensibile data la complicazione della ralopresentazione di cui si serve il P~L.  Bastava 
rendersi conto del earattere proiettivo della questione e passare alia rappresentazione qui 
adottat~ della superficie per rendere i calcoti immediati. 

(") W - I I ,  p. 34, equazioni (60). 
(a) I1 P I lL  non dh l 'equazione delle linee principali a eausa delia eomplic~zione del 

calcolo (rechnerische Kompliziertheit). Con la rappresentazione preeedente esso diventa im- 

mediate. 
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quindi i sistemi di linee principali  sono: 

1 o) il sistema, d o p p i o ,  detle e o n i c h e  v ~---cost .  

2 °) i d u e  sistemi di c o n i c h e  v - - - - - ~  u - t - e  (c costante) di equazioni 

z ° = l ,  z 3 = ± u + e ,  z~_~_u  ~, z ~ = ( - ~ - _ _ u - t = c ) u ,  z T = i - ~ u + @  

z + --- - -  e(2u ~ ~ 3 e u  + c ~) 

appartenenti  ai piani dei due sistemi 

z ~ = _+_ (z 6 + ez a _ e~z0), z ~ ~ z G + 2cz  3 _ c~z o, z 4 ~_ _ 2ez  6 _ 3e~z 3 + 2eaz ° ; 

lungo una  di queste linee la superficie n o n  ha S 4 tangente fisso: i due piani 

corrispondenti  ad uno stesso valore di c stanno in uno S 3 e le rette caratte- 

ristiche di questi  $3 (al variare di c) stanno in un cono eubieo (z~-~0, 
Z a~_czo~ Z 7 --G~Zo Z +-- -c '~zo) ,  

3 °) il sistema (sempliee) delle c u b i c h e  v ~-~ k u  di equazioni: 

negli S~ z ~ : k z  ~ : k ' ~ z  ~ passanti  per  il piano z ~--~z ~ -~z  ~ = 0 ;  lungo cia- 

scuna di queste linee le superficie ha un S t tangente fisso, di equazione 

z ~ - -  2 k z  ~ + k~z ~ ~ -  O. 

Si ha qui dunque  un esempio di superficie con un sis tema (doppio) di 

coniche ed uno di cubiche sghembe che sono linee principali  e lungo le quali  

la superficie ha S~ t angen te  fisso: mentre questo fatto n ~ n  accade per  gli 

altri due sistemi di linee principali, ehe pure sono eoniche. 

7. Un analogo esame, di carat tere proiettivo, potrebbe farsi in relazione 
ad altri esempi di superficie isotrope portati  dal L]~=SE e dal PI~L. 

Ma qui voglio limitarmi a portare invece l' attcnzione su circostanze spe- 

ciali the  si presentano in alcuni di essi appress 0 esaminati. 

Si t rat ta  del fatto che il ds  ~ ~ 0 di una superficie isotropa risulti somma 

di due, o pifi, quadrat i  di elementi lineari ciaseuno dei quali  risulti identi- 

camente nullo;  per es. ds  ~ ~ ds l  ~ -+- ds~ ~ con ds~ 2 ~ O, ds~ 2 ~ O. Le due super- 

ficie alle quali si riferiseo~o il ds~ ~ e il ds.2 ~ sono gih superficie isotrope. 

Quando si presenta questa  circostanza eccezionate l a  c o r r i s p o n d e n z a  f r a  

le d u e  s u p e r f i c i e  p r o i e z i o n i  col  dsj 2 e d s J  r i m a n e  del  l u t t o  a r b i t r a r i a ,  a diffe. 
renza del caso generale di 

Se cib accade, cio6 se 

con d s  ~ spezzato in due o 

eui essa 5 determinata.  

si prendono in considerazione superficie isotrope 

pifi parti  anch' esse isotrope non e ~  nemmeno hi- 
sogno che il ds l  ~ e il ds.z ~ si r iferiscano a superficie (data I 'arbitrarieti~ della 
corrispondenza) ma uno o anche tur t le  due possono riferirsi a linee. 

An,~ali di Matema.tica, Serle  IV,  Tomo XX.  6 
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Supponiamo per  es. che l ' ambien te  (euclideo) di una  superficie isotrepa 
sin un S , ,  e che il sue ds  ~ si spezzi in un ds~ "~ relat ive alle n -  2 coordi- 
n a t e  x~'(u, v), i ' :  1,  ..., n -  2 e in un  d s S  relat ive alle coordinate r imanen t i ;  

e che sin d s ~  0 e d s 2 ~  O. Se lo S , _  2 del ds~ ~ ~ euclideo (cio~ il sue S:_~ 
improprid  non r isul ta  tangente  a l l ' assoluto  ~ (ehe rappresent iamo sempre  

~t 

con E(~).2.~0) al t ret tanto accade del piano ortogonale in c u i  ~ date ds~ ~. 
l 

Ma per  essere questo isotropo no n pub riferirsi  che ad una ret ta  i sot ropa;  
quindi ,  qua lunque  sin la eorr ispondenza che si pone fra i punt i  della super.  
ficie di S,,_ 2 e i punt i  della ret ta  isotropa pe~r costruire la superficie di S ,  
questa  r isul ta  sen~pre appar tenente  non gi~t ad S ,  ma alto S,,_~ congiungente  

S,,_~ col punto  improprio di quel la  rett~ isotropa. I n  questo S , _ , ,  il eui Si*~-.2 
r isul ta  tangente  a Q, vige una  metr iea  che non ~ eucl idea ( inf~t i  il sue  as- 

solute i~ degenere). 
Come al tro esempio prendiamo in S~ e S~ ortogonali  di S , ( h  + k ~-  n ; 

h, k ~ 3}- d u e  curve isotrope {con ds~ ~ ~ O, dsz ~ ~ 0); esse definiscono una  su- 
perficie isotropa con un doppio sistema coniugato associando (eio~ serivendo 
uno dope 1' altro) i due gruppi  di coordinate cio~, pi~ geometr icamente ,  pro- 

iet tando dagli S~_~ e $7~_~ impropr i  di S~ e di Sh i punt i  delle due curve 

(da S~_~ la c u r w  di Sk e vie.} e p rendendo i punt i  d' interse~ione degli  S~ 
e d S~ proie t tant i :  per  questa  superfieie,  con S ( 2 ) ~ - S ~ ,  la seeond~ form~, fen- 
damenta le  ~ in gener~le r idueibi le  al ripe a d u  ~ + bdv ~ (ed ~ di questo ripe se 
nessuna delle due curve date ~ 2-isotropa), ment re  5 r iducibile  al ripe bdv ~ 

se una  delle curve ~ 2- isotropa (e s i  avrebbe una  superficie 2- isotropa se le 

due curve fossero 2-isotrope). 
Analoghe considerazioni  possono farsi per  le va,rieth isotrope qu~ndo il 

lore ds  ~ ~ 0 si s p e ~ i  nel la  somma, di pi~ ds ,  ~ gih essi stessi malli, cio~ ri- 
ferentesi  aneh '  essi ~ v~rieth isotrope proie~ioni della w r i e t h  data. La circe- 
stanza ecce~ionale dat punto  di vista geometrico che qui si presenta  ~ sempre 
l ' indetermina~ione  della corr ispondenza fra le varieth proie~ioni, che possono 

anehe essere di d imensioni  differenti .  
Esaminiamo era gli esempi del P ~ .  

8. Nel l ' esempio  date dal PII,~L (~) di una  superficie isotropa di S 8 con 
S(2) ~ S~ oseulatore e un sistema triple (e uno semplice) di l inee 2-isotrope, 

(') ~ .  ]?INL : Z1¢~" Existenzthe~)rie und  Kletssi f ikat ion totalisotroper Fld~chen (,~ Compositio 
Mathematica  >~, vol. 5, 1937, p. 208-238) ; si vedano le equazioni  (89) a p. 230. L ' a l t ro  esempio~ 
esaminato qui  al n. 9. 6 date c(~n le equazioni  (][05). I n  questo' lavoro it PtNL distr ibuisce le 
superficie 1-isotrope in pii~ classi a seconda che i 4 sistemi di l inee 2-isotrop% dat~ da l l ' an .  
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di cui trascrivo le equazioni eosi: 

x~ 1 t (u  + u~v + kv) = ~ (u - -  u~v - -  k v ) ,  x ~ = ~ 

1( u~ ) a~. 1( u~ ) 
oc~ = 2 v . -  g + k u  , = - 2 ~  v + - 5  - -  k u  

_1_(,,= ) 
X+ 5 = ~ + u v ,  x+ - -  i \ 4: - u v  

V 2 V 2 

x~ = 2 - '  x ~ ---2~ (z ° ---= 1) 

stacchiamo le prime sei coordinate {~',..., m~) dalle ult ime (x 7, ~).  

Le prime rappresentano una rigata isotropa in S~, ds~2=O; le ult ime 

due, nel piano cartesiano (x ~ ~- w, xs ~ y) una relta isotropa ~ = iy .  La su- 
perfieie appartiene ad un S 7 (proiettivo) rappresentato hello Ss{a; ~, .... , x 8) dal. 

l 'equazione x :  iy; questo S: ~ tangente all 'assoluto (euelideo) di Ss nel 

punto (0 7 ..., 0, i, 1) quindi l 'assoluto Subordinato dM precedente entro S 7 

un cono con vertice in qu~l punto (e pereib la metr ica entro S+ non ~ euc!idea). 

Ma in realti~ la scelta di x ~ (quindi di x ~ = -  i~ ~) ~ del tutto superflua 

e artifieiosa: perehb cib che ~ essenziale in questo caso non ~ quella parti- 

colare superficie m a i l  cono V~ che proietta dal punto segnalato la superfieie 

di S~: ~ questo cono, la cui rappresentazione parametr iea  ~ fornita dalle 
x t, ...~ me precedenti  e d a m  ~ =: w, x s - -  - - i w  con w n u o w  variabile indipen. 

dente da u, v, che ~ isoh'opo, e quindi qualsiasi superficie tracciata su di esso 
(e che dal vertiee si proietti nella superficie di S~) ~ isotropa. 

nul ia rs i  della seeonda forma fondamenta le  sono : (I) tut t i  coineidenti  ; ( I I )  eoincidono a coppie ; 
( I I I )  tre coineidenti  e uno distinto da essi ;  (IV) due coineidenti  e due dist int i  fra loro e da 
que l l i ;  (VII )  tut t i  dist intf  (e in  part icolare : (V) in ciascun punto  formano gruppo armonico 
o (~ I )  equianarmonico).  I n d i  esamina queste superficie in rapporto alia dimensionc dello S(2) 
esculatore e costruisce esempi negl i  spazl euclidei  di d imensione min ima  che pessono con. 
tenere superficie dei  var l  tipi, 

A]le superficie isotrope eh% n~l l inguaggio di questa teoria, hanno alcuni  sistemi mul- 
tipli di l inee 2-isotrope ~ dedicato (per v qualsiasi  e non  solo per  ,+ ~ 1) il  Cap. l I  della 
Par te  I I I  della mia ~ e m o r i a  de l l 'Accademia  d ' l t a l i a  (1935) (dal titolo: D e f o r m a z i o n i  di  

specie v con linee a v -es ime curva twre  i n v a v i a n t i  m u l t i p l e ) ;  sicch~,, come ha notato il  LENS~ 
(,, Math. Ann .  ,), ].939) i l~isultati re lat ivi  alia classific.,zione del P I l L  segueno dai miei  quando 
si specifichi la d imens ione  dell '  ambiente  (il P ~ L ,  che pure  eita la mia  Memoria, non  fa 
cenno di questo fatto). 

Quanto al criterio di classificazione esso ~ certo legittimo, m a s e  si accetta~o come tipi  
(meglio:  sottofipi di ~rII)  quell i  ~r e V I  non  redo  perch6 non  si potrebbe aggiungere  un  
altro tipo (pill generate di V e Y i  e meno di V I I ) :  quello delle superficie tall  ehe l ' i nva .  
r iante  assoluto delle 4 tangent i  in  un  punto  che annu l l ano  la seconda ferma sia costante a l  
var iare  del punto sulla superfieie.  
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Una tale superficie ~ rappresentata da w - =  ~(u, v). E si noti the qua. 

lunque sia ~(u, v), sempre la sua  seeonda forma fondamentale  coincide con 

quella della r igata di S~ (quindi nemmeno da ques~o punto di vista, si giusti- 
fica la particolare scelta di x ~, x s fatta dal PII~L). Infatti la seconda forma 

II x~,, du2 -v- 2$uvdudv + xvvdv 2 It 2 

e i suoi coefficienti sono formati co~i i simboli principali del 2 ° ordine 
( p + q - - 2 ,  r + s = 2 )  

s ~2x~ ~x ~ ~ ~ x  ~' ~xY 
[pqrs] = ~,: ~ Z~, - o - , ~ .  

1 ~U p~uq ~Ur~US 1 ~U ~U q ~Ur~U s 

eliminandosi i due tecmini analoghi in x ~ e ws, qualunque sia ~. 
Se si osserva ehe essendo la superficie di S~ rigata sono nulli, fra i sim- 

boli preeedenti, quelli contenenti la coppia 02 (per la linearit~ in v delle ~c ~') 
e the le cubiche v = cost. sono totalmente isotrope (e basterebbe che fossero 
2-isotrope) sicch~ [2020] = 0 risulta senza alcun ealcolo che la seconda forma 
si riduce (come trova il P ~ L )  a 412011]du~dv = 4du~dv (~). 

{~) Nel la  mia  Memor ia  d e l l ' A c c a d e m i a  d ' I t a l i a  (1935), al n. t3~ p. 378, 6 date  un tee. 
r ema  per  le deformazioni  di specie ,J~ che per  ,J = 1 e nel  l inguaggio  delle superf icie  isotrepe 

si par t icolar izza  ees l :  
Le  superf ic ie  isotrope di S~ o di S~ con un s is tema tr iple di c a r v e  2- i so t rope  e l ' a l t ro  

(semplice) dist into da  esso sono necessar iamente  r iga te  e iI s is tema t r ip le  ~ costitnito dal le  

generatr ic i .  
Questo r isul tato potrebbe appar i re  in contrasto con l ' e sempio  era  esaminato del  PINL 

(perch~ per  le r igate  non sv i luppabi l i  ~ S(2)-~S~, ment re  in ques t ' e sempio  ~ 8(2)~-S~).  
Non esiste alcuna cont~'addizione fra i due risultati perch~ la metr ica  da me assunta in $6 
o in S 7 ~ quel ta  euclidea, mentre  come s '~  dimostrato era, quet la  del  PtNL nell '  ambiente  S 7 
della sua superf icie  non ~ euclidea (la quadr ica  assoluto ~ degenere) .  

Si capisce che si potrebbe fare una  teor ia  delle superf ic ie  (e var ieth)  isotrope in una  
metr ica  d iversa  da  quel la  eue l idea ;  in par t icolare ,  come accade ne l l ' e sempio  del :PlNL~ pren. 
dendo nello S~ una  quadr ica  degenere  in un sue S *  l (improprio). Se ques ta  b un  cone di 
pr ima specie (e ana logamente  potrebbe farsi  pe r  quals ias i  specie) ci si r iduce  con una  proie. 
zione dal le  superf ieie  isotrope in questa  metr ica  a quel le  isotrope i n  una metr iea  euc l idea  
di un S n _ t ;  e ogni superf ie ie  sul  cone proie t tante  una superf ic ie  euc l idea- i so t ropa  di  S~--i 
• ~ isotropa nel la  met r ica  euc l idea  di S~ (e infat t i  ne l l ' e sempio  del  PINL se si proiet ta  la  
superf ic ie  dal ve r t i ee  del  cone sopra uric S s si ot t iene appunto una r iga ta  in accordo col 

mio teorema citato}. 
D ' a l t r a  par te  ~ vero  the  si pub sempre  pensare  un Sn+ , per  Sn e in uno S :  pe r  S:~_I 

, 
contenuto in S,~+i una quadr ica  non degenere  Q che tocchi S n _  1 e sia tagl ia ta  da esso nel  
cone di pr ima ; ma ques t ' ampl i amen to  di S n in Sn+ ~ e la scelta di Q sono del tutto arbi t rar i l .  

P e r  ques ta  ragione l 'esemioio del PI~L pub sembrare~ per  lo meno~ poco soddisfacente.  
U n a  eostruzione di superf'icie isotrope appertenenti ad S s e con un sistema, t r iple  di l inee 
2- isotrope ~ da ta  appresso (n. ~[2). 
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9. Un'  analisi simile pub essere fatta per l ' esempio  di cui, riscrivo le 
equazioni cosi (k costanle ~ ± i): 

= ~ u 3 kv x 2 --= 

x 3 1 (  v'~ ) 1 (  v~ ) 
=2 v + ~ + k u  , ~ v -3- 

x~ =81 (5u~ __ 3v~) ' x~ =8/1 (5v~ __ 3u~) 

x ~ = )  ~ + 2 u v +  ' x ~ = N  + 2 u v + 4 -  . 

Anehe qui la superficie appar t iene  allo $7: xT- -  ~ i x  s con le stesse circo- 
stanze gi~ esaminate.  La  superficie rappresenta ta  da x~; . . . , x  6 ~ gih isotropa 
nel suo $6; e la scelta di x 7, x s pub essere sosti tuita da l l ' a l t ra  ~c7-~-~(u, v), 
x s = - -  i~. 

La  superficie di $6, proiet t ivamente  identica a l l ' a l t ra  

Z4 Z6 ~ V 3 

(quindi proiezione della solita F ~ di $9) possiede il doppio sistema coniugato 
~2Z~ 

(u, v) poich~ ~u-~-~ 0;  affineh~ la superficie di S 7 non possegga un  sistema 

eoningato, cio~ S ( 2 ) ~  $5, oceorre e basra ehe sin ~u, ==~ 0: e, salva questa  
condizione, la ~ pub scegliersi a rb i t rar iamente  e sempre si ha una superficie 
isotropa di S 7 con S(2) ~ S 5. Anche qui  cib che ~ essenziale non ~ la super- 
ficie m a i l  cono V~ isotropo ehe proiet ta  la superf ieie  di S 6 da (0, ..., 0~ i, 1). 

Su questa  te eubiche v : cost. e u = cost. non sono 2-isotrope, quindi  
[2020] =~= 0, [0202] ~= 0 e si calcola a vista (basra tene t  presenti  x? e ~6 le 
quali  soltanto por tano un contr ibuto non nullo) che questi  simboli valgono 1 
e - 1 ; per  t' esistenza del doppio sis tema coniugato sono nutl i  gli altri simboli 
pr incipal i  del 2 ° ordine;  quindi  la seconda forma fondamenta le  ~ du g -  dv 4. 
Le curve 2-isotrope della superficie di S 8 sono cubiche sghembe. 

10. Quan~o al metodo con eui il PINL ottiene gli esempi dirb che in al- 
cuni  casi si serve della mia  superficie figura, tiva relativa, a due superf ic ie  
note fra loro appl icabi l i ;  in altri dell' integrazione di part icolari  sistemi pfaf- 
[iani. )/in come ho mostrato nel la  conferenza 'd i  Baden-Baden si possono co- 
s truire  esempi di superficie (e varieth) isotrope (e non soltanto 1-isotrope, 
ma di qualsiasi  specie anche > 1} contenent i  quante  s i vogliono costanti  ar- 
bi trarie (ed anche funzioni arbitrarie) senza a lcuna operazione d ' integrazione.  
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Mi riservo di pubblicare in seguito il metodo allora esposto; a scanso di 

equivoci, noto esplicitamente che, per quanto grande sia l ' a rbi t rar ie th  degli 

integrali  cosi costruiti, non 6 con eib certo esauri ta l' integrazione della 

ds ~ : = 0  (e delle analoghe equazioni per l e  superficie e variet~t isotrope di 
di specie superiore) in due o pifi variabili. 

11 I1 LENSE ha eonsiderato variet~ isotrope luoghi di c~ ~ spazi l ineari  

costruite come segue (~). Si consideri in S ,  uno spazio euclideo S ") (la eui di- 

mensione non occorre fissare per ora, purch6 in esso siano possibili le costru- 

zioni seguenti) e in esso una curva 2-isotropa C' (rispetto alla quadrica non 
degenere 0' che l' assoluto Q determina in esso); poi un S (2) nello spazio di 
dimensione massima ortogonale ad Scl) ed in esso una curva 2-isotropa C(~>; 

e cosi di seguito fino ad un S (''*-" e ad una curva C (m-" in esso pure 2-isotropa. 
Se  z~(u) 6 il vettore rappresentante  C (~ si prenda il vettore y~ ~ z'~(u) e 

si consideri la V~, rappresentata  in S .  dal vettore 

m--i 

x : y(u) -+- E~u~y~(u) 
1 

con le ulteriori  condizioni y ' ~ :  0 (cio6 la curva C descrit ta d a y  6 isotropa) 
e y'y~ ~ O, y'y'~-----O. E evidente c h e l a  V,, cosi generata  6 isotropa. Natural .  

mente n deve essere abbastanza grande perch6 si possano eseguire in esso te 

costruzioni preeedenti .  
In  realth le curve C (~) lion intervengono llella costru~ione ehe at traverso 

g l i  elementi  da esse determinat i  sullo S*-1 improprio di S . .  Sicch6 la costru- 

zione pub esporsi pifi geometr icamente cosi, 

Si prendano pifi spazi (non tangenti  all 'assoluto Q) in S~-1 fra loro indi- 

pendenti  e tall che ciascuno sia polare dello spazio congiungente i r imanent i ;  

e in ciascuno si prenda una curva che appartenga con le sue tangenti  a Q 
(s' intende che questa condizione timita infer iormente la dimensione di quegli 
spazi). Fra  i punti  di queste curve y'~ ..., ~.(m-~> si dia una corrispondenza 
(fissata ad arbitrio) e si consideri lo spazio ]ineare congiungente le tangenti  
ad esse in un  gruppo di pun ti corrispondenti  e di questo spazio quello po-" 
lare rispetto a Q; e si fissi ad arbitrio un  pun~o di questo spazio potare 

su Q: questo punto si dir~ corrispondente al gruppo di partenza e al var iare  

del gruppo su ~"... y(+"-~) descriverh una curva ~,. 
Sia ora C u n a  curva di S,7 la cui sviluppabile abbia y come linea ira. 

propria:  si corrispondono punti  di C e di y situati sopra una tangente a C, 

(t} Si vedano i Beilrgtge gi~ cltati, § 4., p. 126. 
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quindi  pnnt i  di C e gruppi  di punt i  su y'...~,('~-~). La  variet~ descrit ta dagli 
Sg~_~ congiungent i  un  punto  di C e il corr ispondente  gruppo ~ quella richiesta. 

C h e l a  ~ sia isotropa r isul ta  da cib ehe lo spazio considerato congiun- 
gente le tangent i  in un  gruppv di punt i  corr ispondent i  di y'...~(?~-~) e .cosl  
anche quello che lo congiunge al punto eorr ispondente  di 7 appart iene a Q 
(per le relazioni di polarith): e su qnest i  spazi s tanno i punt i  impropr i  delle 
tangent i  a y. 

Per  rendersi  conto della d imensione 
di~ luogo questa  costruzione consideriamo 

(piuttosto alia) dello spazio S ,  cui 
il caso di due sole y', y". 

L ' appa r t enenza  di y' a Q con le sue tangent i  porta the  y' potr/~ essere 
una  retta di Q: supponiamo dunque  (ed ~ 1' ipotesi ehe dh luogo alla dimen.  
sione min ima per  l ' ambiente)  the  y' e T" siano rette di Q. I1 m i n i m o  spazio 
contenente  y' e non  tangente  a Q dovrh essere un S 3 (se fosse un S~ riu. 
sc i rebbe  tangente);  poieh~ al t ret tanto aceade per  y" dovr/~ lo spazio di Q 
essere un  S~*, cio~ S,, ~ $8: questo ~ il minimo spazio euclideo contenente  
una  V 3 costrui ta  come sopra. Vediamo perb quale sia lo spazio (proiettivo) 
d' appar tenenz a della V s. Lo spazio eongiungente  i punt i  e le tangenti  corri- 
spondent i  di ~" e ~" ~ lo  S 3 di queste due rette il quale appar t iene a Q ed 

quindi  autopolare:  Ne segue c h e ?  ~ una  curva (arbitraria) di questo Ss; 
quindi  C, e cosi tu t ta  la Vs, sta in S 4 per  lo S:~. Lo spazio d ' appar tenenza  ha 
dimensione 4 (e non 8). 

II caso immedia tamente  suecessivo si ha  quando per es, y' sia una  retta 
e y" una  curva sopra una  quadr ica  di S 4 (cui appar tengono anche le tangenti). 
Q sta in S s e S ,  ~- S~. Gli S s ,per y' e per  le tangent i  a y" hanno S 4 polari,  
r ispetto a Q, nello S 6 polare di y' il quale contiene lo $4 _di ?": sicchb y, ~", "C" 
s t a n n o  in questo Ss;  e percib C e quindi  V:~ stanno in uno S 7. Anche in que. 
sto caso lo spazio d' appar tenenza di t~ ha dimensione inferiore a quella dello 
spazio eucl ideo in dui giace. 

Solo in S .  per  n ~ 10 si possono avere col procedimento del LE~SE va -  

rieth V s isotrope di piani  che abbiano S,, ( euc l ideo)per  spazio di appar- 
tenenza. 

Una r icerca analoga potrebbe farsi  nel  caso di una  V,~ (cio5 di pitt curve). 

12. Qualora si volessero costruire  le V 3 isotrope luogo di c,z ~ piani  (senza 
restr ingersi  a quelle preeedenti)  bisognerebbe sempre comineiare  da l l ' ana l i s i  
dei caratteri  proiettivi. Prec isamente  due piani  inf ini tamente  vicini del sistema 
(e quindi  gli S 3 tangent i  nei p u n t i  di un piano) o stanno in uno S:~, o in uno S~ 
o in uno S~. Laseiando da parte  il p r i m o  caso {variet/~ svi luppabil i ) ,  gli spazi 
impropri  S~* o r i spet t ivamente  S,* di S 4 o di S~ devono stare su Q; e due infi- 
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nitamente vicini di questi debbono tagliarsi almeno in una ret ta  (impropria 

di un piano del sistema). 

~e l  caso degli $3", lo S~_~ deve essere almeno un $7: perch~ S 3 esistono 

gi~ sulle quadriche tnon degeneri) di S~, e per  una retta di esse ne passano cx~ ~ 

(fra i quali vanno seelti due inf ini tamente vicini). Quindi la dimensione del- 

l' ambiente dev 'essere  in questo caso n ~ 8. 

~e l  caso degli $4" dev 'essere  invece n ~ 10. 
Non mi vogtio indugiare hello studio di queste particolari varietY; ma 

voglio far notare (come risulta del resto dal calcolo del L]~SE, che vale non 
soltanto per le pill particotari  variet~ di piani da lui costruite) che una su- 

perficie genericc~ imme~sa in questa varieth~ la quale seghi in curve (non 

rette) i piani di essa, ha S ( 2 ) ~  S~ : perch~ il fatto di possedere curve plane 
r iguarda l ' in torno del 3 o ordine del punto sulla superficie (e cosl l ~eventuale 

appartenenza di due piani inf ini tamente vicini ad un S~) quindi non porta 

di necessiti~ alcuna ridnzione nella dimensione di St2). 
E per una ta |  superficie con S ( 2 ) ~  S 5 r isulta pure geometr icamente 

chiaro che tre dei quattro sistemi di linee 2-isotrope coitmidono nel sistema 
di curve plane (cio~ che la seconda forma fondamentale  pub ridursi  al tipo 
adu3dv). Si r iprenda allo scopo il ragionamento del § 1, n. 4. Lo S~* impro- 

prio dello 8(2~--~ S 5 in P contiene nell ' ipotesi  attuale un S~* di Q: quelto 
improprio dello S 4 contenente i piani tangenti  in P e nel punto infini tamente 

vicino della linen piana per esso (S 4 che io chiamo bitangente in P nella di- 

rezione data:  ~ lo S 4 tangente al cono di DEL PEZZO secondo lo S:~ ~-S(2, 1) 
relativo a questa). 5Te segue che $4" taglia Q in due S:~*e la loro intersezione 

6 il piano improprio dello S(2, 1} ora ricordato. 
Il cono quadrico (sezione di quello di ])EL PEzzo) in $4" ha quindi in 

comune con Q nn solo piano al di fuori dell 'ul t imo nominato (che ne assorbe 

tre); in corrispondenza (cio~ per la proiettiviti~ ricordat'a al § 1, n. 4) si ha 
che |a  tangente alla linea piana in P assorbe tre delle tangent~ 2-isotrope, 

mentre  la r imanente  6 distinta da essa~ come volevasi. 
(I1 ragionamento sulYintersezione dei due coni si segue forse meglio se- 

gandoli con un piano di S.4" non incidente la tetra vert ice:  si ha, come sezione 

di Q, una coppia di rette e, come sezione del cono di DEL PEZZO~ una conica 
tangente ad una di esse nel loro punto d ~intersezione; risulta quindi evidente 

che in q~iesto punto sono l'accolte tre intersezioni, c o m ~  detto sopra, e quindi 

the  tre dei quattro sistemi di linee 2-isotrope coincidono nel sistema di 

curve plane). 
t~accio osservare per chiudere che una tale superficie generica presa su 

una variet~t del tipo esaminato esistente in S s (euclideo) fornisce nn esempio 
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di superficie con linee 2-isotrope triple ceppartenente ad ,~s: cib che non 

per l 'esempio del P ~ L  esaminato al n. 8 n~, per quelli costruibili col proee- 

dimento del LE~SE (che d~ superficie appartenenti  ad S,, euclideo per n ~ 10). 

§ 4. A l c u n i  t e o r e m i  s u l l e  p r o i e z i o n i  d i  var ie t~ t  i s o t r o p e .  

1. Come ho gii~ avuto occasione di r icordare (§ 1! il procedimento della 

variet~ figurativa d i u n a  applicabiliti~ di specie v fra una Vh di S,, e una V~ 

di SV~ fa passare da queste a una Wk di SN(N----n + n) v-isotropa; e vice- 
versa da W~, per proiezioni da spazi ortogonali~ a due varieti~ applicabili di 

specie v, quando le proiezioni siano effett ivamente di dimensione k (talch~ 

per es. da due qualsiansi superficie fra loro applicabil i  di S:~ si deduce una 

superfieie i - isotropa di S 6 e da questa si dedueono coppie di superfieie appli- 

cabili, o anche superficie di S~ applicabiti sul piano euclideol e di questo 

procedimento mi sono servito per es. per dimostrare~ senza alcun calcolo, 

l 'esistenza di un doppio sistema coniugato permanente  in una deformazione 
di una superficie di $3). 

I1 PINL~ relat ivamente al solo caso v-----1, cio~ per Wk con ds2-  - -  0 ha 
considerato, per suggerimento del W ] ~ E n ~ z  (~), la seguente operazione. 

Siano x j, j =-: 1, ..., N coordinate cartesiane dei punti  di ~ e si ponga 

x~ -~ x~(u ~, ..., u~.) per j --- 1, ..., N - -  k 

~N-1~4 ~ __ iu5 S ---- 1, 2, .... k. 

La V~ descritta da xJ, j ~ N - - k ,  b detta W-proiezione di W~. 

]~ chiaro che, quando quesla operazione abbia se~tso, r ientra  come caso 
es t remamente  particolare in quanto io avevo gii~ pubblic-ato nel 1935. 

Ma 1' operazione ha senso solo quando la .proiezione di 1¥~ sullo Sh ~J ---- 0, 

j ~ ~ - - k ,  dh, luogo a,d una regione a k dimensioni (e non ad un numero 
minore) di Sh altr imenti  le posizioni fatte non sono pifi lecite. 

L'eventualit& da e sc lude re  pub invece benissimo presentarsi ;  per es. per 

k - - 2  la proiezione ortogonale di ~ su quel piano pub essere una curva. 

Anche le A-iiroiezioni e B-proiezioni del P I l L  r ientrano nel-mio proce- 
dimento generale. 

2. Nellu iNota I ¥ - H  il PII~I~ ha dato il seguente teorema~ (2): 

0gni W-proiezione d i u n a  superficie isotropa di uno spazio euclideo 

(9 W-I. 
(2) In fine a pag. 24. 

Annal i  di Matentat4ca, Ser i~  I V ,  Tomo X X .  7 
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(complesso) S 7 con S ( 2 ) ~  S 5 sopra  un  qua l s ias i  S 5 coord ina to  ~ una  super .  

f icie  di ques to  spazio con S ( 2 ) ~  S~. 
I1 t eo r ema  vale  quando  la re t t a  impropr i a  da cui  si p ro ie t t a  non appar-  

t enga  all '  assolu to  e quando  la proiezione or togonale  del la  super f ic ie  sopra  un 

p iano avente  per  g iac i tu ra  que l la  re t ta  non sia una  curva.  

Alla d imost raz lone  del P I l L  ne sost i tu isco un ' a l t r a ,  pifi semplice,  che 

prova  il t eo rema  pifi gene ra l e  s eguen t e :  

Data in uno spazio euclideo S,~.2(n ~ 5) una superficie ~ isotropa con 

S(2)--= $5 ,  la sua proiezione da una tetra impropria di Sn +2 che non appar- 

lenga all'assoluto Q sopra un qualsiasi S .  ortogonale a quella giacitura 

una superficie con S(2) ~ S 5 (purchO la proiezione ortogonale di ~ su un  piano 

avente quella giacitura non sia una lined). 
Ind i eando  come gi~t si ~ fat to con un as ter isco  e lement i  impropr i  di S,,+~, 

l ' a s so lu to  Q, lo S~* di cui  5 pa ro la  e i l  suo S,~-1 polare  r i spe t to  a Q si pos- 

sono r a p p r e s e n t a r e  con le equaz ion i :  

Q : x" ---- 0 ,  ~ t ~ )  ~ = 0 

S l * :  x ° ~-- 0~ ~ ~ - -  . , .  ~--- X ~ ~ 0 

S~_1 : x ° ~ ~ ' + '  - -  x "+2 = 0 

essendo x ~ .... ,x? *+2 coord ina te  ca r tes iane  ortogomfli  in S,,+2 (e ~ o ~  i per  

1' omogeneiti~, in punt i  propri).  P e r  l ' i po tes i  r e la t iva  al la  proiczione di ~ que- 

sta pub r appresen ta r s i  con le equazioni  p a r a m e t r i c h e :  

(2.1 i x~ ' - -x~ ' (u ,v ) ,  i ' - -~ - l , . . . , n ,  x , ' + ~ : u ,  x ' + ~ : v ;  

e per  l ' i po tes i  che ~ sia i so t ropa  sono nul l i  i s imbol i  del  1 ° ordine 

t2.2) [t010] = [t001] = [0101] = 0 

e quet l i  dedot t i  del  2 ° ordine 

(2.3) [2010] = [2001] = [t110]---~ [1101] = [0210] = [0201] ---~ 0 

cost ruif i  per  le x ~, i = 1, . . . , n ;  men t r e  per  l ' i po tes i  S ( 2 ) ~  S 5 le o~* non sono 

soluzioni  di equazioni  a de r iva te  parzial i  l ine~ri  emogenee  del  2 ° ordine.  

I s imbol i  re la t iv i  al la  proiezione ~' di a descr i t t a  da xY(u, v) s ' i nd i ch ino  

con un ap ice ;  si ha:  

(2.4~ [1010]' -t- 1 ~--- O, [1001]' ~--- O, [0101]' + 1 -~ O, 

(2.5) [20i0]' =:  [2001]' ----- [1110]' == [1101]' ~-- [ 0 2 1 0 ] ' =  [020i]' ----- 0. 

Se lo S(2) re ta t ivo  a4 an  pun to  gener ico  d i a '  non fosse un  S~ dovrebbe  

va le re  per  le x ~' a lmeno una  re lazione del  t ipo 



E. Bo~tJe~:~N~: Interne alle variet~t isotrope 51 

Se ei6 fosse moltiplieando la preeedente (scritta per x*'), per x~, e poi per 
9g'v, e sommando rispetto ad i' si avrebbe: 

~[2010]' + ~t[1110]' + y[0210]' ~--- all010]' + b[0110]' 

~[2001]' + ~[1101]' + 7[0201]' : a[1001]' + b[0101]' 

cio6 a - - 0 ,  b ~ 0. Ma in tal case la {2.6} sarebbe soddisfatta da tutte le x ~, 
centre  l ' ipotesi  S(2 t = S 5 per z. 

I1 ragionamento fatto prova di pifi che z e ~' soddisfano alle stesse equa- 

zioni del 2 ° ordine (nessuna nel case precedente):  si ~ infatti  dimostrato che 
Me un' equazione (2.6)6 soddisfatta dalle x~'6 soddisfatta anche dalle x ~ (% 

Aneora:  il ragionamento fatto vale anehe per n = 4 ;  siccome ogni super- 

fieie di S~ soddisfa ad (almeno) una equazione (2.6), la eonelusione ehe Me ne 
trae 6, questa:  

Ogni superficie isotropa di S 8 possiede o un  doppio sistema eoniugato o un 
sistema (semplice) di asintotiche (in particolare : ~ rigata). 

E questo risultato 6 case particolare di un altro gih da me stabilito (2). 

3. I1 risultato precedente non ~ pifi valido, come he avvertito, se la su- 

perficie ~ proiettata ortogonalmente sopra un piano, avente per giaeitura S~*, 
in una curva (e non in una regione del piano), cio6 se la superficie sta in 

un cilindro luogo di c ~ S ,  passanti per S~-1 (polare di S~*). 

Si pub prendere  allora come rappresentazione della superficie ( x ° :  l) 

(3.1) o c i ' - - J ( u , v ) ,  i ' = l , . . . , n ,  x~+~-=v, ~'+2_=~(v) 

e per  Q quella gi~ data. 

Per  i simboli di a e della proiezione a' si ha 

0 -~ [1010] - -  [1010]', 0 --- [1001] = [1001]', 0 = [0101] _:~ [0101]' +: 1 + +'~ 

0 = [2010] = [2010]', 0 --:-- [1110] = [1110]', 0 = [0210] = [0210]' 

0 = [2001] = [2001]', 0 = [1101] = [1101]', 0 = [0201] ----- [0201]' + ~'p". 

Se per a' valesse un 'equazione (2.6) moltiplieandola per x~ e sommando 

rispetto ad i' si avrebbe un' identith,;  procedendo analogamente per x,~' si 
avrebbe inveee 

(3.2) ,;~'~" = b(1 + c+'~). 

(i) Si bad i  che gih ques to  teoroma,  anche  l imi ta to  al ease di n~---5, dice molto di pifi 
del  toorema del  PINL ( re la t ive  a z e r o  equaz ion i  del  D ° o rd ine ) ;  ed  a f f e rma  che se pe r  es. 
va le  u n a  equaz ione  a l lora  ~ e ~' h a n n o  t u t t ' e  d u e  o un  s i s tema con juga te  o u n  s i s t ema  di 
a s in to t i che  ; eosa che un  t eo r em a  come quel lo  dot  PINL re l a t i ve  a l la  d i m e n s i o n e  di  S{2) non  
p e r m e t t e r e b b e  di a f fe rmare .  

(5) 2getla mia  l~[emoria del l '  A c c a d e m i a  d '  I t a l i a  0935),  p. 367 p e r  v---~ t .  
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Questa condizione pub esser soddisfatta senza che la (2.6) sia soddisfatta 

da x ~+' e da w ~'+2. Se invece quest~ultimo fatto avviene, cio~ se x ~+~ e ~ + ~  

sono soluzioni della (2.6), deve aversi:  

(3.3) b ~ 0, 'l~" ~ 0 

e queste portano di couseguenza la (3.2) ma non viceversa. 

Se per es. ~ ' ~  ~+-i quindi ~"~ -0 ,  la (3.2) ~ soddisfatta ma non lo sono 

necessar iamente le (3.3). La condizione ~'~--:-~--~i esprime che la proiezione 

di z da S~-I sul piano x~'~---0 b una re t ta  isotropa: in questo caso anche z' 

isotropa. ]~ proprio quel Che avviene neWult imo esempio del P i l l  esami- 

nato (§ 3, n. 9) in cui lo S(2) generico relativo a ~' b u n  S 4 mentre quello 

reiativo a z 6 un $5. Rimane eosi ben chiarito l ' apparente  contrasto fra 

l 'esempio ricordato e i l  teorema de1 P~I~L riportato in principio del numero 

precedente.  
Escluso questo caso, cio~ quando 1 + ~,2:4:0~ e supposto che le linee u 

su z' (proiezioni delle linee u di z appartenent i  agli S,, generatori  del cilindro) 
siano asintotiche o appartengano al doppio sistema coniugato, cio~ che sin 

y - - 0 ,  dalla (3.2) si ha b ~ 0 quindi sono soddisfatte le (3.3); sicchb in questo 

caso anche per ~ ~ S(2)=~ S 4. 
da notate che in ogni caso la superficie ~' 6 emisolropa cio6 i suoi 

piani mngent i  hauno giaciture tangeuti  alFassoluto (vi appartengono nel solo 

caso segnalato in cui ~' 6 isotropa): lc linee isotrope doppie sono le linee u 

gih considerate. 

4. I1 teorema dato al n. 2 pub estendersi in pifi modi. Comineiamo d al- 

l 'es tcnsione alle Vt, 1-isotrope di S,,+~, (n ~> k) cio6 tall the  gli S~-1 impro. 
pri degli Sk tangenti  appartengano all 'assoluto Q (quadrica non degenere di 

S+~+k--1) di S,,+h. Prendiamo un 5k:-1 (di 5',,I~__~) generico rispetto a Q e tale 

che la V~ no~ stia in un cono avente per vertice lo S:-1 polare, in S~+1~-~, 

di Sk-1 rispctto a p (cio6 Ia proiezione ortogonale Vh' di Vk sopra un Sk 

e uclideo per S~-1 r iempia una regione a k dimensioni di S~). In  qaesta  ipo- 

tesi (e non sto ad esaminare quella contraria  come si ~ fatto per le super- 

ficie) voglio dimostrare che:  
La  Vk isotropct e la sun proiezione VI( soddisfano alle slesse equazioni a 

derivate par~iali del 2 ° ordine (lineari, omogenee). 
Come prima per le superficie, pub ora porsi per V~, in coordinate carte- 

siane ortogonali 

(4.1) ( m ° : l ) ,  x~'-~--x~'(u~,...,ut'}, i ~ ' = l , . . . , n ;  x~'+h--~u a, h = l , . . . , k ,  
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ed ~, i den t i camen te  nu l ta  la fo rma  fondamenta le  del 1 o ordine (ds 2 ~ O, quindi  

sono nul l i  i s imboli  del 1 ° ordine e quel l i  dedott i  del 2 ° ordine, ciog somme 

di prodott i  d i u n a  der iva ta  seconda di x ~ per  una  der iva ta  p r ima :  ta somma 

essendo fa t t a  per  i .= 1, ..., n -+- k). 

Si vuol  provare  the,  in conseguenza  delle relazioni  ora accennate ,  se le 

x ~' soddisfano ad un '  equazione : 

(4.2) 2 ~,., ~u,O~uS - -  Eo~,. ~u'" 
~' ;  8 . r 

vi s o d d i s f a n o  anche  le x ~. cio~ che sono lea, .-----0.  

Allo scopo si osservi che i simboli  del 1 ° ordine relat ivi  a V~' sono 

(4 .3)  - 1, = o ,  r + s 

e sono quindi  nul l i  i s imboli  dedott i  del 2 ° ordine. 
~ '  

Basra  ora mol t ip l icare  la (4.2) per  ~ e sommare  r ispetto a d  i' per avere 

l e a  t = O. 

Con cib il teorema 6 provato.  Segue in par t ico lare  t h e  gli S(2) gener ic i  

di Vk e di Vt,' harem la  stessa d imens ione .  Una  conseguenza pifl partico- 

lare  si pub t ra r re  dal  fa t to  che se V~' appar t i ene  ad S e s e n  < k ( k  + 3) 

la Vh' soddisfa necessa r i amente  ad equazioni  del  tipo esaminato  in numero  
k (k + 3) 

2 n ;  quindi  

Una Vk isotropa appartenente ad uno spazio euclideo di dimensione 

< k(k + 3~ k(k -t- 5) 
2 + k - -  2 ha i s ~ i  S(2) osculatori di dimensione inferiore 

k(~i + 3) 
alla normale, cio~ a - - - 2 -  ' 

5. I teoremi  precedent i  r igua rdano  le superf ic ie  e le var ie th  isotrope, o 

sempl icemente  isotrope. Essi  si es tendono alle superf ie ie  e variet~t isotrope 
eli specie v, o v-isotrope.  

Pe r  ~ u n a  tale V~ sono nul l i  tut t i  i simboli  (principali  e dedotti) d 'or-  

d ine  ~ v  e quel l i  dedott i  d ' o r d i n e  v + 1 (eio6 in cui f igur i  una  sota deri- 
va ta  d' ordine  v + 1). 

Considerimno ora una  proiezione Vh' della V~ fat ta  nelle stesse ipotesi  

del n. p receden te ;  per  essa; i simboli  del 1 ° ordine  sono ancora  dat i  delle (4.3) 

e sono tut t i  nul l i  quel l i  p r inc ipa l i  o dedott i  d ' o r d i n e  ~ v e 2> 1 nonchi~ quel l i  

dedott i  d' ordine v-+-1. Supposto che le x ~' soddisfino ad un'  equazione l ineare  

omogenea  d' ordine  ~ v-+-1 (e > 1) si conclude come pr ima ehe in essa de- 
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vono manca re  i t e rmin i  con le der ivate  p r ime :  cio~ essa b soddis fa t ta  da 

tu t te  le x f. Cio~ Vk e V~ r sodd is fano  alle ~t~.~.sv equazioni  a derivate p a r z i a l i  

d' ordine ~ v + 1; in  part icolare hanno  le stesse d imens ion i  i loro S(h) oscu. 

latori  per  h .~_ v + 1. 

6. Un  ~ es tens ione del tut to d i f fe ren te  del teorema del n. 2 si ha  con le 

considerazioni  seguenti .  

Cominciamo ad esaminare  il caso d i u n a  superf ic ie  ~ appar t enen te  ad 

S,+~ e tale c h e l a  sua  proiezione or togonale  sopra un  S~ eucl ideo (cio~ il 

cui  $4" impropr io  abbia  posizione gener ica  r ispet to  a Q) sia u n a  superf ic ie  ~" 

con S(2~ ~ S~; e sia ~' la proiezione fa t t a  da $4" or togona lmente  sopra un  S ,  

(cio~ questo  passi  per  lo S~*-I polare  di $4" r ispet to  a Q in S,*~ ,~ improprio di S~,+5). 

Si supponga  ora ~ 2- i so t ropa  (eio~ tale  t he  gli spazi impropr i  degli  S(2) 

osculator i  appar t engano  a Q). Si vuol  d imos t ra re  che a e 4 soddisfano al le  

stesse equazioni  a der ivate  parzia l i  del 3 ° ordine. 

Ind ich iamo  con ~ci(u, v) le coordina te  dei pun t i  di ~, con x v, i' -----1, ... , n 

quel le  di ~ ' e  con x v', i ' :  1, ...~5 quel le  di ~": le pr ime n coordinate  x ~ coin- 

cidono con le x ~', le x n+v' con x v'. 

Si vuol provare  che se c ~  un '  equazione  

(6.1) ~ O ~ , s X , , s ~ , ~ p q 3 ¢ p q  r , s - ~ O ,  1, 2, 3; r + s = = 3  
r, s p, q 

p , q : 0 , 1 , 2 ;  p + q - ~ . l ' , 2  

soddisfa t ta  dalle x *' essa ~ soddisfa t ta  anche  dalle x *''. 

Ind icando  con uno o r i spe t t ivamente  due  apici  i s imboli  relat ivi  a 4 e 

a 4 '  (e senza apici  i s imboli  re la t iv i  a ~) si ha  

[ . . . ]  = [ . . . ] '  + [ . . . ] "  

per  gli stessi  indici  contenut i  nei ire s imboli  (e hello stesso ordine). Po ich~ 
i s imboli  d ~ ordine 1 e 2 e quel l i  dedott i  d ' o r d i n e  3 re la t ivi  a ~ sono nulli ,  

gli ana loghi  re la t iv i  a a e a ~' hanno  valori  ugua l i  ed opposti.  

7Notiumo ora che per il fat to di appar tenere  d '  ad S 5 e di avere  S ( 2 ) ~  S 5 

d i f fe ren te  da zero il de t e rminan t e  cost rui to  con le der ivate  pr ime e soconde 

delle x ~" men t r e  le stesse soddisfano necessa r i amen te  ad u n  s i s tema di equa- 

zioni del tipo 
Xso --~ ~O~qXpq, ~2, - -  Zbpqxpq, 

pq l?q 
(6.2} ~2  ~ ~ C ~ q a ~ q ,  g~03 --~ ZdpqXpq. P + q - -  1, 2 

Pq Pq 

Cib posto, s~immagini  ser i t ta  la  (6.1) per  una  x V e  si mol t ip l ichi  per  
gt ~ q~ .x p,u,(p -{- 1, 2) e si sommi r ispet to ad i ' ;  si a vri~ 

(6.3) E ~,.~[rsp' q']' ~-~ Y. 3,q[PqP'(]' 
v,s  p ,q  
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e quindi anche 
(6.4) v ~ ~[rsp' q']" ~- ~ ~pq[pqp' q']". 

Tenuto conto delle (6.2) queste si scrivono anehe 

%0 E a~q[ pq p'q']" + ~ ~ , E bm[ pqp' q']" + %: Z %q[ pqp' q'] + 
Pq Pq Pq 

+ ~o.~ E d,q[pqp'q']"= E ~m[PqP'g]" 
Pq Pq 

cio~, posto 
%oapq + %~b~q + ccl~c~q -I- ao3d~q - -  ~pq - -A~4 ,  

(6.5) ~. Avq[pqp' q']" - -  O. 
pq 

Considerate queste 5 relazioui (p', q' == O~ 1, 2~ p' + q' -~ 1, 2) come equa- 

zioni l ineari  helle A m ,  il determinan~e dei coefficienti ~ il quadrato di quello 

prima supposto ~ 0 quindi A m ~ 0 cio~ 

Portate  queste espressioni di ~q  nella (6.1) essa risulta eombinazione li- 

neare  omogenea delle (6.2) (molti~olicate ordinatamente p e r  %o, %~, a,2, a03); 
quindi la (6.1) ~ soddisfatta anche dalle x v'. E questo ~ quato si voleva provare. 

Si pub aggiungere ehe.a '  non pub soddisfare ad equazioni del 2 ° ordine. 

Una tale equazione pub indicarsi ancora con la (6. D prendendo tutte le 
~,.~ --- 0. In  tal caso dalle (6.4) si r icaverebbero le (6.5) c o n  A p q  ~ -  - -  ~2~q quindi 

sarebbero anche le ~ q - ~  0; cio~ non esiste l 'equazione del 2 ° ordine. 

Poich~ z' per n < 5 soddisferebbe certo ad almeno una tale equazione segue 

che superficie della specie voluta non esistono in spazi di dimensione < 10; 

e se si vaole che per ~ sia S ( 3 ) ~  S~ (cio~ di dimensione massima, o normale 
fino al l ' in torno del 3 ° ordine) poich~ altrettanto deve accade re  per ~' deve 
aversi n ~  9, cio/~ superficie ~ di questa specie non esistono in spazi di di- 
mensione < 14. Riassumendo:  

Se una superficie 2-isotropa a di Sn+~ ~ proiettata ortogoncdmente sopra 
un  S~ euclideo in  una superficie per cui S(2) ~ S~ essa ~ proiettata (ortogo. 

nalmenle) sopra un  Sn ortogonale ad S~ in una superficie d per cui pure 

S(2) =-S~. Le superficie ~ e ~' soddisfano alle stesse equazioni a derivale par. 

ziali det 3 ° ordine. Superficie ~ siffalte non esislono enlro spazi di dimensione 
minore di 10 e se ~ S(3) ~ S~ in spctzi, di dimensione minore di 14. 

7. Se lo S(2) generieo di ~" non fosse un S~ si potrebbe a ncora ' a r r iva re  
alle (6.5), ma da esse non si dedurrebbe l ' annul lars i  delle Am.  In  questo caso, 
se non intervengono altre circosta;nze partieolari, possono benissimo le dimen- 
sioni degli S(2) e degli S(3) di ~' essere inferiori alle corrispondenti di ~. 
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Un tale caso si presenta  eer tamente se £'  6 isotropa (basra ehe sin 

1-isotropa), e allora lo /) anche ~', perch/) essendo in tal easo nulli i simboli 

[...]" del 1 ° ordine e quelli dedotti del 2 ° ordine delle c laque relazioni (6.5) 

due sono identicamente soddisfatte (per p' + q ' ~  1) e le tre rimanenti,  che 

involgono solo A~o, A ~ ,  Ao.~ non sono neppur  esse indipendenti.  

8. Se dalle superficie si passa ad una V~ 2-isotropa situ~ta in u n  ~4-Kt 

K k{k + 3} ehe si proietti  ortogonalmente sopra un SK in una Ek" di eui 

F ambiente sia lo 'S(2) osculatore e che proiettata ortogonalmente sopra un S,, 

normale ad SK dia luogo ad una Vh' si dimostra come prima ehe anche gli S(2) 
osculatori di Vk' sono SK e ehe Vk e V'h soddisfano alle. stesse equazioni a 

deriva~e paxziali del 3 ° ordine/ Cib implict~ ehe n ~ K, quindi Vh del tipo 

eonsiderato non possmio esistere in spazi di dimensione ~ k(k-t-3). 
Pifi in generale si consideri  una -~ v-isotropa appar tenente  ad uno spa- 

zio euclideo S , + ~ )  ore  
k(v) = ( k +  V ) _ l ;  

, Y 

k(v) /) la dimensione massima (normale) di uno ?(v) costruito in un punto di 

una varieth, a k dimensioni. Supponiamo che la 1~ ammettu una proiezione 

ortogonale V~" sopra uno spazio euel ideo S,(.~ e ehe questo sia lo S(v i oscu- 

latore a ~ "  (in altri termini:  che ~z- t, non soddisfi ad equazioni a derivate 

parzi~li lineari omogenee d~ordine ~_~ v). 
Sin V~' la proiezioue ortogonale di Vk sopra un S,, normale ad Sk(~). 

La proiezione V~' ha gli S(v) di dimensione massima k(v), e inoltre Vk' e 
Vk soddisfano alle stesse equa~ioni a derivate parziali d'ordine v + l ;  in 
particolare esse hanno S(v-~-1) della stessa dimensione e se questa dev'essere 

massima (cio~ Vk normale fino all'ordine v + 1) l'ambiente di Vk non pub 

avere dimensione inferiore a 

v + l  + - - 2 =  2. v v- I -1  

La dimostrazione/)  dello stesso tipo di quella  del n. 6. Cio/) divise le c o o l  

dinate a~ ~ di Vh in due gruppi  m*' eli n e x t'' di k(v) per essere nulli i simboli, 

relativi a Va, prinoipali e dedotti  d 'ord ine  ~ v e dedotti d' or{line v + 1 si 

ha per  gti analoghi simboli di V~' e di Vh" t 'uguagl ianza  a meno del segno. 

Per  Va" non esistono, poioh/) per  ipo~esi S{v)~  &,(,~), equazioni d' ordine 
v; mentre  tutte le derivate d ~ ordine v + 1 sono eombinazioni lineari delle pre- 
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Esista ora un 'equazione  d 'ordine  v + 1 soddisfatta dalle x ~'. Da essa si 

traggono (moltiplicandone i termini per le derivate di ~ '  d' ordine _~ v e som- 

mando rispetto ad i') relazioni in numero di /~(v) ~ra i simboli d' ordine ~ v 

e dedotti  d 'ordine  v - t -1  relativi a Vk'. Queste relazioni si possono riscrivere 

sostituendovi i simboli analoghi relativi a V~". Ma i simboli (dedotti)d'  ordine 

v + 1 in e s s e  si possono sostituire, in forza delle equazioni d 'ordine  v + 1 

soddisfatte da Vk", con simboli d 'ordine  ~ v. Si hanno quindi k(v) relazioni 

omogenee fra questi  simboli;  e i loro coeffieienti sono espressioni lineari sia 

nei eoefficienti  della supposta  equazione d 'ordine  v - c  i per Vk' sia in quelli 

delle equazioni d' ordine v-4-1 soddisfatte da Vk". Consideriamo questi  coef- 

ficienti, gli stessi per tutte le k(v} relazioni, e anch' essi in numero di k(,+), 

dome incognite. Si ha un sistema omogeneo di k(v) equazioni ed al tret tante 

incognite e il determinante  dei eoeffieienti ~ il quadrato del determinante 

formato con le derivate delle x ~'' d 'ordine  ~ v. Poich6 questo 6 4= 0, quelle 

incoguite sono nulle: cio~ i coefficienti dei termini d ~ordine ~ v nella sup- 

posta equazione sono combinazioni l ineari degti analoghi nelle equazioni 

d' ordine v-~-1 di Vh". Brevemente,  la supposta equazione dev ~ essere combi- 

nazione l ineare di quelle di Vk", eio~ 5 soddisfatta non solo dalle ~c ~' ma 

anehe dalle at" (se esiste) cio~ da tutte le ~c~: V~ e V~' soddisfano alle stesse 

equazioni d 'ordine  '~-c 1. Lo stesso ragionamento prova che V~' non pub sod- 

disfare equazioni d 'ord ine  ~ v, e percib neeessariamente n ~ k(v); e se non 

deve soddisfare equazioni d ~ ordine v + 1 dev' essere n ~ k(v + 1)~ quindi 1 ~ am- 

biente di V~ di dimensione ~k(v)  ~-k(v + 1). Cib prova quanto s ' e r a  af- 
fermato. 

9. Altri teoremi di tipo pifl part ieolare possono ottenersi quando la Va 

v-isotropa possegga qualehe proiezione di  tipo particolare. 

Supponiamo per es. the  la Vh possegga come proiezione su un deter- 

minato Sk(e)euelideo, ~ v, una Vk" rappresentante la totalit~ delle iper- 

superfieie V~,._I di un Sk. Questa Vk" ammette una rappresentazione anali- 
tiea del tipo 

x ~'' = ~ Y ' ( u ' ,  , . . ,  ~k) i "  = 1, . . . ,  k ( tq  

ore le ~¢*" sono polinomi l inearmente indipendenti  di grado ~ t~ nelle u. 

Sia S,+.~(~ t lo spazio cui appart iene V,, e sia ~ '  una sua proiezione 

sopra un S,~ ortogonale allo S~(s.I considerato e siano x ~', i '  --- 1, . . . ,  n ,  coordinate 
eartesiane ortogonali dei punti  di V /  nel suo S,,; le coordinate di un punto 
di Vh sono le ~v *' e Ie ~c i". 

Pe r  l ' ipotesi  relat iva a ~ sono nulli tutti  i simboli d 'ordine  < v  e 
quelli dedotti  d' ordine v + 1. 

A~,ctZi d{ Matv~nettica, S e r i e  I 'V.  Te*mo :,LX. 8 
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Per  l ' ipotesi  relat iva a Vh" sono nulli tutti  i simboli (ad essa relativi) 

d 'o rd ine  ~ ~ + 1; mentre  non ~ hullo il determinante  formato con le deri. 

ra te  ~ "  d' ordine ~ ~. 

I simboli relativi a Vk' d' ordine ~ v  e quelli dedotti d' ordine v + 1 sono 

uguali  e di segno opposto a quelli di V~" (quindi in part ieolare nulli quelli 

d' ordine ~ ~ + 1). 

Si abbia  ora un 'equaz ione  a derivate parziali l ineare omogenea d ~ordine 

v + 1 soddisfatta dalle x ~' cio6 relat iva a Vh'. Dist inguiamo in essa i gruppi 

dei termini eontenenti  le derivate d' ordine v + 1, v, ..., 1. 

Se si moltiplica l 'equazione,  seritta per ~t', per  una derivata di x ~' d'or- 

dine ~ v--~ 1 e si somma rispetto ad i' si ottiene una relazione [ineare omo- 

genea fra simboli, relativi a V~', d'ordine ~ v + 1: e qnelli d 'ord ine  v ~= :[ 

Sono solo quelli  dedotti (e non i principali). Si hanno k(v) di queste relazioni. 

Pe r  quanto s'~ osservato queste possono seriversi come relazioni, con gli 

stessi coefficienti, fra simboli relativi a Vk". Ma, per esser nulli  quelli  di 

essi d 'ord ine  ~ ~-4= 1, basterh conservare quei termini in eui compariscono 

simboli d' ordine ~_~ ~: essi involgono i soli gruppi di termini (e quindi i loro 

soli eoefficienti) del l 'equazione supposta eontenenti  derivate d 'ordine  ~ ~; e 

basta poi moltiplieare questi  per  derivate anch 'esse  d ~ordine ~ ~. 

Si hanno quindi k(t~) relazioni l ineari omogenee fra i k(~) eoeffieienti  

dei termini d 'ord ine  _~ ~ nel l 'equazione supposta:  considerati  questi  come 

incognite, i loro eoefficienti nelle relazioni in esame sono i simboli d 'ordine  

_ ~ relativi a Vh". I1 determinante  di questi  coeffieienti  ~ il quadrato del 

determinante  formato con le derivate d 'ord ine  ~ ~ delle ~ "  ed ~ pereib dif- 

ferente d a  Zero. Quindi nell '  equazione supposta mancano tutti  i termini d'or- 

dine ~ ~t ed in conseguenza ~ soddisfatta anche dalle x~"; cio~ da tutte le x ~. 

]~ senz 'al tro evidente, per  il ragionamento fatto, ehe l 'equazione supposta 

non pub essere d' ordine ~_~ ~t; e percib dev ~ essere certo n ~ k(~). 

Coneludendo : 
Sia Vk Una v a r i ~  v-isotropa appartenente ad un S.+k(~), ~ ~ v, della 

quale si sappia e h e l a  proiezione sopra un  S ~ )  euclideo ~ una V~" rappresen. 

tativa deUe V~_~ di S~. Detta Vki' la proiezione ortogonale di V~ sopra un S.  
norn~ale a S~+), Vk e Vk" hanno gli S(~t} di dime~tsione normale --k(~),  quindi 

n ~ k(~ t e di piit  esse soddisfano alle stesse equazioni ~ derivate parziali 

d'ordine ~ ~ =+- i e ~_ v + 1. 
Per  ~---~ 1 si ha il teorema del n. 5 di questo paragrafo. 
Con gli esempi arreeati  credo di aver mostrato ancora una volta l 'uff icio 

essenziale dei fatti proiettivi in questo tipo di rieerehe. 


