Probléemes aux limites non homogenes (VII)

par J. L. Loons (Paris) et E. MagEnes (Pavia)

Résumé - Voir Uintroduction.

Introduction.

Soit 4 un opérateur différentiel linéaire elliptique d’ordre 2m dans un
ouvert @ de R", borné, de frontiére I', et B, (j=0,1,...,m — 1) un systéme
de m opérateurs différentiels d’ordre < 2m formant un systdéme normal et
recouvrant 4 au sens de [2] et [20]. On cherche une “fonection,, u (!) solution de

%) Au=1f dans @, Buu=g, sur T, j=0,...,m — 1,

les f et g, étant donnés dans @ et sur I

Dans les articles (III)-(V) de [13] nous avons considéré ces problémes
pour les f et g;dans diverses classes d’espaces construits & partir des espaces
de SOoBOLEV par la théorie de I'interpolation (V' article (I1) se bornait au cas
hilbertien).

Dans I’article (VI) nous avons, en particulier, résolu le probléme (¥) pour
les g; distributions quelconques sur T’ (en supposant que T est une variété
indéfiniment différentiable). Alors u et Au &taient assujettis & des conditions
de eroissance au voisinage de I'; grosso-modo, si u ef Au ne croissent “pas
lrop vite,, an voisinage de T alors Uon peut définir les B sur T comme
distributions sur T (*).

Dans D’article présent, nous supposerons que u est une distribution
gnelconque dans Q et que Au est une disiribution qui “ne croit pas trop vile,,
au voisinage de T (condition précise: AueE (R) défini an n. 5).

Alors, la frontiére T élant analytique et les coefficients de A et B; élant
analytiques, on peutl définir les B,u sur I': ce sont des fonctionnelles analytiques.

(%) Les hypothdses précises sont données ci apres.

(2) La condition nécessaire et suffisanie portant sur Au pour que I’on puisse définir,
par exemple, la frace de u sur T en tant que distribulion sur T ne semble pas connue.
I/ article {(VI) donne des conditions suiffisantes.
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En particulier done toute fonction qui est solution d’ une équation 4u=0,
avec A4 elliptique et & coefficients analytiques, admet une trace sur T' qui
est une fonctionnelle analytique.

Nous montrons outre, que, f étant donné dans E (Q) et les g, étani des
fonctionnelles analytiques données, cn peut résoudre le probléme (¥), avec, dans
un certain sens, “le lhéoréme de U aliernative,,.

Ce fravail a été inspiré par une intéressante conférence de G. CiMMINO [4]
(voir aussi sa communication au Congrés international de Stockolm, 1962) (%),
dans laquelle il posait la question d’étudier les problémes aux limites
pour les opérateurs linéaires elliptiques en supposant que les données aux
limites soient des fonctionnelles analytiqties et il donnait des résultats sur
ce probléeme dans des cas particuliers. Nous avons observé que certaines des
méthodes que nous avons utilisées dans les articles précédents permettent
de résoudre cette question de fagon générale: on part des résultats “trés
réguliers”, on les “transpose, et on interpréte les résultats ¢transposés,,
a V'aide de théorémes de traces. Par contre lés détails techniques différent
essenfiellement de ceux des articles précédents. Soulignons aussi que 'on
n’ utilise ici ni la théorie de 1’interpolation des opérateurs linéaires, ni la
théorie des problémes aux limites dans L?, p=£2: Varticle présent peut
donec étre lu, pour 1’essentiel, indépendamment des articles précédents.

Quelques problémes, qui ne nous semblent pas dénués d’intérét et qui
nous semblent résolubles avec nos méthodes, se posent dans ces directions:
1) cas ol la frontiére et les coefficients, au lien d’&tre analytiques, sont
dans des classes de GEVREY; 2) cas ol # n’est plus une distribution, mais
une ultra-distribution -(ef. [18], [19]) ou dans certaines classes de “fonections
généralisées,, considérées par GELFAND-SCHILOV [7].

Le plan de 1’article est le suivant:

Espaces H(T), X'(D).

. Opératewrs differentiels et problémes aux limites considérés.
. Nouveaux espaces fonctionnels.

. Transposition.

. Espaces E (Q), E (Q).

. Choix de la forme L.

. Lemmes préliminaires pour la définition des traces.
. Un théoréme de traces.

Problémes aua limites non homogénes.

. Bibliographie.

11. Index des notations principales.
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Mars 1968.

(3) On doit évidemment signaler aussi les travaux de Korur [11] et TILLMANN [22]
sur la trace des fonctions holomorphes.
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1. - Espacrs #H() et H(TD)

1.1. - On considére dans B" un ouvert Q@ borné de frontiere ['; on
suppose que [' est une variété (compacte) analytique réelle de dimension n — 1,
orientée, & étant d’un seul coté de I.(¥)

Nous utiliserons constamment 1’espace  vectoriel ¥(I) des fonctions
analytiques sur I.

Il est bien connu que lon peunt introduire dans (') une topologie
d’espace vectoriel topologique localement convexe complet et plus précisément
d’espace (£&) selon GrorHENDIRCK [8]. Habituellement on plonge par une
procédé “standard,, T' dans une variété analytique complexe I de dimension
# — 1, de fagon que si f est une fonction de JH(T), il existe un entourage
fermé U de I' dans €, dépendant de f, dans lequel on puisse prolonger f en
une fonction holomorphe dans 1 intérieur de U et continue dans U; on
considére alors une suite U, (=0, 1,2,...) décroissante d’entourages fermés

de T dans T tels qﬁe N U,=T et les espaces ¥(U,) des fonctions
k

holomorphes dans I’intérienr de U, et continues dans U, avec la fopologie
habituelle de la convergence uniforme dans U,; et enfin on définit la
topologie dans ¥(I') comme la fopologie limite inductive (cf. par ex.
Boursaxkr (23, Korae [12]) des topologies induites par ! application de
HU,) dans () obtenue par restriction des fonctions de ¥ (U,) sur T.

Il est, semble-t’il, préférable, dans notre cas, de définir la topologie
dans H(I) en ne sortant pas de la variété T.

Or il est bien connu que les fonctions analytiques, par ex. dams une
sphére de R"—* peuvent étre caractérisées par des majorations des dérivées
R
F@ | < gk L,

k
390’1‘1. N F A
n—4i |

de tous les ordres (du type sup
x

Tout récemment KoTAKE et NARASIMHAN [9] ont donné une autre

caractérisation en wutilisant, au lien des dévivées d’ordre %, les puissances A*
d’un opérateur A lineaire elliptique quelconque & coefficients analytiques
(ef. anssi NrEusow [17]) ef des majorations intégrales.
On peut donc essayer d’étendre ces caractérisations & 1'espace ¥H(I) et de
les utiliser pour la définition de la topologie dans XH(). En fait pour
I'utilisation de la premidre caractérisation on peut voir par ex. la confé-
rence 4] de CimmiNo. Dans ce travail nous utiliserons les résultats de
KorARE-NARASINHAM en prenant sur I' I’ opérateur inirinséque de LAPLACE-
BELTRAMI A et ses itérés A% k=12 ..

{4} Pour les notioas sur les variéiés différentiables, les fonctions et les opérateurs
différentiels sur les variétés que nous utiliserons dans ce fravail, on peut voir par ex.
De RuaM [5] et ARONSZAIN. MILarAM [2]
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Fixons d’abord quelques notations; on désignera par C° (I') (resp. L* (I'))
I’ espace des fonctions continues (resp. des classes des fonctions de carré
sommables sur I' pour la mesure de surface do) muni de la norme

IF1l cory = sup | f (@) |
zel

(resp. Wl = (/ | f ()] ® dc)‘lz“)

r

Nous considérons T', ce qui est possible, comme une variété de RIEMANN
en prenant sur I' la métrique riemanienne induite par la méfrique de R".

On peut alors considérer !’opérateur de LapPrace-Berrrami A (cf. par
ex. D RHAM [5] pag. 120) qui applique chaque fonction indéfiniment
différentiable sur I' dans une fonction indéfiniment différentiable sur T'. On
a alors la

PropostrioN 1.1: — L’espace () est I'ensemble des fonclions [ indéfi-
niment différentiables sur U telles qu’il existe deux constanies L, et M,
(dépendantes de f) telles que, pour tout nombre entier k = 0, on ail

(1.1) Na* flleqy< L, 2k)! MF, & f=1.

2

DiimoxsTRATION - Hn effet par définition des variétés analytiques réelles
compactes, il existe un recouvrement ouvert de I', {I';}, ¢ =1..., v, et pour
chaque T, un systéme de coordonnées locales, & —0(x) = {w; 1 (%), ..., %in1 (%)}
¢’ est-a~dire un homéomorphisme 0, de I'; sur une sphére 8" ! ouverte de R"~*
satisfaisant aux conditions de compatibilité usuelles analytiques. Alors il
suffit de remarquer que, en exprimant sur chaque I'; I’opérateur A & I’ aide
de coordonnées locales, on obtient dans S"=' un . opérateur A; différentiel
linéaire elliptique du deuxidme ordre & coefficients analytiques dans S"—! et
appliquer & cet opérateur les résultats de Koraxs - NARASINGAM [9], theorem 1.

Une deuxiéme caractérisation de () est la suivante.

ProrositioNn 1.2: - L’espace H(I') est Iensemble des fonctions [ indéfi-
niment différentiables sur T lelles qu' il existe deux conslantes L, et M,
(dépendantes de [) lelles que pour tout entier k = 0, on ait

(1.2) A fll oo ay < L, (2k)! MF, (A" f=1).
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DEMONSTRATION - En utilisant la Prop. 1.1, il suffit de montrer que:
si f est une fonction 1ndéfiniment différentiable sur o' telle que, pour
E=0,1,2,...,(1 1) soit vraie pour L, et M, constantes convenables, alors (1.2)
est vraie pour L, et M, constantes convenables, et réciproquement.

Or (1.2) entraine évidemment (1.1), puisque

Hflleey <clifllceqy , ¢ constante,

Pour démontrer que (1.1) entraine (1.2), utilisons encore le recouvrement
ouvert de T, (T}, 4=1,...,v, et le systéme de coordonnées locales |0,
introduits dans la démonstration de la Prop. 1.1.

I1 existe certainement pour chaque I'; un compact %; de I' tel que %, soit
contenu dans T; et que .01 k, = . Soit f une fonetion indéfiniment
différentiable sur I' et soit f, “l’image,, dans S"—' de f (restreinte & T;)
par utilisation de 1’homéonorphisme ©;; alors A* f a pour image Af f; ,
E =1,2.... etk a pour image un compact &, C S"—'. Mais les résultats
désormais classiques sur la ‘“regularisation & Uintérieur,, des équations
elliptiques nous donnent que, si g € L* (8"~*), avec Atpe L* (S*'), p entier = 1.
alors p& H*» (§*) pour chaque sphére S* intérieure & S"—' (%) et

o1l memey < ¢ bl Ak || L2 sn—t, + |l @ Il L2 sn—1, |

d’oli, par utilisation des inégalités de SoBOLEV, on déduit pour p assez
grand (15 — ’% < O), que ¢ est continue sur §* et que

sup Lo @) | < O* (| Abpll 2sn—t, + 1@l z2sn—4)
Y *

Donc en conclusion on peut dire qu’il existe des constantes ¢,

i=1,...,v, telles que

sup |AFfi@y) | = c(NAF e fill iz sn—t 4+ NAF fill z2sm—1))

Y € ky

pour tout %k entier = O, u étant fixé assez grand.

(3) H% (8*) est Vespave des fonctions de carré sommable dans S* avec toutes ses
dérivées d’ordre << 2 p.
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Alors on a aussi
HA*flloom = ¢ (1A f 1l ey 11 A* F 1] 22 )
d’on, en utilisant (1.1)
1AM f oy < 0 Ly ME (2B)! [1 + M @+ 1). .. @k + 21)]
Mais 2k + 1)...(2k 4 2p) < ¢ %, done
(1M 2E4-1).... 26+ 2w)] < ¢" M* (d, ¢, M constantes )

et alors on obtient (1.2) avec L, et M, constantes convenables.

ReMArQUE 1.1. - On peut encore caractériser ¥H(I'), de fagon analogue,
comme 1’espace des fonctions indétiniment différentiables sur 1" telles qu’il
existe deux constantes L, et M, (dépendant de f) telles’ que pout tout
entier & = 0, on ait

IHaR Fltwe oy < Ly (2k)! ME

avec p fixé quelconque 1 < p < + o<,
Cette remarque s’étend aux points 1.2 et 1.3 ci aprés; nous n’insisterons
pas sur cela.

1.2. TororoGiE sur H().
Désignons par ¥y, o (I) (resp. Huy,2 (T)) Vespace des fonctions f de ()

telles que I on ait

(1.3) AR fll oy = Ly, ()] M~ E=01,....

avec M fixé et L, dépendant de f
(resp.

(1.4) NAR il ey < L, (2)! M* E=0,1,....

avec M tixé, L, dépendant de f)
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On muni ¥y, o () (resp. 2 () de la norme

- 1
(L3) W gea,0(my = SUP ST A A% £l ooy
{resp.
1
(1.6) W gen, 2y = sup I A% F e y)

Pour cette norme ¥y o (I') (resp. Hy, 2 (1) est un espace de BANACH.
Ona, si M < M

Haz, 0 (T) C Hagro (1, Har,o 0) C Har,2 (1)

avee injection continue.

On munit alors X 1) de la topologie limite inductive des ¥, (I) (resp.
Har,2 () pour M =1,2,... (cf. par ex. BourBakI [32] KorHE [12]). Les topo-
logies definies sur H(I') par les ¥y, (1) ou les Iu,.(I') sont équivalentes, &
cause de ce qu’'on a vu & propos des Propositions 1.1 et 1.2

L’ espace H(I') rentre ainsi dans la famille des espaces ({F) au sens de
GROTHENDIECK [8] (consulter également Roumiru [18], et Korne [10] [11][12]).

1.3. EspacrE ¥'(I).

On désigne par ¥'(T) Vespace dual (fort) de H(I) (c’est un espace de
fonctionnelles analytiques).

Nous allons démontrer la

Proprosirion 1.3: - Toute forine lindaire conlinue u — £ (u) sur H(T) peut
se représenter sous I’ une des formes suivantes:

(1.7) Sy = 3 / A% djs
k:OF

(ool
avec py € (C" ()Y, mesure sur T, et L M* (2k)! | vy | < + o< quel que
koo

s0it M > O (| pp ' = variation tolale de p,), et

(1.8) Quy= % / g A% u do
r

e e}

avec gre L2 (T) et = M*2E) ) gx |l 1o ) << + oo quel que soit M > 0.
k
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DEMONSTRATION., - Cefte proposition résulte aussitot des théorémes de
structure des formes linéaires continues sur les espaces considérés par
Korue et RouMieu. En fait par ex. pour démontrer (1.8) considérons I’ espace
E des suites F' = if,, f,,...} des fonctions f, € L* (') telles qu’'il existe des
constantes L et M, dépendant de la suite F, avec

(1.9) W fall ey = L (2k)! M* E=0,1,....

On désigne par Ey le sous espace de E formé des suites telles que (1.9)
ait lieu, avec M fixé, L pouvant dépendre de la suite; on munit Ey
de la norme

1
”F”EM:SEPWHICHIL?(F) F=\f

et enfin on munit K de la topologie limite inductive des topologies de Ejy,
pour M=1,2....
Alors E est un (£F) selon [8] et H(I) peut étre considéré comme un
sous-espace vectoriel fermé de F, en posant, pour tout feX(), F=A* fl.
Mais on connait (cf. par ex. RouMIEU [18], Prop. 3 pag. 45) I’ expression
des formes linéaires continues sur E, F — S(F):

UF) =

Il b48

k

1/91« fx do
T

ot les g, € L*(1) et & M* (2K)! || gull o) < + oo quel que soit M > 0.
. k=1

Toute forme linéaire continue sur (') pouvant, d’aprés le théoréme de
HanN-BANAcH, se prolonger en une forme linéaire continue sur E, on a le
résultat.

On démontre (1.7) de fagon analogue.

ReEMARQUE 1.2. - Signalons que les p, et g, ne sont pas définis de
facon unique.

2. Opérateurs différentiels et problemes aux limites considérés.

2.1. Dans I'ouvert Q on considére un opérateur différentiel 4 donné par

(2.1 Au = 3 (— L)Itl DHayy, (20) Dy u);
[T, 1h]=m
on utilise les notations habituelles; par ex.: h = (h,,..., h,), h; entier = 0,
olrl

—_ M=
|h|__ h1+---+h”’ D —‘aw‘iq__.am,,”n
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On fera sur 4 les hypothéses suivantes:
(&) A est proprement elliptique dans @ (@ = QUT), (terminologie de [20]) (*)
(1) les cofficients aiy, sont analytiques dans Q.

On considére dans Q les problémes aux limites suivants (oft, naturellement,
les hypothéses de différentiabilité seront précisées par la suite):

’S Au = f dans Q, [ donné
(2.2) )

Byu=g¢;,j=0,1,...,m—1 sur T,
ol les g; sont données sur [, et ol

2.3 Bu= I bj(x)D"u, 0= m; < 2m;
(i< my
On suppose que
(a2) les coefficients a;, sont analytiques sur T;

et que
() le systéme des B, est mormal au sens de ARONSZAIN-MILGRAM [2] (7);

(&) le systéme des B; recouvre A au sens de AGMON-DOUGLIS-NIRENGERG [1]
et de ScHECHTER [20] (%).

On désigne par A* I'adjoint (formel) de 4, donné par

2.4) A*u= T (— DD @y (x) D u),

[, 1hl=m

On va introduire un adjoint formel du probléme (2.2).

(8) Cest & dire pour tout « € Q et tout couple de vecteurs réels £ et & linéairement

indépendants, le polynome en < 3 ay (®) (E -+ &)+ 7 possdde m racines de
11l k] =m

partie imaginaire positive.

(7) Cest & dire tel que m; == m; pour j == ¢ et que pour tout x € I et tout vecteur

E = 0 et normal & I' en @ on ait = by, (x) EP = 0.
|hti= "y
{8) C’est & dire tel que pour tout % € I' les polynomes en 1, Y [Z by () (B + 2B
=m].
j=20,...., m — 1, oli & est un vecteur quelconque réel == 0 et tangent &4 I en a, et £

an vecteur quelconque véel == 0 of normal & I en @, sont lindairement indépendants
w

“modulo,, le polyneme = (v — tw (¥, §)) ol 7; (¥, ) sont les racines de partie imaginaire
=1

positive du polynome z ay (@) (F4-18)i+A

11, hi=m
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Notouns d’abord que I’on peut toujours - et de fagcon non unique - compléter

le systéme |B;i»' =t par un systéme |C;l7=% o les C; sont des opérateurs

différentiels d’ordre p; =2m — 1 a coefficients analytiques sur I, tels que

le systéme 1By,...., By, O ,...., Cp_,1 soit normal et de DIRICHLET
(i. e. les ordres my, 1, j = 0,..... , m— 1, parcourent exactement
I’ ensemble 0, 1,..., 2m — 1).

Alors (ecf. [2],[20]) il existe 2m opérateurs Bi, O;f, J=0,...... , m— 1,

4 coefficients analytiques sur I, avec
ordre B = 2m — p; — 1,
ordre C¥ = 2m — m; — 1,

le systéme {B*,...., B} C*

m—1 0 2

et tels que I'on ait la formule de GREEN:

., Of _ .t étant normal et de DIRICHLET

(2.5) (Au, v)— (@, 4* ) = 3 [ (CGu)BFvydo— 2
j=0 j=0

T

/ (Byu) (C¥ v) do

puor #, v suffisamment différentiables, et ot (f, g) = / f g dw.
Q

Ceci posé, le probléme

A* v = o,
2.6)

BJ.*U:(.I)], j=0,....,m—1

sera dit probléme adjoint (relativement & la formule de GrEeN (2.5)) du
probléme (2.4).

2.2. Sous les hypothéses précédentes I’ opérateur 4* définit, aprés passage
au quotient convenable (cf. détails dans la suite), un isomorphisme d’un
certain espace ® de classes de fonctions (satisfaisant & B w=0sur T, si
ue®) sur un espace fonctionnel W. ‘

Nous désirons ici prendre W le “plus petit,, possible. Nous prendrons
alors W = D (Q), espace des fonctions indéfiniment différentiables et & support
compact dans & muni de la topologie habituelle de .- ScawarTz [21] (et en
fait un sous espace fermé de D (Q), parce que ® est oblenu comme quotient).
Les hypotheses (1) et (82) interviendront essentiellement pour I’ énferpréiation
des résulfats, aprés fransposition de l'isomorphisme A4* de @ sur W,
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REMARQUE 2.1. -~ On pourrait prendre pour ¥ un espace encore plus
petit: un sous espace ferms des espaces D (R; M,,,) tels qu’ils sont étudiés
dans [19]. Nous ne poursuivrons pas ce point de vue ici.

3. Nouveanx espaces fonctionnels.

3.1. On désigne par . g Uespace des fonctions ue® (Q) telles que
A*ueD Q) et BJ.*ﬂu:O sur T, j=0,1,..., m — L.

TIci D(R) désigne d’espace des fonctions indéfiniment différentiables
sur @, muni de la topologie naturelle d’espace de FREOHET.

On. munit &4+ p+ de la topologie de limite inductive ([6]) des espaces

gﬁ*,g*:§“]%€@(§), A*uE@Kz,BJ*MZO, j=0,..., m—1}, ou K, =

suite croissante de compacts C &, de réunion 2, chaque &y« p« tant muni
de la topologie naturelle d’ éspace de Frechet.

On définit de méme F, 5.

On désigne par N (resp. N¥) I'espace des u € F4, p (resp. Fas pe) lels que
Au =0 (resp. 4* u=0).

Les espaces N et N* sont de dimension finie ([3] [20]).

3.2, Grace a [1], [3], [20] et N étant de dimension finie, on voit que,
sous les hypotheéses (&), 9U), (R), Q1) et (IA2) (°), Uopérateur A* est un
isomorphisme de I’ espace quotient & 4« p/n+ sur I’ espace D (R); Ni, ou 1D (Q); N
désigne le sous espace fermé de D (Q) des ve D (Q) telles que

(w, wy=10 pour tout we N.

4. Transposition.

4.1. On transpose maintenant I’isomorphisme A* obtenu en 3.2. Il vient:

THEOREME 4.1: - On suppose que (&), (DV), (R), (A1), (A2) (**) ont liew.
Soit v - L (v°) une forme anii-lindaire continue sur &4 po/y« Il existe un
élément w el un seul de VU espace 1D (Q); Nt (dual de {D(Q); Ni) tel que

4.1 < u, A*v > =L (v) pour tout v' € F 4+, pr/nw.
u dépend contindiment de L.
{?) Signalons qu’il suffit que les coefficients a;, et b, soient indéfiniment différentiables

respectivement sur £ et I.
(19) cf. note (9).
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Dans (4.1), le crochet désigne la dualité entre {9 (Q); N{ et | D(Q); N}
Notons que ('')

(4.2) {D(Q); N =9 @Q)N,

(D' (Q) = dual de D (Q), espace des distribution sur Q).

4.2. Le probléme est maintenant: a) de choisir L dans (4.1); b) d’ ¢nlerpreier
4,1), une fois L choisi.

O est dans Vinterprétation de (4.1) que seronf essentiallement ufilisées
les hypotheses 4’ analyticité des coefficients (cf. note (°) et (*%)).

Pour le choix de L, il convient d’introduire d’abord de nouveaux espaces
fonctionnels sur Q : E(Q), E'(Q); ¢’ est I"objet du N° suivant.

5. Espaces Z (Q), E'(Q).

5.1. EspacE E(Q)-. On désigne par p une fonection continue dans Q, telle
que p(x) = d (&, ') (distance de x a I') si d(x, T) < p,, p, assez petit, et
p(x) =g, si d(w, I) > p,.

Ceci posé, on désigne par E(RQ) I'espace des fonctions u telles que

6.1 elalD*ye L () pour tout o = (o, ,...,a,),

o, entier = O. B
Cet espace est formé de fonctions indéfiniment différentiables dans Q:
¢’est un espace de FRuCHET pour la famille de normes

lol®! D*u || 12 ()

Naturellement:
D Q) C E(Q), injection continue.
Vérifions le

LEnme 5.1 -~ L’espace O (Q) est dense dans Z (2).

{1*) En effet pour toute partie non vide P d’un espace localement convexe separé B
Pensemble bipolaire P°° est identigue au plus petit ensemble convexe cerelé et fermé pour
la topologie faible, qui contient P (cf. par ex. [6] Prop. 1 pag. 64.
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DEMONSTRATION - Soit 3, ane suite de fonctions de D (Q), ¢ — 0, telles que
S. @ =1 si d(z, I')=2e,
O () =0 i d(z, I)=e,

| d(z, T)12! D3, (x) | < c* (constante dépendant de «), pour tout a.
Une telle suife existe.

Soit maintenant 4 € E(Q); alors 3, ueD(R) et le lemme sera démontrs
si Uon vérifie que

6.2) S.u — u dans Z(Q) lorsque ¢ — 0.

Pour cela, il faut montrer que g/l D* 3.u) — p'#l D*u dans L* (Q); or
& plel D3y — o2l D*u dans LX(Q); il suffit donc de montrer que

(6.3) Pl (DBS)Dru) — 0 dans L¥Q), [8|=1, (8| +|v|=]a], lorsque ¢ — 0.

On o ®(D83.)(Dru) est nulle si d(w, I)>=2e (car |8]|=1), de sorte que,
d’aprés le théordme de LEBESGUE, on a (5.3) en notant que

| p!*(D28.)(Dvu) | = | [p"¥I(DFB ol Dru | < cgf p¥IDru | € LH(Q).
Le lemme est démontré.

5.2. EspacE E(Q). - Grace au Lemme 5.1, I’espace E(R) dual de E(Q),
¢’indentifie & un sous espace de D(Q). Toute forme linéaire u — M(u) con-
tinue sur E(Q) peut &' écrire:

Mwu = 2 gap'“ D*u dax, ga € L}(Q),
finie
d’on la

PropositioN 5.1. - L’espace Z(RQ) est formé des distributions [ pouvant
se représenter (de fagon nown unique) sous la forme

6.4) f= 2 D¥eHfy), fe€ LXQ)

finie

(on a Posé: fix = (— L)ligy)
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On peut alors démontrer ausssi la
ProprositioN 5.2, - L’ espace Z(Q) est réflexif.

DEMoNSTRATION - En fait il suffit de montrer que chaque pariie bornée
et faiblement fermée de E(Q) est faiblement compaocte (ef. [6] pag. 79); or
si tu;} est une suite bornée dans E(Q) il existe M, tel que

|l o®u; | 20y < My, pour tout i.

Alors en utilisant le procédé « diagonal » on peut extraire de {u,} une
sous-suite ju,} telle que p*D*u, converge faiblement dans L*Q), pour fout «
fixé, vers une fonction ¢, dépendant de «. Mais alors, puisque #, converge
faiblement vers une fonction u au sens de L*Q), p*D%u, converge faible-
ment vers pl* D%y au sens de D'(Q).

Si f est une distribution de E(Q) il résulte de la Proposition 5.1 que
f= S DHpeif), fae IHQ) et dono

loe =<l

<fiu>= X <DHNf), u,>= I (—1)% < fy,p D, >
-

ol <1 o] =it

et on a done

lim<f, u,>= 2 (— DM <[y, o*D% >

y— 00 ||l

¢’ est & dire u, converge faiblement dans EQ); ¢. q.f. d.

6. Choix de la forme L.

6. 1. Notons d’abord la

PROPOSITION 6. 1. - Pour v € §4s, g, on a: Cfve (D), I application v— Cv
étant lindaire continue.

DEMONSTRATION.
Si v& F 4, p, alors, par définition, 4*v est nulle dans un voisinage de I’

et Bfv=0surl, =0, 1,.., m — 1. Du théoréme de MORREY-NIRENBERG
[16] pour le cas du probléme du Dirichlet, étendu aux autres conditions
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anx limites dans [15] (**), il résulte que v est analyfique dans un voisinage
de T, donc G ve (D).

Les espaces &4 g+ ef () sont du type (£F) au sens de [8]; le théoréme
du graphe fermé est applicable (cf. [8], Théoréme B, p.17); or I’application
v — Cf v est par exemple continue de &4« p« dans CT), done continue
de &4 g« dans H({T'), d’aprés le théoreme du graphe fermé.

COROLLAIRE 6. 1. — Si les g;, 1 =0, 1,..., m -- 1, sont données dans H'(I),
la forme anli-lindaire

m—1

(6.1) v—Lw= X <g, Cj* v >
j=0

(les crochets désignant la dualité entre ¥H'(T) et (L)) est continue sur &4+ p+ .

6.2. - Comme & 4+ B C E(Q), (définition de E(Q) au N© 5), avec injection
confinne, on a:

\ Si f est donné dans B (RQ), la forme anti-linéaire

v—~Lw=<Ff v>
(6.2) ‘ . :
est continue sur § a4+ g+, le crochet désignant la

dualité entre E(Q) et Z(L).

Nous prenons maintenant, avec les notations de (6.1) et (6.2):

(6.3) L(v) = L) + Ly)

Si 'on fait ’hypothése:

— m—1 —
(6.4) <fiv>+ I g, Cv>= 0 pour tout ve N¥%,
=

0

{42) Signalons que le raisonnement de MoRrRREY - NIRENBERG, dans la généialisation
donnée dans [15], n. 13, est valable dans la seule hypothése 18, I de |[15] et que celle ci
peut elle méme &tre géndralisée, comme on voit facilement, de la fagon suivante (on utilise
les notations de |15])

df)’RO (CPy,h“)SCz;” 4 '(cpy-,h“) ” ﬁ,@)RO—*_ 2“ IJZ (CPr’hM) ||f+]2;7 T -+

R L.

Or cotte majoration est valable dans nos hypotdses pour 4 et les opérateurs L, = B;
(ef. [1] et [20]).
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alors (6.3) définit une forme anti-linéaire continue sur Fge p/pelsi

Vo Ee"}—A*, .B*/N*’ VED., L(’U-) = L(’U))
En combinant les remarques précédentes an Théoréme 4.1, on a le:

THROREME 6.1. — On suppose que (&), (9V), (R), (A1) et (AA2) onl lieu.
Soient [ donnée dans E'(Q), g; données dans H(I), 1 =0, 1,.., m— 1, avec
(6.4). Il existe alors un élément u de D'(Q)/N et un seul tel que

m—1

(6.5) <M,Zﬁ>=<f,;)>_]_ 'Z <gj’b?_v>
j=0

pour fout v € Fus po/nx (v quelconque dans v'). En oulre Uapplication if,
Gos ooy Gm—sl — w est lindaire et continue du sous espace fermé de Z'(Q) > (H'(I)m
formé des éléments satisfaisant & 6.4) dans D'(Q)/n.

REMARQUE 6.1.

Le probléme résolu dans (6.5) est d’autant plus général que [ est pris
dans un espace «plus grand », donc que E(Q) est «plus petit». Le choix
de E(Q) fait ci dessus n’est strement pas le choix optimum (4 supposer
qu’un tel choix optimum existe) puisque E(Q) ne dépend pas de A* et des
conditions anx limites « B v = 0». Plus généralement on peut prendre com-
me espace Z(Q) un espace normal quelconque de distributions dans Q lel que

gFAt) B* CE(Q)

avec injection continue. Le choix que nous avons fait de E(Q) simplifie les
N©¢ guivants.

6.3. = Le probléme qui nous reste & résoudre est maintenant I’ interpré-
tation de (6.5). II nous faut pour cela obtenir de nouveaux théorémes de
traces; cela sera fait au N° 8 les résultats préliminaires pour cela étant
donnés au N° suivant.

7. - Lemmes préliminaires pour la définition des traces.

Dans Dinterprétation de (6.5) on sera amené & considérer 'espace D4
des ued' Q) telles que Au e Z'(Q). On munit cet espace de la topologie loca-
lement convexe la moins fine rendant continues les applications u — u et
w — Au de D4 dans D' (Q) et E(Q) respectivement. On a le:
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LeMME 7.1. - Sous les hypothéses (8) et (1), Uespace DQ) est dense
dans Dy.

DEMONSTRATION.

Soit # ~ M(u) une forme anti-linéaire continue sur D,. Alors M(u) est
de la forme (noter que E(RQ) est réflexif)

(7.1) Muy=<f, u>+ <g, du>, [feDQ), geEQ.

Supposons que M(y) = 0 pour tout ¢ € D(Q); nous voulons montrer que
dans ces conditions M(u) =0 pour tout ueD,.

Or, si peDQ), il existe PeDR"), telle que ® = ¢ sur Q. Soient par
ailleurs f et g les prolongements de f et g & R par O hors de Q, et & le
prolongement de 4, & coefficients analytiques dans R*, & vérifiant (&) dans
un voisinage O de Q

Alors

Me)y=<f, &>+ <g, 0>=0,
donc
<QrgLf®>=0 (8* adjoint formel de &)
et ceci pour tout ®e P(LE"); done

(1.2) A¥g=—Ff dans R

Alors, d’aprds I"hypoellipticité de a* dans O, g est indéfiniment diffs-
rentiable dans @ et comme f est analytique (puisque nulle!) dans G, k
compact de Q, g est également, d’apres (7.2), analytique dans O N 0k; commeg
est nulle dans © — Q, on a: g=0 dans 0k donc geD®). En outre, par
restriction de (7.2) & Q:

(7.3) A¥g == — f dans Q.
Mais alors, dans (7.1), < g, Au > = < A*g, u > car ge DQ), et
M) = < f+ A*g, u > (dualité entre D(Q) et D(Q);

d’apres (7.3), on a done M(u)=0, ce qui achéve la démonstration du Lemme.

Annali di Matematica 28
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LemuE 7.2. - On suppose que (8), (9V), (A1), (42), ont liew; soit M une
constante > O fixde; on considére U espace Hap o) introduit au N° 1, point 1.1.
Soient ;, =0, 1,..., m — 1, donnédes dans Hu L) Il existe alors ve &4 p,
el que

Civ = g, j=0,.., m—1.

On peut choisir v de fagon que U application

—

(7.4) @ = Py s e Pafea} = V=0 (9)

soit linéaire ef conlinue de (Hpo(D)y" dans F4+ p+. (La fonection v dépend
aussi de M, mais M est fixé dans cef énoncé; on aurait un énoncé analogue
avec Hus(T) an lieu de Har o))

DEMONSTRATION.

1) Il faut construire v telle que veDQ), avec

| Bfo=0 surl, {§=0,..,m—1
(7.5)
Cfo=¢9; sarl, j=0..,m—1

et A*v e PQ).

D’aprés un Lemme de ARONSZAIN-MILGRAM [2] (e systéme (B, Cj}
6tant un systéme de DIRICHLET), les conditions (7.5) sont équivalentes aux
conditions suivantes:

(76) y;v = ¢; sur T, =20, 1,.., 2m — 1,

ol

v; = dérivée normale d’ordre j,
et ol les ¢; sont des fonctions convenables; il existe un nombre N tel que
si @€ Hm ) alors ;e Hn oI).

.2) Considérons maintenant le probléme de Cauchy :

S A*u =0 dans un voisinage de T,
(1.7
E Yiu = {; sur I, j=0,1,..., 2m 1.
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D’aprés le théoreme de Cauchy-Kovalewska, et I' étant compacte (et
tous les coefficients analytiques) le probléme (7.7) admet une solution uni-
que dans un voisinage fixé de I (ce voisinage dépendant de NN, i. e. de M, mais
non du choix des g; pourvu que p;€ Harol)) (**). Done si ’on désigne par I,
I’ensemble des points de Q tels que d(w, I') < p, p assez petit, on voit qu’il
existe g(M) tel que (7.7) admette une solution unique dans I, .

Soit alors « une fonction de D), telle que «=0 dans Q—IP(M)
et a(x) =1 dans Iy ap.; une telle « existe évidemment.
Posons enfin :

au dans I, w solution de (7.7)
{78) v =
0 dans Q — L.

Alors (on a fait ce qu’il fallait pour ¢a!), (7.6) a lieu, donc (7.5) a lien.

Enfin ve Q) et 4% = 2 A*u = 0 dans Iy, done A*vePQ).

Oun a donc défini une application linéaire de (Hm(I'))™ dans F4» p+ dont
il reste seulement & montrer la continnité.

3) Mais les espaces (Ju(L')™ et Fus p 6tant en particulier des espa-
ces (LF) (Haol)™ est méme un espace de BANACH!), on peut leur appliquer
le théoréme du graphe fermé — Mais, du théoréme de CAUCHY-KOVALEWSK A
résulte la continuité de 1’ application:

;11 =0,.., 2m — 1} — u = solution de (7.7)

de (Hw, ()™ dans C°(I, ) (espace des fonctions continues dans IP(M)), d’ ot
aussitot le résultat.

{13} Il est, peut &tre, utile de signaler de quelle fagon en applique le théordme de
Cavcuy - KowaLEwsKa: les fonctions de Iy, o (I') vérifient, aprds application des homéo-
morphismes 8; {cf. n. 1, Prop. 1.1), les conditions habituelles portant sur tountes les derivées

i

3% fly)
. ng”— 1

LRl ¢

E
? < kt....k,! L% y& S,

avec une valeur de la constante M dépendant de M (ceci d’aprds le théoréme de Korske-
NarasivgaMm [9]); on peut appligner alors le thdoréme de Cavcuy-KovaLewska dans la
situation classique, aprés avoir utilisé un systéme de “cartes locales, &' un voisinage de I
dans B», lié de fagon évidente aux systomes de coordonnées locales sur I.
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8. - Un théoréme de traces.

Nous allons dans ce N° démontrer le théoréme de traces suivant:

TarorEME 8.1. - On suppose que U on a (&), (DV), (A1), (A2). L application
(8.1) # — Bu = {B,u, B, u,.., By_, u}

de DQ) dans (DIT)m (D) est espace des fonctions indéfiniment différen-
tiables sur [) se prolonge par continuité en wune applicalion lindaire continue,
encore notée u — Bu, de Dy dans (J'(T)».

En outre, pour ueDy el veFqs pr on a la formule de Green:

(8.2) <Adu, v>—<u, A >=— I < Bu, Cu>

j=0

(ottle premier crochet du premier membre désigne la dualité entre B'(Q) et F(Q),
car vE Fyr, p» < E(Q); ot le deuxidme orochet désigne la dualité entre D(Q)
ot D(Q), et ot les crochets du 2°@° membre désignent la dualité entre X'(T)

et J(I)).
DEMONSTRATION.

1) Soit # donné dans Dy. Soit ?: {%ps oo » Om—1} donné dans ()™,
Alors g e ()™ pour un M convenable; nous choisissons v = v(¢) comme
aun Lemme 7.2, et nous introdnisons

{8.3) Y(ﬂ@) = < , A*@@) > — < Au, @@7} >,

le premier crochet désignant la dualité entre D'(Q) et DQ), le deuxiéme
entre E(Q) et E(Q).

Vérifions que Y(v(p) ne dépend que dep. Soit en effet w une autre fone-
tion de &4s p+ satisfaisant & C*w=1¢;, 0<j<m —1; alors X=v —w
satisfait & B X =0, ¢f X=0, 0<j<wm — 1, done, d’aprés le Lemme de
ARONSZAIN - MILGRAM, & 1; X =0, 0 =<j <<Zm — 1, et comme A*XePQ), il
résulte, d’aprés ’unicité du probléme de CavcHY (7.7), que X eDQ). Mais
alors

<u, A*0 — A*w > = < Adu, X >, done Y(®) = Y(w).

On peut donc poser:

(8.4) Y{u(e) = Z(q).
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2) La forme 73——- Z(’Ef est lindaire sur (MI)»; vérifions par exemple
que Z(-go’[ +,§o;) = Z@:) + Z@;); Von peut tromver M tel que-E;;, ,?Ee(JﬁM,O(I‘))m,
et on utilise alors (8.3) pour la définition de Y(ou Z); alors la linéarité ré-
sulte de la linéarité de I’ appllcatlon (( 4).

Mountrons maintenant _que ¢ - wZ(p) est continue sur (H(T)m. Il suftit
(cf. [23]) de vérifier que @ v — ) est continue sur (K I)™, M fixé. On
définit alors Z4(p) = Y(v(p) par (8.3) et la continuité résulte alors du
Lemme 7.2,

3) Par conséquent, on a:

el

(8.5) Zg)= % <tju, 9>, tueH(T),
j==e

et U application

(8.6) U~ T == {Ty Uy e0ry Tru—s W}

est lindaire de D4 dans (D).

Montrons maintenant la confinuité de U application (8.6). 11 suffit montrer
que, étant donné un borné B de (H(I'))™; il existe un voisinage de O dans D4,
" soit ), tel que

=5 w1 e —
| <> = 3 <hyu,9>|=1 pour tout we®), 9 B
j==0

Mais & est nécessairement un borné de (¥, o(I)” pour un M convenable;
choisissons o(p) pour cet M comme au Lemme 7.2; alors

<m,?{> = < U, A*v@)>—-<Au,@>

et v(3) demeure dans un borné de § e pr, donc de Fe p» « fixé, et done, en
particulier, u(y) demeure dans un borné &, de Q) et A*u(p) dans un
borné B, de DR); notons que B, est borné dans EQ); X° désignant le
polaire de X, on peut alors prendre

V= ulue, &, dueyH Q).

Le résultat suit.

4) Prenant maintenant we9DQ) et utilisant la formule de GREEN, on
voit tout de suite que tu = Bu, ce qui démontre la premiére partie du
Théoréme.

En outre on a obtenu

— —— m—1 —
<u, A%(p)>— < du, v(g)> = Z < Bju’ %5 >
j=0
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mais ¢; = C;*U(?:) et posant v(w) = v, on obtient done (8.2), ce qui achéve la
démonstration du Théoréme.

9. Problémes aux limites non homogénes.

Revenons maintenant & 1’équation (6.5). Soit uw € D(Q)/y satisfaisant
a (5.5); prenons veDQ) et soit v la classe définie par v dans Fu« p/n.

Alors (6.5) donne

<u, A*qv>=<f v>, uew,

done

<Auw-—7, ?_]>:0
done
9.1 Au=Ff

Par conséquent, u étant quelconque dans u, ueD(Q) et du = fe E'(Q);
donc we Dy. Mais alors la formule de GREEN (8.2) est valable. Done

- — — wm—1 _
<Au, v>=<f,v>=<u, A*>—~ I < Bu, Cfv>

1=0
de sorte que, en comparant avec (6.D), on a:
He—1 ,,._*,_
(9.2 Y <g;— Bju, Cfv>=0
=0

pour tout vewv, v'€ Fye po/x». Mais d’aprés le Lemme 7.2, (9.2) équivaut &

Wi—1 -
T <g;,— Bju, 9;>=0 pour tout ;e H(I")

i=o

donc

9,3) Bj u =y,

Done, si Uon désigne par {E(Q)>H'(L)ym; N*, ON*| U espace des if, g,,...*
G}, 1€ E(Q), g, H(T). tels que (6.4) ait liew, on a le

THEORBEME 9.1. - On suppose que (&), (90), (R), A1) et E2) ont lieu;
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U application

we — { Au, Bu, ..., By _u!l

est un isomorphisme de D y/y sur { E(Q) > T »; N¥, CN* 1,

Auntrement dit, pour feZ(Q), g,e '), avec (6'4), il existe un élément u
de D)4, unique modulo N, tel que I’on ait (9.1) et (9.2); en outre u-. dépend
continttment de f et g;. Pour le probléme (2.2) on a donc encore le théoréme
de Palternative sous sa forme habituelle, méme daps ces espaces trés généravx.
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INDEX DES NOTATIONS PRINCIPALES

8i A = opérateur de LiarLace Berutrami sur I, on définit

1
- K —
1,0 (D) = [ SI’?P @E)?“W [[4% £ coqry == || Fl| 31,0 (D) < oo,
X () =1limite inductive des M, o(l):

' (L) =dual fort de H(I) (fonctionnelles analytiques sur TI').

D Q) (resp. D(R)) = fonetions indéfiniment différentiables dans Q (resp. Q) a support

compact dans € (resp. quelconque dans Q), topologie de limite inductive de L. ScEwARTZ
(resp. d’espace de Fréchet).

Far, pr =u | uePQ), 4*u€DQ), BFfu=0sur I, j=0,.., m — 1},

topologie de limite inductive des §%. g« (cf. p. 11).
EQ)=|u|plal Dew€ L2(Q) pour tout a«f, topologie naturelle d’espace de Fréchet,
¢ ={fonction équivalente & le distance au bord de @ (cf. p. 12); T'(2) = dual fort de E(Q).

Da=lu|u€D Q). Adu €E(Q)}, topologie la moins fine rendant continues les applica-
tions #— 4, w~r Adu. de Dg— D'(Q) et Dy —E(Q).



