
Problbmes aux iimites non homogbnes ( V I I )  

pa r  J .  L.  LIONS ( P a r i s )  et E. ])IAGENES ( P a v i a )  

Rdsamd - Voir  l' i n t roduc t ion .  

Introduction. 

Soit A u n  op6ra teur  di f f~rent ie l  l in6aire  e l l ip t ique  d ' o r d r e  2m dans  un 
ouver t  Q de R ' ,  borne,  de f ront i6re  F, et B~ ( j - -  0, 1, . . . . .  m - -  1) un  syst6me 
de m op(irateurs diff~rent ie ls  d ' o r d r e  ~ 2 m  fo rman t  un syst6me normal  et 
r eeouvran t  A au sens de [2] et [20]. On cherche  une  " fonet ion , ,  u (~) solu t ion  de 

(*) Au  : f dans  f~, B ju  -- gj sur  I TM, i ---- 0, . . . ,  m - -  1, 

les f et g~ ~tant  donn~s dans  f] et sur  F. 
Dans  les ar t ic les  (III)-(V) de [13] nous avons consid~r~ ces probl~mes 

pour  les f et gj dans  diverses  classes d 'espaees  cons t ru i t s  h pa r t i r  des espaees 
de SOBOLEV par  la th~orie de l ' i n t e rpo l a t i on  ( l ' a r t i c l e  (II) se borna i t  au cas 
h i lber t ien) .  

Dans  l' ar t ic le  (VI) nous  avons, en par t icul ier ,  r~solu le probl~me (*) pour  
les gj distributions quelconques sur  F (en supposant  que F est une  vari~t~ 
ind~f in iment  d i f f~rent iable) .  A'lors u e t  Au dtaient  assuje t t i s  h des condi t ions  
de cro issance  au  vois inage  de F; grosso-modo, s i u  et A u  ne croissent "pas  
Irop vile,, au voisinage de F alors l 'on peut ddfinir les Bju  sur  F comme 
distributions sur  F(~). 

Dans  l ' a r t i c l e  present ,  nous  supposerons  que u est une distribution 
qnelconque dans ~2 et que Au  est une distribution qui "~e  croit pas  trop vile. 
au voisinage de F (condit ion prdcise: A u e Z ' ( ~ )  d~fini au  n. 5). 

Alors, la fronti@e F grant analytique et les coefficients de A e t  Bj  dtant 
analytiques, on peut  ddfinir les Bju sur  F: ce sont des fonctibnnelles analytiques. 

( l )  Les  h y p o t h e s e s  prdcises  sont donndes  ci aprils. 

(~) L a  cond i t ion  +~dcessaire et s u f f i s a n t e  p o r t a n t  s~+r A u  pou r  que  ] , o n  pu i sse  dgfinir~ 
pa r  exemple ,  la  t race  de u su r  F e n  r an t  que  d i s t r ibu t ion  s u r  F ne  semble  pas  connue .  
L ' a r t i c l e  ( V I )  d o n n e  des  cond i t ions  su i f f i san tes .  
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En part icul ier  done route fonction qui est solution d' une 6quation A u - - 0 ,  
avec A elliptique et ~ coefficients analytiques,  admet une trace sur  P qui 
est une fonctionnelle analytique.  

Nous montrons outre, que, f dtant donnd duns ~' (~2) et les g~ dtant des 
fonctionnelles analytiques donndes, on pent rdsoudre te probl~me (*), avec, dans  
un certain sens, " le  thdor~me de l' alternative,,. 

Ce travail  a 6t6 inspir6 par  une int6ressante conf6rence de G. CIM~I~o [4] 
(voir aussi  sa communicat ion au Congr6s international  de Stockolm, 1962)(a), 
dans laquelle il posait  la question d '6 tudier  les probl6mes aux limites 
pour  les op6rateurs lin6aires el l iptiques en supposant  que les donn6es aux 
limites soient des fonctionnelles analytiqtles et il donnait  des r6sultats sur 
ce probl6me duns des cas part iculiers.  ~ o u s  avons observ6 que certaines des 
m6thodes que nous avons utilis6es dans les articles prdc6dents permet tent  
de r6soudre cette question de fagon g6n6rale: on part  des r6sultats " t r~s  
r6guliers" ,  on les " t ranspose , ,  et on interpr6te les r~sultats "transpos6s , ,  
h l ' a ide  de th~or6mes de traces. Pa r  contre les d6tails techniques different  
essentiel lement de ceux des articles pr6c~dents. Soulignons aussi que l 'on  
n 'u t i l i se  ici ni la th6orie de l ' in terpolat ion des op~rateurs lin6aires, ni la 
th6orie des probl6mes aux limites dans L ~, P=4= 2: l ' a r t ic le  present  peut  
done ~tre lu, pour l 'essentiel ,  ind4pendamment  des articles pr4c6dents. 

Quelques probl6mes, qui ne nous semblent  pus d6nn6s d' int6r~t et qui 
nous semblent  rPsolubles avec nos m6thodes, se posent dans ces directions:  
1) cas o~ la fronti6re et les coefficients,  au lieu d ' e t re  analytiques,  sont 
dans des classes de GEYREY; 2) cas oi~ U n 'es t  plus une distribution, mais 
une ul t ra-dis t r ibut ion.(cf .  [18], [19]) ou duns certaines classes de " fonct ions  
g(in6ralis6es,, consid6r6es par  GEL]~'AND-SCttIL0V [7]. 

Le plan de l ' a r t ic le  est le suivant :  

1. Espaces ~(P), X'(r). 

2. Opdrateurs differentiels et problOmes a u x  timiles considdrds. 
3. Nouveaux  espaces fonctionnels. 
4. Transposition. 
5. Espaces Z (~2), ~' (9.}. 

6. Choix de la forme L. 
7. Lemmes prdl iminaires  pour  la ddl~nition des traces. 
8. Un thdor~me de traces. 
9. Probl~mes auoc limites non homog~nes. 

10. Bibliographic. 
11. Index  des notations principales. 

M:ars I963. 

(~) On doit 6videmment signaler aussi ]es t ravaux de K~TtIE [11] et TILLMANN [~ ]  
sar la trace des fonctions holomorphes. 
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1. - ESPACES ~(i ~) et ~'(r). 

1.1. - 0a  conaid~re dana R" un ouvert 9 borng de fronti~re 1~; on 
suppose que P eat une varidtd (compacte) anatyti~ue rdetle de dimension n -- l, 
orient6e, 9 6rant d ' u n  seul cot6 de F.(*) 

Nous utiliaerons eonstamment l ' e s p a c e  vectoriel :~(l?) des fonctions 
analytiques sur £. 

II est bien eonnu que l 'on  peat  introduire duns ~(I~) une topologie 
d' espace veetoriel topologique localement convexe eomplet et plus pr~ieis0ment 
d 'espace ( ~ )  selon GROTI=[E~IDIEOK [8]. Habi tuel lement  on plonge par une 

proe~d~ "s tandard , ,  F duns une vari6t~ analyt ique complexe ]~ de dimension 
n - - l ,  de fa.Qon que s i  f e s t  une fonetion de ~(F), il existe un entourage 

ferm~ U de F dana ~ d6pendant de f, duns lequel on puisse prolonger f e n  
une fonction holomorphe clans l ' in t6 r ieur  de U et continue duns U; on 
consid~re alors une suite U~ (k -- 0, 1, 2 , . . . )  d6eroisaante d 'entourages  ferm6s 

de r darts 1 ~ tels que A ~J~ = P  et les espaces ~ ( ~ )  des fonetions 
k 

holomorphes duns l ' in t6r ieur  de Uh et continues dans Uk a v e c l a  topologie 
habituelle de la convergence uniforme dans U~; et enfin on d~finit la 
topologie dans %(C) comme la topologie limite inductive (el. par ex. 
BOURBAK[ [231, KOTI~E [12]) des topologies induites par l ' appl icat ion de 
~(Uh) dana :~(1") obtenue par restriction des fonctions de Jf (Uh) s u r r .  

I1 eat, semble.t ' i l ,  pr~f6rable, darts notre cas, de d6finir la topologie 
dans Jg(F) en ne sortant pus de la varidtd r. 

Or il est bien connu que les fonctions analytiques,  par ex. dans une 
sphere de R ''-~, peuvent ~tre caraet6ris6es par des majorations des d~riv6es 

de tous les ovdres (du type sup 3~/(x) <--k , ! . , . k , ,_~!  LM~). 
G J ' / t  , • , • 

Tout r6cemment KOTAKE et I~'AlCASIMIIAN [9] ont donn6 une autre  
caraet6risation en utilisant,  au lieu des d~riv~es d 'ordre  k, les puissances A ~ 
d ' u n  opdrateur h lineaire elliptique queleonque k coefficients analyt iques 
(el. aussi NELSOh" [17]) et des majorations int~grales. 
On peut done essayer d '~tendre ces caract~risations i~ l 'espace ~(F) et de 
les uti l iser pour la dYfinition de la topologie dans ~(F). En fair pour 
l 'u t i l i sa t ion  de la premii~re caraetdrisation on pent voir par ex. la confd- 
rence [4] de C~M[NO. Dana ce travail nous utiliserons les r6sultats de 
KOTAKE-~ARASI~*KAM en prenant  sur F l 'op6rateur  intrins~que de LAPLACE- 
BELTR±MI h e t  ses it(~r6s h ~, k - =  1, 2 , . .  

(4) Pour les notio,ts sur les v~ri6tgs diffgrentiabtes, les fonctions et les op~rateurs 
diffgrentiels sur les vari6tgs que nous utiliserons duns ce travail, on peut voir par ex. 
D E  RHAI~{  [5] et A R O N S Z A J - N - ' M : I L G R A M  [ 2 ] .  
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Fixons d 'abord quelques notations;  on d~signera par C ~' (F)(resp. L ~ (F)) 
l 'espace des fonctions continues (resp. des classes des fonctions de carr~ 
sommables sa t  F pour la mesure de surface d~) muni de la norme 

II f II coer, --" sup l f (x) 1 
~ 1  ~ 

F 

Nous consid~rons F ce qui est possible, eomme une varlet4 de R ~ E ~ "  
en prenant  sur F l a  m~trique r iemanieane induite par la m~trique de B ~. 

On peat alors consid~rer l 'op~rateur  de LAPL~CE-BEL~R~M~ h (of. par 
ex. DE R g ~  [5] pag. 125) qui applique chaque fonction ind~finiment 
diffdrentiable sur F dans une fonction ind~finiment diff~rentiable sur F. On 
a alors la 

PROPOSI~IO~ 1.1: - L'espaee ~(F) est l'ensemble des fonelions f inddfi. 
nime~t diffdrenliables sur F telles qu'i l  existe deux cortslavdes L~ et M~ 
( ddpendantes de f) telles que, pour tout nombre entier k ~ O, on ait 

(1.1) H h~ fH L - ' ( r ~  L ,  (2k) ' M ~ ( h " f = f ) .  

D]~[O~STRATIO~ - En effet par d6finition des vari~t6s analyt iques r~elles 
compactes, il existe un recouvrement  ouvert de F, {F i}, i -- 1 . . . ,  v, et pour 
chaque F~ un systdme de coordonn6es locales, ~ -*  0 i ( x ) ~  l x~.l (x ) , . . . , x i ,~ - i  (x)] 
c' es t-~-dire  un hom~omorphisme O~ de Fi sur une sphere S ' -~  ouverte de R ' - ~ ,  
satisfaisant aux conditions de compatibilit~ usuelles analytiques. Alors il 
suffit de remarquer  que, en exprimant  sur chaque Fi l 'op~rateur 5 ~ 1'aide 
de coordonn~.es locales, on obtient dans S "~-' un op6rateur h~ diff6rentiel 
lin6aire elliptique du deuxibme ordre ~ coefficients analytiques dans S ~-~ et 
appliquer i~ cet op~rateur les r~suttats de KOTAKE-~'ARASIbTI-IAM [9], theorem 1. 

Une deuxi~me caract~risation de :~(F) est la suivante. 

PROPOSI~[O~ 1 . 2 : -  L'espace ~(r) e~t l'ensemble des fonctions f inddfi. 
niment diffdrentiables sur F lelles qu' i l  exisle deux conslantes L o et Mo 
( ddpendantes de f) telles que pour tout entier k ~ O, on nit 

(1.2) II ~ ' f l l  co (m <- L, (2k)! Mok, (~° f =  f). 



J. L. Lm~s - E. MAGENES: Probl~mes aux limites non homog~nes (VII)  205 

D~O~STRATION - En uti l isant  la Prop. 1.1, il suffit de montrer  que:  
s i f  est une fonction md~fiaiment  diff(irentiable sur F telle que, pour  
k - -  0, l, 2 , . . . ,  (1 1) soit vraie pour L~ et M~ constantes convenables, alors (1.2) 
est vraie pour L, et M0 constantes convenables,  et r~ciproquement.  

Or (1.2) entraine ~videmment (L1), puisque 

Il f ll Locp~ ~-- c ll f ll co(r~ , C constante. 

Pour  d4montrer que (1.1) entraine (1.2), utilisons encore le recouvrement  
ouvert  de F lull ,  i - - 1 , . . . , v ,  et le syst~me de eoordonn~es locales t011, 
introduits  dans la d~monstration de la Prop. 1.1. 

I1 existe cer ta inement  pour chaque F~ un compact k~ de 1 ~ tel que k~ soit 

contenu dans F~ et que [} k~ ~ F. Soit f une fonetion ind6finiment 

diff~rentiable sur F et soit f, " l ' image, ,  darts S "-~ de f ( restreinte  h F~) 
par  uti l isation de l 'hom~onorphisme Oi; alors Aa f a pour image A~ fi , 

k --- l, 2, . . . .  et k~ a pour  image un compact /~ C S "-(. ~ a i s  les r~sultats 
d~sormais classiques sur  la " regular i sa t ion  '~ l ' int~rieur, ,  des d quations 
ell iptiques nous donnent que, si ~ e L ~ (S"-~), avec h ~  e L ~ (S~-~), ~ entier ~ 1. 
alors ~ H e ~ ( S  *) pour chaque sphere S* int~rieure h S '~-~ (~) et 

d'ofl, par ut i l isat ion des in~galit4s de SOBOLEV, on d~duit pour  ~ assez 

grand (~ 2~ ) n - - 1  ~ 0 ,  que ~ est continue sur  S* et que 

y~S* 

Donc en conclusion on peat  dire qu ' i l  existe des constantes 
i --  1 , . . . ,  v, telles que 

Ci, 

sup I Ak f~(Y) I < c~(ll Akd-~ f~llL2(s"-~ -F II A-k f~ II L~(s~-')) 
y e'~; 

pour tout k entier ~ 0, ~ ~tant fix~ assez grand. 

(5) H2~ (S*) est  l ' e s p a c e  des foncf ions  de ear rd  sommab le  dans  S* avec  routes ses 
d4r ivdes  d ' o r d r e  ~ 2 ~. 
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Alors on a aussi 

II A~fll  co<r) ~ ~ (ii A k ÷ ~ f l l  L~<r) + Jl Aaf l l  L~(r)) 

d'oh, en util isant (t.1) 

II A~ f II co (v) ~- c L~ M~ (2k)! [ 1 + M,~, (2k -[- 1 ) . . .  (2k + 2~)] 

Mais (2k + 1 ) . . .  (2k -k" 21~) ~ c' e ~ ,  done 

[ 1 + M~ (2k + 1) . . . .  (2k + 2~t)] < d'  M ~ (c', c", M eonstantes ) 

et alors on obtient (1.2) avec L0 et M 0 coastantes eonvenables. 

REMARQUE 1.1. - On peut encore caraet6riser  ~(F), de fagon analogue,  
comme l 'espaee des fonctions ind6finiment diff6rentiables sur 1" telles qu ' i l  
existe deux constantes L~ ct Mp (d~pendant de f) telles' que pout tout 
entier  k > 0, on ait 

II 5~ fltL~ (r) < L .  (2k)) M k 

avec p fix6 quelconque 1 < p < -[- ~:. 
Cette remarque s '&end aux points 1.2 et 1.3 ci apr~s; nous n ~insisterons 

pas sur cela. 

1.2. TOPOLOG-IE SUR ~{~(F). 

D6signons par ~M,O (F) (resp. ~M, 2 (F)) l 'espace des fonctions f de 
telles que l 'on  air 

~l(r) 

(t,3) II ~ f tl co (r) ~- Lo (2k) ! M ~ k - -  O, 1, . . . .  

avec M fix6 et Lo d~pendant de f 
(resp. 

(1.4) 1] h~f l l  L~(r) <: L2 (2k)! M ~ k - - O , l ,  . . . .  

avec M fix~, L.~ d6pendant de f )  
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On muni  gM, 0 ([') ( resp.  ~M, 2 (F)) de la norme  

(1.5) 1 
11 f 11JCM, O(~) = sup II ~X* k (2k)! M ~ f II CO(V) 

( resp. 

(:.6) 1 
li / [I ~M,~(~) = sup~ (2k)l M ~ it ~X* f H L'- (V)) 

P o u r  cet te  no rme  ~M,0 (F) (resp.  ~M,~ (F)) est un  espace  de BA~ACH. 
On a, si M < : M '  

avec  in jec t ion  cont inue .  
On muni t  alors ~ F) de ia topologie l imite  induct ive  des ~M,o(F) ( resp.  

~M,2(I')) pour  M - - 1 , 2 ,  . . .  (cf. par  ex. BOUI~BAKI [32] Ki~HE [12]). Les  topo- 
logies def inies  sur  ~(F) par  les %~,o(F) ou les ~M,2(F) sont dquivalenles, 
cause  de ce q u ' o n  a vu ~ propo s des Proposi t ions  1.1 et 1.2. 

L ' e s p a e e  ~ ( F ) r e n t r e  ainsi  dans  la fami l le  des espaces  (s2~) au sens de 
GROTtII~/gDIECK [8] (consul ter  ~ga lement  ROUMIEU [18]. et KiSTttE [10] [11] [12]). 

1.3. ESPACE ~'(F). 
On d6signe par  ~'(F) l 'espace dua l  ( for t )  de ~(1[') ( c ' e s t  un  espace de 

fonctionnelles ana ly t iques  ). 
Nous al lons d6m0nt re r  la 

PROPOSITION 1.3: - Toute [orme lindaire cont inue u ~ ~(u) sur  ~ ( F ) p e u t  
se reprdsenter sons l' ui~e des formes su ivanles:  

(1.7) ~ ( u ) - -  k=o ~ / M u d~k 
F 

Cx:) 

avec ~h e (C ~ (r))', mesure sur  F, et E M ~ (2k)! I ~k[ < d- oc quel que 

soil M > 0 ( I ~h I - -  var ia t ion  tolale de lxk ), et 

(1.8) ~(u) - -  E g~ M u dz  
k = 0  

P 

o ~  

avec g~ e L"- (r) el E 
k = l  

M s (2k)! H gh II L-' <r) < + ~ quel que soil M > O. 
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DEMONSTRATION. - Cette proposi t ion rdsul te  aussi t6t  des th6orbmes de 
s t ruc tu re  des formes l in6aires  cont inues  sur  les espaces  consid6r6s par  
K i / ~ E  et Rouz~EU. En fair par  ex. pour  d6montrer  (1.8)consid6rons l ' e spaee  
E des sui tes  F ~ tfo, f ~ , . . . l  des fonct ions  f a e L  ~(F) telles q u ' i l  existe des 
cons tan tes  L e t  M, d6pendant  de la suite /7, avec 

(1.9) l] f~ [[ L~(v) <- L (2k)l M a k --  0, 1, . . . .  

On d6signe par  EM le sous espace de E form6 des sui tes  tel les que (1.9) 
air lieu, avec M fix6, L pouvant  d6pendre  de la su i te ;  on mun i t  EM 
de la norme 

1 
II F I IEM = sup II fk II L~<r) F I f ,  l k (2k)! M ~ = 

et enf in  on muni t  E de la topologie l imite  induct ive  des topologies de EM, 
pour  M---- 1, 2 . . . .  

Alors E est un ( ~ )  selou [8] et ~(I') peut  ~tre considdr~ comme un  
sous-espace veetoriel  ferm~ de E, en posant,  pour  tout  fei~(F),  F - - I A  a f l .  

) ia i s  on conna i t  (cf. par  ex. ROUZ~IEU [18], Prop.  3 pag. 4 5 ) l ' e x p r e s s i o n  
des formes l indai res  cont inues  sur  E, F ~ ~(F): 

~(F) ~ E gh fk d~ 
k = l  

off les gh e L  2(r) et ~ M ~(2k)! ] ] g ~ J l L ~ ( r ) ~ - { - ~  quel  que soit M ~  0. 

Toute  forme l ingaire  con t inue  sur  ~(F) pouvant ,  d ' ap r~s  le th~orbme de 
I~AI-I~'-BA:~ACH, se pro longer  en une  forme l in~aire  cont inue  sur  E, on a le 
rdsul tat .  

On ddmontre  (1.7) de fagon analogue.  

RE)£ARQUE 1.2. - S ignalons  que les ~t~ et gh ne sont pas d~finis de 
fagon unique .  

2. 0pdra t eu r s  d i f fd r en t i e l s  et  probl~mes aux  l imi t e s  considdrgs. 

2.1. Dans  l ' o u v e r t  ~ on consid~re un  opdra teur  diff~rent ie l  A donnP par  

(2.1) An ---- E (-- 1) lz[ Dt(az~(x)Dhu); 
IZl,lhl--<m 

on ut i l ise  les nota t ions  habi tue l les  ; par  ex. : h -~ (h t , . . . ,  h,), hi ent ie r  _> 0, 
~ l h J  

]hJ  = h i . - t - . . . + h , ,  Dh~.  
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On fera sur  A l e s  hypoth/)ses suivantes :  

(~) A est proprement  elliptique darts ~ (~ "- ~UF),  ( terminologie  de [20]) (~) 

(~l )  los cofficients a~ sont analyt iques dans -~. 
On consid~re dans ~ les probl~mes aux l imites suivants  (off, na ture l lement ,  

los hypotheses  de diff~rentiabilit~ seront pr~cis~es par  la sui te) :  

(2.2) 
i u - -  f dans ~2, f donn~ 

!~ B~ u -= g~, j - -  O, 1, . . . , m ~ l sur  17, 

oh los g¢ sont donn6es sur  F, et off 

(2.3) 

O n  

(~2) les 

et 

( ~ )  le 

(~)  le 
et 

On 

B j u  - -  ~ bih (x) D ~ u, O ~_ nb < 2m ; 

suppose que 
coefficients a~h sont analyt iques  sur F; 

que 

syst~me des B~ est normal  au sens de ARO~SZAZ~-MIL~RA~ [2] C); 

syst~me des B~ recouvre A au sons de AG~ON-DOUGLIS-NIREN@ERG [1] 
de SCt~ECtt~ER [20] (s). 

d~signe par  A* l ' ad jo ia t  (formel) de A, donn~ par  

(2.4) A * u  = ~ ( - -  1)l*lDZ(ah,(x)Dau).  
l t l , l h l ~ m  

On va in t rodui re  un adjoint  formel  du probl~me (2.2). 

(6) C ' e s t  h d i re  pou r  tou t  x ~ ~ -e t  tout  couple  de v e e t e u r s  rdels  ~ et  ~P l i n d a i r e m e n t  
inddpendants~  le p o l y n o m e  en z ~ alh ( x )  (~. ~ - z ~ ) l +  h poss~de m rac ines  de 

! z l , l h l = m  
par t i e  i m a g i n a i r e  posi t ive .  

(7)  Cos t  h d i re  te l  que mj =~ mi pour  j =~= i e t  que pou r  tout  x ~ :~ et  tout  v e c t e u r  
=~= 0 et  n o r m a l  i~ f e n  x on ai t  v bjh (x] ~J2 =~= O. 

I h l = m j  

(s)  C ' e s t  h d i re  te l  que  pour  tou t  x ~ 1 ~ los po lynomes  en  ~, ~ bj~, (x) (~' -+- ~ ) h  
Ih l = , - j  

j----- 0, . . . .  ~ m - -  1, oh ~' est  u n  v e c t e u r  que l eonque  rdel  =~: 0 et  t a n g e n t  h P e n  x, e t  E 
u n  v e e t e u r  que lconque  rdel  ~ 0 et  n o t m a l  h f e n  x, son t  l i n d a i r e m e n t  i n d d p e n d a n t s  

m 
" m o d u l o , ,  lo po lynome  = (z - -  zi (~', ~)) o~t zi (~P, ~) son t  les r ae ines  de pa r t i e  i m a g i n a i r e  

i = l  

pos i t ive  du p o l y n o m e  ~ al~ ~ (x) (.~'A-~ ~)z+h- 
I /I  , h i = m  

AnnaZi di Matemat tca  27 
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~7otoas d ' a b o r d  que  l ' on  peu t  t o u j o u r s -  et de fa~on non u n i q u e -  comple te r  
le sys tgme tBjljm-o ~ par  un  syst~me C~=o,l~-~ off les C~ sont  des op~ra teurs  

d i f f~rent ie ls  d~ordre ~t~ <_ 2 m - - 1  ~t coef f ic ien ts  ana ty t iques  sur  F, tels que  
le sys t~me tBo, . . . .  , B,~_,,  Co, . . . .  , C,,_,I soit normal et de D~RICI-IL]~ 
(i. e. les o rdres  m j ,  tU, J - -  0, . . . . .  , m - -  1, pa rcou ren t  exac t emen t  
l ' e n s e m b l e  0, 1, . . . ,  2m -- 1). 

Alors  (of. [2], [20]) il exis te  2m op~ra teurs  B*~, C*.~, j = 0, . . . . . .  , m -  1, 

h coef f ic ien ts  ana ly t iques  sur  F, avec 

ordre  B/* - -  2m - -  t~j - -  1, 

o rdre  C~ - - 2 m - - m j - - l ,  

B* C*, . . . .  , C* ~I 6tant  normal et de DIIilCI~LE~ l e s y s t b m e l B * ,  . . . .  , ~ _ ~ ,  , , _  

et tels que  l ' o n  air la formule de GI~]~E~: 

(2.5) - -  ---- (C~ u ) ( B *  v ) d ~  - -  (Bj u ) ( C *  v) d~ 
/-----o /------o 

P 

p u o r  u, v s u f f i s a m m e n t  d i f fdrent iables ,  et off (f, g) = / f g dx .  
fl 

Ceei pos~, le probl~me 

(2.6) t A ' v - - ? ,  

B *  v = %, - -  0, . . . .  , m - -  1 

se ra  dit probl~me ad]oint ( r e l a t i vemen t  h la fo rmule  de GI~EE~ (2.5)) du 
probl~nle  (2.4). 

2.2. Sons  les hypo theses  pr~ce~dentes F opdra teu r  A* d~finit,  apr~s passage  
au quo t ien t  convenab le  (cf.  d~tails dans  la suite), nn i somorph i sme  d ' u n  
cer ta in  espaee  (I) de c lasses  de fonct ions  (sa t i s fa isant  i~ B 7 u - - 0  sur  [', si 
u e (I)) su r  un  espace  fonc t ionne l  IF. 

Nous  d~sirons ici p rendre  IF le " p l u s  pet i t , ,  possible .  Nous prendrons 
alors IF --- ~ (•), e space  des fonct ions  ind~f in iment  d i f f6rent iables  et h suppor t  
compac t  clans ~2 mun i  de la  topoIogie hab i tue l l e  de L" ScI-IWAI~Z [2i] ( e t e n  
fai t  un  sous e space  fermd de ~ (~2), pa rce  que  (I) est  ob tenu  comme quotient) .  
Le s  hypo these s  (~1) et (~2) in t e rv iendron t  e s sen t i e l l emen t  pour  l ' i n t e rp rd ta t ion  
des  r~sultats ,  apr~s t ranspos i t ion  de F i s o m o r p h i s m e  A* de ap sur  W, 



J. L. L~o~s - E. ~AGE~NES: Probldmes aux li~dtes non homogdnes ( V I I )  211 

RE~ARQUE 2.1. - Oa ponrrait  preudre pour W uu espace encore plus 
petit:  un sous espaee ferm6 des espaees ~)(~,  M(~)) gels qu ' i l s  song 6tudi~n 
dann [i9]. Noun ae poursuivrons pan ce point de rue  iei. 

3. Nouveaux espaees fonctionnels. 

3.1. On ddsigne par ~"A,,S, l'espctce des fonelions u e ~ ) ( ~ )  telles que 
A * u e ~ ) ( ~ ) e t  B * u - - O s u r  F , j - - O ,  1, m - 1 .  ] ,  * ' ° ~  

Ici ~)(!~ d6sigae d 'espace  des fonetious iud6finiment diff6rentiables 

snr ~ muni  de la topologie naturel le  d 'espace  de FROCkEd. 
O n - m u n i t  ~,A, B~ de la topologie de limite inductive ([6]) des espaees 

~),.,,=fulueD(ff),~*u~9~,B;u=O, j = O , . . . ,  m - - l ! ,  o~ K ~ =  

suite croissante de compacts C ~2, de r6union ~2~ ehaque ~ , ,  B* 6rant muni  
de la topologie naturel le  d ~ ~space de Frechet .  

On d6finit de m~me ~A, B. 
OYt ddsigne par  N ( resp. N*) l' espace des u e ~,~, B ( resp. gA,, B*) tels que 

Au  - -  0 ( renp. A* ~ --  0). 
Les enpaces N et N* song de dimension finie ([3] [20]). 

3.2. Grace "~ [1], [3], L20] et N ~tant de dimension finie, on voit que, 
sons les hypotheses (~), ( ~ ) ,  ($:~)~ (~1) et (Ct2) (9), l 'opdrateur A* est un  
isomorphisme de l' espace quotient ~ , ,  B*/N* sur  l' espaee i~ (~2); Ni,  off I ~  (-Q); Nt 
dOsigne le sons espaee ferm~ de ~9 (~)des v e ~ (~2) telles que 

(v, w ) - - O  pour tout w e N .  

4. Transposition. 

4.1. On transpose maintenant  l ' i somorphisme A* obtenu en 3.2. I1 vient : 

T~E0nE~[E 4.1: - On suppose que (~), ( ~ ) ,  (~), (~1), (~t2) (~0) out lieu. 
Soit v ' - *  L (v') une forme ant i . l indaire  continue sur  ~ ,  E*/N*. Il existe un  
dldment u" et un  seul de l'espace I~(Q);  NI' (dual  de I~(~2); N I )  tel que 

(4.1) < u', A* v" > - -  L (v') pour tout v ' e  ~'¢'~,, B*/N*. 

u" ddpend conf inement  de L. 

(9) S igaa lons  q u ' i l  s~ffit que les coefficients a~h et bib soient ind~f in iment  diff6rent iabtes  

respect ivement  sur  ~ et ]]. 

(i0) cf. note (9). 
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Dans  (4.1), le crochet  d6signe la dual i t6  en t re  ~6)(-q); N t' et l ~ ( ~ ) ;  NI.  
Notons que (~) 

(4.2) { ~ (~); N }' = 9 '  (~)/2V, 

( ~ ' ( ~ 2 ) -  dual  de ~ (~2), espace des d i s t r ibu t ion  sur  ~) .  

4.2. Le  probl~me est m a i n t e n a n t :  a) de choisir L dans  (4.1); b) d ' in te rp re te r  
(4.1), une  lois L ehoisi .  

C 'es t  dans  l ' i n t e rp r~ t a t i on  de (4.1) que seront  essen t ia l l ement  uti l is~es 
les hypothi~ses d'analyticitd des coefficients (cf. note (9) et (~0)). 

P o u r  le choix de L, il convient  d ' i n t r o d u i r e  d' abord de nouveaux  espaces 
fonc t ionnels  sur  ~2 : ~(~),  ~'(~2); c ' e s t  l ' ob je t  du  N O suivant .  

5. Espaces ~ (~2), ~'(Q). 

5.1. ESP.~OE ~ ( ~ ) - .  0 a  dSsigne par  ~ une  fonet ion cont inue  dans  ~2, tel le  
que ~ (x) - -  d (x, F) (dis tance de x '~ F) si d ( x , F )  ~ Po, ~0 assez petit ,  et 

(x)---- ~0 si d(x, r) > oo. 
Coci pos(i, on ddsigne par ~ (~) l' espaee des fonctions u telles que 

(5.1) ~ t ~ l D ~ u e L  ~ (~2) pour  tout  ~ - -  ( ~ , . . . ,  a.),  

a~ ent ier  ~ O. 
Cet espace est formd de fonct ions  ind~f in iment  d i f f~rent iables  dans  ~ ;  

c ' e s t  un  espace de ~RECHET pour  la fami l le  de normes  

7Naturellement : 

(6) C Z (~), in jec t ion cont inue.  

V(~rifions le 

LEM~IE 5.1 - L'espace ~) (~) est dense dans ~ (~2). 

(i~) En effet pour route pattie no~t vide P d'an espace localement convexe separd E 
l'ensembIe bipolaire /)oo est identique au plus petit ensemble eonvexe cerc]d et fermd pour 
la topologie faible, qui contient P (cf. par ex. [6] Prop. 1 pag. 64.) 
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DI~gO~S~RA~O~ - Soit  ~+ ane  sui te  de fonet ious  de 6)(Q.), ~ ~ O, tel les que 

$ ~ ( x ) - - 1  si d(x,  r ) ~ 2 e ,  

~ + ( x ) - - 0  si d(x,  r ) < _ e ,  

I d(x, F) lat D~+(x) l < c ~ (constante  d6pendan t  de a), pour  tout :¢. 

Une  tel le sui te  exis te .  

Soit m a i n t e n a n t  u e ~ (~); a lors  8+u~ 6) (~) et le l emme  sera  d6montr6  
si 1' on v(frifie que 

(5.2) ~ u  - -  u dans  E(~2) lorsque ~ - -  0. 

P o u r  cela, il faut  mon t r e r  que pl~l D ~ (~u) ~ ~1~1D~u dans  L'- (~);  or 
~+ ~,~l D~u .+ ~[~1 D~u dans L'(~Q); il suffi t  done de mon t r e r  que 

(5.3) p+~(D~+)(D~u) - *  0 clans L~(!]), ] ~ 1 ~  1, ]~1 -{- I TI ---- I a I, lorsque s - -  0. 

On ~I~I(D~+)(D~u)est nul le  si d(x, l ? ) ~  2~ (car [ ~ i ~  1), de sorte que, 
d ' ap r~s  le th6or~me de LEBESGUE, on a (5.3) en notant  que 

Le  l e m m e  est d4montr(f. 

5.2. ESI'_~c]~ ~'(~2).- Grace  au  L e m m e  5.t,  l 'espace ~'(Q) dua l  de ~(Q), 
s ' i nden t i f i e  h u n  sous espace  de 6)'(~). Tou te  fo rme l in~aire  u ~ M(u) con- 
t i nue  sur  E(~) peut  s ' ~ c r i r e :  

M(u) - f~n~o~ f g~pl~l D~u dx, g ,  ~ L ~ ( g ) ,  

d' off la 

PROPOSITIOI'~ 5 . 1 .  - L'espace  Z'(~2) est [erred des distributions f pouvant  
se reprdsenter (de fagon non unique) sous la forme 

(5.4) f = ~ D~(~l~tf~),, f~ e L'(~) 
f i n i e  

(on a pos6 : f~ - -  ( - -  1)L~lg~). 



214 J . L .  LIoNs - E. MAGENES: Probl~mes aux l im#es non homog~nes ( V I I )  

On peu t  a lors  d~imontrer ausssi  la 

P~oeos I~ iO~  5.2. - L'espace  ~,(~2) est rdf lexi f .  

D g ~ o ~ s m [ ~ I O ~  - E n  fair  il suff i t  de m o n t r e r  que  chaque  pa r t i e  born4e  
et f a i b l emen t  f e r ru le  de ~(~) est  f a ib l emen t  compac~e (cf. [6] pug. 79); or 
si lug} est uue  sui te  boracic duns  ~(~2) il ex i s te  M= tel que  

I I ~:~Iu~[[L~<~) <- Ma pou r  tou t  i. 

Alors  en  u t i l i san t  le proo6d6 ~ d iagona l  >> on peu t  e x t r a i r e  de {u~ 1 u n e  
sons - su i t e  lu,,l relic que  ~l~lD~u,, converge  f a ib l emen t  duns L~(~), p o u r  tou t  :¢ 
fix6, vers  uae  fone t ion  +¢, d6pendan t  de ~z. Mais alors,  pu i sqne  u,~ conve rge  
f a ib l emen t  vers  uue  fone t ion  u au  seas  de L~(~2), ~Ial/)~,~ conve rge  fa ible .  
mea t  vers  plaD~u au  seas  de ~)'(Q). 

Si f est  une  d i s t r ibu t ion  de ~'(~2) il r6su l te  de la P ropos i t ion  5.1 que  
f = ~ D=(pl<f=), f~ e L~(~2) et done 

< f, u,, > = ~ < D,,(el~,lf,,), u~ > = >3 ( - -  1):~,1 < f~,, ~l,,J D~,u~ > 

et l ' o n  a done 

l i r a < f ,  u , >  = v (_1)1<  < f = ,  g ~ D " u >  
v ~ m [,',[~l 

c ' e s t  h dire  u,~ conve rge  f a ib l emen t  duns E(Q); c. q. f. d. 

6. Cho ix  de la f o r m e  L.  

6. 1. /qotons d ' a b o r d  la 

P R o e o s l T I o ~  6. 1. - P o u r  v ~ ~A*, B* , On a : Cj* v ~ Jf(i~), l' appl icat ion v ~  CT v 
dtant  l indaire continue.  

Si V e ~ A . ,  B*, alors,  pa r  d4fini t ion,  A*v est nul te  duns un  vo is inage  de F 
et B~* v = 0 sur  F, / - - 0 ,  1, . . . ,  m -  1. Du th4orbme de  )/[ORREY-~I:RENBERG 
[16] pour  le cas du  probl~me du  Dir ichle t ,  ( i tendu a u x  au t res  cond i t ions  
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aux  l imites  dans  [15] ('~'), il r6sulte  que v est analyt ique dans  un vois inage 
de ]~, donc C]* v ~ ~(~). 

Les espaces  ~A*, S* et ~(F) sont du type (£~) au sens de [8]; te th6or6me 
du graphe  ferm6 es~ appl icable  (cf. [8], Th6orbme B, p.17); or l ' app l i ca t ion  
v ~ C~ v est par  exemple con t inue  de ~7a,,~, dans  C°(]~), donc con t inue  
de g,~,, B* dans  JC(F), d~apr6s le th6or~me du  graphe  ferm6. 

COROLL£IRE 6. 1. - Si  les gj, i ~-- O, 1, ..., m -- 1, sont donndes dans ~'(1:), 
la forme ant i - l indaire  

m - - 1  

(6.1) v ~ L , ( v ) - -  Z < g j ,  C 7 v >  
j=o 

(les crochets  d~signant  la dual i td  en t re  ~'(F) et ~(1:)) est  continue sur E.4,, B*. 

6.2. - Comme ~,~,, B*C ~(~), (dPfinit ion de ~(~2) au ~To 5)~ avec in jec t ion  
cont inue ,  on a :  

(6.2) 

i S i  f est donnd dans  ~'(~2), la forme ant i - l indaire  

v ~ L,(v)  = < f, v >  

I ~ le c rochet  d~signant  la est continue sur ~ ~,, B* , 

dual i t~  en t re  E!(~2) et ~(~2). 

Nous p renons  ma in tenan t ,  avec les nota t ions  de (6.1) et (6.2): 

(6.3) L(v) = L,(v)  + L~(v). 

Si l ' o n  fait  l ' h y p o t h ~ s e :  

m - - 1  

(6.4) ~ f, v >  + ~ < gi, ~ v  > - ' O  pour  tout y e N * ,  
j=o 

(~e) Signalons que le raisonnement de )/IORREY-~IRE~BERG~ dans la g6n6~alisation 
donn6e dans [15], n. 13, est valable dans la seule hypoth~se 13. I de [15] et que celle ci 
pout elle m~me ~tre gdn6ralisde, comme on volt facilement, de la fa¢on suivante (on atilise 
les notations de [15]) 

I ]o ,~Ro+ ~,[ILi(~r, hu)  l[ ~. 1 d~,Ro(~r, hU)<::C 2 III A '(~r, hU) 2 

Or cette majoration est ¥alable dans nos hypot~ses pour A et les opdrateurs L~ - -  Bi 
(of. Ill et ['zo]). 
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alors  (6.3) ddfini t  une  forme an t i - l in~a i re  con t inne  sur  ~YA*. ~*/~v.(si 

v .  e ~A*, , * h * ,  V ~ V. ,  L ( v . )  -= L(v)). 

En combinan t  les r e m a r q u e s  pr5cddentes  au  Th~or~me 4.1, on a l e :  

TH]~OR~ME 6 . 1 . -  On suppose que (~), (~FS), (~), (~1) et (~2) ont lieu. 
Soient f donnde dans Z'(12), gj donndes clans ~'(r),  ] - - 0 ,  1, +.., m - - 1 ,  avec 
(6 .4 ) . / /  existe alors un  dldment u" de ~'(~2)/IV et un  seul tel que 

(6.5) ~ u ' ,  A * v ' ~ - - ~ f ,  v ~ +  Z < g j ,  C T v >  
j=o 

pour  tout v" e'~,~*,B*/N* (V quelconque dans v'). En  outre l 'application If, 
go, :.., g,~-~l "-~ u est lindaire et continue du sous espace fermd de Z'(Q)X(:~'(P) ' ~  

formd des dldments sat is faisant  ~t i6.4) dans @'(~)/N. 

RE~[ARQUE 6.1. 

Le  probl~me r~solu dans  (6.5) est  d ' a u t a n t  p lus  g~n~ral que  f est pr is  
dans  un espace  c p lus  grand ~, donc que  Z(•) est  <(plus pet i t  >>. Le  choix  
de Z(~2) fai t  ci dessus  n ' e s t  s f i rement  pas  le choix  op t imum (k suppose r  
q u ' u n  tel choix  op t imum existe) pu i sque  Z(~) ne ddpend pas de A* et des 
condi t ions  aux  l imites  << B 7 v - -  0 >>. P lu s  g~u6ra lement  on peut prendre com. 
me espace Z(~) un espace normal quelconque de distributions dans ~2 tel que 

~.~., ~, CZ(~) 

avec injection continue. L e  choix  que  nons  avons  fair de Z(~2) s impl i f ie  les 
N ° suivants .  

6.3. - L e  probli~me qui  nous  res te  i~ r~soudre  est  m a i n t e n a n t  F in te rpr~-  
ta t ion de (6.5). It nons  faut  pour  cela  ob ten i r  de n o u v e a u x  th6ori~mes de 
t r aces ;  ce la  sera  fait  au N ° 8, les r~sul ta ts  p rd l imina i res  pou r  ce la  ~tant 
donn~s au N ° suivant .  

7. - Le,nmes p rd l im ina i r e s  pout" la ddf in i t ion  des t races .  

Dans  l ' i n t e rp r c t a t i on  de (5.5) on sera  amend "~ consid~rer  l 'espace DA 
des u e~'~.Q) tel les que  A u e  Z'[12). On muni t  cet  espace  de la topologie  loca- 
l ement  eonvexe  la moins  fine r endan t  con t inues  ]es app l ica t ions  u ~ u e t  
u ~ Au  de DA dans  ~)'(~) et Z'(~2) respec t ivement .  0 n  a l e :  
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LEMME 7 . t . -  Sous les hypotheses (~) et (~i), l'espace ~(~) est dense 
darts Da. 

D]~MONSTRATIOh'. 

Soit u--~ M(u) une forme ant i - l in~aire  cont inue  sur D.a. Alors M(u) est 
de la forme (noter que ~(~) est r6flexif) 

(7.1) M(u) --- < f, u > + ~. g, Au > ,  f e  ~)(~), g ~ ~(~). 

Supposons  que M ( ~ ) =  0 pour  tout ¢pe~(~);  nous voulons mont re r  que 
dans ces condi t ions M ( u ) - - 0  pour  tout u e D,~. 

Or, si ~?~)(~),  il existe 6PE~)(/~,), telle que q b - - ~  snr  ~. Soient  par  
ai l leurs  f e t  g les pro longements  de f et g ~t R '~ par  0 hors de ~, et ~ le 
pro longement  de A, h coefficients analyt iques  dans /~ ' ,  ~ v~rifiant (~4) dans 
un voisinage © de ~ .  

Alors 

donc 

M ( ~ ) = < / ,  ¢ > + < g , ~ O > = o ,  

< ~ * ~  + / ~  Ub > -  0 (~* adjoint  formel de ~1) 

et ceci pour  tout  (I)~ ~(R"); donc 

(7.2) ~[* g --  - -  T dans R". 

Alors, d ' aprbs  l 'hypoel l ip t ic i t~  de ~*  dans 0,  g est ind6f in iment  diff6- 
rent iable dans 0 ;  et comme f e s t  analyt ique  (puisque nul le!)  dans ~k, k 
compact  de  ~, g est 6galement,  d' apr~s (7.2), analyt ique d a n s ©  N ~k; comme~/ 
est nul le  darts ©--~2,  on ~: .q ~--0 dans ~k, doric g~)( [2) .  En outre, par  
restr ic t ion de (7.2) /~ ~ :  

(7.3) A*g : - -  f duns •. 

Mais alors, duns (7.1), ~ g, Au ~ --  ~ A'g, u ~ car g ~ ~D(~2), et 

M(u) ~ ~ f d" A'g, u ~ (dualit6 entre ~)(~2) et ~)'(~)) ; 

d' apr~s (7.3), on a donc M(u)--O,  ce qui  achieve la d~monstra t ion du Lemme.  

A n n a l i  d i  M a t e m a t i c a  28 
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LEMME 7.2. - On suppose que (~), (~Y'5), (~tl), (~2), ont l ieu; soit M une 
constante ~ 0 fixde ; on consid~re l' esl)ace ~ .o ( l ? )  in lrodui t  au  N ° 1, point  1.1. 
Soient ~i, ] : O, l ,  . . . ,  m -  1, donndes dans ~f~,o(F). I1 existe alors v e ~A.,~. ,  
tel que 

C~ v = ~j j - -  O, ... , m ~ l .  

On peut  choisir v de fapon que l' application 

(7.4) = l~o, .... ~M-,1 -+ v = v (~) 

soit lindaire et continue de (~M,o(F)) ~ dans ~:~*.B*. (La fonct ion v d~pend 
aussi  de M, mais  M est fix~ dans  cet ~nonc(~; on aura i t  un  ~nonc6 ana logue  
avec :~,.~(I~) au l ieu de 3f~,o(F)). 

DI~I~IONSTRATION. 

_ o o  

1) I1 faut  cons t ru i r e  v telle que v e ~ ( Q ) ,  avec 

(7.5) 
i B 7 v - - - 0  sur  P ,  j - - 0 , . . . ,  m - - 1  

CTv = ~j sur  r ,  j = 0, . . . ,  m - -  1 

et A*v ~ ~(~2). 
D'apri~s un  L e m m e  de ARO~SZAJN-MILGRA~ [2] 

~tant un  syst~me de DIRICHLE~), les condi t ions  17.5) 
condi t ions  su ivantes  : 

(le syst~me {B~*, C~*} 
sont ~quivalentes  aux  

(7 6) y~ v = +j  s u r  ]?, j = O ,  t , . . . ,  2 m - - l ,  

ou 

7i = d~riv~e no rma le  d ' o r d r e  j, 

et off les q~i sont des fonct ions  convenab le s ;  il exis te  un  nombre  N tel que 
si ¢pj e ~M,o(F) alors ~j ~ ~v,  o(Y). 

2)  Consid~rons m a i n t e n a n t  le probl~me de Cauchy : 

(7.7) 
t A ' u - -  0 

t 7J u = ,~j 

dans  un  vois inage de r ,  

s u r F ,  j = 0 , 1  .... , 2 m - i .  
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D ' a p r b s  le th6oreme de Cauchy-Koualewska, et _P ~tant compac t e  (et 
tons le~ coef f ic ien ts  ana iy t iques)  le p robl~me (7.7) admet  une  solu t ion  uni- 
que  duns un vo is inage  fixd de [ (ee vois inage  d6pendan t  de 2/, i. e. de M, mais  
non du  choix  des  ~i pon rvu  que  ,~i~,o(~))  (~). Done  si l ' on  d6signe par  1~ 
l ' e n s e m b l e  des  points  de ~ tels que  d(x, F ) <  ?, ~ assez petit,  on volt  q u ' i l  
exis te  ~(M) tel  que  (7.7) adme t t e  une  so lu t ion  un ique  duns I e (~ ) .  

Soit  a lors  :¢ une  fonet ion  de ~(~),  tel le que  ~ - - 0  duns ~ - - / ~ ( M )  
et a ( x ) =  1 duns I ~ ) / z ;  une  tel le ~ exis te  (~videmment. 

P o s o n s  enf in  : 

(7.8) 
I ~u duns  Ie(~, u so lu t ion  de (7.7) 

V ( 0 darts ~ - -  I ~ ) .  

Alors (on a fair ee q u ' i l  f~llai~ pou r  9a !), (7.6) ~ lieu, done (7.5) a lien. 
Enf in  v ~ ) ( ~ )  et  A*v-" ~ A*u = 0 duns  /o(lg)/~ done A*ve~D(~2). 
On a done  d6fini  une  app l ica t ion  l in6aire de (}~,o(F)) "~ duns ~A*,B* dent  

il res te  s e u l e m e n t  /~ mon t r e r  la cont inui t6 .  

3) Y~is  les e spaces  (J~,o(l:)) ~" et 9"a*,B* ~tant en pa r t i eu l i e r  des espa- 
ces (£~:) ((J~M,o(P)) " est m6me un  espaee  de BA~ACK !), on peu t  leur  app l ique r  
le th6or6me du  graphe  ferm~ - Mais, du  th~or6me de CAUO~tY-I(ovALEWSKA 
r~sul te  la cont inui t6  de 1' app l i c a t i on :  

1¢/] J - -  0, ..., 2m --  11 ~ u ~ solut ion de (7.7) 

de (:~lV, o(r)) ~'~ dans  C°(I~(~)) (espace des fonct ions  con t inues  dans  I~(M)), d 'of i  
auss i tb t  le r6sul ta t .  

(~s) I1 est, peut ~tre, utile de signaler de quelle faqon on applique le thdorbme de 
CAUCI~V-KOWALEWSKA: les fonetions de 3~M, o (P) v~rifient, apr~s application des hom6o- 
morphismes 0 i (of. n. 1, Prop. L1), les conditions habituelles portant sur routes les derivdes, 

~k fly) 
ki! . . . .  kn[ L M k, y ~ S ~-{ ,  

avee une vateur  de la eonstante ~I dgpendant de M (eeci d'apr~s le th~ordme de ![~OTAKE- 
NARASINHA~I [9]); on peut appliquer alors le thdorbme de CAUCHY-KovALt~WSKA dans la 
situation classique, apr~s avoir utilis6 un syst~me de "cartes  locales,, d 'un  voisinage de 
duns R a, lig de fagon ~vidente aux syst~mes de coordonnges locales sur ~. 
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8. - Un thdor~me de t races .  

Nons al iens dens  ce N ° d6mont re r  le th6or6me de traces s u i v a n t :  

T~Eor t~ [~  8.1. - 0t~ suppose que l 'on  a (~), (~L), (dll), (~2). L ' e p p l i c e l i o n  

(8.1) u ---+ B u  = iB.  u, B ,  u, . . . ,  BM-~ u l 

de ~ ) ( ~ ) d e n s  (O(P))"~ (~(17)est l ' e spaee  des foaet ions  ind6[ in iment  diff6rert- 
t iables sur  r) se prolonge p e r  eontinui td en une  appl ica t ion  l indeire continue,  
encore notde u ~ Bu ,  de De dens  (~'(17))'~. 

E n  entre, pour  u ~ DA et v ~ fA*,s* on e la fo rmule  de Green: 

m - - I  

(8.2) < A u ,  v > - -  < u, A ' v ; > = - -  ~ < B~u, CT u > 
j=o 

(off le p remier  crochet  du  premier  membre  d6signe la dual i t6  entre  E'(Q) et 7,(~2), 
car v e 9"a.,t~* ~ ~(Q); oit le deuxi~me crochet  d6signe la dual i t6  ent re  ~'(-q) 
et ~(~),  et off ]es crochets  du  2 ~m+ membre  d~signent  la dual i t6  entre  :E'(I?) 
et J~(r)). 

D]~MONSTRATION. 

1) Soit  u donn6 dans  D.~. Soit  qo = / % , . . . ,  ,%,,-~t donnd darts (~(F))-*. 
Alors qo e (JfM,o(V))'* pour  un M convenab le ;  nous chois issons  v = v(~) comme 
au Lemme 7.2, e t  nous  in t rodu isons  

(8.3) Y(v(~--*)) - -  < u, A*v(~) > - < Au ,  v('-@ > , 

le p remier  crochet  d6s ignant  la dual i t6  entre  ~)'(~2) et ~(~), le deuxi6me 
ent re  ~'(Q) et Z(•). 

Vdrifions que Y(v(T,) ne ddpend q u e d e  % Soit en effet  w une  au t re  fonc- 
t ion de $:A*,B* sa t i s fa i san t  /~ C*iw = ¢0i, 0 < j  < m  --  1 ; alors X - -  v - w 
sa t i s fa i t  h Bi* X - - 0 ,  C] ~ X - - 0 ,  O < i < _ m - - 1 ,  done, d ' ap r~s  le L e m m e  de 
AROSTSZAJ~r- MILGrta~f, h 7i X = 0, 0 ~ j  <:.2m --  1, et comme A * X ~ ( ~ ) ,  il 
r6sulte,  d ' ap rb s  Fun ic i t 6  du problbme de CAUOH¥ (7.7), que X e r i C ) .  Mais 
alors 

< u, A*v - -  A*w > - -  < Au,  "~ > , done Y(v) --  Y(w). 

On peut  done poser :  
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2) L~ [orme ~ ~ Z(:~) est lindaire sttr (~£) ) '~ ;  v6rif ions par  exemple  
que Z('~ + :~) -~ ,b(~) ~- Z(%~) ; | ' o n  peut  t rouver  M tel que %,  % e(~f~,o(I~)) "~ , 
et on uti l ise alors (8.3) pont' la d~[ini t ion de Y(ouZ) ;  alors la l in~ari t~ r~- 
s u r e  de la l in~arit~ de l ' app l i ca t i on  (7.4). 

~ o n t r o n s  m a i n t e n a n t q u e  ~0_.~ Z('¢) est co ut i~ue sur  (~(~))'~. I1 snff i t  
(eL [23j )de  v6ri f ier  que ~0 ~ Z(:~) est cont inue  sur  (~2u,o(£))'*, M fix& On 
d6fini t  alors Z(:~)--Y(v(~)) par  (8.3) et la cont inui t6  r6sul te  alors du  
L e m m e  7. °. 

3) P a r  consequent ,  on a :  

(8.5) Z(~) = 

et l' applicat ion 

r~t--1 

< ":i u, ~i > ,  'ci u e ~' (£) ,  

(8.6) U ~ 'c~ ~ {'C o U~ ... ~ "cm-1 Ul 

est lindaire de Da duns 0f'(£)) m . 
3Iontrons m a i n t e n a n t  la continuitd de l 'appl icat ion (8.6). i1 suff i t  montcer  

que, grant  donn~ un born6 ~ de (Jg(F))'~; il exis te  un  vois inage de 0 dans  DA,  
s o i t  ~/), tel  que 

~¢--',  

I < ' c u , ~ >  ] : E < z j u , ~ i >  I -~ 1 pour  tout  ueZ)) ,  ~ ' ~ B  
i=o 

Mais ~ est n~cessa i rement  un  born6 de (~M,O(£)) ~ pour  un  M convenab le ;  
chois issons v(~) pour  cet M comme an L e m m e  7.2; alors 

< ~u, ¢~ > : < u, A*v(¢~) > - -  < A n ,  v(¢~) > 

et v(~o--) demeure  duns uu born6 de ~:a*,B*, done de ~t . ,B* a fix~, et done, en 
par t ieu l ie r ,  v(-~) demeure  dans  un born6 ili3, de ~(~)  et A*v(-~) duns un  
born6 832 de ~(~) ;  notons que ~3~ est born6 dans  ~(Q); X ° d~s ignant  Ie 
pola i re  de X, on pent  alors p rendre  

i o l ~ o  z(p.).  
¢ ) 2 = ! u ! u e 2 ~ o ,  A u e 2  ~C ' ' 

Le r~sul ta t  suit.  

4) P r e n a n t  ma in t enan t  u e~)(~) et u t i l i sant  la 
Voit tout  de sui te  que " c u - - B  u, ce qui  d~montre  
Th6or~me.  

Ea  outre  on a obtenu 

formule  de ~REEI% on 
la p remie re  par t ie  du  

< u, A*v(~) > - -  < A u, v(~) > = ~. 
j = o  

< BjU, ~t > 
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mais  ~i ~- C~v~)  et posant  v(~) -= v, on obt ient  done (8.2), ce qui  aeh~ve la 
d~mons t ra t ion  du Th~or~me. 

9. Probl6mes a u k  i imi tes  non homog6nes.  

Revenons  m a i n t e n a n t  h l ' 6qua t ion  (6.5). Soi~ u ' e  ~)'(f])/lv sa t i s fa i san t  
/~ (5,5); prenons  v ~ ) ( ~ )  et soil v" la elasse d6finie par  v dans  ~:~*,B*/N*. 
Mors  (6.5) donne  

donc 

done 

< u ,  A ' v >  --  < f ,  v > ,  u ~ u ' ,  

< A u - - f ,  ;;> = 0  

(9.1) A u --  f. 

P a r  consequent ,  u 6rant que leonque  dans  u ' ,  u E ~ ' (~)  et A u  -= f e  E'(f~); 
done u e D A .  Mais alors la fo rmule  de GREES; (8.2) est vMable. Done 

<Au,  v >  = <f ,  v >  = <u,  A ' v > - -  ~ <B)u,  Ci*v> 
1=0 

de sorte que, en eomparan t  avee (6.5), oll a :  

(9.2) E 
j=o 

<gi--Bju,  O) ~v>=O 

pour  tout  v ev ' ,  v' e YA. ~./~... Mais d ' ap rbs  le L e m m e  7.2, (9.2) 6quivaut  "h 

done 

(9,3) 

j=o 
< g j - - B  i u ,  ¢~j> ~ 0  

B i u -= gj 

pour  tou~ ~i eJ~(P) 

Done, si I'o1+ ddsigne p a r  I~ '(~)X(W(r)) '~;  N*, CN*I l 'espaoe des If, g~, ... .  
g , , - l l ,  f e E'(Q), g.i e W(F). tels que (6.4) air lieu, on a~ le 

T~Eon:n)in 9 . 1 . -  0n  suppose que ($), (~ZY'C), (g~), ( ~ 1 ) e t  (d~2) ont l ieu;  



l' application 

u .  - -  { An,  B(,u, . . . ,  B,,_~u } 

es t  u n  i s o m o r p h i s m e  de D ~ / ~  s u r  t E'(~I) X (~f'(I:)~ "~ ; N*, CN* }. 
Autrement  dit, pour  f e  Z'(~Q), g~e  ~'(P), a~\ec (64),  it ex i s te  ~m ¢]~ment u 

de Dn, u n i q u e  m o d u l o  h~ tel que l 'on  air (9.1) et (9.2); en entre ~ .  dSpend 
cont in ihnent  de f et gl .  P o u r  le probl~me (2.2) on a done encore  le th~or~me 
de Fa l t ernat ive  sous  sa forme habituet le ,  m0me da~s  ces  espaces  tr~s g~n~raux.  
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I N D E X  D E S  N O T A T I O N S  P R I N C I P A L E S  

Si A = opdrateur de LAPLACm BELTRAM1 sur ]~ on ddfinit  

1 
:~{:~,o (-P) = If I sup I1 ak fll co[r~ =:- II f[[ ; C ~ , o ( r ) < ~ 1 ,  k (2k) ! M/s 

Jg (F) = l imite induct ive  des ~gM, o(r ) :  

jg/(1~) = dual  fort de ~(1~) (fonctionnelles ana ly t iques  sur  I'). 

(tl) (resp. ~){~)~ = fonctions lnddf in iment  diffdrent iables  dans tl (resp. ~) ~ support  

compact dans it (resp. quelconque dans  ~), topologie de ]imite induct ive  de L. SCHWARTZ 
(resp. d 'espace de Frdehet).  

~A*, B* : I u I UEf~(~), A*u~f~{g~), Bj*u = 0 sur  P, j = O, .... , m --  1 1, 

topologie de l imite induc t ive  des ~ .  B* (el. p. 11). 

~(~t) = tu I P I ~] D~ u ~  L~(12) pour  tout ~I~, topologie nature l le  d 'espace  de :Frdchet~ 
: fonet ion 6quivalente  ~ le distance au bord de tl (cf. p. 1"2); E ' ( t l )~-dual  fort de r~(~2). 

DA ~ l u ] u e  ~)'(~), Au  eE~(~l)l~ topologie la moins fine r endan t  cont inues les applica- 
t ions u ~ u ,  u ~ A u .  de D A ~ Y ( I I }  et DA ~ q ~ ) .  


