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Sunto. - S i  espo,~gono a lcune  osse~vozioni  su i  ~( mvdelli~, e si  mosh 'a  e~q~e essiloossa~o essere 
eseguit i  i n  base a trasformazio+~i p i ~  genera l i  de l la  (, s~mi l i tud i~e~ (o de l la  offinil&). 

1. Nel campo delle esperienze su modelli di dimensioni ridotte, si di- 
stinguono at tua]mente due tipi sostanzialmente different i :  i modelli (< simili>> 
ed i modelli <( analogici >>. I modelli simili si collegano alla teoria della simi- 
l i tudine meccanica che risale a ~]~w~roN; ]a lore costruziene 6 suggerita dal 
fatto the  in un punto qualunq~le di un sistema meecanico 6 verif icata P equazione 
F =  ma e che, se si alterano le forze nel rappor[o 1 a % le lunghezze nel 
rapporto 1 a ),, le masse nel rapporto 1 a ~t, i tempi nel rapporto 1 a z, l 'equa- 

_ ~tX 
zione relat iva ad un punto generico resta invariata  eve sia dappertutto q0 _ -~. 

Si intende che il rapporto ~ deve essere applicato tanto alle forze attive 
che alle reazioni, tanto alle forze esterne che alle interne ed 6 in queste 
eondizioni che risiede la diffieolt'k di eseguire un << modeilo >>. Tattavia,  reatiz- 
zazioni notevoli sono possibili in alcuni casi. 

2. Di origine pifi re,cente 6 il modello analogico che consente di speri- 
mentare  su fenomeni differenti  da quelli del prototipo, ma ~etti dalle stesse 
equazioni. 

Per  esempio se si indica  con h il earico piezometrico in un mezzo f i l t rante 
che occupi "un campo C (a tre dimensioni) e si assegna sulla superficie limite 
la h stessa, allora il fenomeno 6 conosciuto risolvendo in C l 'equazione 
5~ h----0 con le date condizioni al contorno. Se non si 6 in grade di risol- 
vere il problema matematico si pub costruire, in piccolo, un modello dello 
stesso campo C, e assegnata sul contorno la temperatura  V (indipendente 
dal tempo) si pub misurare, in qualunque punto interne interessi, il valore 
di V. Dope c ib ,  per similitudin% si pub risalire al valore della temperatura  
nel prototipo e, quando sul con to rno ' s i  sia assegnato V uguale ad h e si 
tenga eonto che, in C, 6 A2 V----0, si pub concludere che il valore di Vne l  
prototipo 6 uguale al valore di h che si voleva determinare.  Anche questa 
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volta percib il passaggio model lo-protot ipo si effet tua at traverso una  simi- 
litudine. (~) 

3. Come il coneetto informatore del modello <~ simile >> differisce da quello 
del modello analogic% cosl ~ differente anche la lore portata. (Jib ~ gi~ state 
ri levato pi~t volte ma conviene insistervi anehe in relazione agli svi luppi  
ehe seguiranno. 

Un modello analogieo ~ in sostanza un modello di equazione. /ge segue 
che l ' esper ienza  eseguita con un modello analogico b loresumibilmente affet ta  
da un doppio errore perch~ le equazioni rappresentano soltanto sehematiea- 
mente il fenomeno fisico. Riferendoei  a IFesempio  del numero precedente  
dovremo prevedere  un <(errore>> nella valutazione del fenomeno termico 
rispetto alla equazione della propagazione del ealore ed un errore nel compor- 
tamento del mezzo f i l t rante rispetto alla equa~ione della filtrazione. 

Diversa  ~ la situaT, ione col modello simile. Questo r ispetto al sistema di 
equazioni da cut proviene, presenta,  come gii~ he osservato (~), due vantaggi. 

1) I1 <<modelled>, pr ima ancora di essere modello, ~ protot ipo d i s e  
stesso, cio5 d~ dire t tamente  la visione del fenomeno in esame;  

2) I1 << modello >> ha lo stesso significato rispetto a tutti  i sistemi di 
equazioni che ammettono la stessa trasformazione modello-originale.  

Cesi se not pensiamo di eostruire  il modello simile di una  trave serven- 
doci della teoria della resistenza dei materiali ,  constateremo faci lmente che 
esso ~ modello anche per la teoria matemat iea  della elasticith e per  almeno 
due teorie differenti  delle deforma~,ioni finite. Ed un modello plastieo 
modello per  le due teorie conosciute della plastieit~t. 

~on  si pub quindi escludere che un modello che rispetti  la simili tudine 
per  una teoria nota sia modello anehe per una teoria pifi perfe t ta  aneora da 
formulare.  ]~ questa  osserva~ione che ci fa ri tenere,  con qualche fondamento, 
che F esperienza su un modello simile dia qualehe cosa di pifi ehe non 
1' integrazione delle equa~ioni gii~ assegnate per  il fenomeno in esame. 

Si deve anche aggiungere una nuova osservazione. 

3) Supponiamo che le forT, e agenti  sul prototipo non siane r iprodotte 
esat tamente nel modello. Tale inesattezza si r ipereuoter~ helle aceelerazieni.  
nelle velocit~ e quindi nella posizione is tantanea dei singoli punti,  ma il 

ti) Ci si pub domandare  quale  sia il  van t agg io  di esegui re  una  esper ienza  di ea ra i t e re  
termieo invece  di ut i l izzare d i re t t amente  ]a f i l t razione.  Ma, in base  alla ]egge di I-IENRY, 
l ' a equa  l ibera  ar ia  quando aumenta  la tempera tura .  Pe r t an to  s e i l  model lo  f i l t ranie  non ha 
la stessa t emie ra tu ra  de lFacqua  (e cib accade usua lmente  perch~ F a c q u a  i~ a t empera tu ra  
in fe r io re  a quel la  mantenu ta  net  labora tor i  sper imental i )  duran te  il  10roeesso di f i l t razione 
si l iberano bel le  d~aria ehe ostruiscono i port  capi l lar i  a l te rando eomple tamente  i l  processo. 

(e) - Si v e d a  G. S u P I n e -  Rend .  L ince i  19~7 e Conferenze  del la  U n i v e r s i t h  di Bar i  1958. 
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moto~ pur essendo alterato, rester~ sempre un moto effettivo neI modello e 
quindi possibile nel prototipo; di pifi, se ]a approssimazione con cui sono 
riprodotte le forze b sufficiente, anche 17approssimazione del moto sar~ nor. 
malmente  soddisfacente. ~] questa osservazione che giustifica, mi sembra, ]a 
validit~t di r isultat i  ottenuti  con simili tudini parziali  ehe non si sanno gene- 
ra lmente  giustificare. 

Comunque quello che interessa mettere in luce ~ che il moto rilevato 
nel modello ~ un moto fisicamente possibile del prototipo (e non soltanto un 
moto possibile per le equazioni differenziali che reggono il fenomeno). I1 che 
evidentemente non accade quando il modello abbia carat tere analogico. 

4. Tutt i  i modelli f inora considerati  r ispettano la simili tudine geometrica. 
Si ~ ricorsi in qualche caso ad una riduzione della scala delle altezze diversa 
da quella delle lunghezze (cio~ ad una affinith) ma raramente  e soltanto con 
pochi accenni ci si b riferit i  a trasformazioni pifi generali.  

Eppure si possono suggerire (ed ~ questo lo scopo principale della pre- 
sente nota) modelli che non rispettino n~ la simili tudine n~ 1' affinith geome- 
triea, ma che soddisfino ad una condizione pifi generale:  cio5 diano speri- 
mentalmente  la soluzione di una equazione dalla quale si pub risalire alla 
equazione ehe si vuole risolvere per mezzo di una trasformazione nota. 

In questo ordine di idee ~ possibile procedere in due modi d i f ferent i :  

I) Da una soluzione determinata  sperimentalmente nel campo C e 
relat iva ad una teoria T si vuole dedurre con una opportuna trasformazione 
la soluzione in un campo C' relat ivamente alla stessa teoria T. Allora la 
trasformazione che fa passare da C a C' deve lasciare invariate le equazioni 
che reggono T. Per  esempio se b assegnata sul contorno di C la temperatura  
V indipendente dal tempo e si sostituisce a C un campo C' ottenuto per 
rappresentazione conforme di C su C', la temperatura  determinata  in un 
punto P di C b uguale alla temperatura  del punto corrispondente P '  di C'. 

II) Da una solnzione sperimentale nel campo C relat ivamente ad una 
teoria T si vuol dedurre, con opportuna trasformazione, la soluzione in un 
campo C' di altra teoria T'. Allora la trasformazione che fa passare da C a 
C' deve muta te  le equazioni di T in equazioni di T'. 

Un caso particolare si ha quando le stesse equazioni valgono per T e 
per T' come per es. aecade per il deflusso del liquido viscoso in un tubo 
cil indrico c la torsione in un cilindro (;he abbia la stessa sezione ret ta del 
tubo. Allora ]a trasformazione deve lasciare invariata la equazione comune 
(come nel caso precedente). 

5. I modelli del tipo [ si collegano con i modelli simili, quelli del tipo 
I I  con i modelli analogici. Su questi non sembra vi sia nul la  di part icolare 
da osservare, perch~ i modelli di equazioni restano tall quando su di essi si 
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operi con una conveniente trasformazione analitica. Qualche rilievo si deve 
invece aggiungere sui modelli del tipo I e cib faremo discutendo per questi 
le osservazioni svolte al n. 3. 

Passiamo attraverso una trasformazione di coordinate dal modello in C 
al prototipo in C'. Secondo la pr ima osservazione del n. 3 il modello simile 

esso stesso un prototipo nel senso che d~ diret tamente la visione del feno. 
meno fisico in esame. Cib resta veto anche per il modeilo in C, ma perde 
di significato nei confronti di C' (salvo per qualche carat terist ica differen- 
ziale del moto che eventualmente  possa essere messa in luce e che risulti  
indipendente  dalla forma del contorno di C). 

Si ~ anche osservato che il modello tes ta  tale rispetto a tutt i  i sistemi 
di equazioni che ammettono la stessa trasformazione modello-prototipo.  
L 'a f fe rmazione  testa  vera anche questa volta, ma poich~ la trasformazione 
diversa dalla s imil i tudine essa r isul ta  meno faci lmente applicabile. Tuttavia 
un esempio pub essere portato in questo campo: la inversione ~ infatt i  una 
trasformazione che soddisfa alia rappresenta~ione conforme (cio~ ~ invariante 
rispetto al 52 ~( "- 0) e conserva pure il 52 52 X _~ 0. Anche questa volta dunque 
non si pub escludere che il modello del tipo I possa dare qualeosa d i  pifi, 
in campo [isico, che non uu sempliee modello di equazione. 

Infine,  se prendiamo in esame la terza osservazione, dobbiamo rilevare 
che il moto nel modello ~ ancora un moto f isicamente possibile, ma che 
questa volta la sua validiti~ fisica nel prototipo ~ condizionata dalla trasfor- 
mazione. Cosi la trasformazione conforme ~ valida per il moto irrotazionale 
di un liquido perfe t to ;  se il liquido non ~ perfetto e il moto nel model]o non 

esat tamente irrotazionale, la trasformazione conforme altera certo i risultati  
nel passaggio modello prototipo, ma qualche cosa di f isicamente effettivo e di 
pifi aderente al fatto fisico di una semplice trasformazione analo~ica continua 
a sussistere:  per esempio il fatto sperimentalmente accertato che il liquido 
aderisce alla parete non ~ eompatibile con la teoria dei liquidi perfetti  eppure 
continua a sussistere con la trasformazione conforme prospettata. 

6. Le  considerazioni precedenti  trovano applicazione nel campo della 
elasticit~ piana, quando si consideri la trasformazione per inversione. 

Vediamone le partieolarit~t. 
Siano x, y le antiche variabili. Le nuove, ~' ,  y ' ,  siano legate a quelle 

dalle relazioni 

(1) x' k~x y' k~Y 
- -  r~  , = r ~ i r  2 - x 2  ÷ y ~ )  

L'equaz ione  5252X- -0  in coordinate polari diviene 
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e eel cambiamen to  di var iabi l i  (1) (essendo r '2--r2 

si o t t iene  

r'6[1 3 (r, ~_1 1 ~ ] [ 1  3 ( ,~r: )~  1 3~r'2x] 

Se ne deduce  che quando  X b espress~ nel le  var iab i l i  x', y' a l lora  r'2x 
soddisfa  al 5~5~ (r'2x)_--O. Le  component i  di tens ione  dedot te  da r'~7~ (~} sono :  

1 32 1 3(r'-~X) 
o~, _ ~6 '2 (r'~x) + r '  ; r '2 3 r '  

32 
00, = ~-~{r'2)O ; 

3 1 3  
z.,o, - -  ~r' r '  ~0' (r'~X) 

dove 0 - - 0 ' .  Si pub scr ivere  

3X 

3X 
00, = r2~o + 2 ()~ - -  r ~). 

"~rrOr "-- - -  r2~ro 

dove o~,o0 e z~o sono le eomponent i  d ipendent i  da l la  X espressa  per  mezzo 
dello var iabi l i  r.  0. 

Pere ib  lo stress nel  s i s tema r'0' d i f fer isce  da quel lo  nel  s i s tema r, 0 per  
il fa t tore  r ~', per  il eambiamen to  del segno ne l la  x e per  l ' a g g i u n t a  delle 

tens ioni  normal i  2(X 3X --r~}. E in eonseguenza  un  eontorno l ibero da forze 

v iene  t ras formato  in uu  contorno soggetto a sole forze normal i .  Di pi~t ques te  
forze sono eostant i  perehb sul contorno or ig ina le  si ha  

(3) 3s \3x] = 0 3s 

(~)  Si v e d a  T. LEVI CIVITA • A t t i  d e l l '  I s t i t u t o  V ~ n e t o  d i  S c i e n z e  L e t t e r e  e A r t i  - T.  56 
(1897 • 18)8) p. 1399 - I:Lt0 e, pe r  qttel[o che si r i fe r i sce  al le  re Iaz ion i  t r a  le ~, J-. I~¢IICHELL, 
L o n d o n  M a t h .  S o c .  P r e c .  Vol .  34: (190"2) p. 134. 



60 G. SCYINO: U~a generalizzazione della teoria dei modelli fisici 

~X e perch6, derivando rispetto ad s la X - - r ~ - ,  si ottiene 

\X --  x ~,  - -  y ~y] -- 8s ?x ~s c~y as 

- 

per le [3) e .d .d .  

Le carat terist iche di questa trasforma'tione suggeriseono la possibilith 
di varie esperienze su modello. In partieolare se su una corona circolare si 
6 sperimentato (per es. con metodo fotoelastico): 

a) Col contorno esterno soggetto a sole forze normali e contorno 
interno scarico ; 

b) Col corttorno esterao scarieo e contorno interno soggetto a forze 
normali  ; 

c) Col contorno esterno soggetto a due forze concentrate eguali  ed 
opposte e contorno interno scarico, 

6 possibile, eombinaudo i r isultati  sperimentali  ottenuti  nei tre casi, di deter- 
minare nel contorno trasformato la sollecitazione prodotta da soli carichi 
concentrati .  Non 5 dunque necessario ricorrere ad esperienze sul eontorno 
trasformato e cib rappresenta  un notevole vantaggio tutte quelle volte che la 
trasformazione porti a contorai ehe si estendono a notevole distanza dal l 'or i .  
gine. [n p~rticolare se la tras[orma~ione riduee uno dei cerchi ad una tetra 
iu modo ehe dalla corona eireolare si passa acl una s t rut tura  che pub essere 
assimilata ad un <(ponte a paret ina >>. 

7. L' esempio precedente mostra la possibilith di spcrimentare utilizzando 
trasformazioni pifi generali  della simili tadiae.  Si deve tuttavia rilevare che 
queste trasformazioni pifi generali  non possono essere adottate se non si sono 
scritte prima le equazioni del fenomeno in esame. 

L 'e lenco  di tutte e sole le grandez~e dimensionatc che intervengono nel  
fenomeno, sufficiente per applicare il teorema Pi nel caso di trasformazioni 
simili, non serve nel caso present% nel quale il teorema Pi perde ann note- 
vole parte del suo valore. 

Precisiamo ~tuesta osservazione su un esempio. Si eonsideri il moto di 
liquido perfetto uscente da una lace. Esso dipende da g, dalle velocith locali~ 
dalle dimeasioni  della lace e d.~l enrico H. &veado scelto nan velociti~ 
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carat terist ica V e una lunghezza carat terist iea l, la portata Q della luce sara 
esprimibile con la relazione 

V12- - f  g, V. l; V' V' V' l '  

potremo cio~ scrivere 

( V ~ u  v w  l' H) 
Q - -  Y l~¢' ; V '  v '  V "" l ' 

~ V ~)  
dove V' V' V sono variabiii  da punto a punto e si possono percib indicare 

con ~ (~/, v, w I essendo ~ s i m b o l o  di uu funziouale di elementi purl  mentre 
Y ¥ 1  

l' H 
~- e ~/- sono due parametri  purl  ehe definiseono la dimensione della lace 

ed il carico. 

Se dal prototipo si passa ad ua  modello simile allora, assicuratisi  che 
V ~ 

costante F -- - -  non si ha pifi a leana preoceupazione; b chiaro che essendo 
gl 

il moto rtel modello simile a quello del prototipo la ~ resta la stessa in ogni 

puuto e cosi pure restano invariat i  i parametr i  purl l, H l '  l "  Percib si scrive 

abi tualmente Q-- Vl~qb(F}. Ma se si r inuae ia  alla trasformazione simile si 
dovrebbe scrivere 

l' H )  
O = v~+ F ,  ~:(u, v, ~v),-[, T 

e la invariauza delia ~ uon pub essere affermata se non si eonoscono le 
equazioni che determiaano il fenomeno. 

9. Un 'u l t ima  osservazione prima di concludere. 
Consideriamo un prototipo ed insieme tutti  i modelli che da esso si 

possono ricavare. Poiehb il prototipo b modello di se stesso cosi si pub pifi 
brevemente dichiarare che si prendono in esame tutt i  i possibiii modelli di 
uno stesso fenomeno. Possiamo allora affermare che 

1) Se con una trasformazione (che possiamo indicare con A) si passa 
da M a d  M~ e con la trasformazione B si passa  da M~ ad M2 allora A.B "- C 
fa passare diret tamente da M a M2; 

2) Se le operazioni A e B sono <<affinitY>> o << simili tudini  )> allora b 
A B - - B A  (cio~ vale la proprieth eommutativa). E la stessa proprieth vale se 
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una almeno delle trasforma~ioni i~ una simili tudine o una affinitY. Nel case 
generale le trasformazioni commutabili  tra lore rappresentano perb eceezioni. 
5Tormalmente so A B  = C ~ B A  = D con D =~= C. 

3) Poich~ oItre alle proprieth precedenti  sono soddisfatte le leggi 
del l 'uguagl ianza  ed inoltre, date le trasformazioni A e B si pub affermare 
ehe esistono due elementi C e D non neeessariamente distinti  e tall che 
A C =  B, D A  = B,  cosi segue che le trasformazioni di un modello formano 
un gruppo di infinit i  elementi.  

4) Inf ine se si considera la A come una operazione ed ~ AM1 = Ms si 
osservi che, scomponendo M~ in due parti  ~ e ~, si deve necessariamente 
ottenere 

Aa~ = a2 A~i = ~ con as -}- ~ = Ms 

Si ha percib i{:¢~ -~- ~l) -" A ~  -{- A~.  

cio~ le operazioni A sono operazioni distributive. E poich~ il passaggio da 
un modello ad un altro ha earat tere biunivoco eosi tall operazioni sono 

anche non  degeneri. 


