
Sul modulo delle derivazioni integrabiii 
in caratteristica positiva (*) (**). 

SILVIA MOLII'~EI~LI (Genova) 

Summary. - There arc some inequalities concerning the module o] derivations o] a local ring 
which are tm~e in characteristic 0 and ]alse in  general i~a characteristic p =fi 0 (as i t  is well 
known) ; in the present paper we prove that such inequalities in  char. p are true ]or the module 
o] iutegrable derivations. Moreover we give some suNicient conditions for an associated prime 
ideal to be di]#rentiable in  char. p. 

Introduzione. 

In  carat ter is t ica  posi t iva l 'A-modulo delle derivazioni Der  (A) di un  anello A non 
soddisfa ~ parecchie buone  propriet~ vMide inveee "in c~rat ter is t ies  zero. Perb  il suo 
sot tomodul0 I Der  (A) cost i tui to dalle derivszioni  integr~bili  ha  propriet~ migliori 
analoghe M caso della ears t ter is t ics  zero;  in questo lavoro ne esaminiamo Mcune. 

Nel n. 1, con la prop. 1.1, dimostr iamo ehe, se (A,  m) 8 locale e se esistono n deri- 
vazioni integrabili  D1, ..., D~ di A (con n = dim A) e un sistema di p~rametr i  {xl, ..., 
x.} tMi che det  IlD~xjl[ ~ invertibile,  Mlora per ogni Memento y di m esiste un in- 

~9 m tero m > 0  ts le  ehe: y ~ e ( x ~  ~, . . . , x .  ). D s  questa, proposizione segale 1~ disegua- 
glisnza:  r ank  J ( m ,  I Der  {A)) (m)<dim A che 8 statu p rova t a  con teeI~iehe diverse 
anehe da ¥ .  ISmBAsm e H.  M~SU~U~A ( indipendentemente  da noi). 

In  car~tterist iea 0 ~ poi noto  che i l rango dell 'A-modulo Der~ (A) (dove k ~ sotto- 
corpo di A sul quale A / m  ~ algebrico) non supera la dimensione di A (cfr. [5] quando A 
integro e [6] in generMe), ment re  in earat ter is t ics  p > 0 questo risult~to non 6 pi~l 
vero. Perb,  se sostitui~mo Derk (A) con I Derk (A) ,  ~ vera  ~neora, l~ diseguagtianza: 
r s n k l D e r ~ ( A ) < d i m A  (teor. 2.2), qu~ndo k sis un  eorpo dei coeffieienti di ~ ;  
nel caso in cui A sis integro, la preeedente  disuguaglianzs ~ s t s ta  p rova ta  indipen- 
den temente  anche da H. M~tsumura (con altre teeniche). 

:Nel n. 3 diamo infine deUe eondizioni sufficienti per un idea le P E Ass (A) '~ffinch~ 
sis Der  (A)-differenziabile poich~ in c~r~tteristic~ p,  a differenz~ della csrs t ter is t ica  
zero, un pr imo P E Ass (A) non ~ in generMe differenzisbile. 

Tu t t i  gli snelli  che consideri~mo sono commuta t iv i  con identi t~ e noetherisni .  

(*) Entrata in Redazione il 5 ottobre 1977. 
(**) Lavoro eseguito nell'ambi~o della sezione no. 3 del G.bLS.A.G.A. del C.N.R. 
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l~ingr~zio il Prof.  H. ~/~ATSUl~RA dM quMe ho appreso le propriet£ fond~mentMi 
delle derivazioni integrabili  e con cui ho avuto  utili  discussioni epistol~ri sul presente 
lavoro e il Prof .  P. V~L).]~I~]S~A con il quMe ho ~vuto utili colloqui sugli ~rgomenti  
di questo l~voro. 

1. - Si~ A tin ~netlo e sia Der (A) l 'A-modulo delle sue derivazioni.  In  cur~tteristicn 
p > 0, fr~ t u t t e  le deriv~zioni h~nno p~rticol~re interesse quelle integrabili.  

P reme t t i amo  ull~ loro defirlizione ehe si dice differenziazione (di Hasse-Sehmidt)  
D di A un~ suecessione D := {Do-= 1, D~, D~, ..., D~, ...} di omomorfismi uddit ivi  
D,:  A- ->A tMi che D.(ab)=  ~ D~(a)Dj(b). Allor~ dieia, mo che una  deriv~zione D 

i + j = n  

integrabile se esiste unu differenziazione D = {1, D~, D~, ..., D~, ...} detta, (, inte- 
grMe di D ~) con D~ -= D. Ad ogni differenziuzione si pub associare un  omomorfismo 
di ~nelli E: A-->A~t~ eosl definito: E ( a ) =  ~ D~(a)t ~ ~ssoeiuto Mlu differenziuzione 

n>~0 

D ----- {1, D~, D2, ..., D . ,  ...}. I1 suddet to  omomorfismo E si pub estendere ~d un 
uutomorfismo E* diA[t~ det tomappa di Taylorassoeiata a D, ponendo E*( 5 aiti) -= 

"i~>0 

-= ~ E(a~)#; si ha:  z - E *  = z dove z ~ 1~ proiezione c~noniea, A~t~ -~. A ed inoltre 

E*(t) = t. 
Si pub prov~re ehe esiste un~ corrispondenz~ biunivoc~ fra l~insieme ~ degli 

automorfismi di A[t~ tMi che si ~bbiu ~ . E *  = ~ e per i qua.li t res ts  inv~ri~to, e 

l~insieme delle differenziazioni D di A. 
L' insieme ~ si pub dot~re di unu s t rut tur~,  con l 'oper~zione di composizione di 

uutomorfismi e con il p rodot to  ~E* cosl definito: 

ne risult~ sull ' insieme delle deriv~zioni integr~bili un~ s t ru t tu ra  di sot tomodulo di 

Der  (A), che indichi~mo con I Der (A). 
Se A contiene Q, ogni deriv~zione ~ integr~bile ed h~ fr~ i suoi integrMi 1~ dif- 

ferenz~zione: 

D~ D ~ } 
D = 1, D,~.y ,  ..., n - - T '  . . . .  

In  curatteristic~ p, invece, I Der  (A) ~ in generale tin sot tomodulo proprio di Der (A). 

P~OPOSIZIO~E 1.1. - Sia (A, m) un anello loeale di earatteristiea p :> O. Se esistono 
81, ..-, ~. e I Der  (A) e {xl, ..., x.} sistema di parametri tati che det  II(~xjll ~ m, allora 
per ogni y ~ m esiste un intero mo~O tale vhe per ogni m>~mo si ha: 

y ~  e ( x ~ %  . . . , x ~ ° )  . 
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D I M . -  1)oich~ det  llS~x~l] 5 un  elemento invertibile di A,  esistono ~ e A  
(i~j : 1, ..., n) soluzioni dei sistemi 

S~-: ~ 2 ~ x ~  - :  ~ (h = 1, ..., n); con ~ = 0 se ~ # h ,  1 se ~ = h. 
i=1  

Se poniamo d ~ =  ~ ) . , : ~  ( j ~ l ,  ..., n), si ha  d~x~--: ~ con d ~ e l D e r ( A ) .  
i = 1  

Poich~ {x~, ..., x~} ~ un sistema, di loarametri, Vy ~ m, 3mo > 0 tale che 

y~0 ~ (xl, ..., x~) . 

Vogliamo provare  per induzione su ~, che 

(1) y ~ ° e  (x~ ~, ..., x~ ~) per ogni ~ tale che 0 < 2 < m o .  

Si~ allor~ 0 < ~ < m o -  1; ~ sufficiente p rovare  che, per ogni # intero > :L e < n p  vale 
l ' implicazione : 

y~° e (x~, ..., x~ ~) ::> y~° e (x~ ~, . . . . .  , x~)" ~- (x~ , ., x~ ) (2) 

da cui segue 

x~ ) y e ( x  1 , . . . ,  

in quanto si ha:  

((~L ~ ) ~  + ( ~ + ~ , ,  ~+~)) = (~,+l,. ,  ~+~) ° . .~  ° • 

L~implicazione (2) ~ ban~lmente  vera  per /~ ~ 1. 
l~ugioni~mo per induzione su #;  rest~ allora d~ p r o r a t e  che, se # ~ un intero > 1 

e < np si ha:  

(3) y ~ m O e  (Z~A, . o . ,  X ~ ) ) " +  (X 1 , . . . . . . . . .  , X~b A-i-i) ~ yV~Oe(X~ ~, ,X~)"+i--~ (X 1 , , X~ ) • 

Per  semplicit~ poniamo:  % -~ (x~ ~, ..., x~) ~ e b ~ (x~ , ..., x~ ). 

Sia y ~ ° e  % - ~  b. Si pub scrivere:  

(4) y~mO : a ~- fl 

c o n  

• . .  X ~)~sn 17, (5) ~ =  ~ xl  n -~,,...~ 
slT. . .+sn=l~ 

S~<2a 

e 

~9,1+ 1 2)4+1 
(6) f l~--xi  " a i + . . . - l - x n  "an 

% (as .... s. e A )  

(ai, ..., a n e A ) .  
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1 ° Pas8o. Fissiamo una n-upla  (S~, ..., S,) seelta eosi: 

S~ = ma x  {sl/%... 8~ ¢ 0} 

S,  = m a x  {s,/az,...s._,8~ ¢ O} 

Per  la (5) si ha:  S~+ . . .+  S ~ = f f  e S ~ < p  per i = l , . . . , n .  
Consideriumo ora le derivazioni integrabili  d~, ..., d~, tall  ehe d~x~= ~ ,  alte 

quali sono associate delle differenziazioni: 

¢ = {i,  d2, a?), ..., 4 ~), ...} 

d~ = {i,  d,, d?), ..., d~ ~), ...} 

e i corr ispondenti  omomorfismi di anelli E~: A-->A)~.  
Sia d: A -+ A l 'omomorfismo addit ivo cosi o t t enu to :  

= d(~) o ~3(~)~ oR(~)o o~(~9 
~, ,,, ,,, ,, , , 

~. volte S1 vol~e 

Proviamo che: 

(7) ~(~) = Si! ... S,!as,...s, ÷ Yl 

(S) ~(~) e 

(9) d(y'~°) = 0 .  

con Yi E a i 

AppHcando E ,  ad e si o t t iene:  

/~(~) ~ [E~(x~)] ~*' [E~(x.)] "[ d%....J] 
81+ . .  - u  S n  ~ [~ 

da eui 

* ' "  " ' "  ~ V $  ~i ~ 8 1 . . . # n f  * 

81+ . .  "l" S n  ~ ~ 81+*.*+8n=l  4 

Apphcando E~ in t u t t o  S~ volte  si ot t iene:  

c o n  

d (~">'~ ... "#~)(~)~ = =s,, 3- ~,-s,+~ 

~tl volte 

~S~I = ~ S i ! ~  ~s' "'" ~n ~S~.,..~ "#-S~ 
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In  modo analogo, applicando S~ volte  E~, si ot t iene:  

c o n  
~ volte 8~ volte 

~s~! -- . ~ o . ~ 8  " ' "  w n  teSlZ~s~...sn @ a~-si-se 
s~+ ,,+sn=p--S~--8~ 

e quindi, applicando S, volte  E~ per ogni i = 1, ..., n, si o t t iene:  

0 0 ~  

~(~) = ~ ,~ . . . s~  ÷ ~ 

az,~...s,,~= S l ! . . . S , ! a z  .... s~ e y l ~ a l .  

Si b cosi p rova ta  la (7). 
29X+~t ~Z+I 

Per  la (8) basra  osservare che, per  ogni elemento fl = x~ .ax ~- ... -}- x ,  .a .  ~ a~ 
aplolic~n4o E J l < i < n ) ,  si ot t iene 

]9)*+1 
E~(fl) = [x~ ~÷~ -~ tv*÷'gl(t)] [a~ -}- tb~(t)] -~ ... -}- [x~ ~÷' ~- t g.(t)] [a n -}- tbn(t)] 

con gl(t), ..., g.(t), b~(t), ..., b~(t) eAEt~ da cui d~)( f l )~  ~ per ogni i, l < i < n ,  quindi 

si avr~ anche 6(fl) e t). 
Proviamo la (9). Si ha:  

E l ( y  ~'°) -~ [ E l ( y ) ]  ~'~° = yV~° - ~  ~ ° l ( t )  c o n  l( t)  ~ A~ t~  

e quindi, I)oichb O < A <  too, si ha :  

aF)(y ~ ° ) = 0  e a(y~'°)=o. 

Dalle (4), (7), (8), (9) segue allora: 

da cui: essendo S t <  p:  

Quindi si pub scrivere: 

3 - .Annal~ di Matematlca 
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(3 0 ~ 

! ! 

2 ° Passo. F r a  t u t t e  le n-uple (s~, ..., s~) che compaiono in ~' (e pe r t an to  diverse 
dalla (N~, ..., S~) seelta p receden temente ) ,  scegliamo ora (S'~, ..., S',) con le stesse 

modal i t~  di (S~, ..., S~). 

Sie~ 

t~q~ ..... w~ ..... ~u I ..... ~I " 

" ::: s; ,  ;o~t~ s ;  ;o l t~  

da cui 1~ tesi. c.v.d. 

ESE~CPIO 1.2. - 8ia K un corpo di cara t ter is t iea  p > 0 e sia 

A = KEX , ~ / ( X  ~ -  t "~') = K~x, y~. 

Si pub provare ,  in modo  anMogo a,1 1 ° Passo,  che: 

~ ' ( ~ ' )  s ; !  ' ' ' ' . . . .  S~. as;.,...s~ z @ y~ con ~1 ~ al 

~ ' ( ~ ' )  e 

/ / 

da cui a%..s• e al @ 5. 

3 ° Passo. I n  modo  ana.logo al 1 ° Passo  e M 2 ° Passo,  si fissano t u t t e  le 9ossibli 

n-uple (sl, ..., s~) che compaiono nella sommato r i a  (5) e si p r o v a  che as1...8 ~ al @ 5 

per  ogni n-uplu (el, ..., s~), da cni 

Si ~ cosl p r o v a t a  l ' implicazione (3) e quindi  la (1). 
In part icol~re r isul ta :  

o~o ~ (a  1 , a n e A ) .  (10 )  y ~ "  = x 1 . a  I - ~  . . .  - ~  x ,  "an  . . . ,  

Per  ogni m > m0, e levando poi en t r amb i  i m e m b r i  delle (10) a p ~ - m  si o t t iene:  

y ~  = ~ ( a ~ )  ~ . . . .  + . . .  + ~ ( a . )  ~ . . . .  
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Allora dim A ~ 1, (x} ~ un  s is tema di p a r a m e t r i e  {y} ~ un al t ro s is tema di p a r a m e t r i  

di A. 
Poich~ si ha :  y ~  ~ (x~)~ per  la prop.  1.1 la derivazione D di A indot ta  da ~/~X  

non ~ integr~bile. 
I n  questo  c~so il f a t to  che D non sia integrabfle  si pub  vedere  anche con calcoli 

dh~etti. I n f a t t i ,  se lo fosse, es is terebbe un  omomorf i smo di anell! E:  A -+ A[t~ ~ale 

che E(x)  -~ x -~ t -~ t~D:(x) + ... e E(y)  -~ y + t~D~(y) -~ . . . .  Allora si av rebbe  

E(x  ~ -  y~)  = x ~ + t ~ + t2P(D~x) ~ + . . . -  (y~ -[- t ~ ( D ~ y ) ~  + ...) = t ~ -+- ... ~ O . 

Si pub vedere  invece c h e l a  deriv~zione d di A indo t ta  da ~/~ Y ~ integrabi le;  infa t t i  
ad  essa si pub  associ~re la m a p p a  di Tay lor  cosi definita: 

E*(x) ~ x + t ~ , E*(y) ~ y + t ,  E*(e) = c per  ogni c e K .  

Per  la prop.  1.1 si deve avere  x ~°  e (y~°), e in effett i  Bib ~ vero per  mo = 1. 
Sia (A, m) un  anello locale e J ( m ,  I Der  (A))(m) la m~tr ice  definita in [4], § 2. 

CO]~OLLA~IO 1.3. -- Sia  (A,  m) u n  anello locale di caratteristica p > O. Allora si ha: 

r a n k  J ( m ,  I Der  (A))(m) < dim A. 

DI~ .  - Suppon iamo che sin r a n k  J ( m ,  I Der  (A))(m) > d i m A .  Allora per  [5] 
l e m m a  2.1 A non b regolare.  Siano n --~ dim A e (y~, ..., y~} un~ base  min imale  di 

genera tor i  di m con v >  n. Es is tono allora ~ ,  ..., ~ , + ~ e I  Der  (A) tali  che 

M _~ 

~1 Y~ "'" ~1 Y~÷~ 

: 

Poss iamo suppor re  che M sin del t ipo:  

M =  

I ~1~ 1 . . .  ~ I ~  ~ y  

6~+1xi ... ~+~x.  ~+lY 

con {xl, ..., x,} sistem~ di pa rumet r i  di A tale  che xj = y~ m o d  m ~ per  j --~ 1, ..., n 

e y = Y~+I" 
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Siano allora i ,  e A (i, j = 1, ..., n + 1) le soluzioni dei seguenti  s is temi:  

S,: 

n + l  

i = l  

n + l  

) . .  ((~,y) = 0 
~=1 

( h = l , . . . ,  n) 

n+l 

L~+~(~,x~) = o (h = i,..., n) 
i=l 

~n+1: ~+I 

~ + 1  (Sty) = 1 

n + l  

Ponendo  d~ = ~ t ~  c o n j  = 1, ..., n + 1, si ha  allora:  djxT,--- OJh per  j ,  h = 1, ..., n 

e d~y = O, ment re :  

(11)' d~+~x~ = 0 e d.+~y = 1.  

• Ino l t re  d~, ..., d~+x e I Der  (A). 

Dal la  prop.  1.1 segue la relazione: 

(12) y~mO=x~°al -47  ... + x~"°a~ con a l , . . . , a ~ e A  e mo>O. 

Appl icando all~ (12) un  omomorf i smo E~+~ associuto u d~+~ si ottieme: 

[E.+I(y)] ~°= [E.+I(xl)] ~" [E(aO] +... + [E.+a(x.)] ~ [E(a.)] 

da cui, tenendo conto ~nche della (II): 

l e ( x l  , . . . ,  

il che ~ assurdo. ~ assurdo quindi supporre  

r ank  J ( m ,  I Der (A))(m) > dim A .  e.v.d. 

O S S E R V A Z I 0 i N E .  - -  I n  carat ter is t ic~ zero, L ~ P A ~  ~ ha  d imost r~ to  il seguente  risultuto.  
Sia A un  ~nello eon tenen te  un eorpo di carat ter is t ic~ zero, e s i a m  un  ideale di A 

tale  che A sia uno spazio di Hausdorf f  comple to  per  l~ topologia~ m-adiea.  

Suppon iamo che esist~no de]le derivazioni  d~, . . . ,  d~ di  A e degli e lement i  x~, . . . ,  x~ 

d i m  ta]i  che det  Ild~x, II sia invert ibi le.  Allora esiste un  sotto~ne]lo B di A t~le ehe: 

1) x~, . . . ,  x~ sono an~l i t ieamente  indiDendenti su B. 

2) A = B ~ x l , . . . , x , ~ .  

(err. [2]). 
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¥ .  Ism_BAsm e I t .  MA~SU~ImA hanno  d imos t ru to  che questo r i su l ta to  vale anche 

in cara t ter is t icu  p > 0 purch~ siano d~, ..., d, e I Der  (A) (cfr. [1]). Essi  p rovano  cosi~ 
con tecniche diverse dalle nos t re  e indipendente lnente  da  noi, il cot. 1.3. 

2 .  - Sia (A, m) un unello locale di cara t te r i s t ica  p > 0. Se K ~ un corpo contenuto  
in A ,  diciamo che una  K-der ivaz ione  D di A ~ K-integrabile se esiste una  differenzia- 
zione D = {1, D, D~ , . . . ,D~ , . . . }  con Di: A--->A omolnnorfislni addi t iv i  e tali  che 
D~ e ~ 0, per  ogni c e K .  

Sia ~ il colnplet~inento m-adico  di A e sia K un corpo dei coefficient.i di fi~ (cfr. [3], 

pug. 197). 
Allora ogni deriv~zione D di A si pub  es tendere  ad llna d e r i v a z i o n e / )  di ,~ che 

pub essere o non essere K-integrabi le .  Consideriamo allora il seguente  sot tolnodulo 

di Der  X (A): 

I Der  K (A) = (D e D e r  K (A)/~) ~ K-integr~bi le} .  

I n  questo num ero  di~mo un~ l imituzione superiore  al r~ngo di I Der  K (A), che vale 
anche quando A non ~ integro.  A ta l  fine dobbialno p r e m e t t e r e  un~ definizione di 
rango di un  A-inodulo M finit~inente genera to  nel caso in cui A non ~ necessaria- 

Inente  integro (cfr. [6]). 

DEFI~IZI0~E 2.1. -- Dieiamo rango di un A-modulo M ]initamente generato il m.as- 
simo numero di elementi linearmente indipendenti di M. 

Se M ~ un  so t tomodulo  di un A-modulo  libero A ~ e s e a l  ~ (a11, ..., al~), ... as = 
= (as1 , ..., a,~) sono elelnenti  di M, si pub  considerate  la Inutrice B = Ita,II ussociata 
ad a~, ..., a , :  Sis al lora I~ l ' ide~le gener~to d~- t u t t i  i minor i  di ordine s di B. Per  il 
corollario 2.5 di [6] (oppure per  il Lelnm~ z pa,g. 889 di [2]), a~, ..., a, sono linear- 

Inente  indipendent i  su A se ,e sol tanto  se Ann  (I,) = 0. 

TE0~E:gA 2.2. - Siano (A, m) un anello locale di earatteristiea p > O, fl~ il suo com- 
pletamento e k un  corpo dei eoe/]ieienti di fl~. Atlora si ha: 

r a n k  I Der~ (A) < dim A / P  

per ogni P e A s s  (A). 

:DI~[. - Sia P e A s s  (A). 

1 ° P a s s o .  Provia lno  the  si ha :  r a n k  I Derk ( A ) < r a n k  I D e r ~  (A/P).  Si~ (Yl, ..., Y~} 
una  base  Ininilnale di generutori  d i m .  
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Poichg, per ogni D e I Der~ (A), D induce unuderivazione D e I Der~ (A/P)  (err. [~], 
cor. 10', pag. 28), esiste il seguente diagramma eommuta t ivo  ([6], prop. 1.3) : 

(13) 

I Der~ (X) ~> A ~ 

I Der~ (A/P)  ~ (A/P)  ~ 

con ~ f (D)=  (Dye, ..., Dye) e (f(D) = (Dft~, ..., D~) .  Sia r~nk I Der~:(A/P) = s. 
Prese comunque D~, ..., D,+~ e I Der~ (A), allora ~(D~), ..., ~5(D~+~) saranno linear- 

mente  dipendenti  su A / P  e quindi, se B g la matr ice ]ID~y[I e / ~  g la matr ice  IID~II,  
si avr~ ~1I~+~ = 0 per ogni minore 21I~+~ di ordine s + i della mat r ice /~ .  Pe r  la eom- 
muta t iv i t£  del diagramma (13) si ha allora M~+~ ~ P per ogni minore M.+~ di ordine 
s @ 1 di B e quindi D~, ..., D,+~ sono ] inearmente dipendent i  su A ([2], pag. 889). 

2 ° Passo. Per  provare  la diseguaglianza: rank  l D e r ~  ( A / P ) < d i m  (A/P)  ci si ri- 
conduce a dimostrare  il seguente 

COI~OLI, A]~IO 2.3. - Siano (A, m) un dominio locale di earatteristica p > O, ~ il 
suo eompletamento e k un corpo dei eoe]ficienti di _~. Allora si ha: 

rank  I Derk (A) < dim A .  

D I M .  - Sia {yl, ..., y~} unu base minimale di generatori  di m e si,~ ~o: I Der~ (A) ~> A ~ 
l 'applicazione cosl definita: ~0(D) ~ (Dye, ..., Dye). Se r ank  I Derk (A) > dim A = n, 
esistono Dx, ...~ D .  ~ I Derk (A) t~li che ~0(Dz), ..., ~0(D~) sono l inearmente  indipen- 

denti  su A e quindi tMi che: 

det  []Day~ !lh,~=l ..... ,~ ~ m~-- m~+l 

per un intero 2.>0. Sia allora (x~, ..., x,} un  sistema di pa ramet r i  tale che xj ----- y~ 

rood trt s+2. 
Si avr~: 

det  ]]D~xji] = det tlD~y~II + N # O  con N e r o  ~+x. 

Allora, se ~v: I D e r ~ ( A ) - ~ A  ~ ~ l 'omomorfismo di A-moduli  cosi definito: ~0(D)= 

= (Dx~, ..., Dx~) proviamo che T ~ iniett ivo.  
Se ~0 non fosse iniet t ivo esisterebbe una  / ) e I  Der~ (A) tale che / )xl  . . . . .  

= Dx ,  = 0 e D y , ¢ O  per un i, l < i < v .  Poich~ x{ ~ intero sul sottoanello B = k[x~, 
..., x,~ (efT. [3], pag. 212, cor. 2), esiste un  polinomio ](T) ~ coefficienti in B tMe che 

/(y~) = 0. 
Sia ](T) un polinomio di gr~do minimo r t~]e che ](y,) = O. 
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Proviumo Mlora che si uvrebbe 

(14) r ~ f'l pXZ 
,1eN 

da cui r = 0; il che ~ assurdo. 
Pe r  dimostraxe la (14), proviamo per  induzione su 2 le seguenti  propriet~ P~, 

per ogni ~ > 0 :  <(esiste un  polinomio g~(T) cli grado r ta.le che g~(y~) = 0 e g~(T) 

e ~x~ ¢, ..., x ~  [ ~ ]  ,>. 
Poichb vale Po, proviamo l ' implicazione: 

(15) P~ ~ P~+~ per 2~>0. 

Si~ g~( T) = b o ~ b ~ T ~ ~ + bv~q:T ~ con pX q : r, b~ ~ k[x~ ~, ..., x~] 
Sia E un  omomorfismo associato alla derivazione D (estenzione di D ad A) e sia 

D = {1 , / ) ,  D(~)~ ..., D (° :..} la differenziazione definita da E. 
Con semplici cMcoli si pub verier% applicando E the  D(~)(b~) : 0 per i = 1, ..., p~ 

e j : O, p~, . . . ,  p~q, e D(~)(y~ ~) = sy~"(~-~)(Dy~) ¢ per  s = 1, ..., q. 
Quindi si h~: 

D(~)g~(y~) b~.(Dyi) ~ -~ ... ~- ~ ,~q~  ~ : 

d~ cui: bv~ ~- _i_ ~r ~.v~(q-~) 0. . . .  ~ t I l # q  ~Ji  = 

Poichb p ~ ( q -  1) < r~ deve essere: s b ~  = 0 per s = 1, ...~ q, e quindi gz(T) 

~x~, ..., x ~  [T~"]. 
Consideri~mo oru n omomorfismi E~, ..., E~ e le ~ssoci~te differenziazioni: 

= {1 ,  . . . ,  . . . }  

D~ = {1, ~ , . . . ,  D(~ ), ...) associate ~ D1, ..., ~ , .  

Applic~ndo E~ si vede che: 

D~ (y~ ) : 0  per ogni s > l  

men t re  per 

co  

SlA~ .* + S n = 0  

con j = 0 , . . . ,  r si ha:  

D(V~)(b ) ,qJID x )~ . 1 ~ = v l ,  1 I -k . . + f l ~ ( n l x , )  ~ 
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COIl 

Allora si ot t iene:  

~ t + . . . + s n = O  

~ = 8nX  1 C;~ ... sn 
s~+...+sn=O 

0 ~a D{~*)[ga(y,)] = [fl°(D~x,) ~ + ... + fl,,(D~x~) ] + ... 

. . . . . .  t~(D~xn) ] = 0 

da cui: 

(Dlxl)~'[fl ° + + y~pl + + + y ~ ]  O. . . . . . .  ( D l x ~ )  [fl~ + . . . .  

Applic~ndo a g~(Yi) ~nche E,~, ..., E~, si ha cosl il sistema 

(Dxxl)~ ~ [flo + ... + y~fl;] + ... + (D~x~)~ ~ [rio 47 ... + V~fl~] = 0 

(D~x~)~ ~ [flo + . . .  + y~fl~] + ... + (D~x~)~ ~ [flo + ... + y~fl~] = 0 

con det  ttD,x~ll V:O, da cui: 

(16) ~ + ... + y ~ ;  . . . .  o, , ~o + ... + y,  ~ = o .  

l~ipetendo al massimo n ( p -  1) vol te  ii ragionamento,  sosti tuendo ogni volta  a ga(y) 
un mlovo polinomio o t t enu to  dalle (16)~ si pllb ot tenere  un 'equazione  del t ipo:  

. . . . . .  3~ n ~ • b o 4  7 + y ~ b ~ = O  con b o , . . . , b ~ K ~ x  1 , , 

Si ~ cosi lorovata l'imlolicazione (15) e quindi la (14). 
Ne segue che 9 ~ iniett.iv~ e quindi se r ank  I Der~. (A) > n, si ha necessaria.mente 

rank  I Derk (A) = n. c.v.d. 

COROLLA~I0 2.4. - S iano (A~ m) un  anello locale di caratteristica p > O, _~ il ~uo 

eompletamento e k un  eorpo dei coefficienti di  f*, Al lora si ha: 

r~nk I Derk (A) -4< dim ~/ /3  

per ogni P ~Ass (~).  
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DI~ .  - La  tesi  segue dal teor.  2.2, osservando ehe 

rank I Der~ (x) < ra,nk ~ Der~ (~i) < rank  ~ Der~ (~/P) <d~m_~i/P, 

per  ogni / S e A s s  (fi~). 

O S S E R V A Z I O N E .  - -  H.  MATSU~'~A (letter~ priv~tu)  ha  p rova to  il r i su l ta to  del 

cor. 2.4, qu~ndo A ~ un dominio,  ma  la nostr~ dimostrazion% oltre ~ vMere per  A 
quMsi~s% ~ indi]?endente dMla sun. 

3. - Sin P un p r imo ussociato Ml'ideMe (0) di a n  anello A e si~ D una  derivazione 
di A. ]~ no to  ch% se D ~ integl'abile, P ~ D-differenziabile, cio~ si ha  D P  c P e quindi 
D induce una  derivazione J0 di AlP;  m a  in generMe (in cara t te r i s t ica  p) questo  r isul ta to  

fMso se D non  ~ integra.biIe, anche  se D soddisfa ad  ipotesi  mol to  forti .  
Ad esempio se (A, m) b u n  dominio locale, fi_ b il sup comple tamento ,  D ~ una  

derivazione di A e b ~ l 'es tensione di D ad  una  derivazione di A,  non ~ det to  che ogni 
p r imo ~ssociato a.ll'ideale (0) di A sin b-differenziabi le .  

L 'anel]o A = / ~ [ C ]  con R e C come nell 'es.  3.2, pag.  206 di [7] ne costi tuisce 

un eseml~io. 
I n f a t t i  run ico  pr imo f i  E Ass (fi_) ~ 15 = (x - -  c) e, se D ~ derivazione di A indo t ta  

dMla derivazione ~/~X di R[X], si h~ / ) (x  - -  c) = 1 ~/5, quindi 15 non  ~/) -di f feren-  

ziubile. 
Abb i am o  t rova t o  pifi in generMe delle condizioni sufficienti per  l ' ideale P affinch~ 

P sin differenziabile, cio~ si abbia  D P  c P per  ogni derivazione D e Der  (A). 
Si~ A u n  anello di ca.rutteristica p ~ 0, sin t )  = (x~, ..., x~) un p r imo  di Ass (A) 

e sin 

(17) ( O ) = Q n Q ~ n . . . n Q : n Q ~ n . . . n Q :  

una  decomposizione pr imar ia  dell'ideMe (0) di A, con %/Q = P, ~ / ~  ¢ P, %/~  ~ P 
per  i ~ 1, -..7 r, j = 1, ...7 s. 

Pe r  ogni x~, i = 1, ..., n, ehiumiamo ).(x~) ii min imo intero  > 0 tale  che x~(~)eQ. 

PROPOSIZlO:NE 3.1. - Siano A e P come sopra. 
Se esiste una decomposizione primaria di (0) del tipo (17) soddisfacente le seguenti 

condizioni : 

1) ~($,) ~pZ per  i = 1, ..., n, 

2) [(Q~ n ... (~ Q:): ($~(~'))] ¢ [Q: (x~(~)-l]) per  i = 1, ..., n. 

allora l'ideale P ~ differenziabile. 
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D I ~ .  - Sia D u n a  der ivaz ione  di A.  Bas ra  p rov~re  ehe Dx~ ~ _P per  ogni  h = 1, ..., n.  

Sia h ta le  che 1 < h < n ;  scegl iamo degli  e l ement i  Y4 e Q'i ta l l  che y~ ~ P (i = 1, . . . , r )  

e a n  e lemento  

Ponia ,mo u ----- x~ (~)* z.y~ ... y~ con 

Si av rg  al lora 

da cui :  

(i8) 

! II I f  
u e Q n Q ~  n . . . n Q , ~ Q ~ n . . . ~ Q ,  = ( o ) .  

D u  = 2(xh)x~(~)-~'z 'yl~ ... y~Dxa + x~(~')D(z'yl ... y~) = 0 

,~(xa) x~(~,)- 1. z" YI "" Y~" Dxa ~ Q " 

Poichb  X(xh) 6 pZ,  x~ ( ~ ) - l ' z  ~ Q e Yl ..., Y~ ~ P ,  dalla (18) segue Dx~ e P .  

PI~OP0SIZIONE 3.2. - Siano A e P come sopra. Se esiste una decomposizione pr ima-  

ria di (0),  del tipo (17), soddis]aeente le seguenti eondizioni: 

1) 2(xi) ~ p Z  per i = 1, ..., n, 

2) P ~ minimale ,  

allora t~ideale P ~ di]ferenziabile. 

D I ~ .  - La  d imos t raz ione  ~ uguate  a quella della prop .  3.1 in eui si ponga  z = 1° 
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