Sul module delle derivazioni integrabili
in caratteristica positiva (*) (*¥).

Sruvia MoLINeLLI (Genova)

Summary. — There are some inequalilies concerning the module of derivations of a local ring
which are true in characteristic 0 and false in general in characteristic p # 0 {(as it is well
known); in the present paper we prove that such inequalities in char. p are true for the module
of integrable derivations. Moreover we give some sufficient conditions for an associated prime
ideal to be differentiable in char. p.

Introduzione.

In caratteristica positiva I’A-modulo delle derivazioni Der (4) di un anello 4 non
soddisfa a parecchie buone propriefd valide invece :in caratteristica zero. Perd il suo
gsottomodulo I Der (A) costituito dalle derivazioni integrabili ha proprieta migliori
analoghe al caso della caratteristica zero; in questo lavoro ne esaminiamo alcune.

Nel n. 1, con la prop. 1.1, dimostriamo che, se (4, m) & locale e se esistono » deri-
vazioni integrabili Dy, ..., D, di 4 (con n = dim A4) e un sistema di parametri {»,, ...,
@,} tali che det | D,x,| & invertibile, allora per ogni elemento y di m esiste un in-
tero m>0 tale che: ¥*" e (a¥, ..., 2% ). Da questa proposizione segue la disegua-
glianza: rank J(m, I Der (4))(m)<dim A che & stata provata con tecniche diverse
anche da Y. IsmiBASHI e H. MATSUMURA (indipendentemente da noi).

In caratteristica 0 & poi noto che ilrango dell’4A-modulo Der, (A) (dove & & sotto-
corpo di A sul quale 4 /m & algebrico) non supera la dimensione di 4 (cfr. [5] quando 4 &
integro e [6] in generale), mentre in earatteristica p > 0 questo risultato non & piu
vero. Perd, se sostituiame Der, (4) con I Der, (4), & vera ancora la diseguaglianza:
rank I Der, (A4)<dim 4 (teor. 2.2), quando k sia un corpo dei coefficienti di A;
nel caso in cui 4 sia integro, la precedente disuguaglianza & stata provata indipen-
dentemente anche da H. Matsumura (con altre tecniche).

Nel n. 3 diamo infine delle condizioni sufficienti per un ideale P € Ass (A) affinché
sia Der (A)-differenziabile poiché in ecaratteristica p, a differenza della caratteristica
zero, un primo P € Ass {4) non & in generale differenziabile,

Tutti gli anelli che consideriamo sono commutativi con identitd e noetheriani.

(*) Entrata in Redazione il 5 ottobre 1977.
{**} Lavoro eseguito nell’ambito della sezione no. 3 del G.N.8.A.G.A. del C.N.R.
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Ringrazio il Prof. H. MATsuMURA dal quale ho appreso le proprietd fondamentali
delle derivazioni integrabili e con cui ho avuto utili discussioni epistolari sul presente
lavoro e il Prof. P. VALABREGA con il quale ho avuto utili ecollogui sugh argomenti
di guesto lavoro.

1. - Sia A un anello e sia Der (4}’ A-modulo delle sue derivazioni. In caratteristica
p >0, fra tutte le derivazioni hanno particolare interesse quelle integrabili.

Premettiamo alla loro definizione che si dice differenziazione (di Hasse-Schmidt)
D di A una successione D = {D, =1, Dy, D,, ..., D,, ...} di omomorfismi additivi
D;: A — A tali che D,(ab) = > D,a)D,b). Allora diciamo che una derivazione D

iti=n
& integrabile se esiste una differenziazione D = {1, Dy, D,, ..., D,, ...} detta «inte-
grale di D» con D, = D. Ad ogni differenziazione si pud associare un omomorfismo

di anelli B: A — A[t] cosi definito: H(a) = 3 D,(a)i" associato alla differenziazione
nz20

D={1,D,D,,.., D,,..}. Il suddetto omomorfismo K si pud estendere ad un
automorfismo E* di A[t] detto mappa di Taylor associata a D, ponendo E*( > aiti) ==

>0

= Y F(a;)t; si ha: n-B* = 7 dove z & la proiezione canonica Aff] ~ A ed inoltre
i=0

E¥(t) = ¢.

Si pud provare che esiste una corrispondenza biunivoca fra Pinsieme € degli
automorfismi di A[f] tali che si abbia m-F* == e per i quali ¢ resta invariato, e
Pinsieme delle differenziazioni D di A.

L’ingieme @ si pud dotare di una struttura, con operazione di composizione di

automorfismi e con il prodotto AE* cosi definito:

Sat) = 3 3 Duernin) s

iz0 iz0 ‘iz0

(B

ne risulta sull’insieme delle derivazioni integrabili una struttura di sottomodulo di
Der (A4), che indichiamo con I Der (4).

Se A contiene Q, ogni derivazione & integrabile ed ha fra i suoi integrali la dif-
ferenzazione:

D:{I,D b D }

,é’!“, ..-"17!" tee
In caratteristica p, invece, I Der (4) & in generale un sottomodulo proprio di Der (4).
PROPOSIZIONE 1.1. — Sia (4, m) un anello locale di caratieristica p > 0. Se esistono

b1y -y Spe I Der (A) € {m, ..., m,} sistema di parametri tali che det [|6,2;] ¢ m, allora
per ogni y € 11 esiste un intero my>0 tale che per ogni m>m, st ha:

7 1:2
¥y e (@, .., ).
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DiM. — Poiché det [d,2;] & un elemento invertibile di A, esistono A,e4
(t,j =1, ..., n) soluzioni dei sistemi

S;2 Y 26wy =06s (h=1,..,m); con d;,=0sej*h, 1sej=rh.

i=1

"
Se poniamo d;= > 4,6, (j=1,...,n), si ha d,z, = 0 con d,e I Der (4).
i=1
Poiché {@,, ..., #,} & un sistema di parametri, Yy em, Im,>0 tale che

p™o

Y e @y, oony Ta) -

Vogliamo provare per induzione su A, che

(1) ¥y e (@, ...,a?") per ogni 1 tale che 0 <A< m,.

Sia allora 0 <A< m, — 1; & sufficiente provare che, per ogni g intero>1 e <np vale
P’implicazione:
p}.d—l pl'kl

A A 7. A 2
(2) yhe (@], o) =yt e (], ) @, )

da cui segue

pmo prH1 pit 1)
?

ye@y .., 2,

in quanto si ha:

p* A A+1 A+l A+1 A+
(@2 oy @)™ 4 (@2, el ) = (@, L al ).
L’implicazione (2) é banalmente vera per u = 1.
Ragioniamo per induzione su u; resta allora da provare che, se 4 & un intero>1
e < np siha:

m A A A+l At+1 A A A+l A+1
(3) ?!p ”e<w119, R a"z )H+ (wzl) ,-~-79”z+) = y’pmue(w?7"'7m£ )M+1+ (W? ,---a5”z+)-

pheL

Per semplicith poniamo: a, = (&%, ..., 2% )" e b= (a2, ..., a5 ").
. ud i . .
Sia """ ea,+ b. Si pud scrivere:

(4) Yy =a+p
con
A A
(5) o _.—.; . ;s *mi’ By ra, o €a, (a, o €A)
Taer X
e

(6) B=a""a,+ ...+ 2% a, (a,..,a,¢cA).
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1° Passo. Fissiamo una n-upla (8, ..., 8,) scelta cosi:

Sl = Imax {81/“31...3,,# 0}
8, = max {sy/ag,, 70}

8, = max {s,/ag ¢ . #0}

«Sp-13n

Per la (5) si ha: 8,4+ ...+ Sp=p e 8;,<p per i=1, ..., n.
Consideriamo ora le derivazioni integrabili d,, ..., d,, tali che d,4;,= §,, alle
quali sono associate delle differenziazioni:

d, = {17 d;: d(12)7 y d(li): }

d,= {17 Ay d(12)’ %) d%), }

e i corrispondenti omomorfismi di anelli E,: 4 — A[i].
Sia 6: A ~ A Pomomorfismo additivo cosi ottenuto:

8§ = dy)o...odg‘)o...od(f’z)o...od(fx)

S,.:olte 8 \;olte
Proviamo che:
(7 Oo) = 8! Splag, g -F7 con pieQ
(8) 0(B)eb
9 Y™™y =0.

Applicando F; ad o si ottiene:

Bi(«) = 2 [El("ﬁ)]’y131 [El(”n)]plsn'[E1(“s,...s,,)]

8+ ey
5Hi<p
da cui
v e (8,1 3, ] D*8y , (D7)
Ny = 3 2t o al "Wy e T 2 WA e )
81+ o t8n=p 8t t8p=p
H<p 81 <p

Applicando FE, in tutto 8, volte si ottiene:

A A
d(f) )"--'d(zp )(05) = og,; -+ Yu—5+1

8; volte
con
. D73, D3
Og == Z Slag™. ..oy ey  ; €EGug  © Yy 541€0, g1-

83+, Fon=g—8;
<y
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In modo analogo, applicando 8§, volte #,, si ottiene:

v A v A B
63;” )o,.‘odgp )od(l” )o...od(lp No) = Ly 19,0 T VumS,— s 41

83 volte 81 volte
con

— 1Q 1,0 sy
Olg, 18,1 . E < ‘5;1’3'2”3 ey g g 3, E g8, € Vu-8,-8+1C Ou_ 58,41
gt . T8 =M~31—0

e quindi, applicando 8, volte E, per ogni ¢ = 1, ..., #, 8i oftiene:

0(a) = Gg,1... 8,1 + 71

con
agy. 5= St Slag 5. € yi€ag.

1

Si & cosi provata la (7).
Per la (8) basta osservare che, per ogni elemento § = 27" a; + ... - 2% " -a, €0,
applicando E,(1<i<n), si ottiene

E(B) = [ 4 " gy(0)1[ay + by (0] + - 4 [#5 7 + 7 gu8)] ey, - 15,(2)]
con gy(t),y ..., gu(®), by(t), ..., bu(t) € A[f] da cui d®?(B) € b per ogni 4, 1<i<n, quindi
si avra anche 6(f) € b.
Proviamo la (9). Si ha:
By(y™™) = [By(y)P™ =y + 7U()  con I(t) € A[]]
e quindi, poieché 0 <A< my, si ha:
&Ny =0 e By =0.
Dalle (4), (7), (8), {9) segue allora:

8,18, ag o a6

da cui: essendo 8;< p:

ag, . s, €0+ 0.

Quindi si pud serivere:

¥ = o B Y

3 — Annall di Malematica
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con

*g,

A
08y V4
- &y,

o = o — a? ag, 5, €0,, PBED e y,i€a,,.

2° Passo. Fra tutte le n-uple (s, ..., s,) che compaiono in o’ (e pertanto diverse
dalla (8, ..., 8,) scelta precedentemente), scegliamo ora (S, ..., 8)) con le stesse
modalitd di (8, ..., 8,).

Sia

— g 0 g v
8 = d7...0d"o...0d?o...0d

&, volte S! volte
Si pud provare, in modo analogo al 1° Passo, che:

8'(a') = Si!... Sulagii s p1 con prea
6'(f)ebd
8 (Vrr) = 0

da cui ag.s. €06, -+ B.

3° Passo. In modo analogo al 1° Passo e al 2° Passo, si fissano tutbe le possibli
n-uple (s, ..., 8,) che compaiono nella sommatoria (5) e si prova che a, , €a;+ b
per ogni n-upla (8, ..., 8,), da cui

e
¥ e, .+ 0.

Si & cosi provata Pimplicazione (3) e quindi Ia (1).
In particolare risulta:

(10) Y=o a2 e, (G, 0,€ A).
Per ogni m > m,, elevando poi entrambi i membri delle (10) a p™~™ si ottiene:
Y = (@) - a2,

da cui la tesi. c.v.d.

EsEmMeio 1.2. - 8ia K un corpo di caratteristica p > 0 e sia

A = K[X, Y])(X*— ¥") = Ko, 91 -
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Allora dim A = 1, {»} & un sistema di parametri e {y} & un altro sistema di parametri
di A.

Poiché si ha: y”° ¢ (&”), per la prop. 1.1 la derivazione D di A indotta da 8/0X
non & integrabile.

In questo caso il fatto che D non sia integrabile si pud vedere anche con caleoli
diretti. Infatti, se lo fosse, esisterebbe un omomorfismo di anelli H: 4 — A[f] tale
che Elp) = o -+t -+ 2 Dy(@) + ... e By} =y -} 12 Dy{y) -+ .... Allora si avrebbe

B® — ) = a® + 1* + 2P(Dy@)® - .. — @7+ (D)™ - ) =1 20

Si pud vedere invece che la derivazione d di A indotta da 9/0Y & integrabile; infatti
ad essa si pud associare la mappa di Taylor cosi definita:

@) =2+, B¥y)=y-+t, FE*e)=2¢ per ogni cek,

Per la prop. 1.1 si deve avere 2’ e (¢*""), e in effetti cid & vero per m,= 1.
Sia (4,m) un anello locale e J(m, I Der (4))(m) la matrice definita in [4], § 2.

COROLLARIO 1.3. — Sia (4, m) un anello locale di caralieristica p > 0. Aliora si ha:
rank J(m, I Der (4))(m)<dim 4.

DiM. — Supponiamo che sia rank J(m, I Der (A4))(m)>dim 4. Allora per [5]
lemma 2.1 A non & regolare. Siano n = dim A4 e {y,, ..., ¥,} una base minimale di
generatori di m con v > n. Hsistono allora d,, ..., ... € I Der (4) tali che

51%'1 51?/i,.+1
M= : : ¢m

]6n+1yi1 o Oy Y,

Possiamo supporre che M sia del tipo:

I Sy ... Sy, Sy
M= i : : Polgm
E Onia®s - Onga®n  Onpd
eon {@, ..., #,} sistemd di parametri di A tale che &, = y, modm2per j=1,..,n

¢ y= yinﬂ'
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Siano allora A ;e 4 (6, =1,...,n - 1) le soluzioni dei seguenti sistemi:

n+1
z Aii (8s21) = 05 (h=1,...,m)
8;: =t
n+1
Z A (0y) =0
i=1
e
n+1
z A1 (i) =0 (h=1,..., %)
=1
Sn+1: n+l
Z )tin_;.x (b) =1
j=1
a1
Ponendo d; = ¥ A;;0;conj=1,..,n - 1,sihaallora: d;z, = 8, per j,h=1,...,n
i=1
e d,y = 0, mentre:
a1y oy, =0 e d,,y=1.

- Inoltre d, ..., d,,, &I Der (4).
Dalla prop. 1.1 segue la relazione:

(12) ¥ =a"a, + ...+ 2™ a, con a,,..,a,€4 e my>0.
Applicando alla (12) un omomorfismo ,,; associato a d,,, si ottiene:
[Baa@)T™ = [Boa(@) P [Blan)] + .. + [Enya(@n)F" [E(an)]
da cui, tenendo conto anche della (11):
le @™, .., a2
il che & assurdo. B assurdo quindi supporre
rank J(m, I Der (4))(m)>dim 4. c.v.d.

OSSERVAZIONE, ~ In caratteristica zero, LiMpaN ha dimostrato il seguente risultato.

Sia A un anello contenente un corpo di caratteristica zero, e sia m un ideale di 4
tale che A sia uno spazio di Hausdorff completo per la topologia n-adica.

Supponiamo che esistano delle derivazioni 4,, ..., d, di A e degli elementi @, ..., z,
di m tali che det [d,»;| sia invertibile. Allora esiste un sottoanello B di 4 tale che:

1) @, ..., #, sono analiticamente indipendenti su B.
2) A = Blwy, ..., ].
(Cfr. [2]).
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Y. Isarsasai e H. MATSUMURA hanno dimostrato che questo risultato vale anche
in caratteristica p > 0 purché siano d,, ..., d,e I Der (4) (cfr. [1]). Essi provano cosi,
con tecniche diverse dalle nostre e indipendentemente da noi, il cor. 1.3.

2. - 8ia (4, m) un anello locale di earatteristica p > 0. Se K & un corpo contenuto
in A, diciamo che una K-derivazione D di A & K-integrabile se esiste una differenzia-
zione D = {1, D, D,,...,D;, ...} con D;: A -~ A omomorfismi additivi e tali che
D;o=0, per ogni ¢c K.

Sia 4 il completamento m-adico di 4 e sia K un corpo dei coefficienti di 4 (efr. [3],
pag. 197).

Allora ogni derivazione D di A si pud estendere ad una derivazione D di 4 che
pud essere o non essere K-integrabile. Consideriameo allora il seguente sottomodulo
di Dery (4):

IDerg (A) = {DeDerg (4)/D & K-integrabile} .

In guesto numero diamo una limitazione superiore 2l rango di I Der; (4), che vale
anche quando 4 non & integro. A tal fine dobbiamo premettere una definizione di
rango di un A-modulo M finitamente generato nel caso in cui A non & necessaria-
mente integro (cfr. [6]).

DEFINIZIONE 2.1. —~ Diciamo rango di un A-modulo M finitamente generato il mas-
simo numero di elementi linearmente indipendents di M.

Se M & un sottomodulo di un A-modulo libero A” e se @, = (@y, ...y Oy,)y o G5 ==

== (@ s +oey B,) S0N0 elementi di M, si puod considerare la matrice B = |a,;] associata
ad a,, ..., a,: Sia allora I, Pideale generato da tutti i minori di ordine s di B. Per il
corollario 2.5 di [6] (oppure per il Lemma a pag. 889 di [2]), ai, ..., @, sono linear-

mente indipendenti su A4 se e soltanto se Ann (I,) = 0.

TEOREMA 2.2. — Siano (A, m) un anello locale di caratteristica p > 0, A il suo com-
pletamento ¢ & wn corpo dei coefficienti di A. Allora si ha:

rank I Der, (4)<dim 4/P
per ogni Pe Ass (4).

Div. - Sia PeAss (4).

1° Passo. Proviamo che si ha: rank I Der, (4)<rank I Der, (4/P). Sia {yy, ..., 4.}
una base minimale di generatori di m.



34 Smmvia Morinerrr: Sul modulo delle derivazions integrabili, ecc.

Poiché, per ogni D € I Der, (4), D induce unaderivazione D € I Der, (4/P) (cfr. [4],
cor. 10', pag. 28), esiste il segnente diagramma commutativo ([6], prop. 1.3):

IDer,(4) & 4°

13) e e
IDer, (4/P) & (4/P)

con y(D) = (Dyy, ..., Dy,) e (D) = (Dy,, ..., D). Sia rank I Der,(A/P) = s.

Prese comunque D, ..., D, , € I Der, (4), allora @(Dl), veey y’;(ﬁs .1) 8aranno linear-
mente dipendenti su A/P e quindi, se B & la matrice |Dy,| e B ¢ la matrice |D,7,],
si avrd M, , = 0 per ogni minore M, , di ordine s 4- 1 della matrice B. Per 1a com-
mutativita del diagramma (13) si ha allora M., € P per ogni minore M, , di ordine
s+ 1 di B e quindi Dy, ..., D, sono linearmente dipendenti su 4 ([2], pag. 889).

2° Passo. Per provare la diseguaglianza: rank I Der, (4/P)< dim (4/P) ci si ri-
conduce a dimostrare il seguente

COROLLARIO 2.3. — Siano (A, m) un dominio locale di caratteristica p >0, A il
suo completamento ¢ k wn corpo dei coefficienti di A. Allora si ha:

rank I Der, (A)<dim 4 .

D - Sia {y,, ..., ¥,} una base minimale di generatori di m e sia y: I Der; (4) —> 4"
Papplicazione cosi definita: ¢(D) = (Dy;, ..., Dy,). Se rank I Der, (4)>dim 4 = n,
esistono D, ..., D, eI Der, (4) tali che 9(D,),..., p(D,) sono linearmente indipen-
denti su A e quindi tali che:

det ”Dhyzj ”h,i=1,...,n € ml - m“-l

per un intero 2>0. Sia allora {@, ..., ,} un sistema di parametri tale che »; = y;;
mod m* 2,
Si avra:

det | Dy, = det [Dyy, | + N0 con Nem ™

Allora, se ¢: I Der, (4) — A" & Pomomorfismo di A-moduli cosi definito: (D) =
= (Dxy, ..., Dz,) proviamo che ¢ & iniettivo.

Se @ non fosse iniettivo esisterebbe una D el Der;, (4) tale che Dy, = ... =
= Dg,= 0 ¢ Dy, 0 per un 4, 1 <i<y. Poiché A & intero sul sottoanello B = k[,
wey @] {efr. [3], pag. 212, cor. 2), esiste un polinomio f(T') a coefficienti in B tale che
fly) = 0.

Sia f(T) un polinomio di grado minimo » tale c¢he f(y;) == 0.
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Proviamo allora che si avrebbe

(14) re) p'2
AeN

da cui 7 = 0; il che & assurdo.

Per dimostrare la (14), proviamo per induzione su A le seguenti proprietd P,,
per ogni A>0: «esiste un polinomio g,(T) di grado » tale che g,(y;,) = 0 e g,(T) €
ek, ..., a2 [T7]».

Poiché vale P,, proviamo limplicazione:

(15) P, = P;,, vper i>0.

Sia g,(T) = by + b T + ... + by, T” con p*q = r, be k[a?, ..., a2].

Sia E un omomorfismo associato alla derivazione D (estenzione di D ad 4)e sia
D={1,D, D9, ... DV .} la differenziazione definita da H.

Con semplici calcoli si pud vedere, applicando E che DP(b,) = 0 per i = 1, ..., p*
e j=0, p’ ..., p'q, 0 DY) = sy (Dy))” per s =1,...,q.

Quindi si ha:

Dg(y,) = b Dy + ... + gy y7 (DY) = 0
da eui: b+ ... 4 gb PV = 0.
Poiché p*g— 1) <r, deve essere: sh,, =0 per s=1,...,¢, e quindi g(7T)e

pﬂ 1)" pﬂy-f-l
eklay, ..., o, [[T°].
Consideriamo ora # omomorfismi Fy, ..., B, e le associate differenziazioni:

D, ={1,D,.., DY ..}
D,={1,D,,..., DY, ..} associate a Dy, ..., D, .
Applicando E,; si vede che:
DYy =0  per ogni s>1
mentre per

oo
o 3 pA8p 0 o p* )
b= > @r.a)d  ekla], ..., )] G o, EF)
81+ +8p=0

eon § =0,...,r si ha:

Dby = BiDy@y)” + ... + fiUD, )
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con
o3
= 3 safeD gty
i i1 e Vn 81 .0e8p
S1F et Sp=0
(22
i D78y pH8n—-1) i
ﬁn"‘ z 3%561 “'x'n " Gsl...sn'
81t .t 8,=0

Allora si ottiene:

DPNg,(y)1 = [BUD 2" + ... - BUD, @)1+ ...
NS yg[ﬁ;(D1 ml)pl + ﬂ;(Dlmn)pa] =0

da cui:
(Dy 2 (B3 + .. - GBI + oo (D1, ) By + o F BT = 0.
Applicando a gi(y,) anche H,, ..., E,, gi ha cosi il sistema

(Dy@)” (B 4 oo + B+ oo+ (D12, B+ o - 4B =0

(D) 1B+ oo + GBI+ o+ (D) [Bn 4 o 4 431 =0
con det | D&, | <0, da cui:
(16) Bt yifi =0, Bat o YiBL =0

Ripetendo al massimo n(p — 1) volte il ragionamento, sostituendo ogni volta a gi(y)
un nuovo polinomio ottenuto dalle (16), si pud ottenere un’equazione del tipo:

7 14 I 14 A+t A+1
byt oo + 40, =0 con by, ..,b K], ..,z 1.

Si & cosi provata Pimplicazione (15) e quindi la (14).
Ne segue che g & iniettiva e quindi se rank I Der, (4)>n, si ha necessariamente
rank I Der, (A) =n. c.v.d.

COROLLARIO 2.4. — Siano (A, m) un anello locale di caratteristica p > 0, A il suo
completamento ¢ k& un corpo dei coefficienti di A, Allora si ha:

rank I Der; (4) <dim fi/f’

per ogni Pe Ass (4).
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Dim. — La tesi segue dal teor. 2.2, osservando che
rank I Der;, (4) <rank I Der, (4) <rank I Der, (4/P)<dim A/P,

per ogni PeAss (4).

OSSERVAZIONE. — H. Matsumura (lettera privata) ha provato il risultato del
cor. 2.4, quando 4 & un dominio, ma la nostra dimostrazione, oltre a valere per A
qualsiasi, & indipendente dalla sua.

3. — Sia P un primo associato all’ideale (0) di un anello 4 e sia D una derivazione
di A. I noto che, se D & integrabile, P & D-differenziabile, cioé si ha DP c P e quindi
D induce una derivazione D di A/P;ma in generale (in caratteristica p) questo risultato
& falso se D non & integrabile, anche se D soddisfa ad ipotesi molto forti.

Ad esempio se (4, m) & un dominio locale, A & il suo completamento, D & una
derivazione di 4 e D & estensione di D ad una derivazione di A, non & detto che ogni
primo associato allideale (0) di A sia D-differenziabile.

I’anello A = R[C] con B e € come nell’es. 3.2, pag. 206 di [7] ne costituisce
un esempio.

Infatti Punico primo P e Ass (A) & P = (¢ — ¢) e, se D & derivazione di 4 indotta
dalla derivazione 9/0X di R[X], si ha D(@ — ¢) = 1¢ P, quindi P non & D-differen-
ziabile.

Abbiamo trovato piu in generale delle condizioni sufficienti per ’ideale P affinché
P gia differenziabile, cioé si abbia DP c P per ogni derivazione D & Der (4).

Sia A un anello di caratteristica p > 0, sia P = (w4, ..., @,) un primo di Ass (4)
e sia

@an) 0)=QNQ;N...0Q0.NY,N..NQ!

una decomposizione primaria dellideale (0) di A4, con V@ = P, V@ ¢ P, V@', ¢ P
per i=1,...,7r, j=1,..,s.
Per ogui @,, ¢ =1, ..., n, chiamiamo A(z,) il minimo intero> 0 tale che #** e Q.

Prorosizions 3.1. — Siano A ¢ P come sopra.
Se esiste una decomposizione primaria di (0) del tipo (17) soddisfacente le seguenti
condizions:

1) Mx,)¢pZ per i =1, ..., m,
2) (@1 N ... N QY (@[N] ¢ [Q: (@*71)) per i =1, ..., 0.

allora Videale P é differenziabile.
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Diw. — Sia D una derivazione di 4. Basta provare che Dz, e Pperognih=1,...,n
Sia h tale che 1<h<n; scegliamo degli elementi y,€Q; tali che y, ¢ P (i =1, ...,7)
e un elemento

ze[(Q]...Q)): @i®)]  tale che #¢[Q: (#}™")].

Azn) ,

Poniamo » = 2,2y, ... ¥, con

UeEQNQ N...OQNY N...NQ, = (0).
Si avra allora
Du = May) 2 ezoy,, ..y, Day + 2 D2y, . y,) = 0
da cui:
(18) M) ™2y, ..y, D€ Q .
Poichd A(w,) ¢ pZ, v 1-2¢Q e y, ..., y, ¢ P, dalla (18) segue D, e P.
PROPOSIZIONE 3.2. — Siano A ¢ P come sopra. Se esiste una decomposizgione prima-
ria di (0), del tipo (17), soddisfacente le seguenti condizionsi:
() € PZ per i=1,...,n,

2y P ¢ minimale,

allora Dideole P & differenziabile.

Dim. — La dimostrazione & uguale o quella della prop. 3.1 in cui si ponga z = 1.
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