
U n  t e o r e m a ,  d i  e s i s t e n z a  p e r  u u  p r o b t e m a  m i s t o .  

di ~[ARIA G:aAZlA CaZZANI NIEr t  (Pa~cia) (*) (**j 

~mt to .  . 8ot to a m p l e  ipotesi  d d i m o s t r a t o  u n  teorema di  es i s tenza  ~'elativo a l l a  so luz ione  (in 

sense ge~era l i z za to )  d i  ~tn p r o b l em a  mis to  per  i l  s i s t em a  s e m i l i u e a r e  

([)  E aii(x~ y) -- -b  %ix, Yt := f~(x, y, z i . . . .  Zm) , (i--7- 1, m).  

L a  so l~z ione  d r ieerca ta  nel  ca~npo f t t n z iona l e  cos t i tu i to  dal le  m - p l e  d i  f u ~ z i o n i  
z i ( x  ~ y), (i = 1, . . . ,  m), le q~sali ne l  propr io  c a m p o  d i  de f in i z ione  sono a s s o l u t a m e n t e  

con t inue  i n  x e l ip s~h i t z iane  in  y, e sodg i s fano  i l  s i s t em a  I/J quas i  ovttnque.  

In  un lavoro precedente  (1) 6 state cons idera te  il s is tema di equazioni  a 
der ivate  parzial i  quas i  l ineare  iperbolico in due var iabi l i  i nd ipenden t i  

p~ + p~(x, y .  z~, . . . ,  z,~)~7~ - -  fdx ,  y ,  z~, . . . ,  z~), (i = 1, . . . ,  m) .  

Nel l ' ipo tes i  che sia. 
,<(...) > 0 

per  i - - l ,  .... r, con l ~ r < m ,  e 

eL.-) < 0 

per  i = r - q - 1 ,  ..... m, sono stati  d imost ra t i  teoremi di esistenza, unic i th  e 
d ipendenza  con t inua  dai dat i  per questo problema misto:  r icercare  una  m-pla. 
di funzioni 

z~(x, y)  . . . .  , z.~(x, y) 

soluzione quasi  ovunque  del sistema, soddisfacente  le condizioni  

z~(0, y) = ®~(y) ~0 ~ y <_ b0) (i = 1, ..., m) 

Z~(.T, O) = ~Fdx) (0 ~ x _~ a) (i = 1, ..., r), 

dove ~ @ ) ,  ( i-= 1, ..., m), tlZ~(x). ( i - - 1  . . . .  , r), sono funzioni  assegnate.  

(*} Lavoro  eseguito ne l l ' ambi to  dei contratt i  di ricerca del C.N.R. 
(**} Ea t r a t a  in  Redazim)e it  giorno 1 g iugno  1970. 
(i) ~)i. G. CAZZANI NIERI - Sl* it~t p r o b l e m a  mi s to  per  u n  s i s tema di  equazio~¢i a deri .  

va te  p a r z i a l i .  A n n a l i  di Matematica tlV). vol. L X X V I I  (1967j, pp. 131_-178. 
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Successivamente ~ stato considerato lo stesso problema misto relativo al 
sistema quasi lineare iperbolico in due variabili indipendenti  (in forma ca- 
ratteristica) 

m 

Z a~j(x, y ,  z~ . . . .  , z,,)(p~ + ?~(x, y,  z l ,  . . . ,  z,,)qi) = 
]=1 

= f~(x, y, zl . . . .  , z~) (i = 1, ..., m) 

e sono stati dimostrati teoremi di unioitg e dipendenza continua dai daft (2). 
In entrambi i lavori le funzioni 9~(...), f~(...) sono supposte quasi continue 

in x e soddisfano nel complesso delle r imanenti  variabili condizioni del tipo 
di CARATHEODORY, le funzioni a~]5..) sono assolutamente continue in x e 
lipschitziane nel complesso delle r imanenti  variabili:  come soluziene in senso 
generalizzato del sistema ~ intesa ogni m-pla di funzioni z~(x, y), (i ~ 1, . . . ,  m), 
assolutamente continue in x e lipschitziane in y, le quali soddisfano il siste- 
ma quasi ovunque nel proprio campo di definizione. 

~e l  presente lavoro consideriamo il sistema semilineare in forma carat. 
teristiea 

(I) g mj(x,  y) { p] + ~(~', y)q] } = f~(x. y,  z~, . . . ,  z=), (i = 1, .. , m)  

e helle stesse ampie ipotesi formulate nei teoremi precedenti dimostriamo 
l 'esistenza di una soluzione del problema misto sopra enunciate, relativo al 
sistema (I): la soluzione, in senso generalizzato, 6 ricercata anche qui nella 
classe delle funzioni assolntamente continue in x e lipchitziane in y, soddisfa 
quasi ovunque nel proprio campo di definizione il sistema (I) e le eondiaioni 

II0) 
/ z~(0, y) = ebb(y) 

I z~(x, 0) = q~(x) 

(0 <_ y ~ b0) 

( 0 ~ x  ~ a) 

(i ---- 1 . . . .  , m) 

(i = 1, ..., r). 

I primi due paragrafi  sono prel iminari :  nel § 1 si dimostrano alcune 
condizioni necessarie a cui devono soddisfare i coefficienti e i daft affinch~ 
la soluzione appartenga alla snddetta classe funzionale (Teorema I), nel § 2 

dimostrato un teorema di esistenza e unicith della sotuzione del problema 
di CAUoHY relative ad un sistema del primo ordine semilineare (Teorema II): 
tale teorema ~ utilizzato nel successive § 3. 

Nel §3  infine ~ dimostrato il teorema di esistenza della soluzione del 
problema misto relative al sistema (I) con un procedimento di approssimazioni 
successive (Teorema III). 

(2} M. ('~ CAZZANI NIERI, Un teorema di uaici t~ per u, ,  problema misto, Rend.  Ist. 
Lomb.  di Scienze e Let tere ,  vol. 10I (1967), pp 589.608 
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§ 1. - I. R i c h i a m i a m o  u n a  d e f i n i z i o n e  (a). 

Una funzione z(x, y~ definila in un eampo T, si dice di classe G nel 
campo T se su ogni segmento di T parallelo all' asse x ~ funzione assolutamente 
continua della sola x e se esiste una costanle L tale ehe sia 

I z(x, y ) - -  z(x, Y) I ~  L [ y - -  ~Jl 

per tutte le coppie (x, y), (x, ~j) apparlenenti al campo T. 

2. T E O a E ~ A  I (CONDIZlONE ~EOESSAalA). - Sia dato il s/sterna 

, { a¢ azj t (I) Z a,j(x, y) ~ ~-x + ~,(x, y)~-:: ) - - fdx ,  y, z,, ..., z~), ( i -  1, .... m). 
]=l  ~y  

Le funzioni a~j(x, y), (i, j --  1, ..., m) siano continue nel campo 

x 

Do : 0 ~ x ~ ao, 0 ~ y ~ bo - -  t M(t)dt, 
d 
0 

essendo M(x) una funzione non negativa, quasi continua e integrabile (~) in 
(0, ao), tale che per 0 ~ x < ao sia 

x 

f M(t)dt < bo, 
o 

menlre per x - - a o  pub anche valere l 'uguaglianza; detto A il determinante 
delle funzioni a~j, (i, j --  1, ..., m), in tutto Do sia 

(1) A = 1, 

inollre, de/to A~_~ it delerminanle delle fuuzioni a~i, (i, j - - r  + 1, ..., m) 
essendo r u n  numero intero con 1 ~ r ~ m, in tutlo Do sia 

(2) A~_~ 4= O. 

(~) P e r  ~ale de f in iz ione  cfr. )~. C~NQUtNI CIBI~A~IO e S. CINQU~I, Equaz ion i  a derivate 
parzia.li di tipo iperbolieo, ~, ~[onograf ie  ) /1atematiehe del C N R. ,, 12, Ediz .  C remonese  
Roma  (1964:) Cap. I_V~ § 2, n. 8, b). pp. 336. 

(4) I n  tu t to  il p r e s e a t e  lavoro  l ' in tegra ,  b i l i th  v a  in tesa  nel senso  di  I~EBESGUE, 
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S ia  F(x) u n a  fuJ,zione quasi  eontin~a,  J~on negativa e integrabile tale the 
s ia  

x Ct 

f (3) l a~j(~', y) - a~y(:d', Y) I ~  F(x) dx (i, J = 1, ..., m) 
x ~ 

per  ogni coppia di pu~tti (x', y), (x", y) del eampo Do, con x' ~ x". 
Es is ta  u n  numero  A > 0 tale the per tutte le eoppie di p u n t i  (x, y), (z, ~j) 

del campo ': Do valgano le 

(4) [ a~j(x, yj - a~(x,  fj) ! ~ A l y  - -  ~j '~ (i, i = 1, . . . ,  m). 

S iano  ,o~(x, y), ( i - -  1, ..., m), f unz ion i  definite nel sampo Do, le qual i  su  
ogni segmento paralleto a l l 'asse  x s iano Quasi cont inue rispetto a x e, per ogni 

x 

x fissato in  (O,,~ao), siano cont inue in  y ne l l ' in tercal lo  0 ~ y ~ bo - -  f M(t)dt ; 
per  Quasi tu t t i  gl i  x di (0, ao) s ia  o 

(5) I ~,(x, y ) [ ~  M z )  (i = 1, ..., m) 

x 

per  ogni y del l ' intervat lo O ~  y ~ b o - -  f M(t)dt: esish~ u n a  funz ione  L(x) 
0 

quasi  cont inua,  non ~egativa e integrabile in  IO, ao) tale she per Quasi tut t i  
gli  x di (0, ao) sia 

(6) i~(x,  y) - -  ~,(x, Y) I ~ L(x) ! y - -  fJ l (i - -  1 . . . .  , m)  

x 

per ogni coppia di valori  y, fl del l ' interval lo (0, b o -  ~ M(t)dt}. 
0 

Siano  f (x ,  y, z~, ..., z,J, (i = I, ..., m), f unz ion i  definite nel campo 

C: O ~ x  ~ a o ,  

x 

0 ~ y ~ bo -- f M(t)dt, 
0 

~(o) ~ z !  °) + yi, 

(i = 1, , . . ,  m) ,  

quasi  cont inue in x su  ogni segmento apparteneMe al eampo C e parallelo 
all' asse x, e, per ogni x fissato di (0, ao), cont inue nel somplesso delle variabi l i  
y, zl ,  ..., z,~ nel eampo 

x 

5~: O ~ y _~ bo -- f M( t )d t ,  
0 

,~ - -  ~(i ~ z~ ~ z!  °) + "(~, (i : I, ..., m); 
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esistano due f u n z i o n i  N(x), L~(x)~ quasi  continue, non  negative e inlegrabil i  in  
(0, ao), tall che per quas i  tut t i  gl i  x di (0, ao) s ia 

(7) I f /x ,  y, z~, ..., z,,) I ~ N(x) (i - -  1, ..., m) 

per ogni (m + l ) -p la  (y. z~ . . . .  , z~) appar tenente  al  campo 5~, e 

(8) 
I f~(x, y, z~, ..., zm)--f~(x, y, z~ , . . . ,  z , ~ ) / <  

m 

j ~ l  

per ogni coppia di (m + 1)-ple (y, z~ . . . .  , z~), (y, zl . . . .  , z,~) appar tenent i  a 5~. 
D, oltre per  quasi  tull i  gli  x di ~0. ao) valga~o le 

(9~) p~(x, y) > 0 (i = 1, ... ,  r) 

(92) ~(x, y) < 0 (i = r  + l ,  ..., m) 

x 

per ogni y del l ' in terval lo  (0, bo - f M(t)dt). 
S ia  o 

(10) zl(x, y), . . . ,  z~(x, y) 

uJ~a m - p l a  di f l~nzio , i  definite nel eampo I)o, ivi di classe G, soddis facent i  
in q~¢a~'i tutlo Do it sisle,ma (1) e le eondizioni  

(Io) 
I z~(O, y) - -  ~ ( y )  (0 ~ y < bo), 

I zdx, O) = ~'~(x) (0 < x < ao), 

(i -= 1, ..., m) 

(I : 1, . . . ,  r), 

essendo (Ply), (i----- 1, ... ,  m), W~(x), (i ~ 1, . . . ,  r), f unz ion i  assegnate, rispettiva- 
mente  l ipschi tz iane in (0, bo) e assolu tamente  contil~ue in (0, ao), soddis faeent i  
le 

(10') c~(O) --__ W/O) (i ---- 1, .... r). 

Dimos tr iamo che, indical i  con t~yj i complemenli  algebriei degli elemeldi 
a# nel de terminanle  ,4 . . . .  s), sono necessariamenle soddis fat te  le 

(5) Se r ~ m  - -1 ,  si il~londa P'""~-- I 
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(11) 

r m m 
a~i(x, O) =Z+ ~j(x, O) 

1 i=1E mj(x, O)WS(x) q- ]=~+1 ' ~ ~ A,~_~(x,, O) y" 

X [fv( x '  O, /IJ'l(X), . . . ,  II?~'r(X)~, Zr-~-l(X , 0 ' ,  . . . ,  $m(X, 0 ) ) -  

r 

- -  y. a~,(x, 0 ~ : ( x ) ] -  f~(x, O, ~'~(x), ..., qS(x), z~+~(x, 0~, ..., z,~(x, 0)) I 

m 
F[p~(:r, O ) -  Z ~(x ,  0)] (i = 1, ..., r) 

in  quas i  tulto (0. ao), essendo F u n a  costante non  negal iva .  

a) Osserviamo the. se una m-p la  di funzioni zj(x, y ) ( j  = 1, ..., m), 
di eb,sse G no] campo Do, soddisfa quasi ovunque  in Do il s istema (I), esiste 
una  funzione v(x)non negatlva, quasi  cont inua  e integrabile in (0, ao', tale 
che su ogni segmento di Do parallelo al l 'asse x 6 

(12) ] 3zj(x, Y) I 
3x ~z (x )  ( j - -  1, ..., m) 

per  quasi  tutti  gli x. 
Infatti ,  considerando il s istema (I) come sistema algebrico l ineare helle 

az/x. y) 
e risolvendolo, indicati  con a~j(x, y) i complement i  algebrici degli 3x 

elemen~i a~j(x, y) nel de te rminante  A. in quasi  tutto Do si ha 

3zj(.r, y) Z a~j(x, y) f~(x, y, zl(x. y) . . . .  , zm( . . . ) ) -  #~(x, y) \ }zh(x, y) 
3x - -  ~=l h=l 3y ' 

( j  = 1, ..., m), 

da cui segue i quasi tutto Do, tenuto eonto delle (5) e (7), 

(t2') [ 3@(z, y) ax ~ K1N(x) + K~M(x), ( j  - -  1, ..., m), 

essendo K t ,  K2 eostanti  opportune,  di cui non stiamo a dare l ' espress ione 
esplicita. 

]ndicato con I z l ' in terval lo  dei valori x tali che (x. y), in corr ispondenza 
ad ogni y di (0, bo), appar tenga  a Do, la (12') vale per  quasi  tutti  gli y di 
(0, bo)in quasi  tutto Iy; e subito si prova che in corr ispondenza ad ogni 
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y (6) di (0, be) la  (12') va l e  pe r  q u a s i  tu t t i  gl i  x di Iz .  

b) C o n s i d e r a t e  le u l t i m e  m - - r  equa~ ion i  de l  s i s t e m a  (I) c o m e  equa .  

z ion i  a l g e b r i c h e  l i n e a r i  in ~z](x, y) ~x ' ( j  " - r - { - 1 ,  ..., m), t e n u t o  eon to  de l l a  (2), 

r i s o l v e n d o  r i s p e t t o  a q u e s t e  u l t i m e  s e g u o n o  in  q u a s i  t u t t o  Do le  

, ~cz,(x, y) "~ , ~z,(x, y)] --  ,=~E a~,(x, y) ~ ~(x, y) ~=~E a~,(x, y ) - - - - - ~ ,  

( j = r q - 1  . . . .  , m), 

le  qua l i ,  in c o r r i s p o n d e n z a  a q u a s i  t u t t i  g l i  y di  (0, be), v a l g o n o  p e r  q u a s i  
t u t t i  gli  x di Iy .  

P e r  i ~ 1, ..., r in  c o r r i s p o n d e n z a  a q u a s i  tu t t i  gl i  y di  (0, be) p e r  
q u a s i  t u t t i  gli  x di  ly ~ a | l o r a  

r m 

E a~i(x, Y)~cz/x, y) a~s(x, y) Z ! 

r 
- -  Z a , /x ,  y)~Cz,(x, y) "~ , ~z,(x. y)] 

,=~ ~x ?,(x, Y),=~E a,/x., y ) ~ ]  q- 

m 

q - ~ ( x ,  y) Z au'x, y)"~z/x, y) = f~(x, y, zl(x, y), z,ff...)) 

~z/x, y) '~ 
Z a~/x, y ) - - +  E a~/x, y) 

, 

V 1 ) " 

r =1 )~czs(x, Y)L 
(12") - -  E a,~sfx, y ~ x - - x l - / f i x ,  y, zff...), .... z,L..)) = 

m 

= E a~j(x, y) A ~ _ / x ,  y) =~ 
] = r - ~ l  v 1 

m 

(i = 1, ..., r ) ;  

(~) Infatti  dalle (1"2') si ha per quasi tutti gli y di (0, b0) per ogni eoppia x', x" di Iy~ 
con x t ~ x"~ 

f (*) l zj{x', y) -- zj{x", y) ] ~ [KiN(x) + K2M(x}]dy, (j = l, ..., m). 
•t 

Per  la eontinuit~ deI primo membro rispetto a y e l ' indipendenza del seeondo membro 
da y, la ( . )  vale in corrispondenza ad ogni y. 

Annali di Matematwa 22 
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essendo le funzioni  a~s(x , y)  cont inue ,  qu ind i  l imita te ,  in Do,  t enure  conto  
de l la  (2) e del la  con t inu i th  di A.~_.(x, y)  e inf ine  de l la  l ipsehi tz ian i t~  del le  
z~(x, y), ( s - - 1 ,  . . . ,  m) ,  r i spe t to  a y,  esiste  u n a  cos tan te  non nega t iva  /7', t h e  
sa rebbe  fac i le  ca lco la re  esp l i c i t amente ,  tale che  sin 

t13) 
x t t  

" 3zs(x' Y)) ' a~j(x, y) ~ , , j ( x ,  y) L(x, y, z~(...), ... z , L . . ) ) -  Z a~s(x, Y) ~ -t-s=Z+~ A.,_~(~, y) ' 
j ~ l  v 1 

x t 

x t t  

(i : 1, .... r). 

Le  (13) va lgono in co r r i spondeza  a quas i  tut t i  gli y di (0 be) per  ogni coppia  
di va lor i  x',  x "  di Iy, con x'  ~ x".  

Si ve r i f i ca  i m m e d i a t a m e n t e  (7) che tanto il p r imo che il secondo m em b ro  
del le  (13) sono funzioni  con t inue  (anzi l ipschit~iane) risloetto a y,  per  cui  le 

(7} Dimostriamo che ]a funzione 

xt#  

f a,.iix, y) ~J!~,. Y) dx ~x 
x t 

~ lipsehitziana in y. Infatti dalle (t) segue con artifieio evident% seguito da una integrazione 
per parti 

~x ~x j 1 
~# 

: l jl~o<.(~..,_ o,,(~, ~,~ ~.,<~, ~o ,----~> +~r,o,,~, . ~  ,, ~.;,,., ~ '~' ] °,,'~, ~' I ,'= 1 <- 
x # 

x , .#  

<_ A I y ~ I dx  -i-- B l [ [zj(x, y) zj(x,  . . . .  , I + 
x s 

x t#  

Oaijlx"- Y) dx, + ./ ' !zi lx ,  y) - .s(x, ytl ~x 
~# 

dove B i g una eostante positiva maggiorante !ai j (x  , y) I in Do; tonuto conto delle 13), (12j 
ne segue l'asserto. 

:Per gli altri termini la lipsehitzianit~ ~ evidente in virtfi delle (2), (4}, (6)~ (8). 
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(13) valgono in co r r i spondenza  ad off~i y di (0, bo) per  tu t te  le coppie  x', x" 
di Iy, con x' < x". 

In  pa r t i co la re  per  y = 0 si ha 

x * l  

Z ' ~(x) ,  z~+~(x, 0), l J=~ ~ a ~ / x ,  ~ [L(x, 0, tF~(x), ..., ..., 
x t 

..., z~(x, 0)) - Z a,(x,  0j~:(x)] - -  f,(x, O, ~ (x ) ,  ..., ~ (x) ,  ~+~(,, 0), ..., z~(x, 0)) dx <_ 
s = l  

x l P  

f - 
< F  [~(x, 0 ) - -  Z p~(x, O)]clx 

" ~ r - { -  1 
x t 

(i = 1, ..., r), 

da cui  e v i d e n t e m e n t e  seguono le (11) in quasi  tut to  (0, ao). 

O S S E R V A Z I O N E .  - In  pa r t i co la re  se 

il s i s t ema (I) b 

le (12") d ivengono 

a ~ i = l ,  a l ] = O  per  i q = j ,  

p~q ~,, fi(x, y, zl , ..., 

(i, j = 1, .... m), 

i = 1, ..., m); 

?z~(x, y) 
~x f~(x, y, zl. (x, y), ..., z,,(x, y ) ) = -  ~{x, y ) -  

az~(x, y) 
~y (i = t, ..., r), 

da cui  n e c e s s a r i a m e n t e  per  x ' ~  x" 

03 ' )  

x * *  

' y )  

. ) i  a. 
x I 

e, per  y - - 0 ,  le 

f~(z, y, z~(...), ..., z=(...))td, F f p,(x, y)dx 
x I 

( i =  1, ..., r) 

(13o') 

x**  

x / 

F f ~(x, O dx, 
x I 
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da cui inf ine  (8) le 

( i l ' )  I ~ i ( t ) -  fi(x, O; IIJ'I(X), ..., [I~r(X), Zr-~l(Z, 0), ..., gin(X, 0) 1__~ ~i(X, 0) 

(i --  1, ..., r). 

8 , -  Nelle ipotesi fo rmula te  nel n. 1, t ' u l t e r io re  ipotesi  che, essendo 
f~(...), ( i =  1, ..., m), ind ipenden t i  da z~+l, ..., z~, valgano le d iseguagl ianze  
(11) non b suff ie iente  per  l ' e s i s tenza  di una  s o h z i o n e  del s is tema (I) sotto 
le condiNoni  (Io) 

zl(x, y), ..., z,~(x, y), 

di elasse G in un  oppor tuno  campo 
8egue. 

Dato il s is tema 

D, come b mostra to  dall '  esempio che 

pl "b 2xql -k P~ "4- 2xq2 -= 1 

vogl iamo provare  che nel  campo 

1 
tP2 --  X-7=q2 : 1, 

eVx 

1 
D: 0 < x < 4  O < ~ y < _ l - - V x  

non esiste soluzione di classe G del s is tema dato la qua le  soddisfi  le 

zf0, y) --  0, z2(0, y) --  y (0 < y < 1) 

@ 
 l(x, 0)=0 (o <x <I)" 

Yalgono le ipotesi  del n. 1 e la d i seguagl ianza  (11) che qui 

1 (0 < 

Se si indicano con (X, Y) le coordinate  corren~i e se Y = g ~ ( X ;  % y), 
(i = 1, 2), sono le equazioni  delle due curve  cara t te r i s t i che  (9) del s is tema 
(~) per il punto  (x, y), r i su l ta  

(s) Cfr. l.e. in (l), § 2, n. 1, dis. (35). 
(9} Pet' la defizione delle funzioni gi(X; x, y), ( i =  1, 2), cfr. il sueeessivo § 2, n. 2. 
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g~(X; x, y) : y - -  x 2 q- X ~, g~(X; x, y) "- y -k ix  - -  I/X.. 

Indicata  con ~ l ' asc issa  del punto comune alla curva Y - - g ~ ( X ;  x, y) e 
al semiasse delle X positive, si ha ~-~ ~ / ~ - - y .  

Se esistesse una solLlzione z~(x, y), z2(x, y) di classe G del s is tema (a) 
soddis[acente le condizioni (~), essa soddisferebbe necessariamente le equazioni 
integrali ot tenute dalle (z¢) integrando lungo le curve caratterist iehe (~o), eio~ le 

l zl(x, y) -k z2(x, y ) ~  gl(0; x, y) -b x 

z2(x, y) - -  g2(O ; x, y) + x 

1 x2 < < 1 Vx, le nel campo D~: 0 < x < , ~ ,  _ y _  ~ e 

I zl(x, y) "k z2(x, y) ---- z2(~, O) "-b x - -  

z2(x, y) ---- g2(0; x, y) + x 

< ~  0 < y < x 2 .  nel campo D 2 : 0  < x  4 '  - -  
Si avrebbe 

(.~) z~(x, ~y) = - t/~ - x ~, z~(x, y) = y + [~ + x 

in D1, 
4 

(8) z~(~, y) = ~x ~ ~ -~)  - y - V~, z2~x, y l  = y + ( x  + x 

ill  n 2 .  

Dalle (~), per y < . ~ 2  si ha 

da cui 

3z~(x, y) 1 
~y - -  4 

41/(x2 - -  y)3 

3zl(x, y) 
lira 

y ~ - o  3y 

e la funzione zl(x, y) non ~ lipschitziana rispetto a y. 

(,o) Cf r  p i~  a v a n t i  l.c. in  ('~), § 1, n. ~ b}, pp.  128-132. 
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~2. 

1. TEOREMA I I  (PRELIMIN&RE TEOREMA DI ESISTENZA E UNICIT:¢,) - Sia 

dato il  s is tema 

j : I  

(II) 
t au,j(x, y) + , / x ,  , au~/x, Y) t = z /x ,  y, Z~ . . . .  , z~) + X c~/x, y) ( - ~  y~ ~ ~ ' 

j = l  

( i  = i, ..., k), 

dove x, y sono le variabili  indipendent i  e ZJ(x, y), ..., Zk(x, y) le [unzioni 
ineognile. 

Le funzioni  b~/x, y), (i, j - "  1, ..., k), siano continue nel campo (~:t) 

Do: 0 < x < a o ,  

x 

0 < y < bo - -  / M(t)dt, 
0 

essendo M(x) una  funzione non negativa, quasi continua e integrabile in  
(0, ao), tale ehe per 0 < x < ao sia 

x 

f M(t)dt < bo, 
0 

menlre per  x = ao pub anehe valere l 'uguagl ianza;  detto B il determinante 
detle funz ioni  b~j(x, y), (i, j -  1, ..., k), in  tutto Do sia 

B ~ O .  

Siano ~(x), ~(x), v(x) tre funz ioni  quasi continue, non negative e integrabili  
in  (0, ao) tall che sia 

xlz 

(15'~ d b~j(z', y ) -  b,~( ~", y)[ < / ~(z)dx (i, j = 1, ..., k) 

(Ji) I simboli usati in tutto il presente paragvafo sono indipendenti  da quelli usati nei 
§ § i e 3 .  
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(15") 

xt~  

I ( '  " f % z ,  y) - e~j(x , y) l < ii(x)dz 
x I 

(15'") 

x t r  

I u~j(~', y) - -  u~/x", y ) ] <  f v(x)dx 
x ~ 

(i = 1, ..., k, j - -  1, ..., n), 

per ogni coppia di p u n l i  (x'~ y), (~", y) del campo Do, con x' < x". 
Esisla~'w ire cos~anti ~on negative A, A, H. tall the per tulle le coppie di 

punt t  (x, y), (x, ~) del eampo Do valgano le 

(16') 

(16") 

I b~/z, y) - -  b~/x, f/) I <~ A y --  # 

! e~j(z, y) - -  e~/x, 9)]_< A y - -  

(i, j = 1, ..., k) 

(16") ]u~i(x, Y)--u~i(x,  ~J) I # H [ Y - - f / ]  ( i - -  1, . . ,  k , j - -  t ,  . . . ,  n)" 

Siano z/x, y), (i = 1, ..., k), funz ion i  definite in  Do, le quali  su ogni 
segmento parallelo all 'asse x siano quasi  continue rispetto a x e, per ogni x 

fissato in  (0, ao), siano continue in  y nell ' intervaUo O ~ y < ~ b o - - i M ( t ) d t ;  
per quasi  tutti gl i  x di (0, ao) sia o 

(17) t ,~(x, Y) I --< M(x) (i - -  1, ..., k) 

x 

per ogni y dell' intervallo 0 < y < bo -- ~ M(l)dt ; esista una  funzione L(x) quasi  
0 

continua, non negativa e inlegrabile in  (0, ao), tale che per quasi  tutti  gli  x 
di [0, ao) sia 

(18) t ~,(x, y) - ~(x, f/)! < L(x)] y - -  ?~ I (i - -  1, ..., k) 

x 

per ogni coppia di valori y, ~ appartenent i  al l ' intervallo (0, b o -  ~ M(t)dt). 
Inol tre  per quasi  tut t i  gli  x di (0, ao) sia o 

(19) z~(x, y) < 0 

x 

per ogni y dell' intervallo (0, bo ~ f M(t)dt). 
0 

Siano ~(~(x, y, Z1, ..., Zk), ( i -~  1, ..., k), /unz ioni  definite nel campo 

C: O < x ~ a o ,  0 < y < bo - -  (M(t)dt ,  
v 

0 

z(O) - -  ,;~ <_ z ,  < z~ °) + ~ ,  

(i --  1, ..., k), 
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le quali,  in corr ispondenza ad  ogni (k + 1)-pla  (y, Z~, ..., Zk) del campo 

x 

~ : 0 < y < bo - -  f M(t)d¢, 
0 

z !  °) - -  .~ < z ,  _<. Z! °) + "~, (i --  1, ..., k), 

s iano quas i  cont inue rispetto a x su  ogni segmento appartenente  at campo C 
e paral le lo  a l l ' a sse  x, e, per ogni x fissato di (0, ao), continue nel eomplesso 
delle var iabi l i  (y, Z~, ..., Zk) in  A~; esistano due f unz ion i  N(x), L~(x), quas i  
continue, non negative e integrabil i  in  (0, ao), tali che per  quasi  tutt i  gli  x 
di  (0, ao) s ia  

(20) I Zj, x, y,  z~ ,  ..., z~) I <-- 2v(x) (i = 1, . . . ,  k) 

per ogni (k + l ) -p la  (y, Z~, ..., Zk) di 5~, e 

I~(~(x, y, Z~ . . . .  , Z ~ ) -  ~(x, y, Z~, ..., Z~)i<_ 
(21) 

k 

per ogni coppia di (k + 1)-ple (y, Z~, ..., Zk), (¢j, Z~, ..., Z~) di A~. 
S i  d imostra  che, assegnate k f unz ion i  l ipsehi tz iane in (0, bo) 

tall  che 

(22) 

(22') 

~(y),  ..., ~k(y) 

~(0) = Z~ °) 

I'~(y) - z ° l  < - ~ < ~:~ 

esisle u n a  ed u n a  sola k - p l a  di f unz ion i  

Z~(x, y), ..., Zk(x, y) 

di classe G in  u n  cam}Jo 
x 

D~ , O < x < a~ , O < y . ~  bo - t M~t)dt, 
, J  

0 

dove a~ ~ un  oPl)ortuno numero  posi t ivo (~2), con a~ ~ ao, 
il s i s tema (II) in  quas i  tutto it campo D~ e inoltre le 

(i - -  1, ..., k), 

( i -= 1, ..., k) 

(0 < y < bo), 

le qual i  soddis fano 

(l~} C i r c a  l a  d e t e r m i a a z i o n e  d i  a t c f r .  n.  2. (27). 
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(Iio) Z~(0, y} -=- ~(y) (0 ~ y < bol, (i --  1, ..., k). 

tali che, indieati  con ~j(x, y) i complement i  algebriei di b~j(...) in B(...), 

(23) 

Per  le ipotesi fatte esistono cinque costanti  positive ),, B~, B~, B3, (o 
sia 

per  ogni eoppia di valori y, ~j di (0, be), e 

(24) I b~J( x, Y) I -< B~ , [ c~jlx, y) i < B~, 

in tutto il campo Do. 
Post0 

I ytl  

El(x) --  kB_~3 [Ix(x) _{_ AM(z)] 
(t) 

E2(x) = kB3 
t25) 

I B( x, Y l I ~  o) 

(26) 

ciob 

e indicata  con U(x) lu  funzione defini ta  da l l ' equazione  differenziale 
in forma integrale) 

x 

U(x) -= k f [E~IX)U(X) -b E2~XI]dX, 
o 

0 

x 

(26') U(x) - - k  E2(X)e x dX,  

0 

(seritta 

la quale  (~ non deereseente,  sia ax un numero  positive, con a~ ~ ao, tale ehe 
valga la 

f27) l](a~) <,k{~5 - ~t~) ii --= l, ..., k). 

Dimostr iamo l 'es is tenza di una soluzione del s istema (II), soddisfacente 
le (IIo), nel campo 

x 

D~ : O < x ~ a~ , O < y < bo - -  f Mtt)dt. 
0 

Annati di Matematica 23 
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S i a n o  

Y :  gi(X; x, y) (i - -  1, ..., k) 

le c u r v e  c a r a t t e r i s t i c h e  del  s i s t e m a  lII)  d e f i n i t e  da l l e  e q u a z i o n i  i n t e g r a l i  

(2s) 
X 

g~[X; x, y) : y + f ~(t, g~(t; x, y))dt, 
x 

e s sendo  (x, y) un  p u n t o  di D~, e X,  Y le c o o r d i n a t e  c o r r e n t i  su l l a  c u r v a .  
P e r  O < X < x  i p u n t i  ~X, g~(X; x, y)), I t - - l ,  ..., k), a p p a r t e n g o n o  al 

c a m p o  D~, i n o l t r e  le f u n z i o n i  g~(X; x, y) r i s u l t a n o  d e c r e s c e n t i  in X, c r e s c e n t i  
r i s p e t t o  a y e r i s p e t t o  a x, a s s o l u t a m e n t e  c o n t i n u e  in  X,  in  x, l i p s c h i t z i a n e  
in  y (i3). 

Si pub  d i m o s t r a r e  che ,  ne l l e  ipo tes i  e n u n c i a t e  ne l  n. 1, se k f u n z i o n i  
~(x,  y), [ i -  1, ..., k} sono  di  c l a s se  G e s o d d i s f a n o  il s i s t e m a  i n t e g r a l e  

(29) 

k k 

Z b~Ax, y)Z/x ,  y) -"  Z b~A0, g~(0; x, y))~j(g~(O; x, y)) -~ 
1 ~ 1  ] ~ 1  

x 

0 

+ x~(x, g+.~, z~(x, g+t), ..., z~x ,  g+.)))+ 

n 

q-- Z c~j(X, g~(...)} du~j[X, g~(...)) dX,  
j=~ d X  

{ i =  1, ..., k}, 

ne l  c a m p o  D~, in quas i  tu t to  Dx 
v a l g o n o  le (IIo); e v i c e v e r s a  05} 

P o s t o  

esse  s o d d i s f a n o  il s i s t e m a  (II), i n o l t r e  

(3Oo} z}°)lz, y ) =  ~jly) {j = 1, ..., k), 

(ta) Circa la definizione e le propriefi~ delle funzioni gi(X; x, y} cfr. 1.c. in (i), p. 137. 
04) In corrispondenza ad ogni (x, y) di Dj la funzione b,.j~X, g,(X;x, y))~ assolutamente 

continua rispetto a X in (0, x) ed esiste in quasi tutio {0, x) l a d  b(iiX, gal.-.)} (cfr. nora 06)). 
dX 

(i~) Cfr. M. CINQUINI CIBRARIO, Teoremi di esistenva per sistemi semilineari di equazioni 
a derivate parziali in pii~ variabili indipendenti, Annali di Matematica (IV}, *col. L X V I I I  
(t965), pp. 119-160. Cfl'. § 1, n. 2, b), pp. 128-i32 e § l, m. 2, f), pp. 140.i~5; per dimostrare 
eho dal sistema di equazioni a derivate t)alziali (II) segue il sistema integrale (29) e vice- 
versa si ragiena in mode analogo. 
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tenuto conto della (14) definiamo le funzioni 

mediante le 

~) (x, ~) ( j - - 1  . . . .  , k}, (s : 1, 2, ...) 

k k 

~_, b~j(x, (~') x b~j(O, y)Z) ( ,  y ) - -  Z g~(0; x, y))~/g,tO; x, y)) + 
j ~ I  j-----1 

(30} 

x 

j ]=1 d X  
0 

+ x~tx, a+..), z i ' - ' ( x ,  g+.O), ..., zi'-~)~x, g, ( . .} ) )+  

" gi(...)) du~j(~ 1 + ~_. c~](X, ~['")1 d X  
j = l  

{i --  1, ..., k). 

3. a) - Indicate rispett ivamente con Xo, ~ le oostanti di LIPSORtTZ delle 

funzioni ~i(x' y) (i, ]-~ 1, ... kb gdX; x, y), (i --  1, ... k), rispetto a y e posto 
B(x, y ) '  ' 

~o, = ~ + i z~°) I, ~o, = w + l z!°) I, (i = 1, ..., k}, 

a~ 

fL ).~ - ~ + kXo B~ ~=iX ~o~ + X=~= yo~(:c) + AM(x)) + N(x) + 
0 

(31} 

-~- n~ltT(x) + Itm(xj)] dx l + 

+ t~oh + kBQ~)~I + A Z yoh + 
1 h = l  

al 

+ k2B3A),~ .N(x) + nB~(v(x) + HM(x!)+ 2 Z yoh(t~(x) + AMfx)) + 
~0 h ~ l  

0 

+ X~L~(x) + n-hX~(v:x) + HM(xl)  + nH),~{~(x) + AM(x)) t dx + 

+ nB~H{1 + kl) t 

(32) S(x) - -  kB~¢o [ o) lk:B3 A).~B~M(x) + kiLl(x) + k~(~t(x) + 2AM(x))], 



180 M. G. CAZZANI NIERI: Un teorema di esistenza per un problema misto 

sia V(x) la funzione defini~a in (0, a3 dal l 'equazione differenziale, scritta in 
forma integrale, 

t33} 

cio6 

(33') 

x 

v(~) = m: , k ( S(X)V(X}dX 
d 

O 

x 

V(x) = k~.2e o (0 < x < aj, 

la quale 6 non decrescente in (0, aJ .  
Siano Z}~-~)(x, y), (J = l, ..., k). 

soddisfacenti le 
funzioui di classe G nel campo D1, 

(34) Z~-~)(0, y) = ~/y) (0 < y <__ bo), 

(35) U(z) ~(~-~) 
[ ~1 Ix, y) - -  ~/y)  < 

nel campo D~. 

(36) , j  ix, -(°-~)" V(x) 
y y - -  k 

per ogni coppia di punti (x, y), (x, #) del campo Dr, 

(371 

I z}'-~)(~ ', y ) -  ~j ~ ,  yl! < 
x t t  

< kB~o f [B~M(x) V(x) 
x t 

k 

+ 2 X %httqX) + AM(x)) + N(x) + 
h = l  

+ nB~(v(x) + HM(x) ) ]dx  

per ogni coppia di punti {x', y), {x', y) appartenenti  
cui seguono te 

( s - - I )  

(37') !~Zj (x, y) 

" da a D1, con x' < x ,  

k 

< [B~M(x) v~Xl + 2 X "~oh~ v.(xi + AM(x)~ + 
h = I  

+ N(~) + nB~(vlx) + HM(x))], 

le quali, in corrispondenza ad ogni y di (0, bo), valgono per quasi tutti gli x 
tall ehe (x, y) appartenga a D~. 
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Si d imos t r a  al lora che le funz ion i  

Z~)tx, y}, ..., Z~)~x, y}, 

def in i t e  da l le  (30), sono di e lasse  G in D1 e soddis fano  le (34), t35). (36), (37). 
S v i l n p p i a m o  la d imos t raz ione  nel  sneeess ivo  eapoverso  b). 
Po ieh~ le funz ion i  Z~°)(x, y), ( j  = 1, ..., k), def in i t e  da l le  

(300) Z~°)(x, y ) - -  ~j(y) (j .= 1, ..., x), 

t enu to  eonto ehe ~ ), ~ ).2, soddis fano  le (34), (35), (36), (37), le fnnz ioni  
Z~)(x, y), (j  = 1, ...~ k), sono di classe G in D~ e soddis fano  le (34), (35), (361, 
(37); e eosi  p r o s e g u e n d o  le funz ion i  de l ie  sueeess ion i  

Z~)(x, y) . . . . .  Z(k~)(x, y) (s = 1, 2, ...j 

sono di classe G in D~ e soddis fano  le (34), (35), (36), (37). 

b) D i m o s t r i a m o  che, se le funz ioni  Z~-l)~x, y), t j  = 1, ..., k), sono 
di c tasse  G in  D~ e sodd i s fano  le (34), 135), (36), ~37}, del le  s tesse  proprieti~ 
godono  le funz ion i  Z~)(x, y), (j  = 1, ..., k), def in i t e  dal le  {30). 

0 s s e r v i a m o  innanz i tn t to  che da l l ' i po te s i  che  le funz ioni  Z}~-~)tr, y}, 
(?' = t, ..., kb soddis f ino  le t35) e da l le  (22'), (27}, seguono  le 

(3s) i z ~ ' - % ,  u~ - z~°) i ± ~j tj = ~, .... k~. 

Le (30) si possono anehe  scr ivere  

k 

Z b~/x, y)[Zl~)(x, y ) -  ~/y)] = 
j = l  

J~  db; /X,  (;;IX; x, y)) [ZS~_;) X, g~(...)~_ ~jtg;(...)~] + 
- -  d X  

0 

(30') + X,(X. g~'...), Z~-~)(X, g~(...)), ... ,7(,-~),v , ~ ~ A ,  g ~ ( . . . ) ) ) +  

'~ (tuj(X, gi(...)) 
+ Z c i /X ,  g~t...)) 

j=~ " d X  

g~/g,(...)) t 
- Z butX. g~t...)t dX ,  

i=1 -dX 1 
(i = 1, ..., k). 
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Dalle  (3if), t enu to  conto del la  (14), si ha 

t34) Zig)t0 ..., j ~ , y}---- ~j[y) (j = 1, k). 

Ind iea ta  con U('-l)(x), (0 < x < al), la funzione 

m ~ x  
x 

O~y~b o -  f M(t)dt 
0 

k 

Y, t z~-~)(  x, y) - ~(y )  i, 
i = l  

t enu to  eonto del le  (15), (16),~(17i, (20), ~24) 

x 
kB3 r 

1 z}'>(~, y) -- ~+(vl I _  < % - J  { [~(xt + AM(~)]U(,-~)(X~ + 
0 

+ N ( X i  + nB~[v(X} -{- HM(X}]  + k B I k M ( X ) } d X ,  ( / .=  1, ..., k). 

In virtfi delle (25) si ha 

x 

(39) I Z~)( x, Y) - -  ¢~J(Y) ! -< f [E~t X) U(~-I)(X} + E2(X)]dX, (j --  l, ..., k}; 
0 

poich~ dalle  (35) segue  

(40) U(~-~)(x) ~ U(x) (0 < x < a~), 

valgono le 

x 

Z(~)tx f j , , y) --  ~j(y) l<__ [EI(X)U(Xt + E2(X~]dX, 
0 

cio~ tenuto  con~o della  (26), 

(35) L z~) tx ,  y) _ ~(y) [ < u(z~) (i  = 1, k). 
- -  k °°* ' 

Dimos t r i amo ora ehe in cor r i spondenza  ad ogni x di (0, al) le funzioni  
x 

Z}~)(x, y), (] = 1, ..., k), sono l ipschi tz iane  r i spet to  a y in (0, bo- -  ~ M(t)dt) e 
0 

soddisfano le (36J. 
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(41) 

Dalle (30) seguono le 

k 

k ~]fx, y) ~ b~t0, g~(0; x, y))~h(g~(0; x, y))-}- 
Z}~)lx, y) = ~=~E B(x, y )  = 

x 

+fl 
0 

db~h(X, gi(X; x, y)) Z(~ 1) X 
E d X  - - I , g~(...))q-- h~l  

r ] ( s - - 1 ) l  "~r + X~(X, gL.. ~, Z ~ - ° ( X ,  gL..)), ..., ~k ~.~-, g£..)))+ 

n 

+ Z cUX, gL..)) d u U X .  g~('")) t dX,  
d X  ) 

lj  = 1, ..., k), 

da cui, con alcuni calcoli e integrazioni per parti, 
(16), (17), (20i, (21), (22'}, (23), (24), (28), (38) e del 
X0, ~ (cfr. capoverso a)), posto 

tenuto conto delle (15), 
significato delle costanti 

g~iX ; x, y) : gi , g~(X ; x, Y) = gl (i - -  1, ..., k), 

in corrispondenza ad ogni coppia di punti (x, y), (x, ~l) del campo D1 
seguono le (16j 

{ le) Considera te  le funzioni  bij(X , gi(X; x, y), (i, j = 1, ..., k), per  ogni  eoppia di  va lo r i  
X ' ,  X "  tall  che i pun t i  (X' ,  giiX'; x, y)), {X", gdX";  x, Yi) (che ind ieh iamo per  brevit/~ con 
(X'~ gi'), (X"~ gi")) appar t engano  al campo Di ,  in v i r th  deIle (15~), (16'), (17), (28) si ha 

I bd(X' ,  gi') -- bi, i ( X ' ,  gi') I ~:" i bij(X', gi') - -  bij(X', gi") i + 

Xpt 

" "X" f + aM(x)]dx , 
X r 

da eui segue l ' a s so lu t a  continuitfi  del le  funzioni  bij(X, gi(X; x, y) n e l t ' i n t e r v a l l o  dei  va lor i  
X tal i  che (X, gi(X; x, y)) appar t enga  a Di;  inol t re  per  quasi  tut t i  gli  X di ta le  in te rva l io  

dbij(X, gdX;dx x, y)) t ~ I ~ ( X  ) _  + AM(X).  

I n  modo analogo si ot tengono dal le  (15), (16), (17), (28), (36), (37} le maggioraz ioni  

re la t ive  al le  dcii(X' gi(X'x'  y)) dui. i (X, gi(...)) dZJeS-t)(X~ gi(.+)) 
d X  ' d X  ' d X  
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z}~)(x, y ) -  z}%, ~) < 
Y - - #  i - -  

l k 
a l  

I,oh, + E yo~(~(X) + AM(X)) + 5{X)  + nB~(v(Xt + HM(X)I]dX + 
0 

+ - ~  ~=~ 

x 

dX + 
0 

f ( I -}- ~ - -  L~(X) k~ -l- Z h=l y - -  y 
0 

1 kB3 (u~j~I X. g~) - u~t~(X, g~))c~h(A, g3 

x 

a x  " + 
0 

d.u~ j( X, 
(c~(X, g~t - c~h(X, gO)l d X  , 

7 

+ d X  J 
l j==  1, .... k). 

Posto 

(42) sup Z = ' 
o<x<x h=l y - -  y 

X 

O~ y~_b o-  f M(t)dt 
0 

X 
O~y<bo-- f i(Odt 

0 

e tenuto conto delle (15), (161, (17), (24}, (28), (37), (38) e inol t re  delle posizioni 
(31), (32) si ha 
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(42') 
x 

y - - y  
0 

ed essendo, in virtfi delle (36), 

seguono le 

A~_~x) < V(x) 

(36) Z~)(x' y) - ~ j  ix, ~J) < _ _ _  (j  .... 1, k). 
y y - -  k ""' 

Dimostriamo ora che le funzioni Z~)(x, y), {j = 1, ..., k), sono assoluta- 
mente continue rispetto a x su ogni segmento di D~ parallelo al l 'asse x e 
valgono le (37). 

Siano (x', y), (x", y) due punti di D1, con x' < x". 
Consideriamo la funzione 

X 

t? ~ ii . g # X ;  x ,  yl = y - ~  e~(t, gdf; m ,  y)}dt, 
J Xtl 

tenuto conto delle {17), per 0 < X <'-x" 

X 

0 < g~(X; x", y) ~ bo - -  f MIt)dt, 
0 

' ( ' X " ,  in particolare, posto y ~ - - g ~ x ;  y), il punto (x', y0 appart iene at 
D1. Inoltre in virtlk delle (17b t28) b 

(43) 

x/, 

0 < y~ - -  y . i  f Mix)dx.  

Si ha. 

k k 

Z ~j(x, - -  Z b~j(z, y}Z~)(x ', y) b ' y~Z}'llx '', y) ' - -  

(44) 
k 

- -  Z r l~x" y!Z~')ix '', y ) -  b~i(x' , y~)Z~S)(x ', y~i-{- 
j = l  

+ b~j(x', y'~)Z~:)(x ', y l , -  b~/t~', y)Z~:)~x ' y)]. 

campo 

Annali di Matemattca 24 
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Indica to  con A~ il seeondo membro  del la  (44), tenuto  eonto delle (16'!, 
(30) e del le  (36) (relative alle Z~)(x, y)), poich~ i [ u n t i  (x", y), (x', y l )appar ten .  
gono alta eu rva  Y =  g~(X; x' ,  y), si ha 

x t l  

x t 

l 1 + A Z 7oj + B~ V(x') (y~ --  y); 

tenuto  eonto del la  (43), ed essendo V(x) non dec re scen te  in (0, a~), si ha  

(45) 

x C r  

x I 

( i - -  1, ..., k). 

Scr i t te  le (44) nel la  forma 

(s) ~ b (x" y)[Z}~)tx', y ) -  Zj (~, y~] = t ] '~  ~ 

: Z [b~j(x', y) - -  b~j(x", y)]Z~)(x ', y~ t 5~ ( i =  l, ..., k), 

tenuto eonto delle (14}, (45) seguono le 

(37i 

r z}%", y ) -  z) (~, y) i<  
x t t  

< kB3 f - -  to I 2 N 7oj[N x) + AMtx)] d- IV(x) + nBl[v(x) + HM(x)] + 
x ~ 

+ B1M(x)V(x)} dx ( j - -  1, ..., k); 

ne segue l ' a s so lu ta  cont inui th  del le  funzioni  Z}~)lx, y), ( i =  1, . . ,  k), r ispet to 
a x su ogni segmento  di D1 para l le lo  a l l ' a sse  x, e inol t re  valgono le (37}. 
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4. a) - Convergenza delle approssimazioni successive. Posto 

(46) 
k 

vXt) = s.p x Iz~%, y ) -  z~'-%, y)t, 
O~,r~.<t j ~ l  

u 

O~-~:y~bo-- f M('a)dTj 
0 

(s = 1, 2, 3, ...), 

dal le  (4t) si ha, per  0 < X <  x, s - - 2 ,  3, ..., 

X 

O) < kBz f I Zj iX, y ) - -  Z}'-~)(X, y ) ] _ - ~  [~(t) + AM(t) + L~(t)]v:L~(t)dt_< 
0 

e quindi  anche  

(47) 

< kB3 f [~(t) --~ A21//(t) "31- L~(t)]v._~(t)dt 
- -  (1) 

0 

x 
< k2Bz ~ r-~ 

v,(x) _ ~ j t~ t) + AM(t) + Ll(l)]v._~(t}dt, 
0 

(s - -  2, 3, ...). 

In tutto (0, a~) le funzioni  
pa r t i eo la re  si ha  

{47') 

v~(t), ( s - - 1 ,  2, ...), sono non deerescenf i ,  in 

v~(t) < v~(a~). 

Si d imost ra  allora, tenuto conto del la  (47), che per  s----2, 3, ... b (=) 

Q~) Posto  k~Bs [~(t) + AM(t) + Ll(t)] = Mt(t), dalle (47), (47') per  s ~--- 2 si ha v2(x ) 
59 

x x 

~ / M i ( t ) v ~ { t ) d t ~ v ~ ( a ~ ) / M i ( t ) d t  , e la  (47") ~ p rova ta  per  s = 2 .  Suppos ta  ve r a  la  (47") per  
0 0 

s ~ v ,  si p rova  ehe essa va le  per  s ~-v + 1, in vir t [ l  del te  (47). Si  ha infa t t i  

x x 

0 0 

t 

[l 
0 

(v -- i) I 
dt = 

i >1 (,i - -  I )  ! L ~=o v! 
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:c s--i 

~ J [~(tt + AM(t) + 
0 

(47") v~(x) ~ v,(a~) (s - -  1)! (0 /" x < a,). 

DMla couvergenza  del la  serie  numer i ca  

al fI I,) + s 

0 

Z v~(c~) 
~=o 8 [ 

segue  la eonvergen~a un i fo rme  delle  funzioni  Z~)(x, y), tj  = 1, ..., k), in tut to 
il campo D1; le funzioni  

Z/x, y ) :  lim Z~)(x, y) ( j - - 1 ,  ..., k) 

soddis fano it s i s tema (29) nel  campo D~ e le condi~ioni (IIo), come segue  
subi to  dal le  (34) o anohe  d i re t t amente  dalle (29) per  x - ~  0. 

b) DMle (36), (37). le quat i  va lgono anehe  per  le funzioni  Zi(x , y), 
(j  : 1, ..., k), segue  che le funzioni  Z/x~ y), ( j  = 1, . . . ,  k ) ,  sono di e lasse  G 
nel eampo D1. 

Dal  s i s tema (29), il qua le  ~ soddisfat to  in tut to  il campo D, ,  segue  
a l lora  (17 ~is) ehe il s i s tema (II) i~ soddisfa t to  dal le  funzioni  Z/x,  y), t j  = 1, . . . ,  k ) ,  

in quas i  tu t to  il campo D~; e va lgono le (Iio). 
Pos to  

A(x) = sup ~: IZ /X '  Y ) - -  Z-/X' ~li t 

X 

O~y~b O- f M(t)dt 
0 

X 
Os/.+~bo~ f M(t)dt 

0 

dal s i s tema (II) seguono d i re t tamente ,  r i so lvendo r ispet to  
nendo -con to  de l | e  (15"), (I6'"), (17), (20), (24), le 

alle ~Z/x, y) e re- 

(37o) I ~Z](x, y) < kB3 ~x -~-{  B~M(x)A(x) -]- N(x) + ~BI(vix)~+ HM(xt) }, (j  =: 1, ..., k), 

(t7 bis) Cfr. 1.c. a nota (i~), § 1, n. 2, f), pp. 140-145 



M. G. CAZZANI NIERI: Un teorema di esistenza per un problema misto 189 

Ie quali valgono su ogni segmento di D~ parallelo al l 'asse x per quasi tutti  
gli x. 

Con un ealcolo diretto (analogo a quello sviluppato per dimostrare le 
(36)), a par t i te  clalle (29), Leuendo conto delle (37o), si provano le 

(360) 

dove (s) 

Y Y 1 - -  k 
( j = 1 . . . .  , k), 

[ s(x)dx 
(36~) V(x) - -  k),2e o (0 < x < a~), 

essendo ~2 la eostante ottenute da t 2 sopprimendo i! termine 

al  

f 2 AI~ Z yoj (t~(x) -4- hM(x) )dx .  
j = l  

0 

5 . -  Unic i t& Indicata  con ~(x, y), ( j - "  1 . . . .  , k), un ' a l t r a  soluzione di 
classe G del sistema (II) nel campo D~, soddisfacente le (IIo), neeessar iamente 
essa soddisfa il sistema (29). Posto 

k 

~(x) = max ~ t Zj(x, y) - -  Zj(x, Y) I, 
x ]~1 

O ~ y ~ b  o -  f M(t)dt 
0 

dimostriamo the  in tutto D~ 

(48) ~(x) --  0. 

Infatti ,  risolto il sistema di equazioni (29) considerate come equazioni 
algebriche in Z/(x, y), I j - - i ,  ..., k), tenuto conto delle (15'), (16'), (21), (24) si 
ha 

x 

0 

× I zj(x, g ~ x ;  x, y)) - ~ ( x ,  g~¢...)]dX, 

(is) Si t rovu infa t t i  (efr. le (42')) 
x 

/ 

k~2 A- k ] S~X~A(X)dX. A(x) 
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e anche 
x 

0 

da cui segue la (481 in virtfi deI l emma di GRO:~WAL5 generaliazato (,9). 

§ 3 .  

1. TEOREI~IA I I I  (DI E S I S T E N Z A )  - Valgano le ipotesi del Teorema I suUe 
funz iong  al](x, y), ?~(x, y), f~:(x, y, z~, ..-, z~), (i, j---- 1, ..., m) e su i  da t i  ~(y),  
(i = 1, .... m), W~(x), (i = 1, ..., r). 

S i a  

(49) 

• ~(0) = z? ) 

[ ¢'(Y) - -  ¢~(°) 1 ! ~  < 2 

] ~dx) - -  (P~(0) l ~ ~ 

(0 __< y ~ bo), 

(0 <_ y __< bo), 

(0 < x < a0), 

(i = l, ..., m), 

(i - -  r -~ 1, ..., m), 

( i =  l, . . ,  r), 

(i = 1, ..., r). 

S u p p o n i a m o  inol tre  the in  q~as i  tulto (0, ao) s ia  

(111) 

r 

j=~+~ ~=~+~ A~_~(x, 0i [L(x' 0, W~(x), ..., ~(x),  

~r~-i ~. . . .  ~ ~m) - -  

r 
Xl (2~vs(X, O)~iLf : (X)] -  fi(X, O, (]~'I(X), . . . ,  ~r(X) ,  Zr-~l, . . . ,  Zm) - -  z . J  

t~(x, o), 
8 

(112) ~=~:~ j=~+~ a~j(x, 0) ~=~+~:E A=_~(x, } ' j!~ _0)0) a~,(x, O)p~(x, O) ~ Fp~(x, O) 

(i "-- 1 . . . .  , r) 

(i = 1, ..., r) 

(~9) Cfr. @. SANSO~ - R. CONTI~ E q u a z i o n i  d i f f e r e n z i a l i  n o u  t ineari~ ~, Monografie 
Matematiche del C.~.R. ,~ Ediz. Cremonese, Roma (195% Cap. I ,  §2; n. 1, pp. 15.16. 
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per  ogni (m - -  r ) -p la  zr+~ , ..., z,~ eo~, ~ z i - -  z~ °) t ~-- 7j , ( j  - -  r + 1, ..., m), essendo 
F un a  costante non  negativa.  

S i  d imos t ra  che esisle u n a  m - p l a  di f u n z i o n i  

z~(x, y), ..., z~(x, y), 

di classe G in  u n  campo 

D: O ~  x_~_a, 

x 

0 ~ y ~ bo - -  f M(t)dt, 
0 

dove a ~ u n  opporluno numero  posi t ivo (2o), con a ~ a o ,  la quale sodd i s fa  
quas i  ovunque  in  D il s i s tema (I), e inoltre le condiz ioni  (Io) nei  r ispet l ivi  in.  
tervall i  (0, bo), (0, ao). 

2. - P e r  le ipotesi  fa t te  es is tono c inque  costant i  pos i t ive  ~, B1, B2, B3, 
to tali che ~.ia 

(50) t (I) '(Y)- (I)~(Y) I ~ k ]Y - -  Y i (i - 1, ..., m) 

per  ogni coppia  di valor i  y, ~ di (0, bo), e in tut to  Do 

(5~) 

(52) 

a~i(x, Y) i ~ B~ 

~](x, Y) I ~ B2 

(i, j = 1, ..., m) 

(53j ] ~j(x, Y) I ~  B3 

(54) i A,~_r(x, y) ! ~ ~o 

Cons ider iamo le curve  ca ra t t e r i s t i che  def in i te  nel c ampo  D dal le  equa- 
zioni (21) 

X 

(55) g~(X; x, y) = y -Jr- f g~(t, g~(t; x, y))dt,  (i = 1, ..., m), 
x 

essendo (x, y) un punto di D e X, Y le cord ina te  corrent i  sul la  curva.  
Risul~a per  i - ~  1, ..., m 

(56) t g~(X; x, y ) - -  g,(X; x, Y) I ~:  k~ ]y - -  y I, 

12°) C i r c a  l a  d e t e r m i n a z i o n e  d i  a cfr .  n.  4, (65), ( 6 5 %  
(2i) C i rca  la  d e f i n i z i o n e  e le  propr ie tor  clelle funziotJ i  giX; x, y) ef t .  1.c. i n  (l}, pp.  137. 
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dove 
a 

/ L(t)dL 

)vl ~ e ° 

(57) 

xrt 

tg,(X; x', y ) - -  g,(X; x", y)]~ f M(t)dt. 
x t 

Inol t re  i~ (err. nora (16)) 

' " (X"" f (58) l a , j (x ,  g,(X' ; x, y)) - -  a~/X , g~, , x, y))]~ 
X ~ 

{3 

(58') f da~](X, g/X;  x, y)) d X  ~(X) + AM(X) 

(Nt) + AM(t))dt 

(i, j = 1, ..., m). 

Si in tende  the  le (56), (57), (58), (58') valgono per  tut t i  i pun t i  (X, g~(X; x, y)), 
o coppie di punti ,  appa r t enen t i  al campo D. 

3. - Def in iamo in D le funzioni  z}°)(x, y), (j = 1, ..., r), median te  le 

(59) z~°)(x, y) = ~I~(x) + ~ /y )  - ~/0)  

e success ivamente ,  per n - - 1 ,  2, . . ,  def in iamo le funzioni  z*('Orxj ~ , y), ( j - - r +  1, 
..., m) median te  il s i s tema di equazioni  in tegra l i  

111 r 

a~i(x, y)z~(")(x, y)-F E a~i(x, Y)Z~"-~)(x, Y ) =  
j = ,+ l  ]=I 

--  ~ a~j(O, g~(0; x, y))(I)/gd0; x, y)) + 

(60) 

x 

+ 
i = r+ l  

0 

r a d%(X, g /X;  x, y)) _.(.),~ d ~j(X, g~(...)) .(._~),~ 
dX  *J ~ '  g~(" )) + ]~=~ d2~ ~ w~, g~(...)) + 

( , ~ - 1 ) ,  , * ( " ) -  - * ( ' 0 "  ( + f,(x, gi(...), z~°-l)(X, g,(...), ,.., z, (-4, z.+lt...), ..., z.~ ('")) ldX' 

(i "-- r + 1, ..., m), 

z (~) - e le funzioni  j (9, y), ( j - - - i ,  ..., m), mediante  il s i s tema cos~ituito dal le  m 
equazioni  a lgebr iche  



M. G. CAZZANI NIERI: Ut2 teorema di esistenza per un probIema misto 193 

(61) 

m m 

a~j(x, y)z~)(x, y ) =  Z a~(O, g~(0; x, y)fl)j(g~(0; x, y)) + 
j = l  j = l  

x 

0 

da~](X, gL..)) z~(~ ) X 
~ z  ~ ~ , g~(...)) + 

(n--D, , I + f / x ,  gL..), z~ ~...), z~,-~)(...), .~(,o, , z~(")(...)) dX  

per  ( i = r +  1, ..., m), e, per  i = 1 ,  ..., r, dal la  (61) se y ~ g , ( x ;  O, O) e dal la  

m 

av(X, y)z~)(x, y ) =  ~ a,/~,. 0)%(~,)+ "~ a,j(~,, O)zT(°)(f,, O)+ 
1=1 j = t  j=r+ i 

(62) 
x ra 

+ ( 1  ~ da~i(X' g'(X;x'Y))z} ~-~)(X, g~("')) + E da,~(X, g/...)) zT(n)(x, g,(...)) + 
.L ~ ]=~ dX j=~+t dX 

f~(X, g/...), z~'-~)(..), ..., z~ (...), ~+~...~ . . . . .  z*~°')(...)) dX 

se y < g~(x; O, 0), dove {i ~ 1' ascissa del  punto  comune  al la eu rva  Y = g~(X; x, y) 
e all '  asse X. 

4 .  - Posto 

(63) 

H ~  - -  ( m  - -  ~ ' ,2B3 
H2 = rmB2(1 + H1B,), 

r 

i = l  

(0 < x ~ ao), 

siano U*(x), U(x) le  funzioni  non dec reseen t i  def ini te  in (0, ao) dal s i s tema 
in tegr~le  

(64) 

I U*(x) ~- H1B1U(x) + H I ~ {  [~(X) + AM(X)][U*(X)+ U(X)] + C(X)} dX 
O 

I ; ~]:x) --- H2 { (~(X) + AM(X)]I U*(X ) + U(X)] + C(X)} dX. 
0 

A n n a l i  di  M a t e m a t t c a  ,'.~ 
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Risulta 

(HI_~H,~_~H1H~B1) / (~(t)2t-AM(t))dt  

(64') U(x) = C(X)e ~: dX 
0 

(64") 

Sia a, con 0 < a_~  ao, il massimo valore di x per cui valgono le 

(65) U(x) <_ Y~ _ ~ 
r 

( i - -  1, ..., m) 

U*(x) 
(65*) ~ ~'i -- ~ ( i = r +  1, ..., m). 

Sia W(x) la funzione definita in (0, a) dall' equazione integrale 

x 

(66) W(x) -- r),4 ~- r f SffX) W(X)dX, 
0 

eio6 
x 

r / S f fX)dX  

(67) W(x) = r),4e o 

dove la costante ),4 (soddisfacente la diseguaglianza ) ,4~),)  e la funzione 
81(x) sono definite pifi avanti  r ispett ivamente dalle (90), (91). 

( . - I ) .  Siano z) (x, y), (j = 1, ..., r), funzioni definite nel campo 

D: O ~ _ x ~ a ,  

x 

0 ~ y ~ bo - -  f M(t)dt, 

ivi di classe G, soddisfacenti le 

(681) 

(682) 

(691) 

(n--l),A z) ~v, y) = ~j(y) 

(~-1). 
~) tx, O) = ~j(x) 

(~--1), 
I zj (x, y )  - -  @ j ( y )  + ~ j ( x )  - -  ¢i(o)1 t ~ - -  

r 

(0 ~ y ~ bo), 

(0 ~ x ~ a), 

in tutto il campo D, 
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(70) 
(~ - -1 ) ,  ( n - - l ) ,  

r 

per  tut te  le eoppio (x, y), (x, Y) del eampo D, e in quasi  tut to D, le 

(71) 

avendo posto 

(71') 

(69') 

] ~z~-l)(x' Y) m2B1B2 M(x) ~x ]<__ p(x) + r W(x), 

m r 

~I ~l 

Osserviamo t h e  dal le  (49), (65), (69) seguono in ta t to  il campo D le 

(n--l). 
I z; (x, y)  - -  (Pj(0) I ~ 7J ( j  - -  1, . . . ,  r). 

Si d imos t ra  al l0ra t h e  

1 °) osiste u n ' u n i c a  ( m -  r ) -p la  di funzioni  di classe G in D 

*@,  
z~+~x, y), .... z~(~)(x, yi 

soddisfacent i  il s i s tema (60), le 

(68*) zT(")(O, y) = @/y) (0 ~ y ~ bo), 

e le 

t4(°)( x, y) - +/y)  i ~ ~]*(~___A); 
~ /  - -  r 

(69*) 

osserviamo che dalle (69*), tenuto conto del le  (49) e (65*), seguono le 

I ~7(°)( x, y) - +j(o) I ~ v+ 

20 ) le funzioni  

z~)(x, y), ..., z~)(x, y), 

(69*') (j  - -  r + 1 . . . . .  m); 

def in i te  a lgebr i camen te  dal le  (61), (62), sono di classe G in D e soddisfano le 

(681) z~°)(O, y) - -  + / y )  ( j  = 1, ..., m), (0 ~ y ~ bo), 

(682) z!~)(xj , 0) -~ %(x) ( j  - -  1. ..., r), (0 ~ x ~ a), 
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(691) 

e 

(692) 

nel campo D, 

(70) 

l ~ ) ( , ,  y) - (~,~y) + ~j(x) - cj(0)) I ~ ~(x) 
r 

IC)(  ~, y) - ~)/y) I ~ U(,)) 
r 

I ~°)(, ,  v) - ~S°)(x, ~J) l ~ V(X)  t y - y l 
r 

(j = 1, ..., r) 

( j - - r +  l, ..., m) 

( j - -  1, ..., m) 

per  ogni coppia di punt i  (x, y), (x, [/) di D, e infine in quasi  tutto D le 

(71) ~tl~z~)(x'~x Y) lll ~:~ p(x) + m~r BIB~M(x) Wtx) (j = 1, ... , m). 

In part icolare per  j = 1, ..., r le funzioni z~)(x, y) sono di elasse G ed 
hanno le stesse proprietfi. (68), (69), (70), (7t) delle funzioni  z~'-~)(x, y), ( j -  1, ..., r). 

Svi luppiamo la dimostrazione delle propr ie tg  1 o e 2 o nei successivi 
humer i  5, 6, 7. 

Poich~ le funzioni ff)(x, y), ( j - -  1 . . . .  , r), defini te  dalle 

(59) z~°)(x, y ) =  %'y) + ~,(x) ~)j(o), 

sono di elasse G in D e soddisfano le (68), (69), (70), (71), esiste u n ' u n i c a  
( m - - r ) - p l a  di funzioni 

~(~) 
z*(+~(x, y , . . . ,  z~ (x, y). 

le quali  sono di elasse G in D e soddisfano le (69*); quindi  le funzioni 

d~)(x, y), ..., z(.P(x, y) 

r isul tano di classe G in D e soddisfano le (6~'), (69), (70), (71), in part icolare  
tali proprieti~ valgono per  le funzioni 

zP)(,, y), ... zP)~x, y). 

E cosi proseguendo,  vengono definite le funzioni  delle successioni 

d")(x, y) . . . . .  z~:)(x, y) 

r+l~, y), . . ,  z~(n)(x, y) (n -- 1, 2, ...), 

le quali  sono di classe G in D. 
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5. - I1 s is tema di equazioni integrali  (60) nelle funzioni incognite  zT(~)(x, y), 
( j -  r + 1, ..., m), si pub scrivere nella forma 

(60") 

a~j(x, y)z;*(~)(x, y) = Z a~j(O, gd0; x, y))~PjCgdO; x, y)) 
]=~+1 1=~+~ 

x 

+ 
0 

da~j(X, gdX;  x, y))zT(~)(X, 
d X  , gG,.))dX + 

r j ( n - - l ) ,  T r  

+ f[~)(X, gdX; x, y ) ) +  E a~(X, gL. az; (.a., gd...)) t J=~ )) ~ ~ dX, 

( j - - r + l ,  ..., m), 

avendo posto per  brevitG anche per il seguito, 

(72) f~°)(x, y ) =  f~(x, y, zi~-~)(x, :~), z ~ ° - % . . ) , - * ) ,  , - * ) ,  ,, . . .  ~ ~ + i b . . ) ,  . . . ,  ~,~ b " ) ) ,  

(i = i ,  . . . ,  m) .  

I1 s is tema (60') 6 an  sistema della forma (30"') (2~); va, lgono le ipotesi del 
Teorema II, qaindi  esiste in un oppor tuno campo una  ed una  sola soluzione 
di classe G 

~ ( x ,  y), , ~ (x ,  y/ 

soddisfacente le 

(6s*) z~0, y) = %(y) (j = r ÷ 1, ..., m). 

(~*) I1 sistema (60') b an sistema dl ( m - - r )  equazioni integral i  nelle m - - r  funzioni 

incognite Z*(n)~r+l t~, Y), ""' Z *(n)~.* ~ ,  y), che qui sostituiscono lo funzioni Zt(x~ y), ..., Z~(x, y) 

del sistema (30"); inoltre in luogo delle funzioni ~ ccj(X, gi(...}) du t j (X '  g~('") qui figurano 
d X  

le f~n~io~i ~ a~Ax, g,(..))--a~-~)(x'~ ~A''')) 
1=1 

1=1 d X  
Osserviamo che alle diseguaglianze 

k 

h = l  

vengono sostituite le 

I f~( x, U, z~--l)( ~v, Y), ..., z~--D( x, Y), Z~+l, . . . ,  z , 3 -  ,fix, y, Zl ix, y), ..., --~)(x, y}, G+I,  "", [ 

<_ L,(x) l O + W(x)~ ! y - y l + ~ Izh-- ~h l l. 
h = r + l  
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Come campo di esistenza e unic i th  del la  soluzione cons ider iamo il campo 
D define]t0 ' nel  n. 1. 

In fa t t i  in luogo del la  funzione U(x), def in i ta  dal la  (24), si considera  ora 
la funzione U*(x) def in i t a  median te  le (64): scr i t te  le (60') nel la  forma 

(60") 

"~ +(,) 
Z a @ ,  y)[zj (x, y ) - - ¢ / y ) ]  + 

] =r-J~ l 

+ ~ a,/x, y)[aSn-'(X, y ) -  (C/Y) + %(x) - -  ¢/0))] --  
]=1  

j = ~ + ,  h X  ~aJ ' ' g~ ( ' " ) )  - -  ¢ / g ' ( ' " ) ]  + 

0 

-]- ~ da, /X,  g~(...~)[z}~_~)(X, g,(...)) _ @/gL..))  + W/X)  - -  (Pj(0))] + 
j=~ d X  

dC/g~( )) 
+ f l ' ) ( x ,  g,(.. .5) - Z a ~ ( x ,  g~(...)) - -  "'" 

j=~+~ d X  

/d(P/gL..)) ) f  - -  E a~/X, g~(...))( d]~ ..3 c- ~Y)(X) d X  
/ = 1  

(i = r + 1, ..., m), 

modif icando di poco (23) il calcolo sv i luppato  nel  § 2 per  d imos t ra re  la (35) 
(err. 3, b)), si prova che 

(2s) ~ seato opportuno sostituire, scrivendo le, (60') nella forma (60"), al{termine 

x 

a,,gX, giC )t 
, j = l  dX 
o 

F espressione 

a g X ,  ~ / . . . ) ) [  "-~) (X ,  g / . ) )  - -  (%lg , ( . . . ) )  + ~:j(x) - %. (oj)] - 
/ = 1  X~O 

_ [ l  x 4a,.~x, ~,(..) 
• i=~  a x  [ ~ - ' ( = ~ : ,  gd-.-))  - (+ .gad . . . ) )  + w a x )  - ¢s(o~)] + 

0 

+ ~2 au(X , gi('..)} ff/'j(X} dX, 
J=, L 

il cui valoro assoluto b maggiorato da 

r 

Bl~f(x)+ I(!~(X}+AM(X))U(X)4.rB,kM(X)+ Y, [~F'j(X) I tdX 
j = l  
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l zT(")(x, y) --  (~/y) ] ~ 

x 

0 

( j - -  r + 1, ..., m), 

e quindi, tenuto conto delle posizioni (63), in virtfi delle (64) si ha 

(69*) t z*(~)( z, Y) - -  ¢~J(Y) f ~ U*(x) ( j - - r  + l, ..., m) 

in tutto il campo D. 
Inoltre con calcoli analoghi a quelli 

(cfr. § 2, n. 4, b)) si ottengono le 
sviluppati per provare la (360) 

(36*) ] zT(~)(x' y) -- zT(~)(x' # ) l  V*(x) 
y - - y  m -- r 

(j -- r + 1, ..., m), 

essendo V*(x), (0 ~_~ x ~ a), la funzione (non decrescente) 

(36*') 
(~-~) [ s*(x)dx 

V*(x) = (m r),2e o 

ottenuta da V(x) (cfr. la (36@ del § 2, n. 4, b)) sostituendo alla costante ~2 la 
costante 

a 

7o~+ ~ t'.oh + [(~(x) 4- 

(31 *) 

A M (x)) h=~ "~ ~ Toh + hT(x) dX} + 

l rn m 
+ (m -- r)B~ 2A).t ~ t~oh + mB~),~l + A E 7oh + B1W(a) + 

03 h~r + l h=r+ l 

+ ; t  (m ---r)2B~,,, A),t[N(x)+ rBl(p(x)+ (m2B~B~ + 1)M(x)W(a))]. + 
0 

+ XI(1 -{- W(a))L~(x) + rA).~(p(x) + (m2B~B7 + I)M@)W(a)) + 

+ )~lW(a)(~(x)+ AM(x)) ldxl ,  

nella quale si b indicatn con ~o la costante di L~t)scmTz delte funzioni 

~j(x, y) (i, ] = r + 1, m), rispetto a y e si ~ posto A~_~(x, y)' " " '  
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[Li 
(72') yo~=yi+I(I),(0)], ( i=1 ,  ..., m), t~o,= ~- + j¢,(0)j, ( i=  1, ..., r)  Vto~= t~,+i~(0)l, 

( i  = r + 1, . . . ,  m ) ,  

e sostituendo alia funzione S(x) la funzione 

(32*) S*(x)--(m--r)Bat(mo) % r)~B3A)'~B~M(x) + ~[L,(x)+ t~(x)+ 2AM(x)] 1 • 

Posto 

(72") 

s i  h a  

a 

0 

+ ( m - - r ) B s  l{2A)q "E ~oh +mB~k)q + h ~E goh 4- 
OJ [ h = r + I  h = r + l  

a 

+fl t hk~[N(x) + rB~p(x)] + )qL~(x) + rh)qp(~) I dx 
0 

0 

+ rA}q(m=B~Bze l :3I (x)+ )q(V(x)+ AM(x),] dx I' 

x 

(,~--r) f S*(X)dX 
V*(x) == (m -- r)(),* + ~* W(a))e o 

y - - y  

x 

(,~-T) ] s*(x)dx 
Y--) < [x~ + x ~ W(a)]~ ° 2 ~ ( j - - r - t - l ,  ..., m). 

Osserviamo per il seguito che, fissato x in (0, a), da quanto 
risulta, per 0 -~ X ~ x, 

x 

_ ( . . . .  ) f s*(~)~, 
[ zT(~)(X' Y) - __ y_ Y)] _<_ [),~ W ),* W(x)]e2 o , 

precede 

in particolare, per X = x, 
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(73) 

x 

-- $ ( n ) f  ~ ( . . . .  ) / S $ ( t ) d t  

: < + ° _ z~ W(x)]e , y - - y  (j  - -  r -t- 1, ..., m); 

ind ioh iamo con W*(x) la funz ione  
x 

("~--r) f S*(Odt 
(73') W*(x) = (m --  r ) [ ~  + ~ W(x)]e o ; 

la (73) d iviene  a l lora  

(73") 

Valgono le (2~) 

zff('°)(x, y ) - - z* (" ) ( z ,  ~) <_ W*(x) 

1 Y - - Y  m - - r  
(j  -- r -}- 1, ..., m). 

--: (m - -  r)B3 { B~M(x) W~(x)-brB~p(x)-b Bi(m2B~B2-[ - 1)M(z) W(x)-bN(x)  } 
¢o 

(j  --" r + 1, ..., m)  

le qual i  valgono su ogni segmento  di D paral le lo  a l l ' a sse  x per  quasi  tut t i  
gli a~; posto 

x 

(m--r) f S*(Odt 
(740 ~(x) - -  (m - -  r)B3 [B~),~M(x)e o -{- rBtp(x)  -k N(x)] 

¢o 

(742) 

x 

('~--r) [ S*(Odt 
~(x) - -  (m - -  r)B3 [B~),~M(x)e o -}- B~(m2B~B2 -b 1)], 

o3 

si ha 

(75) ('),x,(y) tl ~ ~(x) + ~(z) W(x) 3x l 
( j  = r -}- 1, ..., m). 

(~4) Dalle (60) seguono infat t i  (cfr. nora (15)) in  quasi  tutto il eampo D l e  

( n - - ] ) ~  ---~fi(x, y, z~ ix, Y), ..., z~'--l)(...), ~*(~)t ~ .*(~)l ~ ( i - ~ r + l ,  m); ~ r - ~ - I  ~*"]) "'" ~ ~ m  I , , . 1 1  . " , ~  

r isolvendo rispetto a ~ l ( n )  x, z.* t Y) 
~x 

e maggicrando si ottengono le diseguaglianze the  seguono. 

Annali di Matematica 26 
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6 .  - Cons ide r i amo  ora  le funzioni  z}")(x, y), (j  = 1, ...m), de f in i t e  Mgebri- 
e a m e n t e  dal  s i s t ema  l ineare  (61), (62). 

T e n u t o  eonto del le  (682), per  y-----0 si ha dal le  (60), (61) 

a~j(x, o>?(°)(x, o)+  ~ <j(x, o)%¢~)= ~ a,/x, o)z}")(x, o) 
i=~+1 ]=1 ]=1 

(j = r + 1, ..., m), 

inoltre ,  in virtfi  de l la  (62), /~ (2s) 

r 

a,j(x, o)~°)(~, o ) =  ~ <j(x, o)%(x)+ 
j=l  ]=1 j=r-{-1 

Ne segue  

a & ,  0)zj*~")(x, 0) 

( j  = 1, . . . ,  r). 

a,j(,, 0)[,~%, 0 ) -  ~(x)] + ~ a,/,x, 01[z~')(z, 0 ) -  z?(°)(x, 0)] = 0, 
j = l ]=~-{-1 

(i = 1, . . . ,  m) ;  

dal la  (1) seguono  n e e e s s a r i a m e n t e  le 

(682) z!")(x,j O) =- IFj(x) (] = 1, . . . ,  r) (0 ~ x <__ a) 

(76) - * ( ~ ) / x  Z}~)(X, O) = ~j ~ , O) ( i  = r + 1, .,., m), ( O ~ x ~ a ) .  

Ino l t r e  dal le  (61), (681), (60) subi to  seguono,  per  0 ~ y ~ bo, le 

(681) zS")(0, y) ----- %(y) (] = 1, ..., m) 

(68*) z:~(")rn , ,~, y) = q)j(y) ( j  = r -t- 1, . . . ,  m).  

D i m o s t r i a m o  ora  ehe  nel  e ampo  D 

(691) i z(D(x U(x) • , , v)  - -  (%~y) + % ( x )  - -  ~j (o) )  I ~ - -  
r 

(j  = 1, ..., r) 

(692) , z}.)(x, y)  _ ~p/y) [ ~ U(x) 
r 

(j  = r -F 1, ..., m). 

(-2~) P e r  y = 0 n e l l e  (6".2)) b ~i ~ x.  
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(6t') 

Ser iv iamo le (61), (6:?) r i spe t t ivamente  nel la  forma 

adz,  ~(~) %(x) ~j(O))] + Y)[ ~ (~, y) - -  ((Pj(y) q- - -  
j= l  

j=,q4 

=f 
0 

} ~ dau(X, gdX; x, y))[ =-~)(X, (@/gG..)) q- 
j=, aX z~ g,(...))- %(X) -- ~'/0))] + 

r n  q_ ~ dag(X, gd...)) -*(') 'X 
j=+,  dX [~J ~ ' g ' ( ' " ) ) -  %(g'('"))] + 

-}-f~")(X, gd . . . ) ) -  j=IZ au(X' gd'"))l dcp](g~('''))dX -1-' tF;(X)]] -- 

. . . .  d%(gd...)) t - ~ ~,j(x,,d,~.., d X  jdX, 
j=rq-1 

(62') 

au(x , y)[z~")(x, y ) -  (qpj(y) -ff rFj (x ) -  ,l)j(O))] q- 

j=r+l  

= ~z a,j(~,, o)[z~'°~.,, O ) -  Cj(o)] + 
j = r +  t 

x 

+ ~_ da~j(X, dX tz; ~.z,_, g / . . . ) ) -  ( (P/gG..))  F %(2 ; )  - -  C j (O) ) ] :+  
~ j--1 

"~ da~j(X, gd...)) ~ ,(.) , _ Oh/g(...))] 
j=~q-1 

+ fb(x, g,:.)) ~ ,~ I ~®j(g~()) I --j=tau~m g~(''))[ ~ + q~(X) - -  

- -  E a~j(X, g,( )) dCI)/gd"')) I J=~+~ .. ~ dX, 

dove si 6 tenuto conto del la  posizione (72). 
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Dal le  (60") del numero  precedente ,  per  y " - 0 ,  si o t t iene 

(60~') 

a~](x, 0)[z*(")(x, 0 ) -  d)i(0)] : 
] ~ r - ~ l  

x 

~=.+, dX g/ '")) - %(g'('"))] + 
0 

_{_ ~ da#(X, g;!...))rz(._t)rX a9 ~ j=, d X  ~ J ' ' g'('")) - -  (J'g~('")) + ~ ( X )  - -  ~j(0)] + 

+ f~")(X, g L . . ) ) -  E a~iX, g~(...)) dc~j(gL'')) 
]=.+~ dX 

[dCl'/g~()) W~(.X)t t dX --jZ= a~j(X, gL..)) t -dX"" + ( i =  r + I, ..., m), 

da cui,  t enuto  conto del le  (69), (69*) e del la  t e r ra  del le  (63) si ha 

(77) I ~J-*(')'-<,~, 0) - -  (Pi0) J < 

x 

(m -Z r)B~ ( t 
o~ 3" (~(X) + AM(X))[U(X) + U*(X)] + C(X)}dX, 

0 

(j - -  r -{- 1, ..., m). 

Dalle  (61'), (62'), ind icando  con ~ l ' a s c i s s a  del punto  in tersez ione  del la  
ollrva 

Y--g~(X; x, y) ( i - - 1 ,  ..., r) 

con l ' a s se  x o con l ' a s se  y (se y~g~ ' x ;  0, 0) ~ ~ - -  0, se y~g~(x;  O, O) 
Hi ---- ~ > 0), segue  al lora 

(78) 

I z}")(x, y) - -  O)j(y) + ¢~(x) - -  a,j(o)) ] 

0 

"qi 

x -; + B~ ~ [0~(x) + AM(X))(U*(X) + g(X)) + O(X)]dX< 
0 

_<roB2(1, + ( q n - - ~ B ~ B 3 ) f  [(~(X)+ AM(X))(U*(X)-k- U ( X ) ) +  C(X)]dX 
0 

(j = 1 . . . .  , r), 
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e lu s tessa  maggioraz ione  va le  per  la funzioni  l z~)(x, y) - -  q)/y) I, (J = r -F 1, ..., m). 
Tenu to  eonto del le  (63), (64) ~ a l lora  

(69~) t z~)(x, y) - -  ((I)j(y) -t- Wj(x) - -  (I)j(0)) 1 ~ U(x) ( j  - -  1, ..., r) 
r 

(692) [ z~.)(x, y) _ Oj(y) t ~ (](x__) 
r 

(] --  r -[- 1, ..., m). 

7 . -  D imos t r i amo  ora ehe 6 

( j  = 1, ..., m) 

per  ogni eopp ia  di pun t i  (x, y), (x, ft) del eampo  D. 

a) Allo scopo di magg io ra re  la 

, zN(x .~) z}~)( x, y ) -  ~ , 

i=1 Y - -  Y 

i n t roduc iamo  le funzioni  z~)(x , y), (j  - -  r -{- 1, ..., m), def in i t e  dal  s i s t ema  di 
m - - r  equazioni  a lgebr iche  l inear i  (26) 

a~/x, y)z(~)(x, y) -t- (2, a~j(x, y)[Wj!x) -t- q) j (Y)-  (I)j(0)] : 
j = , + l  ]=1 

(79) 

m 
---- E a,j(0, g,(0; x, y))Cpj(g~(0; x, y))-l- 

x 

f l ~ da~j(X, g~('"))-(~-~)'X ~ 
+ ti=1 axe ~J ~ ' g~( '"))+ ~ i=r+ l 

0 

dal ]( X, g~(...)) 
zT(~)(x, g~(...)) ÷ 

d X  

~-- ]egn)(x '  g~(*"))f dX (i = r -~- 1, ..., m), 

nel  c ampo  D. 

(2~t P e r  n = I le f u n z i o n i  z(~j)(x, y) c o i n c i d o n o  con  le f u n z i o n i  z?(n)(x, y) i n  t u t t o  D, 

( j = r + l ,  ..., m). 
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Dal l ' uguag l i anza  dei secondi  membr i  del le  (60) e (79), t enuto  conto del le  
(2) e (G82), subi to  r i su l ta  

(80) Z(o~)(x, 0) - -  zff(~)(x, 0) ( j  ~- r + 1 . . . .  , m), (0 < x < a). 

Ino l t re  

(80') z~y)(0, y) = (I)/y) (j  = r ~- 1, ..., m), (0 ~ y ~ bo). 

Le  funzioni  z(oy)(x, y), (j = r + 1, ..., m), sono l ipsehi tz iane in y. 
Infat t i ,  con calcoli  analoghi  a quell i  sv i luppat i  per  d imos t ra re  le 

le (73) si trova, per  ogni eoppia  di punt i  (x, y), (x, Y) di D, 
(36) e 

(81) 

x 

z(°~)(x' Y)y_y-- z(°~)(x'_ ~ ~ ).* + ),)~ + f S*(X)[W(X) + i~*(X)]dX, 

posto 

(82) 

(81') 

(j = r + 1, ..., m); 

x 

Wo(x) = )~ + )~),~ + f S*(x)[ W(X) + W*(X)]dX, 
0 

z(°~)¢' Y) z~)')(x' Y) ~ WoW)<_ W4a). 

Osserviamo che, tenuto  conto del la  p r ima delle (72"), r i su l ta  

(8l") ), ~ Wo(0). 

Si d imos t ra  a l lora  ehe le funzioni  z(o~)(x, y), (j = r ÷ 1, ..., m), sono asso- 
]u tamente  cont inue  in x su ogni segmento  di "D paral le lo  tf i l 'asse x: ]a dimo- 
s t razione ~ del tut to ana loga  a que l la  sv i luppa ta  neI § 2, n. 2, a) per  p rovare  
t' a sso lu ta  cout inui th  del le  funzioni  Z~)(x, y), (j = 1, .... Iv). 

S i a i  un numero  intero compreso  tra  1 e r e siano (x, y), (x, ~j) due 
punt i  del campo D con ~ y < g ~ ( x ;  O, 0); s iano ~,  ~ ,  con ~ < ~ ,  i valori  
di (0, a) per  i qual i  

(81"') g~(~; x, y ) =  O, g~f~; x, ~j) = O. 

Dimos t r i amo ehe 
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a~/X, O)g~(X) + ~ a~/X, azoj (X, O) 
j = l  ]=r+l O) ~ 

(83) --f~(X, O, W,(X~, ..., W.(X), -*(")~ 0), ~,~ v-% • , ~,+~ ~ ,  0)) d X  . <  

a 

,) 
0 

(i - -  1, ..., r), 

ovve ro ,  t e n u t o  con to  de l l e  (80), 

f~ a~/x, o)~(x)+ x a,j(x, O)oC(")(x' O) 
j=,+~ ~X 

~.i 

(83') .*  (.)~r % z*~ (")(X, 0)) l d X  - -  f~(X, O, ~ ( X ) ,  ..., ~,(X),  ~,+~ ~ ,  ...,  

a 

0 

(i = 1, ..., r). 

I n f a t t i  da l l e  (79) s e g u e  

m~(x, y)z(o~)~x, y)  + ~ a~j(x, y)[W/x) + (Pj(y) - -  ~P/O)] - -  
]=,+1 ]=1 

m 

- -  ~ a~j(O, g~(O; x, y )FPj (gL . . ) -  
]=1 

x 

j=,+l d X  o] (,~, g~(...)) + 
0 

" d  y~ a~j(z, g#..)) ~ ~/0)]} +~=~ a-:¥ [ ;(x) + O / g # . . ) ) -  d x =  

x 

fj=, l 
0 

da~/X, g~(X; x, y)) _.(,) ,~. z(,)~ v 
dX [~j ~ ,  g,(...)) -- oj ~.~, gL..))] + 

+ ~, daq(X, g/...))rz(,,_])~ 
]=1 d X  ~ ~ ,.~. g~(...)) - -  ( W / X )  + %(gL..)) - -  d)j(O))] + 

+ fP(x,  g/...)) } d~, (i = r + ], ..., " 6  
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e, in quasi tutto D (err. nora (~)), 

l ~z!~)(x, y) 
j=r+l 

+ ~,(x, y) ~z(°~)(x' y) ] 
~y + 

r 

+ z a,j(x, y)W~(x)+ ~,(x, y) ~(y)] = 
]=1 

(84)  = t~)(x, y) + 

+ ~ [~a,j(x, y)+ .~a,j(~, y)][,7(O)(x, y)_ z(o~)(~, v)] + i=~+~ [ §x edx, y) ~y 

j=~ [ ~x + ~/x, y) 
~a~/x, y)]~ (~_~). 

~y ~L~; ~x, y) --  (~ /x)  + C/y) - -  ¢j(o))], 

(i = r + 1, ..., m): 

lo (84)valgono,  in corr ispondenza a quasi  tutt i  gli y di (0, b0), per  quasi 
tutti  gli x, e cosi le 

(84') 

~y ~=~+1 A.~_~(x, y) h=l 

"~ I~a~(x. y) y) ~a~h(x, y)] [z.(~)(x, y) ohm, y)] ÷ E . - -  z('°~x 

[ _~_a~,. ~ ~avh( '")]  [Zln--1)(X, (~)h(y) (1)h(O))] - -  
h~l 

--p~(X, y) Y) a.~h% y)÷ ~ a~(x, y)CP'h(y) , 
[ h=r+I ~y h=1 

Per  ~, ~ fissati, con ~ < ~,  consider iamo le funzioni 

( j  = r + 1, . . ,  m). 
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(S5) 

It  m G[O)(y) _~_ v 
• j = r - ~ l  

- -  f}°)(x, Y)dx, 

Y)?Z(°~)(X'ox Y) -5 Z a~j(x. Y)~I~)(x) 

j=x j=,+~ ~=~+~ A~_~(x, Y) X 

f j=,+~ 2 ~ tx ,  Y) , y )  

h ~ l  v~rdi-1 -/'Jm--r~X~ I) 
l %: 

1 (i ---- 1, ..., r), 

per 0__~ Y ~ y o ,  cssendo yo tale the  appartenga al campo D il rettangolo 

~ < x ~ ,  0 ~ Y ~ y 0 ;  tali funzioni  sono cont inue in Y, pifi precisamente  

l ipschitz iane (27) in Y, e cosl  le funzioni  

f g~(x, Y)dx (i = 1, ..., r). 

Per Y - - 0  si ha dalle ( l l )  

(86) 

a. i 

i G~)(o)[ ~ t ~i(x, O)dx 

G}2)(O) ~. F / ~/x, O)dx. 
".-.i 

~i ~z~)(x, Y) 
(eT) Cfr. nora (7) circa la lipsehitzianith in y del t e r m i n e / a d ( x  , Y) ~x dx. Per 

gli altri termini che figurano in G}°)(Y), G~])(Y), G~2)(Y) l'affermazione b evidente. 

Annali di Matematica 27 
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Tenuto  conto delle (84') in quasi  tutto (0, yo) si ha 

i \ j 1 

X [ -  ',=,+' ~' ~(. . . )  ~z(o't)' :Y 

-~i 

i j:r+:, ad...) ( ~ E -  + X ..... ~-, ~ .... (.-) L,,=+:,, ~ , , t . . . ) - ~ - , }  

,~,(~), , _ z~o~)(...)) + X t~h t"U 

+ v , ~ _ ~ . .  + 9,/...) - - ~ - ~ - !  ~'~, , . v  - -  (q)h(y) + ~ ( X )  - -  (])dO)) dx, 
h ~ 1  

R j(,, Y ) _ , ,  a.dx, Y),,=r+~ A,,,_,-(.Y~ Z,,t-".' X 

r :Y)I a~h(.,.)¢;( dx + 

e, tenuto conto del le  (80), (81'), (50) (28) 

X [ ~  ~°)(x, Y) - -  ~* (n)~x, O) + z(o~)(x, O) - -  z(o~)(x, Y)] + 

, ~  + o,,(...) [~'- l)(x, y )  - ~',,(x) + ¢,~ o) - ,:I:,~,( y)] dx , 

i es) Si t e~ga  conto che dal le  [8[') segue  

~z~)(x, y) < Wo(X), 

ed essendo Wo(x) non  deerescente ,  pe r  ~ i ~ x ~ o  6 

I n o l t r e  t enu to  conto del le  {81") si h~ 
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da eui, in quas i  tut to  (0, Yo), 

(~ (2) 
(87) I e~°)(Y)i ~ i  G~I)(Y)I + Wo,~)e~ (Y) + e~(Y), 

dove 

(m / 4  

- -  - -  Y/[ l~(x)  + AM(x)]! W*(x) + (m ~ r)Wo(x) + W(x) + r),]dx, Y) 
(o J 

(i : 1, ..., r); 

quindi ,  per  te continuitY, r i spe t to  a Y del p r imo e seeondo membro  del la  
(87), la (87) vale  in tut to (0, yo), in par t ico la re  pea Y := 0 e si o t t iene 

[ Gi°)(0)(< l d')(0) [ + Wo(i,)e,- (~)c0), 

da cui, in virtfi  delle (86), 

I G}°)(0) ] ~- F(I  + Wo(~)) f ~,(x o)dx 

e infine,  se y, ~ sono i valori  legati  a ~ ,  ~ dat le  re lazioni  (81'"), (29) 

/ 

I G~°)(0) ! ~ F~1(1 + Wo(~))I1 + 

a 

o 

(i -~ 1, ..., r), 

vale  a dire le (83). 

(eg) Tenuto conto the ~ ~j ~ y, ~i ~ ~i, gi((i; x, y) ~- O, ] ,oi(t , gi(t; x ,  y))dt ~--gi(~.:. x, y), 

ed essendo gi(t; x, y) crescente in t. si ha 

~(t, O)dt= J [o~(t, O)--~;(t, g~(t; x, y))+pdt, g~(t: x, y))]dt_~ 

t L(t)gAt; x, y)dt+ gd~i; w, y)--gi~i; x, y) ~ 
¢ 

o 
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0SSERVAZION:E. - Rileviamo che per  o t tenere  le maggieraz ioni  (87), (83) 
essenziale  che sia 

"(°)'- O) - -  0 • *(")(x, 0) - -  ~o~ ~ ,  ( h - - r - { -  1, ..., m). 

I~ per  questo che sono state in t rodot te  le funzioni  z*(~)(x, y), ( h = r + l  . . . .  , m), 
z(~) _ e non sono state  def in i te  d i r e t t amen te  le j (x, y), ( j - -  1 . . . .  , m), med ian te  le 

a~j(x, y)~")(x, y) - -  ~ a~(0, g~(0; x, y))~/g~(...)) + 
j ~ l  ] ~ 1  

..., z,~ (...) dX  
] ~ 1  

0 

O V V e r O  

m (,~-1) 
a~j(x, y)z}~)(x, y) --  ~ a~i(~, , 0)IF/(~) -~- v~ a~j(~, O)z] (~, O) -~- 

j=1 j=1 1=~+I 

x 

+ f {...}dX. 

In  tal ease infat t i  alle (79) sarebbero state sost i tui te  le 

da cui  

j=~+~ 
a~j(x, y)z(o~)(x, y) -b ~ a~j(x, y)[Wj(x) + OSY) --  (I)j(0)] ---- 

] = 1  

x 

- -  J=~ a~j(O, gdO; x, y:)Cpj(g~(...)) -}- f { , . .  } dX, 
0 

z(o~)(% 0) = z!")(x~ , 0),  ( i - - r +  1, ..., m), 

e nel le  (84') sarebbe  comparso  il t e rmine  

anzichb 

~. ~vS...) Z [...1" [z*(")( x, Y)--~oh~x, y)]. 
v=r+l A,~_~(...) h=~+l 
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b) DMle (61), (62), suppos to  9 < y<~g~(x; 0, 0), ( i =  1, . . . .  r), posto 

segue  

, y)) zI=-~)(X, I /X ,  y ) -  g dalh(X, g /X;  x, 
h=~ d X  g'('")) + 

+ ~ dash!X, gff...)) .(,)¢... r!=)r ~h v=~, gL..)) + , ,  -~, gi(...)), 
h=,+l d X  

g=)(x 6 =) - x ~u(x, I J , Y)--  J ( * , 9 ) =  Y) 
i= r -~- I  

av, (O,  g~(O; x, y))¢h(g,(O; x, y ) ) +  
h ~ l  

x 

o 

i = r + l  
a,,.Io. ,,,.o; =, ,,tt®,.I,,,(o. , .  y))+ + 

o 

+ ~=,x =u(x, y) ~=~ a,~({~, o)I&({~)+ ~=~+~ 
x 

x 

~,/z, 9) :~ a,,,(~,, o)~,,(e,)+ 
i-----I h ~ l  -~ 

(j = 1, . . ,  m). 

I n d i c a t a  con ),a la cos tan te  di LIPscaI~Z del le  funz ion i  ~u (x, y), 
(i, j - -  l, ..., m), r i spe t to  a y, a g g i u n g e n d o  e toglienclo a lcun i  t e rmin i  e t enendo  
conto  del le  (7), (8), (49), (50), (51), (52), (56), ~58'), (69'), (69"), (72'), (80), posto  

g~(X; x, y) = gl, g /X;  x, 9) = g~, 
si ha 

a 

- -  ~ yoh+N(x)ldx (Y--Y)+ 
h ~ l  h ~ l  

0 

+ (m - -  r)B2(AXl F. t~oh + m B ~ O ( y  - -  9) + 
h = l  

~i £-i 
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+ ~=,+~I(~°~'°~°~'~°~+fa~'~';;'~°~ I .  ~ o~, ,  ~ ~ ~ + 

f[ ~ ~ 

da~(X, g~) ,_~) v + v 
~=x ~ d X  z (X, g~) + t,.-.-~.+~. da, idX,dx g~) z* (')(X, g~)] dx + 

x 

i=~+~ ~=~ [ ~ d X  
0 

+ ~ drab(X, g~)[z(h,,_~)(X, g~) _ z~_l)(X ~) ]  + 
h=l d X  ' ' 

h=~+~ [ d X  d X  g~) ~ * ° ' ) ( X '  g~) + 

x 

f r + LI(X)[g~, g, + "; ;zl~-~)(X, g~)--z(h~-~)(X, g,)l+ 
h ~ l  

0 

o, _ I +  v >*(~) :v  _ ,  ~ * ( ' ) : v  )i] 
h ~ , - + l  

x x 

rlf l  l~ f~t~ifldX 1 + t 3 2  " 
i = l  , 

(j --" t, ..., m) 

Aggiung~ndo  e togl iendo termini  opportuni ,  con a leune  integrazioni  per 
parti, tenuto conto (56), (58'), (70), (71), (83), si ott iene 

a 

I - y h=l ~,=~ 
0 

a 

0 

r 

" Wo(~) + ,.,a 

_ _  - ~ (~(X) + AM(X))g~,X; 
y - -  ft ~=l 

x, y)( W(.Y) + W*(.X))dX + 
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\ -dX ~x  0)) ~h(X)dX + 

+ f h=~+~; \(da~'(X'~ g~) ~a~(X,~x 0)) z*(')(X' O)dX + 

o l  ° 
___B~ v Y~ ~'o~ t [a~(X, g~) - -  a~(X, g~)]x=0- x=~ 1 + + y - -  1~ ~=~+~ ~=~ 

x 

+ E [a~(X, g~) -  a~(X, g~)] dz~'-~)(X' g~) + 
~,=~ dX 

0 

'i Z* (")(X ~* (~)/v } ~ , g~)--  ~,~ ~.~, 0) [ ]dX + 

+ t ~ - , ~  dz* (~)(X, g~)  dX 
[a~h(X, g~) --  a~h(X, g#j ~-X + 

0 

x 

+ f [(~(X) + AM(X) + L~(X))(g~ -- -g~)(W(X) + W*(X)) + L~(X)(g~ - -  g~)]dX t 
O 

- -  X ~ x  

x 

-,~ az~ b~, g~) + .~v a~(X, g~)-  a~(X, g#j ~ dX + 

÷ 

+ 

x 

h=~+~ " dX 
¢i 

x 

+ .(I~(x)+ A~1(x) + L~(x))~g~- g,): w(x)+ w*(x))+ L~(x)(g~--~)l~x}, 

(j -- 1, ..., m), 

da cui, con ulteriori integrazioni per parti, in virtfl delle (4), (56), (682), (71), 
(75), (82), con qualche calcolo si ottiene 
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a 

o 

a 

+ 0 1 ' -  r)B2(Akl h=~ ~: I~°I~ + mBiX),I)+ rF:kl (I + f L(x)d@IX: + ?,X~ + 
0 

x 

0 

(881 
a 

+ mB2~l Ll(x)dx + rB2A),l E yoh + mB2A(1 --I- Xl) E yoh "-I- 
h ~ l  h ~ l  

0 

x 

0 

x 

i1~ -- rj 
0 

x 

+ mB2x~f(~(X) + AM(X) @ L~(X))(W(X) "4- W*(X))dX, (j = 1, ..., m), 
0 

e, tenuto conto della (73'), e posto 

(89) 

a 

0 

(90) 

~ - ~  + ~31 ~1 ~i~ ,o~ + f I/~ix~ + A~II  ~1~ yo~ ~ N~x~l ~ I+ 
0 

+ ,  ~B2^x(h ~ ~toh + mBx),) + 
h ~ l  

a ,z 

( f )  f + rFX~ 1 27- L(x,dx (Xl + 5~X~) + tltB21~1 L~(x)dx + 
0 0 

a 

+ B2h[rk~ -I- m(l -I- XD] E "{oh + mrB2h)~l p(x)dx + 
0 

a a 

0 0 
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si ha 

X 
x 

' Y)--  Y) < _ ) , 4 +  { & ( X ) [ l + ( m - - r ) ) , 2 e  o ] +  y - - y  
0 

3 2 + m B~B2A~M(X) + m(m - -  r)B2AX~I(X) } W(X)dX, 

(.i = 1, ..., m); 

posto inf ine 

(91) 

x 

. ~ .  - -  ~ *  0 Sl(x) So(X)[1 + (m r) 2e ] + m3~l[3~AklM(x) + 

+ m(m --  r)B2h)~l~(x), 

[ z!~)(x z!')(x ~)) [ 1 , Y ) -  _~ , 
y - - y  

x 

L + f &(X)W(X)dX, 
0 

vale a dire (err. la (66)) 

-(~)'- z~°l(x, W(x) 
(70) l~j ~x, y ) - -  Y) ~ _ _  ( j -~  t, ... m), 

y - - y  r ' 

come si volevu dimostrare.  
Se per  uno o pill valori di i, ( i - - 1 ,  ..., r), ~ y > f J ~ g d x ;  0, 0) oppure  

y >  g~(x; 0, 0 ) >  ?), valgono aneora (3o) le ma.ggiorazioni (92), (92'), come si 
pub verif ieare faei lmente.  

Si pub d imost rare  che le funzioni  z~')(x, y), ( j - - 1 ,  ..., m), sono assoluta- 
mente  cont inue  in x su ogni segmento di D parallelo Ml 'asse x e valgono 
le (71). 

Siano (x', y), (x", y) due punt i  del campo D, con x ' ~  x", y ~ 0, e sup. 
poniamo ehe il punto P'(x', g~(z'; x", y)) ovvero il punto P"(x", g~(x"; z', y)) 
appar tengano al campo D. 

Se P "  appar t iene  al campo D, dalla i -es ima della (61) o (62) segue 

(~0) A ta le  scope ne t l a  pos iz ione  ~90) si ~ sost i tu i to  al  f a t to re  m -  r, ehe compare  ne l  
seeondo t e r m i n e  del  secondo m e m b r o  del la  ~88), il fa t io re  m. 

Annali  di Matemattca 28 
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1=1 j = l  

- - -  g~ x , x ,  y))z~")(x '', g~(x ; x ,  y ) ) +  
i=1 1=1 

a I i  f + ~ a~j(x", g~(x"; x', y~ ")(x", g~(x ; x ,  y ) J -  ~ a~j(z", y (x", y) 
j=l j=l 

x t t  

x "  

r { , I 

J=~E da~/(X, g~dxX, x ,  y)) z~,_~)(X, g~(...)) +/=,+~ daq(X,dxg~(...)) z*(")(X' g~(" "')) + 

]}( w o/, 
JF f!n)ly g.(...)) d X  -~- roB1 r -¢-A Z ~ i x "  ,~ ~.~, yoj)(g.( ; x', y ) -  y), 

e inf ine  

m 

t E a~j(x', y)z~:)(x ', y ) -  E a~j(x", y)z~:)(x '', y ) ] ~  
] = 1  j = l  

(92) 
x e l  xg  I 

x t x Z  

Alta stessa d i seguagl ianza  si perv iene  se P '  appar t i ene  al campo D; 
cib vale senz ' a l t ro  se i-----r-{-1, ..., m. 

Pe r  i =  1, .... r, se nessuno dei punt i  P~, P"  appar t i ene  al campo D, 
con un  ar t i f ic io gii~ uti l izzato al t rove (31) si d imos t ra  che vale ancora  la (92). 

In  virtfi  della (92) i membr i  di c iascuna  delle (61), (62) sono funzioni  
a s so lu tamen te  con t inue  in x;  da l l ' a s so lu t a  continuit~t in x delle funzioni  
a~i(+ , y), (/, j -  1, ..., m), e da l la  (1) segue a l lora  (~) l ' a s so lu t a  cont inu i th  

delle funzioni  z~)(x, y), (j  : :  1, ..., m), r ispet to a x su ogni segmento di D 
paral le lo a l l ' a s se  x. 

Dalle  (61), (62), le qual i  valgono in tut to il eampo D seguono in quasi  
tu t to  D l e  (33) 

(3i) Cfr. 1 c. in  nora (~), § 2, n. 3, c), pp. 157-159. 
I s'2) Cfr. § 2, n. 2, a). 
(a~} Cfr. no t a  (is}. 
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] z) (x, y) z) ~x, y) 
~. a~(x, y)[ ~x + ~(x, y ) - -  j :-= 

j=~ ~Y 

---- ]=11 ~ [Oa~j(X,bx y) + 9~(x, y) ~ a~j(X,dy Y)I " [z}"-~)(x' y) -- z!")(xJ ~' y)] + 

d a  cu i  

+ i I?~( ~, y) j=~+l [ ~x + p~(x, y) 

+ f!")(x, y) 

~a~j(x, y)]. [z?(~)(z, (,0. ~y y) - z )  tx, y)]-t- 

(i = 1, ..., m), 

] c~z~)(x' ~ mB2[2(~(x) + AM(x)) yo~ + N(x)] + m2B~B2 Y) W ) 
~x j=~ r 

e, tenuto conto della posizione (71'), 

(7t) ~z}")(x' Y) tl W(x) (j  = 1, m); Ox L ~ p(x) -Jr- m2B1B2 r ""  

le (71) valgono in quasi tutto D ed b immediato che in corrispondenza ad 
ogni y di (0, bo) valgono per quasi tutti gli x tali che (x, y) appartenga al 
campo D. 

8. - Convergenza delle approssimazioni successive. Dimostriamo ora la 
convergenza delle funzioni z!~)(x ..., m), j ,y), ( j = l ,  m), *(")" zj ~x, y), (j = r + 1, ..., 
nel campo D. 

Posto 

(93) i 

u*(°')(x, y ) =  z?('):x, y ) -  z*("-~)(x, y) 

u}°)(x, y ) =  ~°)(x, y ) -  z~°-~)(~, ~) 

( ? ' = r + l ,  .., m; n - - 2 ,  3, ...) 

( j - - 1 ,  ..., m; n - - 1 ,  2, ...) 

dalle (60) seguono le 

. ( n - - l ) ,  a~j(x, y)u*(n)(x, x ) +  Z a~j(x, y)u) (x, y ) =  
i=~+1 j=l 

x 

(9~) = (1 { da~j(x, o~(x; x, y)) u; (o)(x, ~(...))+ ~ da~(X, g~(...)),?_,)(X, g~(...))+ 
j ~  ]=,+1 dX j=t dX 
0 

+ f!")(x, g~(...)) ("-~) t - -  f~ (x; g~(...)) dX, ( i - - r  + l . . . .  , m; n : 2 ,  3, ...), 
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e, tenut~ conto del le  (68J, 

m 

a~j(x, O)ui(~)(x, O)= 

x 

(940) = .,v dm/X,  g~(X; x, 0)) 
, j = , + ~  dX  

0 

u* ('O(X, g{(...)) + Z dmj(X, g~(...)) u}~_~)(X, g~(...)) Jr" 
]=~ dX 

+ [}n)(x, g{(...)) -- f}~-')(X, g~(...))} dX (i : r + I, ..., m). 

Dalle  (61) seguono,  per  i : r - F  1, ..., m, le 

a~j(x, (x, y) = 
]=1 

(95) 

x 

f t  ° 
: ]=~Z da~j(X, g~X;dx x, y)) "-~)(X, g~(...)+j=.+~ 

0 

da,j(X, g~(...)) u * (~)tY 
d X  J "~' g~('")) + 

-}- f}')(_X, gL..)) - f~n--D(X~ g~(.. ))} dX, 

e, pe r  i =  1, . . ,  r, se y ~ g , ( x ;  0, 0) la (95), e, se y < g ~ ( x ;  0, 0), da l la  (62) 
segue  la 

rn m 

~. m/x ,  y)uS'°(x, y ) =  "-; <j(%, O)uj*(~)~, O)+ 
]=1 ]=rj- i 

(96) 

x 

l{ q ~ / x ,  g~ x ,  x, y,)..(o_,),~. + 
j j=~ dX ....... "J <~, gL. .))+ j=,.+ l 

do,/X,  g~(...)) u* (°)(X, j X  g~(... ) ) + 

+ f~"~(x, g~(...)) - -  ,~ ~ ,  g~(...)) dX. 

Dalle  (94), t enu to  conto del le  (8), (52), (53), (54), (58'}, si ha. 

m I r (n - - l ) .  
[.?(°)(x, v) l ~ - -  ~ m s l u~ {x, v) l +  

x 

9 
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e, pos to  

(96') &(x) = it(x) + AM(x) + LI(x), 

(97) 

/ 
___ ) • ( n - - l ) ,  

x 

+ f &(x)[ 
0 

t u*(~)(X, g~(X; x, Y))l + ~' i u(h'~-~)(X g/...))!]dX 
h ~ r - ~ l  h = l  

( j - - - - r +  1, ..., m). 

D a l l e  (940) si h a n n o  le 

x 

u~* o%, , O) ] ~ _B~ ~ & x ) [  "~ I u* (")(x, g,(X; z, 0)) I + 
I (1) i = r + l  h ~ r + l  h ~ l  

0 

(970) 

da l l e  (95) le 

l ui~-~)(x, g,(..)) I ]dX, 

( j  = r + 1, ..., m), 

(98) 
rn [* r m 

00. 1 • u; (x. Y) I <-- B2 ,=~"v J &(X)[ h=~X ! u}7-~)(X, gdX; x, Y))l + ,,=~+~Z 
0 

l u~(")(X, g/...))l]dX 

se  pe r  tu t t i  i va lo r i  i, con  l ~ i ~ _ r ,  ~ y ~ g / x ;  O, 0); ovvero ,  se  p e r  i - - i , ,  
con  1 < i, ~ r. (s = 1, ..., v ~ r), ~ y < g~(~; 0, 0), e pe r  i - -  i , ,  (s - -  v + 1, ..., m), 

y ~g~,(x; O, 0), t e n u t o  con to  a n c h e  de l le  (96), si h a n n o  le 

(99) 

Iu}~)( x, Y) t ~ B 2  E B~ Z [uJ(')(~,, O) l +  

x 

+ f &(x)E :~t,(2-~)(x, g,,X; x, y) i+ 
h ~ l  h = r + l  

!u; (~)A:, g,,(...)) I ]dX I + 

x 

+ B2 Z X)[ "L luh ~ ,  g~,"-'))L 
s = , s - ~ l  h = ]  h ~ r - ~ l  

9 

t u;(~)( x, g,s(...)) T laX, 

(j = 1, ..., m). 
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D e f i n i a m o  le f u n z i o n i  

~ ( ~ ) ( x )  - -  sup ~, 
O~X<x ]=r+l 

X 
O<~y=<b~)-- f M(t)dt 

0 

i.J , y)i (n = 2, 3, ...) 

(100) 

¢)XN(x) - -  sup Z lu~)(X, y) J, 
0 < X ~ x  j = l  

X 

O~y<.:b o -  f M(t)dt 
0 

Dal le  (97) si ha 

j=r+l 

U*(~)[X (m --- _r)2B3 l i J , , Y) i t"< --  B I ~ ( = - ° ( x )  + 

(n = 1, 2, ...). 

x 

0 

e quindi  anehe  (34) 
x 

0 

e a m a g g i o r  rag ione ,  se x ~ f i s sa to  in (0, a), t enuto  conto  t h e  ¢2~(n-~) (x) 
n o n  d e c r e s c e n t e ,  per  0 ~ t ~ x v a l e  la  

~P(n)(t) < (m --o)r)2B3 l B16~(~-)(x) + 
t 

0 

a 

0 

t 

/m f 
- -  r)2B3 

g, ; 
0 

(s4) Per ogni X, con 0 ~ X < x ,  indieato con ~(x) il secondo membro della (100) 

quindi anehe 

m 

, '  u,* (~)lx, y) I < ~,(x) < r d . ) , _  ]=r+l 

sup 

v, 
O~y~_b o -  f M(,)dt 

o 

1 -~  %x,  vl I --~ r;(x). 
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in virtfi del  l emma di GRONWALL general izzato  ne segue, per  0-~__ t ~__ x, 

a 

(m--r)~B3 f S a 

0 

e anehe,  posto 

a 

(100') e / (m ( + f S (X)dX) = , 
0 

(101) (0 __~ x <_ a). 

Dal la  (970) segue  a l lora  

x 

) Bzf u?(~)(x, 0) l _~ {1 + kx) ( m - r 2  (102) E I J S2(X)~(~-~I(X) dX" 
j=~+1 

0 

Allora dal la  (98) o (99), ind ica ta  con k2 la maggiore  del le  cos tant i  
1 ~- kl, H~Bl(1 n t- k~), segue  

(103) 

e anche  (3z) 

(104) 

x 

I J ~ ,  Y)] ~ mB~k2 S~(X)~(~-~)(X)dX, 
0 

x 

~ v ~ ( n ) \ x  ') ~ rmB2k2 f S2(Xj~(~-~)(X)dX. 
0 

( ] - -  1, ..., m), 

Si d imos t ra  a l lora  che, per  n = 1, 2, 3, ..., ~ ~36) 

(ss) Cfr. nora (~4 I. 
(36) Jnfat t i  per  n = l  si ha  ~) ,~(0(x)<~0)(a) ,  per  n = 2 ,  poslo rmB.~k~=ks, segue 

dalla (104) 

x 

~(2) lx  ) < ~(D(a)k3 _ .] SdXldX. 
0 

Sapposta  vera  la (105) per  n----s, con un  rapido calcolo si prova che essa vale  per 
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[rmB2k2 f S2(X)dX] ~-~ 
0 

(105) ~3~g(,)(x) < ~gO)(a) (n - -  1) ! (0 ~ x ~ a). 

Dal la  convergenza  del la  serie numer i ca  

(106) 

[rmB2k2 ~ S2(X)dX] ~ 
Z ~O)(a) o 

.=o n ! 

segue  la convergenza  un i fo rme delle  funzioni  zJ~)(x, y), (j  = 1, ..., r), in tut to 
il campo D. 

Tenu to  conto del le  (101), (103), ne segue  anche  la convergenza  un i fo rme  

nel  campo D delle  funzioni  z~(~)(x, y), zJ~)(x, y) ( i = r + 1, .... m). 
Pos to  

z(~b (107) lim j (x, y) ~ z/x, y) ( j - -  1, ..., m), 

(108) lim z~(~)(x, y ) =  z~(x, y) 
n---)~) 

( j  = r + 1, ..., m), 

dalle (60), (61) si ha nel campo D 

ra r 

E a~j(x, y)z]*(x, y) + Z a~j(x, y)z/x, y ) =  
]=r+i ]=i 

x 

= £ .,/o, g,(o; ~, y))®/g~(o; ~, vj)+ f 1 j=~ . j  ,j=~ dX  Y)) z~(X, gL..)) + 

2 da~i(X, g /X;  X~ 

0 

(60") 

+ ~2 da~/X, g/...)) z~(X, gL..))+/](X, g/...), z~(X, g~(...), z/...), z~+~(...), z.~(...)) I d E, 
j=r . .F1 d Z  " ' "  " ' "  

n = s + l ,  tenendo conto della (104). ]nfatti 

x x 

(,+i) x < k  

0 0 

X 

[~/s...)d(1 s - '  

0 

(s -- i )  ! 

k~ (t)dt s [k 3 / S2(t)dt ~ 
_ _  ~ ~(i)(a ) o 

X=O S ! 

d X ~  

-- (s 1) ! 
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(61") 

~, a,j(x, y)zjx, y ) =  Z a~j(O, g~(0; x, y))%(0, g,(0; x, y ) ) +  
j = l  j = l  

x 

+f{..}dx 
0 

( i = r +  1, ..., m. 

Dal l 'uguagl ianza  dei seeondi membr i  delle (60"'), (61") seguono, per  
i = r  + l, ..., m, le 

~. a~i(x , y)z*(x, y)"-- ~ a~/x, y)z~{x, y) 

e quindi ,  in virtfi della (2), ~ nel eampo D 

(109) z*(x, y ) =  zj(x, y) ( i = r  + 1, ..., m). 

Allora la (61") diviene 

(110) 

m 

a~/x, y)z/x, y) = "-~ a~/O, g~ 0 ; x, y))~j(gdO ; x, y)) + 
j = l  j = l  

0 

da~j(X, g~(X; x, t j=~ d Z  Y)) z /X,  g/...))+f~(Z, gL..L z~(X, g~(...)), ..., z,,(...)) dZ,  

la quale, per  i = r - { - 1  . . . .  , m, vale in tutto il eampo D e, per  i - - 1 ,  ..., r, 
vale nei punt i  (x, y) del eampo D per  i quali  ~ y ~ g ~ ( x ;  O, 0). 

Se y < g~(x; 0, 0) dalla (62) segue, tenure conto delle (109), 

(111) 

a~j(x, y)zj(x, y) --  Z a~(~, 0)~'j(~) + ~ a~/~ ,~0)z~(~, 0) + 
j= l  i=1 j= ,+ l  

x 

+fl t j=l dX Y)) z/X,  g/...))+f~(X, g/...), zl(X, g~'...)) ..... z=(...)) dX. 

Poiehb le funzioni (")" z) ix, y), ( ] = 1 ,  ..., m), ( n = l .  2, ...), sono di elasse 
G in D, soddisfano le (70) e, per  ogni coppia di punt i  ($', y), (x", y) di D, 

" le COIl X' ~ X 

Annali  di Matematica 2~ 



226 M. G. CAZZANI NIERI: Un teorema di esistenza per un problema misto 

(71') 

xlr  

I~ z~)( x', Y) - -  ~J ~ , Y) I ~ p(x) + m~B~B~M(x) dx, 
x r 

le qual i  seguono i m m e d i a m m e n t e  dalle (71), anche  le funzioni  z~(x, y), 
(~" - -  l, ..., m)~ soddisfano le (70), (71'), e sono quindi  di c lasse G nel campo D. 

Dal le  (110), (111) si o t tengono al lora  (37) in quasi  tu t to  D l e  (I). 
Ino l t r e  dat le  (681), (682) seguono le (1o). 
Si pub p rovare  che in eor r i spondenza  ad ogni y di (0, bo) per  quas i  

tutt i  gli x valgono le 

tf ~z/x, Y) II - -  ( j  = 1, m). ~x I ~ mB2N(x)  + ~n2B1B2M(x) W(x) (7 l") 
r " * "  I 

OSSERVAZIO~S I. - Se in luogo del le  (5), (7). (9~) va lgono le 

l p~(x, y)] ~___ M, I f~(x, y, z~, ..., z,~] ~ 1V, (i -~ 1, ..., m), ~(x, y) ~ ~2, (i -- 1, ..., r), 

essendo M, N, E~ costant i  posi t ive,  e se le funzioni  tF~(x), ( i - - 1 ,  .. . ,  r), sono 
l ipschi tz iane  in (0, a0), le (t11)~ (112) sono senz ' a l t ro  soddisfat te .  

Iuo l t re  in tali ipotesi  .le funzioni z~(x, y), ( i :  1, ..., m), tenuto  conto 
d,,lle (71"), r i su l tano  l ipschi tz iane  anche  r i spet to  a x in cor r i spondenza  ad 
ogni y di (0, b0). 

OSSERVAZIONE II. - Unic i l& L a  soluzione cos t ru i t a  ~ un ica  nel  campo 
funzionale  coas idera to  e dipe~lde con cont inui th  dai daft (38). 

(sT) Cfr. 1.c. nella nota (~5) e anche I.e. noia (t), § 2, n. 8, pp. 17~-177. La dimostrazione 
per dedurre le (I) rialto (1(05 (111) ~ analoga. 

(~8) Cfr. l.c. nella nota (~). 


