Un teorema di esistenza per uun problema misto.

di Maria Grazia Cazzan: Nigr: (Pavia) (*) (*¥)

suunto, « Sotlo ampie ipofesi ¢ dimostrato un teorema di esistenza relativo alla soluzione (in
senso generalizzato) di un problema misto per il sistema semilineare

5 02; c2,
% i 1 i o) —
(I %, Y) fu 24%, y)a(

=% 4 2hy ooy 2 (i=1, .., m).
=1

La soluzione é ricercata nel campo funzionale costituito dalle m-ple di funzioni

z e, ), =1, .., m}, le quali nel proprio campo di definizione sono assolutamenie
continue in x e lipschitziane in y, e soddisfano il sistema (I} guasi ovungue.

In un lavoro precedente (*) & stato considerato il sistema di equazioni a
derivate parziali quasi lineare iperbolico in due variabili indipendenti

Pl Y B, e, B =B Y, 21, e, Za), (=1, ..., m).

Nell’ipotesi che sia
pi(-) >0

peri=1, .., 7, con l<v<<m, e
i) <0
per ¢ =r 41, .., m, sono stati dimostrati teoremi di esistenza, unicitd e

dipendenza continua dai dati per questo problema misto: ricercare una m-pla
di funzioni

2L, Y wry 2l Y)
soluzione quasi ovunque del sistema, soddisfacente le condizioni
z(0, y) = Dily) O <<y << by) G=1, .., m)
zi(r, 0) = W) O=<z<a) (i =1

dove @fy), G =1, ..., m), Wix), ¢ =1, ..., ), sono funzioni assegnate.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei contratti di ricerca del C.N.R.

**) Entrata in Redaziore il giorno 1 giugno 1970,

() M. G. Cazzax: Nigri - Su un problema misto per un sistema di equazioni a deri-
vate parziali. Annali di Matematica (IV). vol. LXXVIX (1967), pp. 181-178.
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Successivamente & stato considerafo lo stesso problema misto relativo al
sistema quasi lineare iperbolico in dne variabili indipendenti (in forma ca-
ratteristica)

m

Z a“!'j(xv Y, 1. .ony Zm)(pj + Pi(x) Y, 1y ey zm)qj) -

=

= fix, ¥, =1, oy Zn) G=1, .., m)

e sono stati dimosfrati teoremi di unicitd e dipendenza continua dai dati ().

In entrambi i lavori le funzioni ¢f...), fi(...) sono supposte quasi continne
in z e soddisfano nel complesso delle rimanenti variabili condizioni del tipo
di CamraTHEODORY, le funzioni a;/..) sono assolutamente continue in z e
lipschitziane nel complesso delle rimanenti variabili: come soluzione in senso
generalizzato del sistema & intesa ogni m-pla di funzioni &z, y), G =1, ..., m),
assolutamente continue in z e lipschitziane in y, le quali soddisfano il siste-
ma quasi ovanque nel proprio campo di definizione.

Nel presente lavoro consideriamo il sistema semilineare in forma carat-
teristica

(I) 'Zl aij(x, Zl) {pj "l"' Pi('[ﬂ Z/)QJ} = fl('x Yy B1y ey zm)y (i = 15 oy m)
j=

e nelle stesse ampie ipotesi formulate nei teoremi precedenti dimostriamo
I’esistenza di una soluzione del problema misto sopra enunciato, relativo al
sistema (I): la soluzione, in senso generalizzato, & ricercata anche qui nella
classe delle funzioni assolutamente continue in z e lipchitziane in y, soddisfa
quasi ovunque nel proprio campo di definizione il sistema (I} e le condizioni

‘ 2{0, y) = Diy) O==y<by =1, .., m
(To)
‘l ziz, 0) = W) D<o <a) =1, .., 7.

I primi due paragrafi sono preliminari: nel §1 si dimostrano alcune
condizioni necessarie a cui devono soddisfare i coefficienti e i dati affinchs
la soluzione appartenga alla suddetta classe funzionale (Teorema I), nel §2
& dimostrato un teorema di esistenza e unicith della soluzione del problema
di CavonY relativo ad un sistema del primo ordine semilineare (Teorema II):
tale teorema & utilizzato nel successivo § 3.

Nel §3 infine & dimostrato il teorema di esistenza della soluzione del
problema misto relativo al sistema (I) con un procedimento di approssimazioni
successive (Teorema III).

(® M.G Cazzaxy Nigri, Un feorema di unicitc per un problema misto, Rend. Ist.
Lomb. di Scienze e Liettere, vol. 101 (1967), pp 589-608
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§1. - 1. Richiamiamo una definizione (3).

Una funzione 2z, y). definila in un campo T, si dice di classe G nel
campo T se su ogni segmento di T parallelo all’ asse x é funzione assolutamente
continua dello sola z e se esiste una costante L lale che sia

per tutte le coppie (z, ), (z, §) appartenenti al campo T.

2. TeorEMA 1 (CONDIZIONE NECESSARIA). - Sia dalo il sistema
" aZj Szj , .
(I) Z aii(x’ y) §"+ Pi<x7 y)é“' = fi T Y, 81, .., zm)y (7’ = 1’ sery m)'
j=1 z Y
Le funzioni aifz, y), (4, j = 1, ..., m) siano continue nel campo

Dy O<a<<ao, Ogygéo—fM(t)dt,
1}

essendo M(z) una funzione non negativa, quasi continua e integrobile (*) in
©, ao), tale che per 0 <<z < a, sia

a

menire per z = a, pud anche valere 'uguaglianza; detlo A il delerminanle
P p guag ;

delle funzioni a;, (i, j =1, ..., m}, in tutlo D, sia
(1 A4=1,
inollre, delto A._. il determinante delle funzioni a;;, (4, j=r-+1, .., m)

essendo v un numero inlero con 1 << r <<m, in tutlo D, sia

(2) Am_r == 0.

(*) Per tale definizione cfr. M. Cinguint CiBrario e 8. CinQuiNi, Equazioni a derivate
parziali di tipo iperbolico, « Monografie Matematiche del CN R.» 12, Ediz. Cremonese,
Roma (1964) Cap. 1V, §2, n. 8, b). pp. 836.

(*) In tutto il presente lavore I'integrabilita va intesa nel senso di LimBesaus.
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Sia plz) wna funzione quasi continuca, non negativa e integrabile fale che
sia

’r

(3) lwij(ib‘/, Y — aij("t”’ ?/) ‘ ﬁ;J }L(%)d.’ﬂ (1’3 7: 1) ey W)

per ogni coppia di punti (', y), (", y) del campo Do, con z' < .
Esista un numero A > 0 tale che per tulte le coppie di punti (z, y), (z, ¥)
del campo *Dy valgano le

4) Lz, Yy — @iz, J) <Ay — 7| @ =1, .., m)

Siano gz, y), =1, ..., m), funsioni definite nel campo Dy, le quali su
ogni segmento parailelo all’ asse x siano quasi coniinue rispetio a = e, per ogni
z fissato in (0, a0), siano continue in y nell intervallo 0 <<y << bo — [ M(t)dt;
per quasi tutti gli =z di (0, ao) sia ¢

®) ledw, Y| << Ma) (F=1, ..., m)

per ogni y dell infervallo O <<y <<bs — [ MDdi: esista una [unsione L{z)
¢

quasi continua, non negativa e integrabile in (0, ao) tale che per quasi tulti

gli x di (0, ay) sia

(6) ede, y)— ol G| < L)y — 7| (=1, .., m)

per ogni coppia di valori y, § dell’ intervallo (0, by — j"xM(z‘,)dt).

]
Siano fiz, y, 21, ..., 2) G =1, .., m), funzioni definile nel campo

C: 0<r<a,, Ogygbo—fM(t)dt, z,-(,o]—yis:;zigz,(o]—{—yi,
0
(=1, .., m),

quasi confinue in x su ogni segmenio appartenenie al campo C e parallelo
all asse x, e, per ogni z fissato di (0, ay), conlinue nel complesso delle variabili
Yy B1, ey B REL COMPO

x

A Oy <<bo — fﬂi(i)dt, E Vi< 20 + 7i, (=1, ..., m);

0
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esistano due funzioni N(z), L.(z), quasi continue, non negative e integrabili in
0, ao), tali che per quasi tutli gli = di (0, a) sia

(7) Vil Yy 21, e, Za)| << N(2) i=1, .., m
per ogni (m + 1)-pla (y. 21, ..., 2.) appartenenie al campo A, e

| filz, o, 21, vy 8m) — [d&, Uy 21y ooy 20) | <<
8)

ng(xMy—g}hLﬁl;zj—-;j\; G=1, ..., m)

Jm

per ogwni coppia di (m -+ 1)-ple (y. 21, ..., 2.), (Y, 21, ey ém) apparienenti a A, .
Inoltre per quasi tulti gli x di 0. a) valgano le

(%) edz, y) >0 G=1, .., 1)
(92) oz, y) < 0 G=1r4+1, .., m)
per ogni y dell intervallo (0, by — fo(t)dt).

Sia 0

(10) zl(xv ?/% zm(x: !/)

una m-pla di funzioni definite nel campo Do, ivi di classe G, soddis[acenli
in quasi tutlo Dy il sistemna (1) e le condizioni

' #0. 1) = Dyy) (0 <y < by), (=1, .., m)
(To)
° [ zi(x., O) £ q*?i(.l?) (0 < T << ao>, (1 — 1, cery 7'),

essendo D/y), =1, .. m), Wiz), @=1, .., r), funzioni assegnale, rispettiva-
mente lipschitziane in (0, by) e assolulammente conlinue in (0, ao), soddisfocenti
le

(10 ®,0) = T/0) =1, .., r.

Dimostriamo che, indicati con B, ¢ complemenii algebrici degli elementi
a,; nel determinante 4., 3), sono necessariamente soddisfatte le

1
() Se r==mu — 1, si intenda P . L .

i [
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| S 0T + 3 e 0 35 P00
p:

j=r41 ys=r--1 Am—r(x, 0) ><

X {f.,(:lt. O’ ml<m)) ey IF,(QZ), z,+1(x, O\? ey zm(x; O)) -

(11) — é a(x, OWiz)] — fiz, 0, Wilz), ..., W(2), 2z, Oy ..., 2alz, O))| <
< Flofr, 00— 3 o, 0) =1, ., 1)
yamr—4-1

in quasi tulio (0. ao), essendo F una costante non negaliva.

a) Osserviamo che. se una m-pla di funzioni gz, y) (j=1, .., m),
di classe G nel campo Do, soddisfa quasi ovanque in D) il sistema (I}, esiste
una funzione () non negativa, quasi continna e integrabile in (0, a,, tale
che su ogni segmento di D, parallelo all’asse z @

oz(x, ¥)

(12) ox

< (%) (j=1, .., m)

per quasi tutti gli =z.
Infatti, considerando il sistema (I) come sistema algebrico lineare mnelle

a—zi%—y—) e risolvendolo, indicati con «{z, ¥ i complementi algebrici degli

elementi ;(x, ) nel determinante 4, in guasi tutto Do si ha

m D
(Z, o2& Y) ey Zal)) — pilz, Y) N caile, y)

aZj(.I", y)—_‘ w gf
- ha=l By

Py '§1 oz, Y)

(j = 17 ey "”)s

da cul segue i quasi tutto Dy, tenuto conto delle (5) e (7),

(12) M@%M_x@ < K:N(z) + K:M(z), (=1, .., m,

essendo K;, K, costanti opportune, di cui non stiamo a dare I’ espressione
esplicita.

Indicato con I, V'intervallo dei valori z tali che (z. y), in corrispondenza
ad ogni y di (0, by), appartenga a D,, la (12') vale per quasi tutti gli y di
(0, by) in quasi tatto I,; e subito si prova che in corrispondenza ad ogni
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y (5 di (0, bo) la (12') vale per quasi tutti gli = di L.

b) Considerate le ultime wm —r equazioni del sistema (I) come equa-
%z, y)
haatAeds

zioni algebriche lineari in Ay (j=r+1, .., m), tenuto conto della (2),

risolvendo rispetto a queste ultime seguono in quasi tutto D, le

oz, y__ =z Svj(w’__l) ~ —
T_y=r+1 Am_,(:v, y) fv(x) Y, 41(33, y): vy Zm("'))

r Azl m 2
—s=zl o, y)fﬂéﬁm’—g—{2 - (%, Y) szlaw(x, y)ﬁ%@

b

G=r4+1, .., m)
le quali, in corrispondenza a quasi tutti gli ¥ di (0, bo), valgono per quasi
tutti gli = di 7.

Per ¢ =1, .., r in corrispondenza a quasi tatti gli y di (0, bo) per
quasi tutti gli = di 1, & allora

r y azj(a: y) m a’t](qi"m'@ m i B
.El iz, ) —=_ +;=§+1Am_ - J)»_Zr" B, (z, y){fvx Yy 2100)s oy Bnlon))
_ ’ fz. ) \ ez, y)

SE} aVs .CE J) aw PV(',’C7 y}szl (lys"m, ?/) ay +

™ o2z,
+ 93(37; y} ‘Zl Gigj{ﬁl, y}(%é“y‘): fr(xy Y, &z, ?/)s N N
o=

L]
Lo czilz, ) o Byx 1 -
151 at](xw Z/) ?$ +]—§ al]( ’ ,/lj) _;_]_1 Am-—r(-r y") /V('{7 J1 zl ')v ey zm(“'))
r Q i
12) — % aulo, 9 22y n), e sl =
Sum ] 3.’13 ‘
- o BTy g qn @Y
=2, 0 3 g et 0 Bl 9=y -
- Pn\x7 ?/} Z G/Ls(ﬁ} y) sji%_y}’ (Z = 13 seey ‘7’);

(%) Infatti dalle (12') si ha per quasi tutti gli y di (0, b,) per ogni coppia «', " di I,
con &' < o',

4

() |25, ) — sle, )| < [ (KN -+ KMolldy, (=1, ey ).

Per la continuith del primo membro rispetto a y e Uindipendenza del secondo membro
da y, la (%) vale in corrispondenza ad ogni y.

Annali di Matematica 22
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essendo le funzioni ai{z, ) continwe, quindi limitate, in D,, tenuto conto
della (2) e della continuitd di A._{z, ¥) e infine della lipschitzianitd delle
z{z, ¥), (8 =1, ..., m), rispetto a ¢, esiste una costante non negativa F, che
sarebbe facile calcolare esplicitamente, tale che sia

(13)
‘ f iz, 9) ( y))_l_ 2‘. a,/x, 9 % WPM {f‘)(x’ Yy 21(ee)y ey Zmlen)) —
j=rt ya=r-p-1 Am—-r("" y)
’ %z, ¥) / iz |<
— é} ys(Z, ?/)T — [z, Y. 2y s Bl i O {z, y)— ___Z v, y)}d’x7

=

=1, .., r.

Le (13) valgono in corrispondeza a quasi tutti gli y di (0 bo) per ogni coppia
di valori «, 2" di I,, con &’ < 2".

Si verifica immediatamente (?) che tanto il primo che il secondo membro
delle (13) sono funzioni continue (anzi lipschitziane) rispetto a y, per cui le

{7} Dimostriamo che la funzione

& lipschitziana in y. Infatti dalle (4) segue con artificio evidente, seguito da una integrazione
per parti

‘ f {”z’j(m; ¥ a-—zj(;; y)—aij(w; o) B_—____af(;ca,: y)]doct =

<

= i j %{av(w, ¥ — azlx, y)]

s

=Aly y\/

x/’

—+ /.}zf(ac, y) — 2o, y) I‘

s

aste, 5 fas js

eajlo, y 4.[?%(%, y) _ ozl y)
ox x ox

%

x=x’

62’ X x===x!
j—’“~dw+ B [ [z, y) — (e, !/)] | +

aaw{wv l da 2,

dove B, ® una costante positiva maggiorante | a,(x, y)| in Dy; tenuto comto delle (3), (19}
ne segue 1'asserto.

Per gli altri termini la lipschitzianitys & evidente in virta delle (2), (4), (6}, (8).
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(13) valgono in corrispondenza ad ogri y di (0, by) per tutte le coppie ', z”
di I,, con 2’ < &".
In particolare per y = O si ha

24

J

T , 7 n v'{ s O
X aif{z, )W)+ X 1(11‘1’(937 0 = P2 )
=

Z o A, 0){]”,,(50, 0, Wiz), ..., Wiz), z,az, 0), ...,

vy Bnlz, O)) — g‘,l a,(@, O @) — filz, 0, Wi(z), ..., Tilx), 2.41(2, 0), ..., 2ulz, O) t dz | <
gFf [oi(z, 0) — _Z+1 oz, 0))dz t=1,.., n),
da cui evidentemente seguono le (11) in quasi tutto (0, o).
OSSERVAZIONE. - In particolare se &
a; =1, a;; =0 per i=j, ¢ j=1, ..., m),
il sistema (I) &
pi+pile, Y= fiz Y, 2, ey 2n) d=1, .., m);
le (12”) divengono
2a(x, 4 , oz, y) .
(ax J_) —flx, ¥, 2 (=, ), e, 2wl Y= — pi'z, Y) (ay Y =1, .., 1),
da cui necessariamente per z’ < 2”
’ x,é " »
(13 l [ —-%x—x—y«}wfi(x, Y, 2y ey z,,,(...))} dei<< Ff oz, yydz
i=1, ..., r

e, per y =0, le

=

o
(13" U-[lIJ';(x)— fiz, y, Wiz, ..., Wiaz), z.(r, 0), ..., 2.z, 0)]dx

w’’

= Ffpi@”) 0 dz,

g
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da cui infine (!) le

1y W) — fiz, 0, Wi(), ..., Wilz), 2epalw, 0), ..., 2a(z, 0)| < Foiz, 0)

=1, .., r)

3. - Nelle ipotesi formulate nel n. 1, V'ulteriore ipotesi che, essendo
fi..), =1, ..., m), indipendenti da # 4, ..., ., valgano le diseguaglianze
(11) non & sufficiente per 1’esistenza di una soluzione del sistema (I) sotto
le condizioni ()

zi{x? ?/)7 sy zm{ﬁ:s @!);

di classe G in un opportuno campo D, come & mostrato dall’esempio che
segue.
Dato il sistema

P+ 2z¢s +p2+22¢: =1

(@) 1 )
P2 — —={2 == i,
p 2}/:69! ;
vogliamo provare che nel campo
1 -
D: OSxSa 0<y<1—ya

non esiste soluzione di classe G del sistema dato la quale soddisfi le

20, =0 20, y=y O<y=<1

® iz, 0)=0 (o <4 5}1).

Valgono le ipotesi del n. 1 e la disegunaglianza (11) che qui &

1 1
2x+2~V;>O, (0<x§41>.

Se si indicano con (X, Y) le coordinate correnti e se Y = gi(X; », ),
(=1, 2), sono le equazioni delle due curve caratteristiche (°) del sistema
(@) per il punto (z, y), risulta

(&) Cfr. Le. in (1), §2, n. 1, dis. (85).
(%) Per la defizione delle funzioni gi{X; «, y), (i=1, 2), cfr, il successivo §2, n. 2.
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aX;z, yy=y—2*+ X2, gX;z p)=y+Jz—VX

Indicata con £ 1’ ascissa del punto comune alla curva Y=g(X; 2, ) e
al semiasse delle X positive, si ha & =Jz? — y.

Se esistesse una soluzione 2z, y), 2z, y) di classe G del sistema (a)
soddisfacente le condizioni (B), essa soddisferebbe necessariamente le equazioni
integrali ottenute dalle (x) integrando lungo le curve caratteristiche (1), ciod le

afz, ) + 2k, Y =g:0; z, y) + =
zfx, ) =g.0; z, y) +

nel campo D: OSxS‘—i, 2<y<l-—VJz, ele

é &z, ?/) 4 2z, ¥) = z2(g, 0) -+ z—E
gz, ¥)=9:0; z, )+ =

nel campo D;: 0§a:_<_1, 0<y <2
Si avrebbe
) alw, )= —Ve—2, @@ y=y+ic+s
in _Dl,
‘; [O—— — p—
®) alz, y) =J2 —y—y—Vr, @ yP=y+lzt+z
in Dz .

Dalle (), per y < 42, si ha

e, y) 1 1
dy

4f(z* — yp

da cui

/.\7
lim 2 9)
yai—0 a?—/

’

e la funzione #(r, y) non & lipschitziana rispetfo a y.

(#%) Cfr pin avanti Le. in {3), §1, n. 2 b), pp. 128132
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§2.

1. TreorEMA II (PRELIMINARE TEOREMA DI ESISTENZA E UNICITA) - Sia
dato il sistema

AZ;
Z bijz, 4 ;/)% oz, Y 3 %
1n
e Xi(w, i, Zy, vy Zy) -+ % Gij(x, y)iauu(ﬂ, Y 1o )aM;J’EJE,iJ“) ’
je=1 oYy

=1, .., k),

dove z, y sono le variabili indipendenti e Ziz, ), .., Ziz, y) le funzioni
incognite.
Le funzioni bz, y), (4, j =1, ..., k), siano continue nel campo (')

Do: 0<2<ao, OSySbgme(t)dt,
§

essendo M(z) una funzione non mnegativa, quasi conlinua e inlegrabile in
0, ao), tale che per 0 <z <aqa, sia

%

f M(dt < by,

[}

mentre per x = ay pud anche valere 'uguaglionza; detio B il deferminanie
delle funzioni bz, y), (4, j =1, ..., k). in tutlo Do sia

B +0.

Siano pz), fx(m), vz) tre funzioni quasi conlinue, non negative e integrabili
n (0, ao) tali che sia

(19 L'y y) — bif( ", o) | Sf w(z)dx @ j=1, .., k)

(#) I simboli usati in tutto il presente paragrafo sono indipendenti da quelli usati nei

§§1e 3.
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P

(15" Lo, y) - ofas B < f @)dn

x

(]5/”) luij("‘(/9 ?]) - uij(x”5 ZJ) i va(x)dm (7' = 17 ey k; .7: 1’ M ’I’L),

!

per ogni coppia di punti (', y), (2", y) del campo Do, con o' < z".
Esistano tre coslanti non negative A, A, H, lali che per tulle le coppic di
punti (x, y), (z, §) del campo D, valgano le

(16,} !Ibijfx) @') - bij(x: ?}) E SA I g — @—fl (3) j = 19 ceny k)
(16") Lesle, ) — cyle, PI<Aly — 7|
(16" iz, ) — wifz, §)| < H|y—7q]| G=1, v, k j=1, «, 0y

Siano ofz, y), =1, ..., k), funzioni definite in D,, le quali su ogni
segmento paralielo all’ asse x siano quasi continue rispetlo o z e, per ognt «

fissato in (0, ao), siano continue in y nell intervallo O<y<b0—jM )at;
per quasi tutti gli z di 0, ao) sia

(17 lode, )| = Mx) =1, .., k

per ogni y dell’ intervallo 0 <y < b, — IxM(t)dt; esista una funzione L{x) quasi
0

continua, non negativa e inlegrabile in (0, ao), tale che per quasi {ulti gli x
di (0, ao) sia

(18) Jaife, o) — ofz, ) < L(z)|y — 7| (t=1, .., k

per ogni coppia di valori y, § appartenenti all’ intervallo (0, bo — j” M)dh.
Inolire per quasi tutti gli « di (0, ao) sia

per ogni y dell intervallo (0, by — fo(t)dt).
Q

Siano Yz, y, Zv, o, Zi), =1, .., k), tunzioni definite nel campo

C: 0<z< ao, OSySbo—fM(t)dt, 70—, <2, <79 4+ v,
1]
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le quali, in corrispondenzo ad ogwi (k + 1)-pla (y, 21, ..., Z) del campo

X

A ogygbg—fﬂf(z&;dz, 70 — <2< 70 + 1, =1, .., k),

0

siano quasi continue rispetlo a x sw ogni segmento apparienente al campo C
e parallelo all’ asse z, e, per ogni z fissalo di (0, ao), continue nel complesso
delle variabili (y, Zv, ..., Zy) in A,; esistono due funzioni N(z), I.(z), quasi
continue, now negative e integrabili in (0, a,), tali che per quasi tutli gli «
di (0, ao) sia

(20 | Yz, ¥, Zy, o, Zi)| < N(2) (i=1, .., k
per ogni (k + L-pla (y, Z,, ..., Zx) di 5., e

Yy Yy Tie ey T — Ky ¥y Dy ey Z) <
(21)

k _
ng(x>Hy—g!+;l}Zj—~Zju G=1, .., k
=

per ogni coppia di (k -+ V-ple (y, Za, oy Za), (. Zn, ..., Zo) di A,.
Si dimostra che, assegnale k funzioni lipschitziane in (0, bo)

CPI(?J)y st s ka@/)

tali che
22) 90 = 21"
(22) ) — 2| S < =1, ., k), 0=<y=h)

esiste una ed una sola k-pla di funzioni

Zl(x’ Z/): ey Zk(x7 Zl)

di classe G in un campo

D. 0<z<a, 0<y<b *fMit}dt,

0

dove a; é un opportuno numero positivo %), con o, < a., le quali soddisfano
il sistema (1I) in quasi tutio il campo D, e inolire le

(*?) Circa la determinazione di a, efr. n. 2. (27).
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(11o) Z0, y) = ody) (0 <y <ba, =1, .., k.

2. Per le ipotesi fatte esistono cinque costanti positive X, By, B;, B;, o
tali che, indicati con Bz, y) i complementi algebriei di b{...} in B(..), sia

(23) Y — @l [ SA g -y
per ogni coppia di valori y, ¢ di (0, bo), e

(24} } bif(xa ?f} E < B ’ E C;]{:C, ?]) ’\ S gl? % {3;]'(:17, 3{’} ; S B3) t B(JZ, y) %—>~ ®

in tutto il campo D,.

Posto
Bfe) = "2 [ufe) 4 AM (o)
(25} -
Eyz) = == [N(z) + nBi(v(z) + HM(x)) 4 kB M(z)]

©

e indicata con Ulz) la funzione definita dall’equazione differenziale (scritta
in forma integrale)

x

(26) Ulz) = k’f[El(X)U(X} + By X)dX,
cioe

8 ijEx(t)dz
(26") Ulx) = sz{X)e x ax,

la guale & non decrescente, sia ¢; un numero positivo, con a, < a,, tale che
valga la

(27) Uian) <Kly: — i) i =1, .., k.

Dimostriamo V’ esistenza di una soluzione del sistema (II), soddisfacente
le {ILy), nel campo

Annali di Matematica 23
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Siano
Y=g(X; 2, 9 (=1, .., k)

le curve caratteristiche del sistema (II) definite dalle equazioni integrali

X
(28) glX; z, y)=y+ f aft, gilt; x, y)dt,

essendo (z, y) un punto di D), e X, Y le coordinate correnti sulla curva.
Per 0< X<z i punti (X, giX; =, ¥)), (¢=1, ..., k), appartengono al
campo Dy, inolire le funzioni ¢g{X; z, y) risultano decrescenti in X, erescenti
rispetto a y e rispetto a z, assolutamente continue in X, in z, lipschitziane
in y ()
Si pud dimostrare che, nelle ipotesi enunciate nel n. 1, se k funzioni
Ziz, y), (£ =1, ..., k) sono di classe G e soddisfano il sistema integrale

k 1
z byle, pj'e, y) = X b0, 9105 2, y)oilgd0; =, y) +
= =

| abiiX, giX; =, )
ZAX, gi...

(29)
+ Xi(X’ gi("')v ZI(X7 gi("'”’ seey Zk‘X’ g;())} +

T3 oyX, gifoy PtK gl g (=1, .., k)

nel campo D,, in quasi tutto D, esse soddisfano il sistema (II), inoltre
valgono le {Ilo); e viceversa (%%
Posto

(300) 7O, y) = ofy) =1, .., k),

(#3) Circa la definizione e le proprietd delle funzioni ¢4X;w y) cfr. le. in (&), p. 137.
(#4) In corrispondenza ad ogni (x, y) di D, la funzione b;(X, g,(X;x, y)) & assolutamente
d bii(X, gl )

aX

(4%} Cfr. M. Cixquint CiBraRrio, Teoremi di esistenca per sistemi semilineari di equazioni
a derivate parziali in pit variabili indipendenti, Annali di Matematica (I'V), vol. LXVII1I
(1963), pp. 119-160. Cir. §1, n. 2, b}, pp. 128182 ¢ § 1, m. 2, f), pp. 140-145; per dimostrare
che dal sistema di equazioni a derivate parziali (1I) segue il sistema integrale (29} e vice-
versa si ragiona in modo analogo.

continna rispetto a X in (0, x) ed esiste in quasi tutto (0, ) la (efr. nota (19)).
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tenuto conto della (14) definiamo le funzioni

AR G=1 o, B, (s=1,2 ..)
mediante le

k

k
% bole, 9142, y) = X 550, 9405 @, yeigi0; . ) +
=

=1

+f k db X gLX €, J))Z(s_,l)(X g‘( ))+
(30)
+ XX, gl), 25X gilo))y oy ZETOUX, g D) +

du(X, gi...)

+i§165j(X, g,( )} ax ax fi=1, ..., k).

3. a) - Indicate rispettivamente con Ao, A, le costanti di LipscuiTz delle

Bz, )’ @G i=1, .., k), giX; =, ¥), (¢ =1, ..., k), rispetto a y e posto

¥

funzioni

P«Oi:}!‘i-l-fzi(o){, YOi":Yi-i-iZi(o)l, (=1, ..., &},

% k
P Youl(z) + AM (z)) + Niz) 4

k
)\2:)\‘*-1{310381 Z P.()h—!'-f
bl
0

+ nBiv(o) + HM{xn} de+

+ %-:*%%21\)\1 Z o + EB1AA1 4 A 2 Yor -+
(31)
k2B, ] - ; |
+ J % A [N(@) + nBuviz) + HM{x)+ 2h§1y%(zx{:c}+AM<x))}+
+ ML) 4 nAh(viz) 4+ HM () + nHa(pz) + AM (2 }}% dz -+
+ nB.H(1 + l1}$
(32) Sia) = ’“fﬁ Yf Bs A BuM (@) + Wa(z) + Mlp(e) + ZAM(x))l,
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sia V{z) la funzione definita in (0, a1) dall’equazione differensiale, scritta in
forma integrale,

(33) Vig) = khy - & f S(X)V(X)dX,
9
ciod
% ij(X)dX
(33) V(z) = khse ° O<z<a),

la quale & non decrescente in (0, ai).
Siano Z'w, y), (=1, .., k). funzioni di classe G nel campo D,
soddisfacenti le

(34) ZE790, y) = ¢ly) 0 <y <b),

' S | U
35) 2V, ) oty <2

nel campo D,

Z e, ) — 28z, gy| _ Vi

‘ _ Via)
%9 y—9 Tk

per ogni coppia di punti (z, y), {z, ¥) del campo D,

12770 o) — 277 g <

'

37) < @ f [BiM(z) Vio) + 2 3 yoslplo) + AM(a)) + Nia) +

+ nBu(v(e) + HMx))dz

per ogni coppia di punti {«, »), (2", y) appartencnti a D), con 2 < z", da
cui seguono le

1025 N, | kB ‘ i
__!__,a_ai"_r__y_) < ?3 [BiM{z) Viz) + ‘thl voulplo) 4+ AM(x)) +

37)
~+ Nija) + 1@@1(\/(5” -+ Hﬂ[(%)”,

le quali, in corrispondenza ad ogni y di (0, bo), valgono per quasi tutti gli
tali che (2, y) appartenga a D,.
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Si dimostra allora che le funzioni

Z%z, o), ... 200, ),

definite dalle (30), sono di classe G in Dy e soddisfano le (34, (3b). (36), (37).
Sviluppiamo la dimostrazione nel successivo capoverso b).
Poiché le fanzioni Z/(z, y), (j =1, ..., k), definite dalle

(300) Z0x, y) = iy) (=1, ., @),

tenuto conto che & A <<, soddisfano le (34), {35), (36), (37), le funzioni
Z8e, y), (j =1, ..., k), sono di classe G in D; e soddisfano le (34), (35), (36),
(37); e cosi proseguendo le funzioni delle successioni

Ze, y), ... ZP. y) (s=1,2 .

sono di classe G in D, e soddisfano le (34), (35), (36), (37).

b) Dimostriamo che, se le funzioni ZF Yz, 4), (j=1, .., k), sono

di classe G in D, e soddisfano le (34), (35), (36), (37), delle stesse proprietd
godono le funzioni ZV(, ¢), (j = 1, ..., k), definite dalle {30).

Osserviamo innaozitatto che dall’ipotesi che le funzioni Z}s_l)(r, Y,
(§ =1, .., k), soddisfino le (3D) e dalle (22'), (27), seguono le

(38) | Z¥ e, g — 20 <y G=1, . R

Le (30) si possono anche scrivere

k

T bile, 92 %@ y) — aiyl] =

j=

(257X, gl — wdgide))]) +

B f byl X, f,L(X 2, y)

(30) WX g, 28X, gy s 287X, gilo)) +

duj(X, gi(«n«)) .

+j§l e X, gil...)) X

- o Ggilgil) .
= X bl X gl N =0 aX, =1, ... k).
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Dalle (30), tenuto conto della (14), si ha
(34) Z20, y) = 9iy) (=1 o, k).

Indicata con UC—Yz), (0 <z <aq,), la tunzione

k
max Z } ng—l)(x’ ?}} - @»fy) %’

% =1
Ocy<hp— [ M(e)de
6

tenuto conto delle (15), {16),”(17), (20), (24) ¢

1280, ) — o) | <5 [ ) + AM DX +

4+ N(X)+ nBv(X) + HM(X)] + kB M(X) | dX, (=1, ., k)

In virta delle (25) si ha

x

(39) |29, o) — oy | < f (B X)UIX) + BAX)dX, (j=1, ..., b

Q

poiché dalle (35) segue
(40) Ut—iz) < Ula) O<z<a,

valgono le

| 29, y) — 9| < f [B(X)UIX) + B X)ldX,
4]

cioé tenuto conto della (26),

. ; U .
(85) | ZP, y) — %(y)\S——g (=1, ..., k).
Dimostriamo ora che in corrispondenza ad ogni z di (0, ai) le funzioni

Z%, ), (j =1, ..., k), sono lipschitziane rispetto a » in (0, by — fﬂ[{t)dt) e
0
soddisfano le (36).
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Dalle (30) seguono le

s BBz, )| E
7O, y) =i§i%§(i ;/) 'h_z__lbih@, 940; =, Mwugi0; =, u) +
1k b X, X 7, Y e
+f %z A5G I TN, gl +
h=1
a

(41)
+ X, gh, 28X, gl e, Z8TUX, gh)

+ % X, gy T gb-)

z ix dX, (g=1, .., k)

da cui, con alcuni calcoli e integrazioni per parti, tenuto conto delle (15),
(16), (17), (20), (21), (22, (23), (24), (28), (38) e del significato delle costanti
Xy, M (cfr. capoverso a)), posto

QI(X’ z, .ef) =G gl(X7 &y g) :é‘ (3: 1) rery k))

in corrispondenza ad ogni coppia di punti (z, y), (¢, 9) del campo D)
seguono le (!¢

(16} Considerate le funzioni b,(X, gi(X; o, ), (i, j=1, ..., k), per ogni coppia di valori
X', X7 tali c¢he i punti (X', g;X’; = y)), (X", 9dX"; «, y)) (che indichiamo per brevitd con
(X', 9), (X", ¢/")) appartengano al campo D,, in virth delle (15'), (16'), (17), (28) si ha

[B(Xs 8) — b X, ¢/ | = (Bl Xs 9y — 005 9/ |+
X/,

1B 0/) = bX" o) | = [ o)+ Adiwles |,
X/
da cui segue l'assoluta continuith delle funzioni b (X, gAX; %, y} nell’intervallo dei valori
X tali che (X, g,{X; @ y)) appartenga a D,; inolire per quasi tutti gli X di tale intervallo &

db( X g X; 2, y)
ax

\ < p(X) + AM(X).

In modo analogo si ottengono dalle (15), (16), (17}, (28), (36), (37) le maggiorazioni
deglX, giXear, g} dug (X, gl ) dZ;5~ K, gl )

i
relative alle ax , ax s ax
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2, ) — 2 )|
2 y—9 |

k —
smog By % o+ f % YoulplX) + AMX)) + NX) + nBX) + HM(X)JdX | +

+ B0 5 o 4 BB+

Rzl
X=x

\[(bzh(X 9; - bih{Xi e&l)) ‘gis—l){X’ gl}‘l -

X=0

azs X, g;
— f l(b;k{)(, g} - ba(X, Qa))*‘““ﬁ"g‘ +

0

abu(X, g

+ P I g0, gy — 287Nx, G }dX] +
KBy [ kﬁ%m—WM®>
+=2 Of Ll{X)(h R ~-—~-¥] ax -+
kBg, » 1— A—=x
+ _u;’?/—-—-ﬂ 121 | t(’umi X, g) — ualX, J”C'zh(X gz)} .
denX, g

_f (UalX, g) — unlX, g)) c‘fl—(d—Xg +

X, g, - :
+ W(Oih(X, g — cu(X, gi))} dX‘, (j=1 ... k).

Posto

= — 7Y g
(42) sup X D= 2 LDy
y—7 |

[ € ham]
X
0<C yecbg— / M(1)de

X
0= y=Cho— f M(1)de
0

e tenuto conto delle (15), (16), (17), (24), (28), (37), (38) e inoltre delle posizioni
(81), (32) si ha
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70w, y) — 2P, §)
y—9

(42) {ﬁkz + f S(X) A X)dX
0
ed essendo, in virth delle (36),

Aima(@) < V()
geguono le

(5) = (s)/ _
Y- k

(j=1, .., k.

Dimostriamo ora che le funzioni Z,(’)(x, ), (=1, .., k), sono assoluta-

mente continue rispefto a x su ogni segmento di D, parallelo all’asse z e
valgono le (37).

Siano (2, y), (2", ) due punti di Dy, con &’ < z".
Consideriamo la funzione

X
glX; 2" =y + f alt, gilt; 2’ yhde;

tenuto conto delle (17), per 0 < X < 2" @

X
0<giX; 2", o <by— J Mbydt,

0

in particolare, posto ¢ = gil«’; «”, #), il punto («', 7)) appartiene al campo
D:. Inoltre in virti delle (17, (28) &

P

(43) O<yi—y -~ f Miz)ydz,

x

Si ha

k k
S bife’, yZ0a’, o) — T b, 92, y) =
j=1

j=1

44 = X [ba”, 920", y)— bilx', 20, yi) +

I bae

J

"{"* bij(x’, y:)ZES)(’C', y;l —_— bijm;/, :?/\ZE'S)(SC’. y”

Annali di Matematica 24
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Indicato con 4; il secondo membro della (44), tenuto conto delle (16'),
(30} e delle (36) (relative alle Z()(x ¥)), poiché i punti (2", y), (&, %) apparten
gono alla curva Y = gi{X; «”, 9), si ha

LA | <.” % yolulz) + AM(z) + N(z) + nByv(z) + HM(z)) dz +
+[A 21y0,+Bl o)y — 9);

tenuto conto della (43), ed essendo V(z) non decrescente in (0, ai), si ha

f{ 2 yolple) + AM(@) + N(z) + nByviz) + HM () +

(45)
+[ S vy + BV }Mm)}d G=1, ..., k).
j—l
Scritte le (44) nella forma
k
X b, 2", y) — 20, y)l =
F==1
k
= S B, 9 —ble, P70, i+ S =1 e
j=
tenuto conto delle (14), (45) segnono le
| 2006 g — 20 )| <
kBs [ F , _
B <52 (2 X velule) + AM@) + Niw) + uBille) + HM@) +
=
+ BM5 V() do (=1, e B

ne segue |’assoluta continuitd delle funzioni Z(s) tz, ¥), (¢=1, ..., k), rispetto
a z su ogni segmento di D; parallelo all’asse z, e inoltre valgono le (37)
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4. a) - Convergenza delle approssimazioni successive. Posto

k
46) vit)=  sup X [Z7%, 9 - 257,y (6=1,23, ..
=1

O<ir=t
T

0=z y=by— / M(q)dy;
0

dalle (41) si ha, per 0 <X <z, s =2, 3, ...,

X

0

KB,

) 5
12, X, 9)— 27X, | <=

%

k
= 7? f (&) + AM@) + La(t)]o—(t)at
h)
e quindi anche
]92B3 : ﬁ
(47) olz) < ° f[%“ﬁ G- AM{) + Litv,_ald)di, =2, 3, ...

¢

In tutto (0, a;) le funzioni off), (s =1, 2, ...}, sono non decrescenti, in
particolare si ha

(47) uilt) < vilan).

Si dimostra allora, tenuto conto della (47), che per s =2, 3, ... & ()

k2B,
w

(*") Posto [(f) -+ AM(t) +- Ly ()] = M,(?), dalle (47), (47') per s =2 si ha vy(w) =<

x x
S/Mi(t)v,(i)dtfvi(ai}/Mi(t}dt, e la (47") & provata per s =2. Supposta vera la (47") per
0 0

s§==v, si prova che essa vale per s =v + 1, in virta delle (47). Si ha infatti

x x [/M‘{z)dt]v'—l
0
vale) < [ Mlboaat = | Mt g dt=
0 1]

vy{ay)
T—nl v

== vyay) -
=0

\'(/ M‘(t)dt)‘} ) [/xMx(t)clt]V
o o



188 M. G. Cazzani Nigri: Un teorema di esistenza per un problema misto

B2
k

f [ult) + AM() + Lot)de }H

0

(47" v(z) < ni{ay) z < ).

(8 —1)!

Dalla convergenza della serie numerica

k*B;
w

f [0(8) + AM () + Ll(t)}dt}s

0

[00]
via
SEO 1( 1) 8 !

segue la convergenza uniforme delle funzioni Z](s}(a:, ) (=1, ..., k), in tutto
il campo D:; le funzioni

Ziz, y) = lim 2%z, y) G=1, .., &

=320

soddisfano il sistema (29) nel campo D; e le condizioni (Ily), come segue
subito dalle (34) o anohe direttamente dalle (29) per z = 0.

b) Dalle (36), (37) le quali valgono anche per le funzioni Zjz, ),
(j =1, ..., k), segue che le funzioni Z{z, y), (j =1, ..., k), sono di classe G
nel campo D.

Dal sistema (29), il quale & soddisfatto in tutto il campo D., segue
allora (' ") che il sistema (IT) ¢ soddisfatto dalle funzioni Zz, ), (=1, ..., k),
in quasi tutto il eampo Dy; e valgono le (11

Posto

k

Alz) = sup ¥
ogxg; j=1
0= y=cby— f M)
0

y—7

X
0= y<hy— [ M()ds
g

Z(x ” e te-
°x

dal sistema (II) seguono direttamente, risolvendo rispetto alle
nendo conto delle (157), (16”), (17}, (20}, {24), 1

kBs

< == BiM{@)A(w) + Nix) + nBivio) + HMi@) ], (j=1, .., b),

2z, )|
B7) [Pt

(*7bis) Cfr. Le. a nota (15), §1, n. 2, f), pp. 140-145
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le quali valgono su ogni segmento di D, parallelo all’asse z per quasi tutti
gli z.

Con un caleolo diretto (analogo a quello sviluppato per dimostrare le
(36)), a partire dalle (29), tenendo conto delle (37,), si provano le

VZ Az, y) — Zfx, 9 < Viz)

(360) PP = =1 .., B,
dove (%%

B A k/xS(X)dX
(365) Viz) = ke 0<z<a),

essendo A la costante ottenute da ), sopprimendo il termine

3 2 k .
A T v [ o) + AM(o)da.
¢

2
w j=1

2

5., — Unicita. Indicata ocon Z(;c, ), (=1, ..., k), un’altra soluzione di
classe G del sistema (II) nel campo D., soddisfacente le (Il,), necessariamente
ogsa soddisfa il sistema (29). Posto

k

Uo)=  max ¥ | Zix, y) — Ziiz, )|,

x j=1
O0=Cy <<by— [ M{i)de
o

dimostriamo che in tutto D, &
(48) Cz) = O.

Infatti, risolto il sistema di equazioni (29) considerate come equazioni
algebriche in Ziz, o), (j =1, ..., k), tenuto conto delle (15), (16", (21), (24) si
ha

KB; [
" (X)) + AM(X) 4+ LyX)] X

[

| zl@, o) — #lz, §)| <

X | Z{X, gilX; =, ) — Z{X, gi..)| dX,

(18) 8i trova infatti (efr. le (42'))

Afw) <kky -+ / SIX)A(X)dX.
;
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e anche

o) < BB [ (X) + AM(X) 4+ LiX)L(X)dX,

da cui segue la (48) in virth del lemma di GRONWALL generalizzato (*°).

§ 3.

1. Teorema III (DI mRISTENZA) - Valgano le ipotesi del Teorema I sulle
funszioni a;iz, y), oz, ¥}, flx, ¥y, 21, -, &), &, =1, .., m) e sui dati Dy,
(i=1, ..., m), W), G=1, ..., 7.

Sia
@;(0) = 250) t=1, .., m)
i(p‘(zﬂ—q)’{o”éy’t <Yi (Oﬁé/f_bo}, f=r—+1, .., m)
@ oy — o0 <H <] O<y<bl (=1 .., 7),
| Wilz) — @40} S%j 0 <z < ao, (=1, .., 7).

Supponiamo inoltre che in quasi tutlo (0, ao) sia

% ae, OWa) + = iz, 0) 5 By 0) ol 0, W), .., W),

j==1 Femref .yl Am—-r(
Brgls ooy Bm) —
(11,) — §1 a,(z, O)\Wix)] — filz, 0, Wiz), ..., W), 211, .\ 2m) | <<
< Fpi(z, 0), (d=1, .., 7
e
m m m (,ﬂ, O .
(1) % Z @iz, 0) ay(x, Ojpz, 0)| < Folr, 0) =1, .., 7
s==l | je=rot-1 y=r—+1 m—r\x, O)

(%) Cir. &. Sansoxe - R. Coxtiy Hguaszioni differenziali non lineari, « Monografie
Matematiche del C.IN.R.», Ediz. Cremonese, Roma (1936), Cap. I, §2, n. 1, pp. 15-16.
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per ogni (m — r)-pla 241, .., 2n CON 2 — z}") |<<v;, (j=r 41, .., m), essendo
F una coslante non megativa.
Si dimostra che esiste una m~pla di fungioni

zl(xr ?])' ey zm(xﬁ ?]),

di classe G in unr campo

D: O<z=a, Ogygbo—~fﬂl(t)dt,
0

dove a ¢ un opportuno numero positivo (*°), con a <<ay, la quale soddisfa
quasi ovunque i D il sistema (1), e inoltre le condizioni (1,) neé rispettivi in-
tervalli (0, bo), (0, ao).

2. - Per le ipotesi fatte esistono cinque costanti positive A, By, B, Bs,
o tali che -ia

(50) | Q) — D)) | <A |y—7 | =1, .., m)

per ogni coppia di valori gy, ¢ di (0, b)), e In tutto Dy

B1) Lz, v)| < By G, =1, .., m)
(62) iz, 9)| < Bx

(53 | Bz, y)| < Bs

B4 Az, y) =

Consideriamo le curve caratteristiche definite nel campo D dalle equa-
zioni (?)

X
(55) gl(X) x, Z/) =Y +fPi(t, gl(t7 z, ?/))dt, (7' = 1’ ey m)’

essendo (z, y) un punto di D e X, Y le cordinate correnti sulla curva.
Risulta per i=1, ..., m

(656) | 94X; o, ) — gl X; o, <My —7],

{209} Circa la determinazione di a ecfr. n. 4, (63), (65%).
{?!} Circa la definizione e le proprietd delle funziovi g, X; o, y) efr. Le. in (4}, pp. 187,
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dove
[L[t)dz
)\1 frond 60 ,
(57) lgi(X; &, y)— g(X; 2", y) | << ks f Mt)as.

Inoltre & (cfr. nota (*%)

X7

(58) | (X', giX'; , 9) — af X", g(X"; x, )| sf(p«(t) + AM(t)dt

e

dai(X, g(X; =, y))
ax

(58"

< p(X) + AM(X) (g, =1, .., m).

Si intende che le (56), (57), (58), (58) valgono per tutti i punti (X, ¢:(X; =, ¥)),
o coppie di punti, appartenenti al campo D.

3. - Definiamo in D le funzioni z}o)(x, ), (j =1, ..., ), mediante le
(59) 2w, y) = Tiz) + Ofy) — D,0)

e successivamente, per n=1, 2, .., definiamo le funzioni 2"z, y). (j =7+ 1,
.., m) mediante il sistema di equazioni integrali

m r

n n—1
2 9w, o)+ 3 afe, g e, v) =
i f

= 421 a:;(0, g:(0; z, )P(g:0; =, ¥) +
Jr==

L day(X, gd...)

’ & daf X, gl X; «, *(n o
60 + [ { S IET I g, gy + 3 D ICD o0y, g0 ) 4

J U=t ax
0

+ X g, 2T, g, s 20TV, 2EEL), e 220 X,
(f=r+1, .., m),

e le funzioni z}”)(w, Y), (j =1, ..., m), mediante il sistema costituito dalle m
equazioni algebriche
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_2 “U("I” ?/)51@(90, ?/) = _2}1 aii((): g,((), Z, y);q’](g,(O, z, ¥) +
j=

j=1

da‘X (X ; — moda X, gil..)) s
61 + f gL nD o gy § I IED g0 5, gr )+
= Jr=r

+ X, g AT, e, 2T, ), e 2Py ldX
per ¢=v¢-1, .., m), e, per ¢ =1, ..., r, dalla (61) se y=g(z;0, 0) e dalla

Y aifX, yei e, y) = E a,,E 0)W(E) + S lai"(g“ 0 ™E;, 0) +

j=1 j=rt

62 + f 5 5 IEDI o0, gy 3 BTN oy g4
J=1 Je=r41 ax

+ X, g, A0, T, e, e ) paX

se ¥y < giz; 0,0), dove & &1 ascissa del punto comune alla curva Y = gi(X; z, )
o all’asse X.

H =" H, = rmBy1 + H,By),
(63)
C(x) = N(z) + mB A M(x) + Bx 3| Wiz, | O=2<ad

siano U*), U(x) le funzioni non decrescenti definite in (0, ao) dal sistema
integrale

x

g U¥w) = H\B,U(x )—I—Hlf{[H(X)nL AMX)[U%X) + UX)]+ O(X) ) dX

(64) -
( Usz)= f{(u(X) + AMX))| UXX) + UiX)] + C(X)} dx.
0
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Risulta
4 (it H By [ (p-AME) e
(64) U(z) = f C(X)e x dx
0
; 1y =
(64%) U*m)::lh(B14—zE)lﬂx}

Sia a, con 0 < @ << a0, il massimo valore di z per cui valgono le

(65) %@gw~m G=1, .., m)
U(x) )
* JRE— . po—
(65%) e Gl G=r-+1, .., m).

Sia W(z) la funzione definita in (0, a) dall’equazione integrale

(66) W) = riy rfSI(X) W(X)dX,
ciog

r fxs,[X}dx
(67) Wiz) = rhge © ,

dove la costante A, (soddisfacente la diseguaglianza X,>>2) e la funzione
Si(z) sono definite pilt avanti rispettivamente dalle (90), (91).
Siano z§"_IJ(x, Y, (=1, .., r), funzioni definite nel campo

D: O<e<a, Ogygbo—fM(t)dt,

ivi di classe @, soddisfacenti le

(68,) 20, y) = Oy) 0 < y < bo),
(882) z}n—l)(x, O) = w](.’b) (0 < a)’
69,) |4 e, y) — (@y) + Wiiz) — (0) | < %@)

in tutto il campo D,
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(70) 8 e, ) — " e, )| < 7

per tutte le coppie (z, y), (¢, ) del campo D, e in quasi tutto D, le

1)
5 D) < pa) 4+ B Wi

(71) .

avendo posto
T1)  pla) = mBINE) + () + AME) 2 (1 + | 9O )] + 5 | W]

Osserviamo che dalle (49), (65), (69) seguono in tutto il campo D le

(69) 14", ) — B0 < v G =15 s 1)
Si dimostra allora che
1% esiste un’unica (m — #)-pla di funzioni di classe G in D

*(n) *( )(

zii(z, o), - T, Y
soddisfacenti il sistema (60), le
(68%) 50, y) = ¥/y) 0=<y=<b)
e le
69%) e, ) - B =

osserviamo che dalle (69%), tenuto conto delle (49) e (656%), seguono le
(69%) e, y)— PO < G=r+1 .. my;
2% le funzioni
&z, ), ., @, y),
definite algebricamente dalle (61), (62), sono di classe G in D e soddisfano le
(681} (")(O, y) = Pfy) (G=1, .., m), O<y=<bo),

(682) (")(w’ ) — ]ll‘](x) (j =1, .. , 7'); (O =r< CI/),
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(69) % 1) — @)+ Uo— o0 =D =1, L,
o

(69, A%, ) — vy | = 1D G=r+1, e m
nel campo D,

(70) &, ) — e, J)!é_—u-—yl (=1, ., m

per ogni coppia di punti (z, g), (z, ) di D, e infine in quasi tutto D le

L) 2
(71) @%%ﬂsﬁ@+%&$Mmm@ (=1, ., m).
In particolare per j =1, ..., r le funzioni 2"z, ) sono di classe G ed

hanno le stesse proprieta (68), (69) (70), (71) delle funzioni z]( Yz, yh(G=1, .., 1)
Sviluppiamo la dimostrazione delle proprietd 1° e 2° nei successivi
numeri b, 6, 7.

Poiehs le funzioni 0( )(

z, ), (=1, ..., r), definite dalle

59) &z, )= O/y) + Tiz) - D/0),

sono di classe G in D e soddisfano le (68), (69), (70), (71), esiste un’uniea
(m — r)-pla di funzioni
,.g_l)(x, Y, o (1) (, ¥

le quali sono di classe G in D e soddisfano le (69*); quindi le funzioni

1 1
Az, o)y ., B, p)

risultano di classe G in D e soddisfano le (6%), (69), (70), (71), in particolare
tali proprietd valgono per le funzioni

i 1
2 )(x, ). 2t ’(x, Y).
E cosi proseguendo, vengono definite le funzioni delle successioni

A0, y), s 2@, Y

s 1, 2, .,

Il

20, gy -, 2 ) (n

le quali sono di classe G in D.
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5. - Il sistema di equazioni integrali (60) nelle funzioni incognite #; iz, ),
(j=r-+1, .., m), si pud scrivere nella forma

5 aie, yer e, y) = 5 au<0 9:0; =, 1)D(gi(0; z, y))

Jmar-1 Jje=re
m d i j1 ] %(n
(60) +f % LR 77X, gi(..)dX +
j=rtl ax

de" (X, g{..))
dX

+ X, g(X; 2, y) + p a;;(x gi.. ) dx,

avendo posto per brevitd, anche per il seguito,

72) X V) =fX, Y, X, ), o 2T, 22, e, 200

11 sistema (60") & un sistema della forma (30") (*3); valgono le ipotesi del
Teorema II, quindi esiste in un opportuno campo una ed una sola soluzione
di classe G

zrfl—l(x; y)’ ) Z:(CIJ, Y
soddisfacente le

(68%) 20, ) = Oy) G=r41, ., m)

(#2) 11 sistema (60') & un sistema di (m — ) equazioni integrali nelle m —r funzioni

incognite z*M(w, y), ..., 2*™®(, y), che qui sostituiscono le funzioni Z,(x, ¥), ..., Zywx, ¥)
g 1 1% m q ' T Y

n dug (X,
del sistema (30"'); inoltre in luogo delle funzioni 2 e;{X, g,{..}} JJ(—dX—g‘( )
lo f 5 ag(x, gy D 0
e funzioni (X, 9y A
= i [ ax
Osserviamo che alle diseguaglianze

qui figurano

- — — k —
1 Rdoe, o Zyy ooy Zp} — R, oy Zyy vy Zp) <Lyl | |y —y{+h§1 1 Zn—Z,]
vengono sostituite le

=1

| file, 9, Z(ln_l](wa Yh ooy 2 (e, ¥), Zrayy er By ) fya ‘;’ (n 1)( ’ ) 5( )(wa Y)s 2 r+17 ary ;m”S

<L)l {1+ W) [y—y |+ 2 len—an]l.
h=r+1
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Come campo di esistenza e unicitd della soluzione consideriamo il campo
D detinito nel n. 1.

Infatti in luogo della funzione U(z), definita dalla (24), si considera ora
la funzione U*(z) definita mediante le (64): scrifte le (60) nella forma

2 e, gl e 9 — ) +
Jj=r

+ E aifm, YA e, 1) — (@fy) + Tiz) — OO)] =
2

% .

o i‘X, e #(n
- { 5 AR D00, gi.) — O +
J=r-+1

(60”)
d i X i n—1
+ 5 TG IV, i) — (@l + TE) — QO+
].-...
) - % adgi...))
+ (X, g{..) _,-=%+1 ai( X, gi...) ix_

dq)]\_(__) A+ ‘lf(X)>§ (f=r-+1, .., m),

— 5 ayx, gl

J==

modificando di poco (*%) il caleolo sviluppato nel §2 per dimostrare la (3D)
(ofr. 3, b)), si prova che &

(*3) B stato opportuno sostituire, serivendo le (60') nella forma (60"}, alitermine

x

i def" ) (X.g,(..)
T ai X lax
[ ol ai]‘ 3 gz( )) ax
)
I’ espressione
o (1 Ke=x
I ay(X, gif-)E" T WX, g,) — (D51g,(-)) + i) — B3 (0))] o

Fe=1 =

_ }% . da (X, g,(.-)

2 T ) — @sai-)) + i) — 0500] +

’ A®i{g(.))
2 ag(X, gio)) |
t Pt a;i(X, gi(..)) [ ax -+

‘F’j(XJ % ax,

il cui valore assoluto & maggiorato da

B, U(x) + / f (X)) + AME)HOX) + v BaAMX) + é | WA X) | {dX
o j=1
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|8, y) — Ojy)| <

== ”@i B.U@) + f [+ (X) + AM)(U*(X) + UX) + X)X |,
0

w
=r-4 1, ..., m),
e quindi, tenuto conto delle posizioni (63), in virti delle (64) si ha

U*(z)

wm—r

(69%) |6t z, o) — iy | < G=r+1, .., m

in tafto il campo D.
Inoltre con calcoli analoghi a quelli sviluppati per provare la (36)
(cfr. §2, n. 4, b)) si ottengono le

(27, o) — %, §)| _ V)
y—7

(36%)
essendo V¥z), (0 << z << @), la funzione (non decrescente)

(m—7) / SH(X)aX
(86*) Vi) = (m — r))se 0

ottenuta da V(z) (efr. la (360) del §2, n. 4, b)) sostituendo alla costante A; la
costante

r

As = A (m — el By {EI Yo L po,, + 4+ AM( x)) ot 'ygh + N(z)dX ;-

(m — r)B;

+ :

31%) +f

4+ M1 - Wla)Lyz) + vAx{p(x) + (m?B,B; + DM {(r) Wia)) 4-

20N £ por 4+ mBi+A 2 v+ BiW(a) +
h=r-}1 h=er-1

) Bs

AM[N(z) + rBy(p(z) + (m?By By + 1)M(z) W(a))] +

+ M Wia)(n(z) + AM(x) | dx

nella quale si & indicata con Ay la costante di LipscHitz delle funzioni

’pij(xa ?l)

jy § = R i tt i
Aoz, )’ @ j=r-+1, .., m), rispettc a y e si & posto
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(12) ya=y:i+|00)], ¢=1, .., m), po= % +[0(0)], ¢=1,..., 7). poi= P‘i"%'}q)i(o)l’

E=r+1, .., m),

o sostituendo alla funzione S(z) la funzione

(32%) §*ax) =

(m — 1) B3 g (m — r):B;
L]

w

AMBM@) + MLie) + i) + 242

Posto

=h+(m—1r)Ag

Bl‘/ 2 Y0h+ P«Oh +f

(plz)4-AM (x)) Z -+ N(x)

dw}-}—

2 A)&l E pgh + ’)nBlkl] + A E Yor -+

h==r-{- hemmre1

(w2 — 1) B,
+ )

)+ = TP N G@) + P Bip(@) + 1) + rARp()

ds|

(m ) B;

w

A= 13'+[llﬂwiu%&AMm%Jh+UMM%#M&%%%

\ 4 rAM(mEBiBy + LM () 4 h(p(a) + AM(z)| dr

8i ha
(n—r) [ s¥(x)ax
V¥a) = m — )M\ 4 23 Wiape  °
e
18Pz, y)— 8z, §) (m—r) [ s%(x)ax
e lgp$+wwmp b (=r4l, ., m

Osserviamo per il seguito che, fissato z in (0, a), da gquanto precede
risulta, per 0 << X <<z,

7 3 " (m—r) [ S*(t)dt
*( ](X Y — ‘."( )(X, ) } < [)\f + 2k VV(.%)]B of
=9 - ’

in particolare, per X = 7,
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(m—1) / Su(eyde

(n}
Nepr+nwele © , G=ral e, m;

(@, ) — & "z,
y—1

5]'* )

(73)

indichiamo con W%*x) la funzione

{m—r1) / S*(1)de

(73" WHa) = (m — r)[AT + 23 Wz)le  ° ;
la (78) diviene allora
*(n) B T VR ¥
(73//) lz] (z, ?Jy)“ ;] (z, ¥ g;{fimi (=r+ 1, M),

Valgono le (*%)

*(n) .
% @ y)lg(’” Bs B M) W*(@)-L-r Bup(a)+ Brm® B Bat )M(:) W(a)+N(a) |

oz )

(j'::r—{- 1, .., m)

le quali valgono su ogni segmento di D parallelo all’asse z per quasi tufti
gli z; posto

- S‘k
__(m —rBs (n) [ s%(9a

(741) Az} = o {Bll§M(x)g 0 -+ TB}Z}({E) + N(x)]
(7”' - T’)B;g * (m—r) / S*(t)de
(743) Bla) = pa— [Bias M(z)e o & Bum2BiBy + 1)),
si ha
*(n)
(75) af!—-a%—»’”]g o)+ B W) =l e, m)

{*%) Dalle (60) seguono infatti (cfr. nota (1)) in quasi tutto il campo D le

m ag*("] @
3 aylw, y) L (% y)+ o:{ees )
1 o

j=r+

az."‘(")(w, ) T az('n ]‘](90, ¥) ez(n 1)(977 y)l
9NN ay O P eyl =
2 J+]’ ) 9!{909 y)[ p ot( s y) 2

=fix, y, &V, y)y oy 227D, 2D, e, X)) (=1, L, m)s
+

. . az‘*{")(m, ) . . :
risolvendo rispetio a _.L_Z)—k e maggiorando si ottengono le diseguaglianze che seguono.
e
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6. - Consideriamo ora le funzioni z}"](x, ¥), (j =1, ..m), definite algebri
camente dal sistema lineare (61), (62),

Tenuto conto delle (68,), per y =0 si ha dalle (60), (61)

S ays, 0570, 0) 4 T ayfe, OWz) = T aylz, 0", 0)
j=r+l j:l ;-

=1

(j=r+1, ., m),
inoltre, in virtt della (62), & (*)

2 aife, 0@, 0)= = ay;
=1 je=1

J=

(z, OWyz) 4+ 5 ai(z, 02"z, 0)
j=r+1

Ne segue
B ayte, O, 0)— Wis)
j=1

@+ 2 aylz, 0%, 0)— 2%, 0)] =0,
= j:r—(—l

E=1, .., my
dalla (1) seguono necessariamente le
(682) A, 0) = Wya) G=1,.,n O<z<a)
(76) Uz, =2, 0) (j=r+1,.,m O=c<a)

Inoltre dalle (61), (68y), (60) subito seguono, per O <<y << b, le
(68,) z}")(O, y) = Dyy) (j=1, .., m)
(68% zj*(n)(oa Y = ®j\y)

Dimostriamo ora che nel campo D &
(6%) |4, 9) — (@) + Ti(a) — BA0) |

(69, %, 1) — )| < O

(#) Per y =0 nelle {62) & [, = .
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Scriviamo le (61), (62) rispettivamente nella forma

531 aifz, y)la(x, y) — @y) + Wa) — (0)] +

2

+ ,%r aifz, Yoz, y) — ) =
jerdl

DD DE, o)) — (@) + T{X) — D0)] +

s’~ daif X, 9(X; 2, y)),,

(61")
~ da (X, gi... n
M )_) [zj*( )(X, gil.e)

A s
T ax

— &y (gd..)] +

; [C‘z@](gl( ))+ w( }1

+ 10 g — 3 alX, gl
j=1

™ d@(gi(...))} .
— I ay&, gi(‘--))—“]ar dXx,

J==r1

E azj(x, e @, ¥) — @) + Wiw) — PO +

=+ 2+ a{z, J)[z] (vL; y)— Py =
1-—7'

z Cl/,/ gn O)[ (n)(E!a O) ”'_ (I)J(O)] +

j=r1

i X 3 s ;' {n—1 : .
62) -+ f g 0% G5 I, gy — @fgied) + T — DO+

5 405 Gl D vy o) g +

3 AN
T @

() Sy [dD,(gi(.-) 1
+ [, gil... )= Z ail X, gi. ))l—id—X———% WX =

Y Y
— & a® T ax

dove si & tenuto conto della posizione (72)
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Dalle (60”) del numero precedente, per y = 0, si ottiene

2 aife, O, 0) — ®L0)] =
j_—r—{-—l

w da (X5 2, 00 4
= gjjjrl 2% %EX & [.‘““(X, gy — Dgi(...))] +

)+ 8 SV gl — g + O~ 0] +

d@]’(gg{.. ._)) i
dX

+ 1, gi(...»-f:'i X, gi(.)

: o,
— I ayX, gi(...))[i%ﬂ+ ILV’(X)H G=r-+1, .., m

J=1

da cui, tenuto conto delle (69), (69%) e della terza delle (63) si ha

an |4%, 0 — a0 =" =1

f () + AMENUE) + UHX) + OX))| dX,
° G=r41, .., m)

Dalle (619, (62", indicando con 7; l’ascissa del punto intersezione della
curva
Y =gdX; 2, 9) G=1, .., 7

con asse z o con Vasse y (se y=giz; 0, 0) & v, =0, se y<gi(z; 0, 0) &
n: = & > 0), segue allora

| &, 9) — () + Vfe) — 00) | <

KH

f (0(X) -+ AME)U*X) 4+ TE) + CXx +

0

{m—*’r) BlBg

=B, ¥ %
=1 ®

8  + f (X)) + AMX)UHX) + UX) + C(X))dX | +

+ B f (X)) + AMEWU*X) + UX) + OX))dX <

o N2
<mB,(1 +™ 2?1.33

—) f [(8(X) + AMENUHX) + UX) + CX)ldX
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e la stessa maggiorazione vale per la funzioni lz,{”)(x, N—Sy|, F=r+1,.., m).
Tenuto conto delle (63), (64) & allora

(69, e, ) - @) + B — 00| =T =1,
(69,) e, ) — ) | < 2 (‘”) (G=r41, .., m)

7. - Dimostriamo ora che &
(n)(x, ?{gj—g(n)(x, 7) T(x) (]= 1’ s 1)

per ogni coppia di punti (z, y), (z, §) del campo D.

a) Allo scopo di maggiorare la

r
AN
dd

("](

Z, )—z] (xy ?/)‘
y—79

=1

introduciamo le funzioni zof)(x 9, (j=r+1, .., m), definite dal sistema di
m — r equazioni algebriche lineari (*)

V z+ aifz, ¥, y) + u @iz, PI¥/z) -+ fy) — 0] =
j=r 1 ]=1

=3 a0, 940; =z, y)DAg0; =, ¥) +
=1

(79)
- i 3 n—1 ﬂi d i\ Ly Hileon *{(n
+ f 5 A% 9D o, gy § BB SN oy g o
j=1 j=r1 dX
+ 7z, gi<...>)§dX G=r-+1, ., m)

nel campo D.

(26} Per n=1 le funzioni zg;.)(x, y) coincidono con le funzioni z].*(")(ac, y) in tutto D,
(j=r-+1, ..., m)
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Dall’ uguaglianza dei secondi membri delle (60) e (79), tenuto conto delle
(2) e (68y), subito risulta

(80) ez, 0) = 2"z, 0) G=r+1, .., m), ©0<z<a).
Inoltre &

(80 #0, ) = D) G=r+1, ., m), 0<y<b)
Le fuangzioni zo,](a; ), (j=r- 1, .., m), sono lipschitziane in y¢.

Infatti, con calcoli analoghi a quelli sviluppati per dimostrare le (36) e
le (73) si trova, per ogni coppia di punti (z, y), (x, §) di D,

{n) ()
(81) & fjﬁ%{%@’ . 15; Mo J‘ STEHIWED + Wi
(j:’i""‘!“‘ 1, ey 1"’);
posto
(82) Wilz) = A + M + f SHX[WEX) + WHX)JdX
0
&
Dy - 2P
81 2o (z, Y) %0] (@, ¥) ]5; Wolz) << Wyla).

| y—y

Osserviamo che, tenuto conto della prima delle (72"), risulta
(817 A < Wo0).

8i dimostra allora che le funzioni zgj)(ac, W, (j=r-+1, .., m), sono asso-
lutamente continue in z su ogni segmento di D parallelo all’asse z: la dimo-
strazione & del tutto analoga a quella sviluppata nel §2, n. 2, a) per provare
I’ assoluta continuitd delle funzioni Z,(S)(x, ¥, =1, ... k.

Sia ¢ un numero intero compreso tra 1 e r e siano (z, ¥), (z, §) due

punti del campo D con 7 <y < gi{z; 0, 0); siano &, £, con & < E, i valori
di (0, a) per i quali &

81" g o, ) =0, gi&; z g =0.

Dimostriamo che &
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)
U S afX, OWX) 4+ 2 alX, O)az"f(‘;{( 0_
j=1 j=r-1
(83) (X, 0, Wy(X), ..., WIX), 247X, 0), 22X, }Xmg
<Fu(i+ f LAAx)( + W) |y — 9, (=1, .., 1)
]
ovvero, tenuto conto delle (80,
& ()
r 41 n
‘ f 3 S ayX, W) + B ayX, 00 0
j=1 jerL oX
) = A0 0 W), ey W, DT, 0) ey w2, 0 fax|<
=Pt + f LXAX)(1 + WG 1y — . =1, ., 7).
0

Infatti dalle (79) segue
Z wie, Yo 9) + 2 az, yTi2) + Bfy) — B/0)] —
Jje=r j=

— 3 a,,O 940; z, y®g{..) —

B g m dau X, ¢/X; =, ¥) ("](X agi...)) +

jE=rt-1 ax
da;
+ 3% (;lem Diwx) + ofg.) — 0,0 {ax =
j=1
d i X 3 *{n ¥
_ Gl 95 IOy, gi) — &K, giod]
]—’+1
d i\ Ay F el
4 5 da; ();X( ))[( (X, gi.) — (B(X) + Dygi...)) — DO))] +
=1

+ P(X, gd.) ) dX, G=r41, ..,

1),
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e, in quasi tutto D (cfr. nota (*%),

) (7)
< 20, (X, Y) e (o, ¥)
T , Y 1 ofw, )00 Y1
=1 (@ Y % ez y) oy

+ 3 aya, YI¥a) + oo, YY) =

Je==

B4 ="z, )+

+ % {ca’ij(x’ @_*_ pi(m, y)aa’}{x7

i1 OF oy ][z]*(u)@’ Y — 2=, y)] +

r
+ X

J==1

%L(B__,_”:;?/) + oz, ¥) %f“y%—y)} [zj('n_l)(% ¥) — (Wiz) + Oy) — 0],

f=rd41, .., m):

le (84) valgono, in corrispondenza a quasi tutti gli y di (0, bo), per quasi
tutti gli z, e cosi le

%@ 9 _ 5 Bz 9)

AR A Z a,, , 5
3 R y)% oz, PT) + P, y) +

mav, av{’ H{n
4—Evﬁﬁ+mwﬂﬁﬁhw%m Ao, 1+

hamr -1 ax
(84
o 12,4 oa,{... e ,
+ 3 2 o) 2 Y, ) — Wit + D) — D0 —
m az(”) \ r‘
—otr o] £ Do )t E ae g0,
m=r 1 Y k=1

(j=r-+1, ., m).

Per &, & fissati, con & < &, consideriamo le funzioni
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! E
m (n)
6P = f { 2w Y e Dy 2 ayfe. Y)Wz) —
- J=r j=
— f(n)(x: )dx7
g
GY) = f S afe, VW@) + = ayfz, ) 5 Blm ¥)
(85) \ £ =1 J=r+ yesrpl Amer(z, Y)

X V) B aue, YW@) — P, V)] do

£.

K3

GO = 3 j |
h:lé

=

g aij(x> Y) g M avh(xa Ir)Pv(x; Y) d.t,

Jemer-1 y=r-}1 Am—-r(x, Y)

per 0 << Y <., essendo g, tale che appartenga al campo D il rettangolo
Eigmgfi, 0 << Y << 90; tali funzioni sono continue in Y, pilt precisamente

lipschitziane (*) in Y, e cosi le funzioni

z
&

fm(zv, Y)dx G=1, .., r)

Per Y =0 si ha dalle (11)

=

OIS f oz, O)de

&
(86) B
@) )y ‘
0 Ffpi z, 0)dx
g Ezg'})(a:, Y)
(#7) Cfr. nota (%) circa la lipschitzianith in y del termine f ;e Y) P dx. Per

i
gli altri termini che figurano in GEO)(Y), GEIJ(Y), GEZ)(Y) I’affermazione & evidente.

Annali di Matematica 27
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Tenuto conto delle (84) in guasi tutto (0, 4o) si ha

B
G Y) = 6(Y) + f S aye, vy 5 PO D)o
/ j=r41 y=r-+4-1 Am——-r( )
g 5}?( )3
X{” z ca,,,«;(,..) — % a0 YY) da 4
he=r-1 he=1

\ @,j(...) w aa/v,:;(> aavh(
+f § oy B ML) S Py By

J==r+1 ye=r-p-1 Jlb=rg1 ) €0

X (@) — 29 +

LS (9% T o f“%ﬁ)qz(;'”(...)—(cph(y)+ ‘l”h<x)-‘1>h(0>>1

hz=1

dz,

e, tenuto conto delle (80), (81"), (50) (*)

g
&

6O | < | GP(Y)| 4 WeE) T f 1; 1 ag(x, Y :12@/_:(-_)_) gl Dpyen) | i
J=r y=r [
tl
! i« o Bw e aavh( CG.,;Z( )}
% oayl. s ¥ T o)
+ l;!‘f‘—“"{"la]( )er—f-l Am—-r( ) h==rei-1 QJC + } ><

=

X [t w, Y) — &t P, 0) + i@, 0) — 2z, V)] +

4

9., a“"”( N ra, ¥) — Wya) + B, 0) — DY) } d|,

ax V( )

h=1

(?8) Si tenga conto che dalle (81} segue

2@ v)

= W,iw),

ed essendo Wy(x) non decrescente, per £, <<w =<, &

\ 83( )(90: J)
| oy

Inoltre tenuto conto delle (81”) si ha

] (IJ'h(Y) ] A= Wo(gz)
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da cui, in quasi tutto (O, ¥o),

87 L&Y < | BT | + WoE)GP(Y) + e Y),
dove
:,
(m — r*B1Bs i
g(Y) = 0 Y f (M) 4 AM ()] WH(z) + (m — r) Wolz) + W(z) + r)]de,
€;

@=1, .., 1);
quindi, per le continuitd rispetto a Y del primo e secondo membro della
(87), la (87) vale in tutto (0, #o), in particolare pex Y = 0 e si ottiene

| GP0) < | G0 | + WaE)G0),

da cui, in virth delle (86),

=
24

| 6O0) | = F(L + WifE) f oz, 0)da
E;

e infine, se y, # sono i valori legati a £, & dalle relazioni (81"), (%)

| GO0) ' < FA(L - Wo@i»(i + f L(x)dm)w — ) =1, .., ),
Q
vale a dire le (83)

— o _— t't‘ —
(*?) Tenuto conto che & y<Ty, & <& 9,Cs @ ) =0, [oit, gi(t; 2, y)at = g,z @ y),

ed essendo g,f; «, y) crescente in ¢, si ha i
[eutts 0t = [ ot 0 =ity 0its 2, o)+ ith, 00+, 9N
& &
&
= [ 2tdts = v1dt - 0us ) — i 5=
&

a a

10465 @ 9) ~ 0 91+ [ Do) =3 (L [ Zwarly =5
0 U

0
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OssERVAZIONE. - Rileviamo che per ottenere le maggiorazioni (87), (83)
& essenziale che sia

o, 0)— ez, 0)=0 (h=r+1, ., m)

E per questo che sono state introdotte le funzioni o Mz, y), (h=r-1, ..., m),
e non sono sfate definite direttamente le z; g, 4 ¥, (=1, ..., m), mediante le

E aye, e v) = T a0, g0; z, y)Ogi...) +
Pt o

[ hid i‘Xy 1 n—1 P n—
+f §‘2 WIS I, )+ £ ), 70, s N X
; j=1

ovvero

2 ayfe, p)ta, 0= 3 e, OUE + E+ @i, 0", 0) +

j=1 Jz=r

+J{.--}dx

In tal caso infatti alle (79) sarebbero state sostituite le

2 »e@, y) + 2 age, gV + Ofy) — O0)] =
J=r j=

= ZaU(O g{0; x, y)Dgd... —l—f } dX,

da cui
2z, 0) = &z, 0), G=r+1, .., m),

e nelle (84) sarebbe comparso il termine

;-ﬁ{ ﬁvj("‘) rf: aavh(-") aavh< ) (»—1)
v:.:+l Am—r(-..) Iz:ZrJ+I oz + pV('") 81 [Zh (x J) o 50 k(x, ?})]

anziché

V'(--- it n n
Bl F ) e, ) — e, ).
y==r-}-1 Any--r(-N) h==rf-1
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b) Dalle (61), (62), supposto § <y <<gi(z; 0, 0), ¢ =1, ..., r), posto

danX, giX; 7, Y) oonyy
i 4K, gi.) +

& y = E

1

iid d i(Xv AN n *
+ & 20 50D ek g + 0%, gi)
hamar-1 dX

segue

2z, i) — 2, §) = 2 i (%, Y) }El an0, g{0; =, y)Dug0; =, y) +

fu=r4-1

+ f X, y)dX% —
Q

- E a;;(x, ) §1 a0, gi0: =, P)Pu(gd0; =, ?7))+J X, ??)dXE-i-
0

o=

+ 5 ao, )| B oulle, OWE + 3, 069, 0+ f e y)dX§—

—'_zi:l o, Z_I); by atk(gu O)ka( )"‘ E azk(gu O)Z*(n) &, 0 )+ {7] X, ) dXz

drele

(j=1,.., m).

Indicata con X; la costante di Lipsomitz delle funzioni «; (z, )
(¢, §=1, ..., m), rispetto a y, aggiungendo e togliendo alcuni termini e tenendo
conto delle (7), (8), (49), (B0), (B1), (B2), (56), BY), (69, (69*), (12), (80), posto

gX; =g, giX;z 9 =g,
si ha

|8z, y) — &z, §)| <mds| By 2 Yon + f %)+ AM(2)) _f; Yok N(@)ldz ity —5)+

+ (m — P)BAAN 2 oy + mBIY — §) +
h=1

¢ &
+ o8| 2 | [ Dwax + [awx, owienax|+
l__l =1 :

% g
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m {n)
- H Zoul%, 0 X, 0)ax + f aax, 0 O)dX]Jr
he=r1-1 aX
Ez‘ 'a

r d(lth g) (n-—l) M .
. j E X+ §

b=l
Al
0

X, g0 +

dow(X, g  dawX, g A=

4

%
+ f X, g)aX f +B 3
i=r--1

Lo dan(X, QTi) (1)

ha=1

dam(X, gl) dC&;h( y gz) z:(n)(X, gi> +

dxX = ax

m

=
h==r+41

- dath( g )[ *(n)(X; Q») — Z}f (n)(X; éi)} } dX% +

\\

herg1  GX
+IL1(X)[QI: Cgi S AT, gy — AT, éi)H—, E+l er (X, gy—2zt X, gl JdX {4
h=1 her
8
+ B E‘Jl% f{ ol dXt + fL}(X}{}dX }, (=1, .., m,)‘
£ £,

Agginngendo e togliendo termini opportuni, con alcune integrazioni per
parti, tenuto conto (86), (B8, (70), (T1), (83), si oftiene

() — 2 (  m vd m
Z] (xy ?/) z] (-x; 1 ; }31 3 yon + f[(}i(x) —i—- A.ZW(I)) % Yon + N(x)}dw +
A=l

r

+ (m — r)BaAX; g ftor, -+ B Aky) + F)\1<1 -+ fL(.c)d:{;> S Wo&) -+
h=1 i=1
0

+ = -y _léf(ﬂ )+ AMX)g: X5 z, y) W(X) + WHX)dX +
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da,ﬁ(X g:)  dawX, 0)\
+[ f ) o )@h(X)dX+

B.
K3

:\"} (daih(X, g) an(X, 0)
herta N GX oX

)zz‘(")()g O)dX! 4
&

+ f L(X)[g: + i AT, g9 — WX | 4 hiﬁzh*(")(X’ g)— & (X, 0) [JaX | +

= {L Yor | (X, g0) — aa(X, 915 | +
Yy— ?/ fmr 1 { A==
o f — L dTE, g
+ z f[aih(X, g,) —_ aih(X, gz)] ol dg{ g)dX] +
Bl

0

no | - dzFx, ) -
+ X J {ail X, g} — an(X, g;)}ji%x’—g—)d)d -

Re=r-1 o
0

+ f (X)) 4+ AMX) 4 LuX)g: — g W(X) + WHX) 4+ Li(X)(gi — g)JdX { -+

;I:*; E:l Yo [an(X, g — au(X, ga)])f_g +
(o, 99— auts 9 g r+
hel | J (aalX, g:) — ax gz o ax
3
S | (1 g9 — awx, 5 25 E 90 4]
e | ih g ih g ax
&

+ f [0(X) + AMX) + LaX)gs — g9 W(X) + WHX) + InX)gs — )X |,

g

da cui, con ulteriori integrazioni per parti, in virtit delle (4), (H6), (68,), (71},
(715), (82), con qualche calcolo si ottiene
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@ y)— 4", )
y—7

<l B E ot [0+ 2109 £ o + Neopan | +

F(m — OBAN S pop 4 mBOL) rFll( [+ f L(x)dx)%?\f NPV
Rzl

+ f SHEY W) + W*(X»dX§ +
9

(88)

a

+ mlelle(x)dx + ’l"BzA)q h.‘] Yon + W&BzA(l + ;\1) )] Yor +
=1 k:

]

x

+ mB:A f r {p(X ) +(m*B1B; 4 1) M (X) —“%29} ax +
+ mB:Al f(m — 1)l X) + Blae) W(X) + M(X) X‘; f A ax -+

+ Bk f (WX) + AMX) + LX) W(X) + WHX)dX. (f==1, .., m),
0

e, tenuto conto della (73'), e posto

89)  Syx) = 7-17)\1(1 + f L(t)dt) §*(z) + mByh(p(z) + 2AM (z) + Lu(z)),

Ao =+ mxg§ B, § Yor -+ f [(8(z) + AM(z) >: vor + N@]dx | +
mret =
+ mBou(A X poy 4 mBA) +
Rl

(90) + rFll(l + f L(x;dx>(xi‘ + s) -+ mBohy f Li(z)dz +
] 0

@

+ BoArds  m(l 4 Ap)] 3 Yor 4 irBaAd, fp(x)dx -+
h=1

0

a

+ mlm — 1) B2A% f ofr,dz -+ (11 — fr)?&l* f Se(z)dz,
0 0
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si ha

X
() ) - 3 . (=) | s*ya
g (, ?z — :—; {x. 7) } <, + f{ So(X)[I + (m — T))xé@ 0 1+

-+ m’BiBAMM(X) + m(m — r)BAMB(X) ) W(X)dX,

(§=1, .., m);
posto infine

, =) j‘xs*(:.)d;
(91) Si(r) = Sox)[1 4 (m — 1)hse O 14 m’ By BaAM M (z) +

+ m(m — r)B:AMf(x),

4", 1) — ", ¥

,mymgm+f&mmmw&

y—Y

vale a dire (cfr. Ia (66))

4"z, v) — 7 (@, §)|_ W) -
(70) % v —7 lé p (=1, .., m,
come si voleva dimostrare.

Se per uno o piu valori di 4, @=1, .., ), & ¥ > §=gi(z; 0, 0) oppure
y > gi(z; 0, 0) > ¢, valgono ancora (*) le maggiorazioni (92), (92'), come si
pud verificare facilmente.

Si pud dimostrare che le funzioni zy(«")(a:, y), (=1, ..., m), sono assoluta-
mente continue in z su ogni segmento di D parallelo all’asse z e valgono
le (71).

Siano («, y), (¢', y) due punti del campo D, con z' < z", y >0, e sup-
poniamo che il punto P(z/, g(x'; 2", y)) ovvero il punto P"(z", giz"; 2', %))
appartengano al campo D.

Se P” appartiene al campo D, dalla i-esima della (61) v (62) segue

(®°} A tale scopo nella posizione (90} si & sostituito al fattore m — », che compare nel
secondo termine del secondo membro della (88), il faliore m.

Annali di Matematica 28
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m

| 2 ale, s ) — B ayla’, 947", 9)| =
]: —

j=

= *:‘1 (%, y)z§")(95 Y — 2 at}@ , giz"; &, ?f)) {5 ; 92" &, y) +
= =1

j=

+ 2 ay@’, g:@"s o, 90, gl @y - S aes g p)| <
je= =
d o day(X, ¢/ X; @, ) D) roda(X, gil-.) s@m
a Xie Y L)+ 3 2 9D
<ﬂf{ Russ X, gy + 5 S I 0, gl +

n W it !
+ 17z, gi(‘-.ﬁ} dX’ + (’”B o Jiote's «, 9~

e infine

m

; % asfe, g, ) — 2 asfa’, 9ia’, )| <

j= =

(92)

<f pL(X) -+ AM(X)] Z Yo -+ N(X)%dX—}—(mBl Wia

fM@

Alla stessa diseguaglianza si pervieme se P’ appartiene al campo D;
cid vale senz’ alfro se ¢ =r -+ 1, ..., m.

Per ¢ =1, ..., r, se nessuno dei punti P, P” appartiene al campo D,
con un artificio gid utilizzato altrove () si dimostra che vale ancora la (92).

In virtu della (92) i membri di ciascuna delle (61), (62) sono funzioni
assolutamente continue in z; dall’assoluta continuitd in z delle funzioni
aifr, ¥), G, § =1, .., m), e dalla (1) segue allora (*) |’assoluta continuita
delle funzioni z](”)(x, ¥), (j =1, ..., m), rispetto a 2 su ogni segmento di D
parallelo all’asse z.

Dalle (61), (62), le quali valgono in tutto il campo D seguono in quasi
tutto D le (33

(3t) Ofr. lec. in nota (!), §2, n. 3, ¢}, pp. 157-159.
(82) Ofr. §2, n. 2, a).
(3% Cfr. nota (15).



M. G. Cazzant Nigrt: Un teorema di esistenza per un problema misto 219

30( )
2 aij(z, y)[ ( ?})+ e, o) - d (Z’ ?/)
daiflx, y) | dayle, )| ey ()
= 3 [ME 0 o, 20 [ e, o) — e, 1) +
m; @ i 3 a [ 9 n n
3 P g Y 5, g - o )+
+ g, ) F=1, ..., m),
da cui
2™ W(w)

52 ) < B2 + AM) 3 o + Nw)] + miBi,-

e, tenuto conto della posizione (71'),

3", y)
o

W()

(71) < p(z) + m*B1B,

(j=1, .., m);

le (71) valgono in quasi tutto D ed & immediato che in corrispondenza ad
ogni y di (0, by) valgono per quasi tutti gli = tali che (z, y) appartenga al
campo D.

8. ~ Convergenza delle approssimazioni successive. Dimostriamo ora la
convergenza delle funzioni ™, ¥), (f =1, ..., m), &* Pz, ¥, (j=r-+1,..,m),
nel campo D.

Posto
uj*(")(x, Y) = zj*("):x, y)— 2" Ve, ) (j=r4+1, .,m;n=2,3, ..)
(93)
u}n}(x, y): ](n)(x’ y)_z}n_l)(x’ y) (j: 17 e 1}2; n= 1’ ?’ "')

dalle (60) seguono le

m

> afe, yu u Az, 2+ 2 . aijfe, Yu u" Nz, y) =

]_r

X

’1 dath z'X; s %*1{n de i n—
o4 = [| 5 LI 0D ypeny, gy 4§ IUTIED obr, g 4

+ X, gi(.. f("—”(X gi..) { dX, l=r41, .., m; n=2, 3, ..),
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e, tenuto conto delle (68s),

m

T aifz, O)u,*(”)(x, 0) =
j=rtl

z

(94,) __.Jg :'\3 da;;'X, gi(X; z, O)) *(n) da”(X. i) [n_l)

T = X & i)+ vl Tax &, i)+
+ 1%, g — 177, gl d =741, ., m)
Dalle (61) seguono, per ¢ =r 41, ..., m, le
]§ a(@, Y@, y) =
9) = f 3 ARG, g+ § ATy g +

+ 17X, g - O, g | ax,

e,peri=1, .., r, se y=glz; 0, 0) la (95), e, se y < giz; 0, 0), dalla (62)
segue la

P S aifw, g, y) = 5 i, O)M]*(n)@, 0)+
j=1 je=rf1
daz X zX T, 14 - m d(?i'X, Gil... n
96) + f LI 00, gy § VI oy, g4
j=rtd ax
+ 17X, g — VX, gt dx.

Dalle (94), tenuto conto delle (8), (52), (B3), B4), (BY'), si ha

otz ) 1g— 2B

LS 2

I b=

Ll e, )| +

1

+ j [ X) +AM(X>+L1<X>J[£+ X, g(X; 3, )|+ B [uf X, 9| 1aX
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e, posto

n B ”i . —
W =g 2 (B E e 0]+

O7) + f Sz<X){h§+11uf‘“)<X, g:(X; & )|+ 3 U gy |1aX
] s==r

Dalle (94;) si hanno le

!uf* (ﬂ)(x, O} 1 E; B +l fSZ'X) . ,\:1 *(n)(X} g,(X, xz, 0))! + hél ‘ugﬂ—1)<X, gi(- .))! JdX,

-—r

(970)

(j=r+1, .., m)
dalle (95) le

%

98) |z )| < B X f SUX ) 2 [ uf X, (X; 7, 9) +. 5‘+ jui (X, gi(..)| 14X
=1 ha==l _
0

se per tutti i valori 4, con 1 <<i<<r. & y=g(z; 0, 0); ovvero, se per i =1,
con l<i,<r. (s=1, .., v<r), & y<gi(1; 0,0, eperi=i,, (s=v-+1,..,m),
& y=g(x; 0, 0), tenuto conto anche delle (96), si hanno le

e, 9| =B 3B S (uiVE, 0)] +

s=] h=r-1

(99) +fs (X 8 S ;u("'-”X g X; @ )+ T \u,”)x gl 1dX b+
he=r-

x

+ B _;+1 f Sy X)[ h: [l X, g+ Y 1Iu;’f‘(“)(X, gi(--) | 14X,
g

hamar-

(=1, .., m)
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Definiamo le funzioni
W)= sup I X, gy,
0T j=r1
X

Oyl hy— f M(e)ds
1

UCNz) = sup s | (X, 9|,
j=1

0T X<x
X

O ysby— [ M(e)ar
0
Dalle (97) si ha

3w,y <
J==r-1

m (1 — )2 B;
o

(100)

%

4 f SDQAC(X) + X)X ﬁ

e quindi anche (3%

-—_— T)ng

B 162/5(”_1)(.’5) +

n=2 3 .)

Aot < =B page-ne) 1 [ seopare-n + aue0jax],
0

e a maggior ragione, se z & fissato in (0, a), tenuto conto che QfC~D (z) &

non decrescente, per 0 <<{ <z vale la

Ao < 0 B + f Sz<X>{62£("-”<X)+62€*(">\X>1dX§s
0

(m — ’1')233

== <Bl + j SZ(X)dX>@£(“—1)(m) +
4]

(m
i)

_.%22% f Sy XU X)dX ;
]

(%) Per ogni X, con 0=:X =Ig, indicato con %(x) il secondo membro della (100) &

m
2 w0 ) | = 000 < i),
j=rdl 7
quindi anche
sup 2 [ur, y) | < ().
0¥ =w jerg1
x

0<C y by / M(x)dt
4]
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in virti del lemma di GRONWALL generalizzato ne segue, per 0 <<i{<z,

a

(m—r)By [
s [ 5)ax

J — 2
QD) < e P (m w"‘) Bs B1+jsz dX) AE—1)(z),
e anche, posto
(m—)*By /?SQ(X]dX
©w J _ 2
(100) e © 0 (m w” Bs(py 4 f dX —
(101) U*tz) < ki OUC—N(x) O<z<a).
Dalla (97;) segue allora
(102) |u*‘")x 0)| < 1+k1 fsz A E—1(X)dX.
]'—r-f—l

Allora dalla (98) o (99), indicata con %, la maggiore delle costanti
1 —+ kl, H1Bl(1 + kl), segue

x

(103) 1u}) z, 1gmszzsz(X)W[n—ll(X)dX, (j=1, .., m),
0
e anche (%)

x

(104 WUz << ra Bok, f Sof X ,SUe-) X)dX.

0

Si dimostra allora che, per n =1, 2, 3, ..., & (%%

?%) Cfr. nota (34).
(3%) Tnfatti per =1 si ha Q,f(l)(oc)f%(l](a), per n=2, posto rmB,k,=Fk;, segue
dalla (104)

%\ ) << U ajk, / Sy(X)aX.
;

Supposta vera la (105) per n ==, con un rapido calcolo si prova che essa vale per
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[rmBks | SyX)dX -1

(105) UOz) = U)oy O=s=<a)

Dalla convergenza della serie numerica

oo

10 Eamw—oF,

[rmBak, jﬂ Sy X)dX}
0

segue la convergenza uniforme delle funzioni z}(-")(a;, Y, (=1, .., r), in tutto
il campo D.

Tenuto conto delle (101), (103), ne segue anche la convergenza uniforme
nel campo D delle funzioni z}‘(")(x. & @ oy (J=r 41, . m)

Posto
(107) lim z,(-")(x, y) = 2z, ¥) (=1, .., m),
2500
(108) lim 2%, y) = @, ¥) (j=r+1, .., m),

dalle (60), (61) si ha nel campo D

X aie, 9, Y) + 2 ays, g, y) =
Je=r4l j=1

- | . d i'X7 tX; s
= ¥ a0, g0; =, yP(g:0; =, y)+ f 3 3, deX, X @ y))zj(X, gi--)) +
0

j=1 j==1 aXx
(60{’/)
mod i X, gil.-
+ £ _“_fﬁéﬂ_ﬁ K, Gl )ALLK, Gilens)y DK, Gy ooy 2wy Brpa(cn)y -oms Bnenr) % dx,
J==r

G=r-41 .., m,

# = § 41, tenendo conto della (104). Infatti &

X

: (s [ Se(that] =

UEF ) < g / Sp(X U X )aX < kg / 8y X)) (a) “L(s“—f)“i_' X<
§ § )

X Xy E
{(k3 / Sg(t)dt)s} [®s [ 5’2(t)dt]s

::\’)K(l)(a) _°
X=0 g!
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j==

2 ailz, g, 9 = Z a0, g0; 2, )P0, g:0; = Y)+
__ }=
(617)

+fp4dx G=r+1, . m

Dall’ uguaglianza dei secondi membri delle (60”), (61”) seguono, per
t=r+41, .., m le

2 a”](x; )zj*(x7 ?/) =' Z—H aii(xa ?f)z;(%', 3/)
Ju=r-

jerl

e quindi, in virta della (2), & nel campo D

(109) e, )=z, y) (j=r+41, .., m)
Allora la (61”) diviene

m

3 afz, Yz, y) = L a0, ¢:0; =, y)P{g0; =z, ) -

j=1 =1

(110)

(X
+ f % £ A5 LD I X, g+ UK, g, 8K, gDy o 2l X,
j=1

la quale, per ¢ = r -} 1, ..., m, vale in tutto il eampo D e, per i=1, .., r,
vale nei punti (z, y) del campo D per i quali & y=gix; 0, 0).
Se y < giz; 0, 0) dalla (62) segue, tenuto conto delle (109),

= ayfs, Peia, )= 5 e, OWE + 3 a0, 0+
j= j=1

]_.r

(111)

(m (X;
+ f % B AU DI (X, g DK, 9Ly A0 G o 2l AX

j=1

Poichs le funzioni z( Yz z, Y), (4=1, .., m), (n=1. 2, ..), sono di classe
@ in D, soddisfano le (70) e, per ogni coppia di punti (', ), (&”, y) di D
con o' < 2", le

b

Annagli di Matematica 29



226 M. G. Cazzanti Nieri: Un teorema di esistenza per un problema misto

sy

(71 § z}")(as’, Y) — z}”)(sz”, < f {p(m) 4 2B B: M{x) W(x)

——ldz,
r
le quali segmono immediatamente dalle (71), anche le funzioni z(z, ¥),
(§ =1, ..., m), soddisfano le (70), (71), e sono quindi di classe G nel campo D.
Dalle (110), (111) si ottengono allora (¥) in quasi tutto D le (I).
Inoltre dalle (68;), (68;) seguono le (Iy).
Si pud provare che in corrispondenza ad ogni y di (0, by) per quasi
tutti gli = valgono le

o, y) l < mBN(z) + 8By B M (z) W) =1 .., m.

() oz r

OssErvazIONE L. - Se in luogo delle (3), (7). (9;) valgono le
oz, ) | <M, |fdz, 9 21, o, 220 |<<N, (=1, .., m), ciz,)=Q.6GE=1,..,7),

essendo M, N, O costanti positive, e se le funzioni Wix), (=1, ..., 7), sono
lipschitziane in (0, ao), le (11;), (11;) sono senz’ altro soddisfatte.

Inoltre in tali ipotesi .le funzioni z(z, w), ({=1, .., m), tenato conto
delle (717), risultano lipschitziane anche rispetto a z in corrispondenza ad
ogni y di (O, bo).

OsservazIONE II. - Unicitd. La soluzione costruita & unica nel campo
funzionale considerato e dipeude con continuitd dai dati ().

37y Cfr. Le. nella nota (15} e anche l.c. nota (1), §2, n. 8, pp. 174-177. La dimostrazione
per dedurre le (I) dalle (110;, {111} & analoga.
(3%) Cfr. Lc. nella nota ().



