
La discr6pance isotrope et l'int6gratioa num6rique. 

S. ~5~. ZAREMBA (Montr(ial~ Canada) (*) 

Sommaire, - On sa l t  que q u a n d  i t  s' ag i t  d ' in tdgrer  une fonc t ion  su f f i samment  rdgulidre sur  
u n  p a r d  de mesure 1 4 n ' i m p o r t e  quel  hombre f in i  de d imens ions  en p r e n a n t  comme la  
va lour  de l ' in tdgra le  la moyenne  des va le~rs  de cette fonct ion  su r  u n  ensemble f in i  de 
p o i n t s  d~ pard,, d~s ma,jora~tes  de l'erre~tr d ' in tdg.rat ioa p+uve~t ~tre expr imdes  en 
fonc t ions  de cer ta ins  p a r a m ~ t r e s  de t ' i n t d g r a n d e  et de la  discrdpance de l 'ensemble  de 
po in t s .  L ~  note s~ i van t e  est consaerde ~, nne  ex tens ion  de cos rdsu l ta t s  aw cas de l ' i n .  
tdgrat ion d'~¢~e fonc t ion  s~r  des domctines convexes arb i t ra i res  contenus  d a n s  u n  pavd  
semblable. E t a n t  donng u n  ensemble X de N p o i n t s  d u  pard,  on pou t  ~'egarder comme 
une  a p p r o x i m a t i o n  de l ' jn tdgrcde le p r o d u i t  de N :  l p a r  la somme des va leurs  de l' in.  
tdgrande a n x  p') ints  de l 'ensemble X q~ti a p p a r t i e n n e n t  a u  doma ine  d ' i n tdgra t ion .  Une 
m a j o r a n t e  de l' erreur  s' expr ime alors  en fonct ion des m~mes param~tres  de l' i n tdgrande  
que prdcdclem~ne~t, de sc~ valour  ~ un  po in t  par t i cu l i e r  et d ' u n  p a r a m ~ t r e  de X que 
l ' a u t e ~ r  propose d 'appe ler  la discrdpauce isotrope de cot ensemble. On obtient  auss i  
uae  mir torante  absohte de la discrdpance isotrope e~ {bnction d~ hombre de p o i n t s  de 

l 'ensemble st  du  hombre de d imensions .  

1 .  - I n t r o d u c t i o n .  

On salt  que l ' i n t~gra le  d ' u n e  fonction f sur  un domaine  de mesu re  1 
dans  un  espace h. un hombre  a rb r i t r a i re  f ini  de d imens ions  peut  ~tre approch~e 
pa r  la  moyenne  de F ia t~grande  sur  un  ensemble  f in i  X - - ( x  (°), . . . ,  x (~v-1)> de 
points  de ce domaine  h condi t ion que f sat is[asse cer ta ines  condi t ions  de 
r~gulari t~ et que 1 ~ensemble X de points  air cer ta ines  propri~t~s d '~quidis-  
t r ibut ion.  Le  cas off le domaine  d~i~t~gration est un  pav4 

Qs 0 ~ x ~ < l  ( i - 1 ,  . . . .  s) 

s d imens ions  ( s -  1, 2, ...) est assez b ien  connu ([3], [5], [7]). 
P o u r  la va leu r  absolue 

2~ T ~=o f C x ( ~ ) ) -  f(x)dx 
Qs 

de l ' e r r o a r  d ' i n t 6 g r a t i o n  oa obt ient  des majoran tes  favorables  q u a n d  f est /~ 
var ia t ion  borneo au  sens de H.4_RDY et KRiUSE sur  Q~ et la discr~pance de X 

(*) Entrata in Redazione il 28 febbraio 1970. 
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est peti te;  on va rappeler  un pea plus loin les ddfinitions de ces deux no- 
tions qui joueront  un r01e essentiel duns la suite. 

Si le domaine G d ' intdgrat ion ne se f a m i n e  pas faeilment ~ un pard 
ranis, pour f ixer les iddes, est conteau duns Q~, on serait tentd de rdduire 
l ' intdgrale au cas prdeddent en faisant f * - - f  dans G et f*----0 partout  ail- 
leurs et en caleulant  f f*(x~)dx. Cependant, m~me si le domaine G est bien 

Q~ 
rdgulier, f* ne sera plus, en gdadral, ~ variation bornde au sense de ttARDY 
et KaAVSE, de sorte que les thdor~mes sur  les majorantes  de la valeur  absolue 
ne seront plus applicables.  Le procddd en question, qui est souvent appliqud 
duns uu esprit  ~ vrai dire empirique avee la mdtbode de Moh'~E CAn.no, a 
pourtant  l ' avantage  d 'dvi ter  le grand inconvdnient des mdthodes elassiques 
d ' intdgrat ion numdrique qui rdside duns le fait que, pour une prdeision donnde 
du rdsultat, la quantitd de calculs eroit, grosso mode, en raison gdomdtrique 
avee le hombre de dimensions. Pour  obtenir  une majorante de la valeur  
absolue de l ' e r reur  d ' intdgrat ion duns le cas envisagd, nous nous servirons 
d' une gdndralisation, d~ji~ eonsiddr~e par tt~,Aw~A [5], de la notion de discrd. 
panee;  on propose de lui donner le hem de discrdpanse isotrope. La majorante 
dent il s 'agi t  s ' expr imera  alors en fonetion de eertains param6tres de l ' intd- 
grande et de la discrdpance isotrope d' une fagon qui gdndralisera an thdorbme 
de EnAWKA [3]. NOUS obtiendrons ensuite, pour tous les ensembles X de N 
point de Q', une minorante absolue de lear  d:iserdpance isotrope en fonetion 
de N e t  de s. 

No~x~IOSS. - Nous allons nous servir des notations de [7]. 
Les lettres avec des indices int'drieurs allant de 1 ~ s ddsigneront les 

coordonndes d 'un  point qui sera, lni-m4me, ddsignd par la m6me lettre en 
earaet6re gras. Nous dirons q a ' u n  ensemble de s suites finies, soit (x~ °), ..., 
~(~(J))) (j = 1 . . . . .  s) engendre une subdivision carldsienne de Q~ si 0 -  x~°)~ 

x ~ ) ~  ... ~ x~ ( j ) ) -  1 et q u ' u n  ensemble de 2s suites finies, soit (~o), ..., 
x~ ~(j)) ) et (~o), ..., ~](,~(j)+~)) (j  = 1 . . . .  , s) engendre une double subdivision de 
Q~ si les relations suivantes sent satisfaites:  

(1.1) 0 --  ~o) __ xj(o) ~ ~1) • x~l) < ~.)2) < ... < x~(j)) _. ~/(,~U))+l) = 1. 

Etant  donnde une subdivision cartdsienne de Q~, les operateurs  Aj et Ai, 
agissant sur  n ' impor te  quelle fonction denude sur la fermeture  ~)s de Qs, 
seront ddfinies par  

±j~(xl, . . . ,  xj_~, x) ~), x j+l ,  . . . ,  x~)=  

= ~(x~, . . . ,  ~ j_~,  xf  ~+~), x j+~ ,  . . . ,  x , ) -  ¢~(x~, . . . ,  xj_~, ~ , ~ j+~,  . . . ,  z , )  
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et 
¢. 

AA0(x~ . . . . .  , Xs) = 

= ~(x~, . . . ,  x~_~, 1, xj+~, . . . ,  m3- ~(Xx, , . . ,  x~_~, 0, x~+~, . . . ,  m~) 

pour  j ~  1, . . . ,  s. Dans  le cas d~une double  subdivis ion de Q~, la m~me d(ifi- 
n i t ion sera appl icable  avec ~ i~ la place de x. Ev idemment ,  des op~rateurs  
avec des indices  d i f f~rents  sont  pe rmutab les  entre  eux.  A t i tre d 'abbr~via t ion ,  

¢ 
nous 6crirons 5j(~) . . . .  , ](k) au  l ieu de Aj0 ) ... Aj(k) et 5j(~), ..., ](~) au l ieu de 
A;:O) ... A~(~0. II est c la i r  aussi  que ces op6rateurs  sont pe rmutab les  avec los 
sommes par  rappor t  /~ des var iables  sur  lesqucl les  ils n ' a g i s s e n t  pas. 

E t an t  donn6e une  express ion  • (r, . . . ,  r + k - - 1 ;  r - { - k ,  . . . ,  s) d~pendant  
de la ddcomposi t ion  de l ' ensemble  des var iables  r ,  . . . ,  s en deux  sous-en-  
sembles  ( j ( r ) ,  . . . ,  j ( r - [ - k - -  1) } et ( j ( r ~ k ) ,  . . . ,  j ( s ) ) ,  mais  nu l l emen t  de 
leur  ordre,  

Z* ¢ ( r ,  . . . ,  r + k - - 1 ;  r + l~, . . . ,  s) 

d6s ignera  la somme de routes los express ions  obtenues  de (~(r, . . . ,  r q - k - - 1 ;  
r -4- k ,  . . . ,  s) en remplaqant  h tour  de r01e la d~composi t ion en ( r, . . . ,  r Jr k - -  1 ) 
et ( r -~ -k ,  . . . ,  s )  par  routes les au t res  d~composi t ions de l ' en semble  de cos 
s - - r - ~  1 var iables  en un  ensemble  de k var iables  et un  ensemble  de 
s -  r - - k  n u i variables ,  chaque  d6composi t ion in t e rvenau t  seu lement  une  lois. 
Si k - - 0  ou k :  s - - r - J - 1 ,  l ' u n  des ensembles  de var iables  est vide et il n ' y  
a pas do v(~ritable d~composi t ion de l ' e n s e m b t e  des var iables  j(r), . . . ,  j(s); 
cependant ,  pour  6viter des except ions  g~nantes,  la somme ~]* sera interpr6t~e 
dans  des cas pare i l s  comme un  te rme unique .  Cos nota t ions  nous  pe rme t t en t  
& e x p r i m e r  r e l a t ivement  s implement  le l emme su ivant  [7], qui  nous sera n6- 
cessaire  darts la sui te  et qui n ' e s t  r ien d ' a u t r e  qu~une g6n(iral isat ion du 
l emme d' ABEL. 

L~M)~ 1 . 1 . -  Si s est un  en t ie r  quetconque,  si f(m) et  g(x) sont deux  
fonct ions abso lument  a rb i t ra i res  d~finies sur Q~ et si los re la t ions  (1 l) sont 
sat isfai tes ,  on a 

(1.2) 

l(1)=O l(s)=O 

X ( - -1 )  k Z *  A*k~l.~ . . . . . .  X ... X 
k = o  1 . . . . .  s ;  ~ ( 1 ) = o  t ( ~ ) = o  

g(x~ ~(~)), . . . ,  x~ ~(k)), xk+~ .. . . .  x )  A1 ... . .  k f ( . ~ O ) ) - ,  ~(kZ(k)), Xk+l ..... X) ;  
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le terme correspondant h k - - 0  est interprdt6 de faqon h faire disparaitre 
les signes ]~ relatifs aux variables p(1), ..., p(k), ainsi que l 'op6rateur  
5x, ..., ~; de m~me, quand k ~ s, on fait disparaitre l 'op6rateur  h*. 

D ~ F I ~ o ~  1.2. - Une fonction f 6tant arbi t ra irement  donn6e sur Q~, 
la borne sup6rieure V(~)([) de 

m(i)--i m(s)--i 

Z ... Z 
](1)=o i(~)=o 

i h~, . . . , ,  f ( x ( 9  )), . . . ,  ~c~J(s)))l 

par rapport /~ toutes les subdivisions cartdsiennes de Q' est connue sons le 
nora de var ia t ion  ~, s d imens ions  de f sur  Q* au  sens de VI~AI,I. Si V(')(f) 
est finie~ [ est dite ~ var ia t ion  bornde au sens de ¥ITALI sur Qt Si la m~me 
fonction est h variation bernie  an sens de VI~iLI qnand elle est restreinte 
aux diverses faces de Q' ~ 1, ..., s dimensions, f e s t  dire (~ var ia t ion  bornde 
a u  sens de IIAnDy et K ~ i c s ~ .  

DEFI~I+IO~ 1 .3 . -  Soit X an ensemble arbitraire de 1V points de Qt 
Si C ~ d~signe l 'ensemble de tous les ensembles convexes eontenus dans Q', 
~(]?) la mesure (A s dimensions) de ]? et v(l') le hombre de points de X dans D, 
nous proposons de donner h F expression 

j(X)-_ sup IN-~v(r)--~(r)] 
F ~ C  s 

le nora de discrdpance isotrol)e de X. Si. duns cette d6finition, on remplaee 
C ~ par l 'ensemble de tous les intervalles contenus dans 0 ~, on obtient la 
notion classique de discrdpance. 

Si l 'on  se borne /~ l 'ensemble de t o u s l e s  intervalles contenus dans Q~ 
et contenant  l 'origine, on obtient une notion qui a des applications impor- 
tantes dans l ' ana lyse  num~rique et pour laquetle on a propos6 [7] le nom de 
discrdpance extreme pour la dist inguer de la discr6pance en moyenne qua. 
dratique, qui~ elle aussi, a des applications au calcul des int~grales multiples. 

Le hem de discr4pance isotrope s 'expl ique par le earact6re isotrope de 
J(X); pour rendre cette notion compl6tement isotrope, on pourrait  remplacer 
Q~ par an  ensemble convexe arbitraire de mesure 1, mais une telle gein6ra- 
lisation n ' au ra i t  par d 'appticat ion h c e  qui suit. 

2. - Une gdndralisation du thdor~me de Hiawka. 

P~oPosi~io~ 2.1. - En conservant les notations pr~c~dentes, nous suppo- 
serous que G est un ensemble mesurable d 'apr~s JoRDA~¢ et contenu duns Q~, 
mais d 'a i l leurs  arbi traire;  X ~tant an  ensemble arbitraire de 25 points de Qs, 
nous deisignerons par vc(x) le nombre de points de X dans l ' in tersect ion de 
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G avoo l ' i n t e rva l l e  

L 0 ~ ~ <_ x~ (/--- 1, . . . ,  s) 

et par  ~¢(x) la mesure  de eette intersect ion.  Posons  f i na l emen t  

g~(x)  = lV-~v~(x)-  ~(x) .  

Mors ,  si f ( x )  est une  fonet ion que]conque i~ va r ia t ion  b e r n i e  sur  O' au  
sense de I - I x a ~  et K r ~ v s n ,  on a 

15, -r-~ Z f ( x ( ~ ) ) - - f f ( x ) d x i  < 
x(~)¢c c 

s 

(2.1) < Z ~* V ( ~ ) ( f ( . . . ,  I ,  . . . ,  1)) sup 
k ~ l  1 . . . . .  s ;  k x ~ Q  s 

lg¢(x~, . . . ,  ~ ,  1, . . . ,  1)l -{- 

q - [ f (1 ,  . . . ,  1)g(1, .. . ,  1)J, 

off, b ien entendu,  V(k)ff( . . . ,  1, . . . ,  1)) repr~sente  la var ia t ion  /~ k d imens ions  
au  sons de V I ~ L I  de ]a fonct ion obtenue de f e n  posant  xk+l - -  ... - -  x , - -  1. 

D ~ o ~ s ¢ ~ x ¢ i o ~ .  - Comme dans  la d6mons t ra t ion  de ]a proposi t ion 4 dans  
[7], on formo uno double  subdivis ion de Q~ telle que chaeune  des coordonn6es 
de chaque point  de X soit un  616ment de la sui te  (~}o), . . . ,  ~}w(j)) ) d ' i n d i c e  j 
cor respondant .  Si. dans  (1.2) avec g remplac6  pa r  gG, on passe/~ la l imi te  avee 

(2.2) m a x  (~+~)  - -  ~ ) )  --> 0 ( j  - -  1, . . . ,  s), 
o<t<,~(9 

on t rouve que le p remier  membre  de eette ident i t6 tend vers 

f(vc)dgG(x,) = N -~ Z f(x(~)) - -  f f ( x ) d x .  
qs x(k)e G (; 

Quand  au  second membre ,  on r e m a r q u c  tout  d ' a b o r d  que g G ( x ) - - 0  dbs 
qu ~ au  moins une coordonn6e de x est 6gale h zero, ce qui permet  de remplaoer  

g¢ 

i~+~, . . . , ,  gG(x~,(~)), ... , ~(~(k)), xk+~ , ... , x,)5~ , . . . ,  ~ f(~,(~)), . . . ,  ~(z(k)), xk+~ , . . . ,  x,)  

par  gG(~ ~(~)), ... , a>k~(Z(k)), 1, . . . ,  1)A1, ... , ~ f(i~(~)),~ ~(~(~)), 1, . . . ,  1). 
D ' a i l l eu r s ,  la somme ne d iminue ra  pas en va lour  absolue si l ' o n  so d6- 

barasse  du fac teur  ( - -1 )  ~, en remplagan t  gG(x~ ~(~)), . . . ,  x(~ ~(~)), 1, .. . ,  1) par  

sup I gvCx~, . . . ,  ~ ,  1, . . . ,  1) 1 
x~ qs 

Annali di Maternatica 17 
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et A~, ..., k f(~(k ~(~)}, ..., ~(~(~)}, 1, ..., 1) par  sa vateur absolue;  alors la premiere  
de ees deux expressions devient un facteur  de ta somme par rapport  
/(1), ..., l(k), tandis que, par d~finition, la somme des valeurs absolues des 
differences finies de f ne d~passe par  V(~)(f( . . . ,  1, ..., 1)), de sorte que l 'on  
trouve bien (2.1). 

Dans le cas part icul ier  off G - -  Q~, on retrouve la proposition 4 de [7], 
e.-~t-d, essentiel lement le th~or~ine de I ~ w ~ : ~ ,  puisque n~cessairement 
go~(1, ... , 1) = 0. 

Remarquons  que (2.1) donne la meil leure majorante  possible duns ee 
sens que si, duns son second membre, on attachait  h n ' impor te  quel terme 
de ta somme un coefficient plus petit  que 1, la proposition deviendrai t  fausse. 
En effet, soit 

V(~)f(..., 1, . . ,  1) sup Ig~(x~, ... ,  x~, 1, . . . ,  l)/ 
~ ps 

le terme dont il s 'agi t  et soit (x~, ..., x~, 1, ..., 1) un point duns le voisi- 
nage dunquel  [gc(x~, . . . ,  x~, l, . . . ,  1)] atteint sa borne sup~rieure. Si cette 
borne correspond h une valeur positive de gG, posons 

f ( x~ ,  ..., x ~ ) = I 1  quand x j _ < x j ( ] = l  . . . .  , k); 

0 duns tous les autres cas. 

Si au contraire cette borne correspond h une. valeur  negative de go,  on 
remplace, dans cette deffinition, F in6galit~ x i _< ~] par x i < ~cj. Dans le premier 
cas, on a n6eessairement x~ ~ l ( j  ~-1,  ..., k) puisque X C Q~, de sorte que 
duns les deux cas f ( x ) - - 0  d~s q u ' u n e  des k premieres coordonn6es de x 
est 6gale i~ 1. 

On volt facilment que l ' e r r eu r  d ' int~grat ion devient ~gale h sup 
IgG(xl, . . . ,  ~ck, 1, . . . ,  1)t. Or V(~)(f( .... 1, ..., 1 ) ) - -1  et t o u s l e s  termes du 
second membre de (2.1) qui ne contiennent pas cette variat ion s 'annul lent .  
En effet, si F on fair une des k premieres coordonn~es de x ~gale h 1, la 
fonetion f restreinte ~ une telle face de Q' est ident iquement  dgale ~ 0, tan. 
dis que si au moins une des coordonn~es x~+~, ...,  xs reste variable, la fonc. 
tion ne d6pend pus de tous ses arguments,  de sorte que la variation corre- 
spondante au sens de YITALI disparalt  de nouveau. 

Le m~me raisonnement  s ' appl ique  au dernier  terme du second membre 
de (2.1). Ii peut paraitre ~trange que la valeur de f (1, . . . ,  1) y intervienne 
bien que ]e point correspondant  puisse bien ~tre en dehors du domaine d'in- 
t~gration. Sans modifier ] ' e r reur  d ' int~grat ion et sans faire perdre h f la 
proprigt6 d ~ t r e  h variat ion born~e au sens de ttAnl)Y et K n A v s ~ ,  on pour- 
rait alors modifier f de fa~on k changer sa valeur  au point (1, ..., 1),  mais 
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il n ' es t  pus diffieile de s ' appercevoi r  que cola modifierait  los autres  termes 
du second membre  de (2.1). Si, par  exemple,  s -  2 et G est F int~rieur d' un 
cercle situ(f ~ l ' in t4r ieur  de Q2 avee f -  I partout, le second nnmbre de (2.1) 
se r~duit h ]gc(l, 1) I. On pourrai t  alors modifier la fonction f e n  dehors du 
cercle en la remplacant  par une fonction f d~pendant de x~ seulement  de 
fa¢on que f(1, 1 ) - - 0 .  La majorante donn(ie par (2.1) se r~duirait alors i~ 
V(~)(f(., 1)) sup Igc(~c~, 1 ) 1 ~  go(l, 1)1, l '~galit~ ayant lieu seulement  si 
VO)(f., 1 ) ) - -1  (co qui serait  facile ~ obtenir) et si sup Igv(x~, 1)I = !g(1, 1)t. 

Si l 'on  connalt  au moins des majorantes  pour Ies variat ions au sons de 
VITXLI de f et de la m~me fonctioa restreinte aux diverses faces de Q~, la 
proposit ion 2.1 nous permet d 'obteni r  pour n ' impor te  queI X donn~ des ma- 
jorantes  certaines pour la valour absolue de F erreur  d' int~gration, puisqu ' i l  
est toujours  possible de calculer (un pen laborieusement,  il est vrai) les bornes 
de gc et de la m~me fonction restreinte aux diverses faces de Q~. 

D 'au t r e  part, ~tant donn~ X, il est d~sirable de connattre une majorante 
pour  la valour absolue de l ' e r reur  d ' int~grat ion en fonction des m~mes pa- 
rambtres  de l ' int~grande, valable pour  une classe de domaines d ' int4grat ion 
aussi (itendue que possible. Nature l lement  on pent consid~rer diff~rentes 
classes, mais bien que d ' au t res  classes puissent  pr4senter  un certain int~ir~t, 
cello qui s ' impose  tout naturel lemont est cello des ensembles convexes. En 
remarquant  que si G est convexe, ses intersections avec les divers intervalles 
I~ intervenant  duns la dSfini~ion de g a l e  sont aussi, on obtient imm~diate- 
ment le corollaire suivant  de la Proposi t ion 2.1. 

PRoPosI~Io~ 2 . 2 . -  Eu conservant  les notations pr~c4dentes, si f est i~ 
variation born4s aa  sons de H~RD~Z et KaXVSE dans Q~, si G est un ensemble 
convexe contenu duns Q~ et si X est un ensemble arbitrairo de N points de 
Q~, o n  a 

(2.3). 

I ]N -1 ~ f(x(~))-- f f(x)dxb <- 
x(k) ~ c 

<_J(X)t E E V(to(f(..., 1, ..., I ) ~ - f ( 1 ,  ..., 1)I, 
t k~l I . . . .  , s ;  k 

off J(X) est la diser~pance isotrope de X.  
Ce qui peut parat tre  artifieiel duns eette proposition, c ' es t  que, tandis 

que los conditions auxquel les  G et X sont assujet t is  sont parfai tement  iso- 
tropes, la condition que l ' int~grande dolt satisfaire d~pend essentiel lement 
des directions des axes de coordonn6es. Cette dernibre condition a (it~ re tenue 
parce qu 'e l le  est re lat ivement  facile ~ v~rifier; d 'ai l leurs,  elle peut  8ire 
~videmment remplac~e par  une condition plus forte qui est isotrope et, darts 
la plupar t  des cas, m~me plus facile h v(trifier, ~ savoir cello de U existence 
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d 'une  d6riv6e partielle 

continue dans Q~. 

~f 

3. - Une minorante  absolue de la discrdpance isotrope. 

Pa r  d6finition, Ia discr6pance isotrope J(X) de n ' impor te  quel ensemble 
fini de points de Q~ ne peut pas ~tre plus petite que sa discr~pance extreme. 
H L A w ~  [3] a dgmontr(f 1' in~galit~ 

(3.1) J ( X) ~_ 20~D(X) 

off D(X) est la discr~pance (au sens classique) de F ensemble X.  
En fair, l 'o rdre  de grandeur  de J(X) correspondant  ~ une vaIeur donnde 

de D(X) peut (~tre proehe de celui de eette majorante. Pour  s ' en  rendre 
compte, on se serf du lemme suivant:  

LEVITE 3.1. -- Si la fronti~re d ' u n  sous-ensemble  convexe, soit G, d e  Q~ 
contient q points de l ' ensemble  X de N points de Q~, on a 

(3.2) J(X) _~ q/(2N). 

DEUO~S'~R~ZIO~. - Soit G la fermeture  de G par rapport  h Q~ et l? son 
int~rieur. Alors N-~v(G)- ~t((~)- (N-~v(F) -  ~([))= q/N, ce qui entraine soit 

l.N-~v(G) - -  ~(G) i ~ q/(2N), soit t/V-~v(l?) - -  IL(]?) I ~ q/(2N). 
D ' a u t r e  part, pour une classe d 'ensembles  propos~e par  H L i w x i  [4], 

o n  a 

(3.3) D(X)  = 0(N-~(log N?), 

tandis qu ' i l  existe, pour chacun de ces ensembles de points, une vari~t~ li- 
n~aire h s - - 1  dimensions contenant un hombre de points de cet ensemble 
qui est de t 'o rdre  de N1-11 s [6], de sorte que la discr6pance isotrope ne peut  
pas ~tre plus petite qu ' un  hombre de l 'ordre  de 571/~, ce qui est bien l 'ordre  
de grandeur  indiqu6 par (3.1) h une puissance de log N pr~s. Ceci, naturel- 
lement, ne veut  pas dire que le rappnrt  entre Ies ordres de grandeur  des 
minorantes absolues de J e t  de D pour un hombre donnef de points corre- 
sponde toujours h (3.1), m6me h une puissance de log N prbs. Cependant, en 
se servant encore du lemme pr~cgdent~ on trouve pour J nne minorante ab- 
solue d 'un  ordre de grandeur  bien au dessus de celui de la mino~ante 
absolue de D; on a la proposit ion suivante:  
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P~toPoslTiO~ 3.2. - Pou r  chaqae  nombro s de d imens ions  il exis te  une 
cons tan te  posi t ive C, telle que pour  tout  ensemble  X de N points  de Q" on air 

(3.4) J ( X )  <_ C,N -(~+1)/(20. 

D~tozrs~R~m~r. - 0 a  commence  par  que lques  considdra t ions  de g6omdtrio 
dldmentaire .  Soit S "-1 la sphere 

Xl ---- OOS 01 ; 

x2 = sin 01 cos 02; 

Xs--1---" sin 01 ... sin 0~_2 cos 

x~ = sin O~ ,.. sin 0,_2 sin 

avec 0 < 0 r < : U  (j  = 1, . . . ,  s - - 2 )  et 0 ~ ~ <_ 2r:. Si l ' o n  coupe S ~-1 avec une  
varidtd l indaire  ), h s - - 1  d imens ions  ne passan t  pas par  l ' o r ig ine ,  la  par t ie  
de la sphere  solide si tude du  cord opposd ~ } 'or igine  forme une  calcite sotide. 
L a  front ibre  de cel le-c i  est composde d ' u n e  sphere solide h s -  1 d imens ions  
situde dans  ), et d ' u n e  par t ie  de S ~-~ fo rman t  une  sphere solide duns cette 
varidtd. Si le r ayon  de eet te  dernibre  sphere est 0 ,  celni  de la sphere duns  ), est 
sin 0 ;  nons  appel lerons  0 l 'angle  au centre de la culotte. I1 est assez dvident  
que pour  chaque  s il exis te  une cons tan te  posi t ive L, telle que pour  ehaque  
0 (0 < 0 < r e / 2 )  on  on puisse  former,  avec cet angle  au  centre ,  2 L~ 01-~ 
culottes den t  les in tdr ieurs  sent  d is jo ints  d e u x - h - d e u x .  Comme il ne s ' ag i t  
pas de la va l eu r  exacte  de L~, on peut  toujours  supposer  qua 0 est suff isam- 
men t  pe t i t ;  on obt ient  alors une  ddmons t ra t ion  formel le  de la  fagon suivante .  

On a, su r  S TM , 

• . .  2 . . .  0 2 . . .  ds 2 - -  dO~ + sin 2 01 dO22 + -I" sin 01 sin 20s_~ d s-2 + sin201 sin 2 0,_2 d~ 2 • 

Si 1' on se borne aux  va leurs  de 01 . . , . ,  0,_2 comprises  entre  7:/4 et 3r~/4, 
on a donc 

ds 2 :> dO~ -{- 2-1d0~ -1- ... + 23-~d0~_2 -]- 2~-sd~¢2. 

Posons  ~p(k) .__ 2,:-10k (k -" 1, ..., [r:/(2~-2@)]) et 0(~(J)) = r~/4 + 2i@k (j  = 1, 
..., s - -  2; k(j) --  0, 1, . . . ,  [~/(2~+10)!), off, comme d 'hab i tude ,  Ix] ddsigne le 
plus grand  ent ier  p lus  peti t  ou 6gal /~ x. En  fa i san t  0j "-0~ ~{m, q 0 -  q~{~), tout  
en pe rme t t an t  ~ k, k(1), ..., k ( s - - 2 )  de var ier  i n d 6 p e n d a mme n t  duns les limi- 
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tes indiqu6es, on obtient, a condition que (9 soit suff isamment petit, 

diff6rents points de S ~-~ situ~s deux-~t-deux h des distances 4gales 2 0 / a n  
moins duns la m6trique de S ~-~, de sorte que les int4rieurs des culottes cor- 
respondantes avec des angles an centre ~gaux ~ t9 sent disjoints deux-h-deux.  
Autrement  dit, on peut prendre L, = r::-~24:+~)/h 

II est facile d 'obtenir  une miuorante commode de la mesure de ces ea- 
lottes. En effet, comme elles sent toutes 6gales, on peut supposer qu'il s'agit 
de eelle qni est obtenue en coupant S ~-~ avee la vari6t6 lin~aire ~i =-cos O. 
En d4signant par z(~-~) la mesure de la sphere solide h s -  1 dimensions de 
rayon 1, on trouve que la mesure de la culotte est 6gale "~ 

0 

sin'- d(cos O)= +dO > + 
, y  , ]  

0 o 

d~s que 0 est suff isammenl petit. 
Cela pos4, la d~moustration de la proposition devient tr~s simple. Nous 

1 
inserivons duns @ une sphi~re de rayon 2.  Le plus grand hombre de ealottes 

avec des angles aux centres 4gaux i~ 0 n ' ayan t  pus, deux-fi-deux,  de points 
int4rieurs en commun reste le m6me que pr6c6demment, tandis que leur 
mesure est divis6e par 2 ~. Etant  donn4 un ensemble X de N points de Q~ 
ayant  une discr6pance isotrope J(X), choissons ~) de fa¢on que 

J(X) = 2-~(2s + 2)-lz(~-~)O'+~, 
c 'est  i~ dire 

(3.5) O -- y~J(X//(~+1) 

off ?, = 2(s + t)/z("-1)#]('+1). Comme on peut toujours supposer qne J(X) est 
petit, ce qui rend (9 petit, il est 16gitime de ce servir des formules 6tablies 
pr~c4demment. On forme alors, avee O pour angle au centre, 2Ls ~)~-s calcites 
dent les int4rieurs sent disjoints deux-h-deux.  Leur  mesure ~tant plus grande 
que J(X), chacune d' elles contient dans son int4rieur an moins nn point de X. 
Ayant ehoisi dans chaque calotte un de ces points, on forme leur enveloppe 
convexe. I1 est clair que la fronti~re de celle-ci contient t o u s l e s  points 
choisis. Par  suite, en vertu de (3.5) et d 'apr~s le Lemme 3.1, on a 

T 1 - - s  l r + ~ ,  fl J(X) ~___ b ~ y ,  a ( ~ ) ,  - '~)t(~+')2v "-~ 

d'ofi l 'on  d(iduit (3.4) avec Us ~ ~y~ ) . 
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4. - Conclusion. 

II reste h rdsoudre deux questions difficiles, h savoir: (1) Est-ce qu'il  
existe, dans plus d 'une dimension, des ensembles de points ayant des discrd- 
panees isotropes d 'un  ordre de grandeur correspondant ~t la Proposition 3.2? 
(2) Comment pout-on former systdmatiquement des ensembles ayant des dis- 
erdpances isotropes satisfaisantes au point de rue  des applications h l'ana- 
lyse numdrique?. On esl~re commencer h trouver des rdponses partielles h 

ces questions en dtudiant la diserdpance isotrope des ensembles aldatoires. 
Bien entendu, celle-ci sera presque toujours d'un ordre de grandeur plus 
grand que c e h i  de la minorante qui vient d'Stre trouvde, mais on peut 
s 'at tendre h ee que eette discrdpance soit beaucoup plus petite que celle de 
la plupart des ensembles de points construits jusqu 'h  present en rue  d'ob- 
tenir une discrdpance extreme D(X) petite. I1 vaut eependant la peine de re- 
marquer que l 'on ne sait rien au sujet de la discrdpance isotrope d 'une 
classe d'ensembles proposde par 5. H. ttAL~ON [1]. 

C'est seulement la connaissance d'ensembles de points h diffdrents nom- 
bres de dimensions ayant des discrdpances isotropes satisfaisantes qui per- 
mettra de pratiquer sur une base rationnelIe le calcul d'intdgrales multiples 
sur des domaines convexes arbitraires dans un nombre fini de dimensions 
par la mdthode de ~ o ~ E  CARLO, on plut0t par une mdthode qu'on a proposd 
[8] d 'appeler  quasi-)Io~-Cx~Lo. 
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