Energia libera e stato tensionale dei continui (*)

GusepPE GrRIOLT (a4 Padova) (¥*)

(4 Bruno Finzgi nel suo 70mo compleanno)

Sunte. - Si indaga, in condizioni molto generali di deformoazione, eniro quali limiti la co-
noscenza della struttura analitica dell’ energio libera permetta di prevedere il compor-
tamento meccanico di un continuo in relazione alla sue capacita di reazioni inferne.

La teoria comprende in particolare casi noti di Cosserat ¢ di microstrutiure.

L’orientamento della Meccanica dei Continni si & rivolta negli ultimi
tempi verso lo studio delle microstrutture. Dopo una vigorosa ripresa dello
studio dei Continui di Casserat, che ha richiamato 1 attenzione sui continui
tridimensionali orientati~continui-polari-{1}, [2], [3}, [7], [8], [9]}, [10], [11], [12],
[13], [14], [18], [19], [20], [21), {22], [23], [24], [27], [28], [29], [30], Dinteresse si
& andato estendendo verso la considerazione di continui il cui schema ma-
tematico vuole, in qualche modo, ricordare una provenienza particellare,
mediante l'introduzione di iperstress, ipercoppie, iperforze, il cui significato
fisico non sempre, perd, riesce chiaro. [4], [B], [6], [1D], [16], [17], [25], [26].

In realtd, si vuole pensare a un sistema materiale formato da un gran.
dissimo numero di particelle estese e deformabili (molecole} interagenti tra
di loro, ma di queste reciproche azioni si tiene conto solo in parte mediante
un loro «riassunto» globale nello stabilive la struttura matematica dello
schema continuo con cui si vuole rappresentare il sistema materiale.

Un tale continuo non pud essere descritto mediante 1’uso del strain
classico, ma occorre fare intervenire uu ecerto numero di nuovi enti cinema-
tici, diretiori, rolazioni, ecc.

Il riferimento a una provenienza «molecolare» & in effetti dovuto non
golo all’interesse che tale fatto pud di per se presentare, ma anche al desi-
derio di una giastificazione «fisica» della creazione di una teoria dei conti-
nui che, per la presenza in essa di un gran numero di parametri cinematici

(*) Liavoro eseguito nell'ambito dei Gruppi di ricerca matematica del C. N. R..
(**) Entrata in Redazione il 25 giugno 1970,
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e costitutivi, permeita nna maggiore apertura verso la spiegazione di taluni fe-
nomeni di stress asimmetriei, che gia comineiano a mettersi in evidenza nei so-
lidi oristallini, di propagazione ondosa e, forse, verso la stessa fisica teorica.

A parte il caso dei Continui di Cosserat, la teoria della microstrutture
ha havuto in questi ultimi tempi ampi sviluppi solo nel caso delle piccole
deformazioni (caso lineare) e con riferimento a un numero limitato di para-
metri [15], [26], mentre nel caso di deformazioni finite solo casi speciali
hanno avuto qualche sviluppo.

Vale la pena pertanto, di stabilire le eqguazioni di un tipo molto generale
di continuo dipendente da un numero qualunque di parametri cinematici e
con deformazioni finite.

Oid che servird per raggiungere lo scopo & la conoscenza della struttura
dell’ energia libera ma non la provenienza fisica dello schema matematico
(tipo di microstruttura), quantunque tocchi all’esperienza fisica stabilire qua-
li dei paramefri ammessi presentino un’ufilith concreta, mentre il confronto
con fipi noti di microstrutture - quantunque non essenziale - ne giustifichera
a posteriore l'introduzione.

La teoria viene sviluppata in assenza di vincoli interni e superficiali.
Nuovi problemi vengono proposti all’attenzione dell’Analista, la eui collabora-
zione potrd rimscire preziosa.

1. - Energia libera.

Sia (" la configurazione attuale di un continuo ¢ C una sua configura-
zione di riferimento. Siano P ¢ P’ puunti corrispondenti di C e ' e y,, « le
coordinate di P e P rispetto a una terna ftrirettangola levogira di versori ¢,.
Lia corrispondenza tra ¢ e (' sia biunivoca e dotata di tutte le condizioni di
regolarith analitica che occorreranno:

Per potere costruire una teoria piti avanzata non solo di quella classica
con stress simmetrico ma anche di quella dei continui di Cosserat occorre
ritenere che il comportamento del continno dipenda oltre che dal gradiente
dello spostamento e dalla matrice di rotazione e dalle sue derivate prime
anche da ulteriori elementi.

Supporrd, pertanto, che 1’ energia libera - funzione termodinamica di
Helmotz - in generale dipenda oltre che dalle derivate delle x, rispetto alle
ys ~ che brevemente indieherd con w, , -, anche da un certo numero di ma.
trici y(iJs—_yg?Mn, (¢=1,2..), dipendenti dalle configurazioni C, ¢, da P (o,
se si vuole, da P') oltre che dalla temperatura assoluta, dall’ entropia, ecec.,
Tuttavia avverto sin d’ora che nel seguito non terrd conto della dipendenza
dalla temperatura, dall’entropia, ecc., in quanto, avendo di mira nnicamente
lo studio del comportamento meccanico del continuo sard possibile evitare
inutili complicazioni formali e considerare soltanto trasformazioni isoterme.
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IL’unica condizione che potrd (e dovra) essere imposta a priori all’energia
libera - che indicherd con I - é di soddisfare al principio di indifferenza
materiale [18]. Dovra, ciod essere {})

3l ol
— Y 2 () =
(1} gI axf, $ axr, ’ 1.—_"-; an‘g Sy EYTSI e Sn 0 !

in corrispondenza a ogni spostamento rigido isotermo infinitesimo dalla con-
figurazione ¢’ a una viecinissima ¢ 4 3C.

Nulla si pud dedurre dalla (1) sino a che non si conosca la legge di di-
pendenza delle variazioni 6Y£2.,.sn delle Y@  dagli elementi caratteristici di

uno spostamento rigido.
A tale fine, si supponga che in corrispondenza a un qualunque sposta-
mento rigido (anche finito) da €' a C” risulti ()

(2) 190, O = R(C, ") yO(C, )= [y (G, C0)=Ruy) ]

Sp Is)..osn

ove B & la matrice, indipendente da P, della rotazione contenuta nello spos-
tamento C' C”. L’ipotesi espressa da (2} ¢ avvalorata da un gran numero di
casi concreti noti in cui essa & verificata. Da (2) segue

(3) YOG, 0) —yO(C, O)= (B —1) yO(C, C)).

Se in particolare, lo spostamento rigido ¢’ (" & infinitesimo e la sua
rotazione & caratterizzata dal vettore B, risultera

(4) 2O = Bivl) L,

ove e, denota l'indicatore di Ricei.
Poiché uno spostamento rigido infinitesimo & espresso dalla relazione

{5) 5%; = Emp Bl Zp + Ar
con 4, e B, indipendenti dalle «,, da (1), (4), (B) segue

or ol
{6) 81 = g4, a{;r:'s Xm.s 4 ? a')’{i)

78] e Sy

19, | B=0
per ogni arbitrario B;.

(Y) Di solito, la condizione viene imposta direttamente allo stress.
(?) La condizione (2) & soddisfatta, in particolare, nei casi di Cosserat e di un certo
tipo di microstrutturr lineari {15].
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Si ponga
) a= (=), O = @O0 =t ],

ove a denota la matrice coniugata della matrice @. Lo jacobiano delle .
rispetto allle ¢, & da supporsi non nullo {anzi positivo) e le (7) indicano una
corrispondenza biunivoca trale a., v _ ele a,., v . Pertanto, la I pud

“Sn

pensarsi dépendente dalle variabili ., v®

-Sp

(8) I=F'(a.,v9 ).

Sy

In base a (8), tenuto conto dell’arbitrarieta delle B, la (6), con qualche
sviluppo, diviene

oF

2. =0

(9} Erim s
la cui pit gemerale soluzione & un’arbitraria funzione delle v e delle
variabili

(10) b =, . x,.

Vale Ja pena di osservare che le variabili b,, v¥) ,, somo invarianti per
spostamenti rigidi. Per le b, cioe & evidente (e ben noto). Per quanto riguar-
da le Vﬁi}...sn si osservi che in base a (2}, in corrispondenza a ogni spostamen-

to rigido, si ha
(11) (0, C")—v(C, 0) = a(C, O")yN(C. C")— a(C, 0)Y(C, €)=

= [a(C, C") B(C, C") — a(C, C}]y(C, C)=0

per il fatto che &

(12) a(C, C") = R((, 0) a(C, C)=a(C, C') R-4C, C").

Si conclude: ogni qualvolta 1’energia libera dipende da variabili a, .,
v® ,, verificanti la (4) in corrispondenza a ogni spostamento rigido infinite-
simo, condizione necessaria e sufficiente affinché essa soddisfi al principio
di indifferenza materiale & che essa dipende da quelle variabili attraverso le
b, v@ 0 - se si vuole - per tramite di espressioni costruite con le x..,

Sy

v che risultino invarianti per spostamenti rigidi.
Sy SR
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Nel caso particolare che I dipenda dalle x,, a dalle sole
{ 0= = o
( 3) Yrs — P'rs _ ‘27) E:rp:‘. wt. sm Bpm,

ove B,, denota il complemento algebrico di a,, . nel determinante D=|7, .|,
si ricade nel caso dei continui di Cosserat con rotazioni vincolate [2]. Si pud
dimostrare che la matrice u, soddisfa alle (4).

Denotando con la sbarretta la derivazione rispetto alle @,, con la virgola
quella rispetto alle y,, risulta

(14) 3, s = (8u,))y X4, s -

Da (7), (10}, tenendo presente che I pud pensarsi quale funzione delle
brs s vgg'“m: 1= F\b., vg?_'_sﬂ), segue

oF oF 4
_— G 1710) =
(15) ol S 8b.s —I—iE PO vo
oF oF
=P, ot T e | S G F
oF .
+}?‘avg§) I N
I/uguaglianza 8/%) = — 8] valida per ogni spostamento revisibile isotermo,

mostra che nel caso che le «,,, YSQ..J” siano tra loro del tutto indipendenti
e non esistano vincoli interni né superficiali, il continuo & capace di uno
stress X, le cui parti simmetrica ed emisimmetrica sono espresse rispettiva-
mente da

oF
X("‘?) =—25- Xri Xg, 1 — z Ao Vs Lg,1,
?bli i avgngu_m 2o
(16)
oF .
-3 %7 0 :
X[W] - : avgi) ers,...sn w?! Ly
71 O O S

mentre il coefficiente di 3y{) _ mella (15) individua un gruppo di variabili

ausiliarie che secondo la terminologia corrente in simili problemi dovrebbe
dirsi un épersiress (nonostante non abbia un ben chiaro significato fisico).

Annali di Matematica 7
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Una volta stabilita un’opportuna espressione del lavoro delle forze ester-
ne non ¢ difficile scrivere le equazioni di campo verificate dal suddetto stress
ma rinuncio a farlo, anche perché nei casi concreti, spesso le variabili «, .,
v® ., non sono generalmente indipendenti e di cid si dovrd tener conto.

D’ora in avanti mi riferird a un caso particolare concreto che comprende
i casi finora piu diffusamente studiati nel corrispondente problema linearizzato
pur essendo - anche se linearizzato - pilt generale di essi. Supporrd, cioé che
1 dipenda soltanto dalle variabili »,,, vy , y®, y® e sia precisamente

5y 8 5 rs; S

{17 Y5y = Trssy V) = Yo YE), = ¥E)

83 S 51 5y 8p TSy.sg Vrsisas

con la condizione che la matrice v, soddisfi alle (2}, (4). Di conseguenza

anche le y() , v soddisferanno a quelle uguaglianze.

Per lo cose dette, ’energia libera sara in definitiva funzione delle variabili
3
(18) brs = a‘i,r “i,s; brst - -Ti,r wi,stv Vs == mi,r Yisg Vese = mi,r Yi,st .

Risultera, cios,

(19} I: F(brs, brs:; Vrs; vrst}*

2. - Equazioui di campo.
In base a (14) e alle uguaglianze
‘20) 8‘”7‘, st == wq,s Q'P,,(er)/pq _'" mq, st (awr)/q . aYmt = (EYVS)Iq mr],t;

da (18), (19) si deduce

or oF oF oF ]
(21) &1 = H?Em,i-}— @%,,i:%-%%i*{‘ga%if}wq.s-f-

oF oOF ’
-} 3p Tir Lo z (du.); + 3. Lir Cp s Ty, (30:) g

oF oF
+ %Frs wi,r 8‘Yis + g‘r;wi,r mq, ¥ ‘Byis\/q .

Posto
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oF
ngg = = Fi,r XLp,s Xq, 1 é?;
( ) Grs — a‘/is riy Mrse = aVisq ri Kt g
oF o
T,—q = — 2 (s“b‘:n wr,i wq,p - 9’6;; (;"vr,it xq,s + wr,s wq,it) = Tqr’

la (21) pud porsi nella forma

. 1
{23) e BI = T}'q + ggi Yri + Enqil Blt Yrit‘ {5“;)/9 —*'

+ Tipg (8%} pg + Gig BYig + Misg (BYishyy s
la quale, fatte le posizioni
B

Brlq = TNrsqg Yis qu e Egi Yri _[_' _1)1_ nqil Yrit s
(24)

5Yrs = 6(-prl Yls
assume l'aspefto piil conveniente
(25) — 8 = (Ty + No) (Bstr)yg + Lipy (B04i) g +-

+ Nu 8u + Buy (3u)y, -

A questo punto conviene osservare che lo spostamento Zu, subordina la
rotazione locale B®) espressa da

1
(26) B® = 5 erip (Bl —> (Bthplyp — epu BY =0

e soddisfacente alla relazione
(27) (BY)=0.
Conviene anche scindere la matrice 3 nelle sue parti simmetrica ed
emisimetrica:
(28) 8r. = 3 + & Br,

scindendo il vettore che caratterizza la parte emisimmetrica, B,, com’é cer-
tamente possibile, in due parti di cui una & proprio BE“):Blng“) -+ B;. Per
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le posizioni fatte la (25) diviene

(29) —oI=[T, + N(q']](au')/q + Tyjq (auﬂlpq + Ny 8y +
+ Bllq{aq@)/q + Ng ey B +- ngq Erip B% +
+ Bgfz Erip (Bgu) + Bg)/f;:

ove come al solito i simboli — e — indicano le parti simmetrica ed emisim-
metrica con riferimento agli indici a cui sono softoposti.

Per ogni trasformazione reversibile iSoterma I’espressione di — &I ugua-
glia il lavoro delle forze interne, &/), per unitd di volume dello stato attuale,
in corrispondenza, cio®, a ogni scelta delle quantitad O (Bu,,, (3u.),,, B®, B!
By, Sy(3)), soddisfacenti alle (26), (27). Ne segue

(30) B0 = — 31 4 Xpu[eqn B -+ (Bu, ) + 85, BY,

ove le X, e B costituiscono rispettivamente una matrice emisimmetrica ¢ un-

parametro, per ora arbitrari.
Uno stato di equilibrio &, pertanto, caratterizzato dalla equazione varia-

zionale

(31) f (5 — Xpu[ e B 4 ()] — 0, B} dC' — 3L = 0,

4

ove 31 & espresso da (29) e 8L denota il lavoro delle forze esterne.

A questo punto occorre postulare un’espressione esplicita per tale lavoro.
Basta osservare le (29), (30) per riconoscere che il lavoro delle forze interne
si annulla - per uno stress generico - allora e solo allora che si annullino
Su., ey, B B;. Cid induce a postulare per 3L un’espressione del tipo

(32) SLE) = f W[ F 30, + My 80y + MiB® + B)dC +

c’

* f {f +8u, + My O + mn( BY + By | do’

ove, evidentemente o’ denota la frontiera di €' e p' la densitd in C'. Esistono
microstrutture soddisfacenti alla (32).

Con qualche sviluppo, da (29), (31), (32) si deducono le equazioni euleria-
ne dell’equilibrio. Esse sono

(33) (T + Ny — Ty + Xl = w'F,
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(34) Bye — Ny = p/M'y,  (in C)
(35) &it{ Brgg — Nu) = p'M;
(36) &t [(Brig -+ Loghy + X0} + Bi = WM/,

valide in ', e

(837) (Trg + Ny — Lrgpp + Xog g = f7,
(38) By 1y = )

(39} B eun, =m,

(40) & Brg + L)y + B = m
(41) Lopym, =0

valide su ¢.
Da (35}, (36} segue

) 1
(42) Xn=—Topp — Nu — g B

La (42), supposta valida anche su o/, permette di dare alla (37,1) la forma

1 1 ?
(43) (T + Nog — Dol 1y — 3 €ig Bty = fr, (su o).

Inoltre, da (39), (40) segue

{4‘4) 5”5 = &y Fyfq M, (su G'}
e quindi
(45) g=eu Iy nyni, &0 Ly 1y (M1 — 83) = 0,

valide su d¢'.
In definitiva, il problema analitico che si presenta, tenuto confo della
{42}, & rappresentato dalle equazioni

é (T + Ny — Frpq/p’lq = P'lF;

o § Bugjg — N = p'Miyy  (in 0)
/

" & Bugg + N = p'M;
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valide in (', oon le condizioni al contorno - ottenute eliminando nelle (37),
ooy (41) B -

(T + Nop — Logppp) g — fr] - = 0,

(47) Buyv, = miy, B ean, = mi

e T m, (o1 —3:) =0, T'pyn, =0,

e dalle equazioni costnitive (22).

Naturalmente, lo studio analitico del problema implica la preliminare
riduzione in forma lagrangiana del sistema delle equazioni, ma rinuncio a
farlo.

La forma euleriana &, invece, particolarmente adatta per comprendere
il comportamento meccanico del continuo e le sue capacitd reattive. Dall’in-
terpretazione delle equazioni ottenute si riconosce che si presenta uno stress
la cui parte simmetrica & definita da

(48) Prfz =T, + N(qr) - P’gp/w

mentre quella antisimmetrica & espressa dalle X, in base a (42).

La (39) indica, inoltre, la presenza di coppie di contatto rappresentate
dalla matrice ey By,. Dalla (47,1) si deduce che su ¢ soltanto la componente
normale dello sforzo & dederminato dalla conoscenza della forza esterna su-
perficiale, fatto, questo, dovuto alla indeterminazione portata dalla presenza
del parametro B: se per un qualche motivo si dovesse ritenere f; =0 su ¢,
lo sforzo sarebbe completamente determinato sulla frontiera.

La teoria precedentemente esposta comprende i casi pilt notevoli sino
ad ora studiati:

a) supponendo la I indipendente dalle .., v.,. e identificando le v,
con le p,,, espresse da (13), si ritrova la teoria dei continui di Cosserat con
rotazioni vincolate {2];

b) supponendo la I indipendente dalle «,, e identificando la v con una
matrice di rotazione si rifrova formalmente la feoria dei continni di Cosserat
con ‘rotazioni libere [23];

c) supponendo la I indipendente dalle w, . e linearizzando il problema
si ritrova la teoria delle microstruttare gid studiata da Mindlin [15].

Vale la pz2na di osservare che se si suppone la I indipendente dalle y,,
Y. ma il confinuo sensibile alle coppie, nel senso che il lavoro delle forze
esterne dipende in modo esplicito dalle rotazioni locali - in modo che sussista
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la (32) senza i termini in B/, 3¢, -, le equazioni generali divengono
(49) (Trg — Topgpp)ig = W'F; {in )

(T — Logppp) g — f7 ] =0,
(50) (su o)
(Erlt Frlg n‘q + 1/”/;) (72[ n; — 51‘;) o= O} TLM nq funmad O_

In tal caso si presenta uno stress la cui parte simmetrica & espressa da
(48) dopo avere ivi soppresso il termine in N,, mentre quella anfisimmetrica
5

, 1 1, ,
{61 Xoo= —Trgppp — g i Bi + 5 B & M;

Si constata inoltre la presenza di coppie di contatio definite dalla matrice
Erit rrlq + @5&1-

Ben differentemente vanno le cose neil’ipotesi che - non dipendendo la
I dalle v, v.. - si ritenga il sistema non sensibile alle coppie. In tal caso
pud aversi equilibrio solo in presenza di sollecitazioni di tipo classico [Mi=
0, Miuy=0, m;=mi=0] e non si presentano coppie di contatto. 11 sistema
differenziale che descrive il comportamento del continuo &

S (Top — Topgpplyy = 0'F; {in C)
(52)
( (T, — Prﬁpip)“g =f7, Topm, =0, {su o),

da cui si vede che si presenta uno stress non simmetrico la cui parte anti-

simmetrica & Xi, = T'y;.

Analoga circostanza si deve presumere si presenti anche quando lener-
gia libera dipende da derivate di ordine comunque elevato delle ..

Quanto & detto precedentemente serve a porre in evidenza in che misura
la conoscenza della struttura dell’energia libera sia sufficiente per la descri-
zione delle capacita meccaniche di un continuo e delle sue possibilitd reattive
interne. Naturalmente alla conoscenza della I va necessariamente associata
quella delle variabili cinematiche a cui il continuo & effettivamente capace
di reagire di fronte all’azione delle forze esterne: spostamenti, rotazioni, ece..
Tale conoscenza si pud raggiungere mediante 1’acquisizione dell’ espressione

del lavoro delle forze esterne.

I1 problema al contorno che si presenta nei vari casi merita un’indagine
di tipo analitico che potrebbe dare qualche sorpresa o, addirittura rivelare
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qualche incompatibilith se la I dipende in modo generico dalle x., (e senza
legami tra loro e le y,). Sin d’ora si pud osservare che nel caso che la 1
non dipenda dalle w, ., nel sistema di equazioni (46} va soppresso il termine
nelle I'.,, mentre delle (47) rimangono soltanto le prime tre (senza il termine
nelle I',,). Il parametro 8 risulta ora nullo su o.

Si presentano pertanto dodici equazioni differenziali valide in €', nelle
dodici incognite costituite dalle tre u, e dalle nove y,. Le condizioni al
contorno, invece, a causa dell’indeterminazione dovuta alla presenza del pa-
rametro 3 sono in numero di dieci. Se tale parametro fosse nullo, le condizio-
ni al contorno sarebbero anch’esse in numero di dodiei in guanto al posto
dell'unica condizione (47,1} vi sarebbero le tre condizioni (43) [senza il termi-
ne in I}, ].

Nel caso che la I dipenda dalle «, ,, si presentano ulteriori condizioni al
contorno [vedi (47) e un’indagine analitica esistenziale non sarebbe certo su-
perflua. Essa potrebbe dare qualche informazione sulle possibilitd che 'ener-
gia libera dipenda dalle derivate seconde delle .
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