
Energ ia  l ibera e s tate  tens ionale  dei cont inui  (*) 

O1USEt)PE ~RIOLI (tt Padova) (**) 

( A Bruno  F inz i  nel sue 70me compleanno ) 

Santo. - Si indaga, in cot~dizioni molto gen~rali di deformazione,  entre q~ali l imi t i  la eo- 
noscenza della s t ru t tura  anal i t ica dell 'energia libera permet ta  di prevedere it compor. 
ta)nento meccanico di un cow,tinge i~  relazione alla sun capaeit~ di reazioni  interne. 

L a  teoria comprende in part icolare casi noti  di Cosserat e di microstrut ture .  

L 'o r i en t amen to  del la  ) [ e c c a n i c a  dei Cont inui  si ~ r ivol ta  negl i  u l t imi  
tempi  verso lo s tudio  del le  m i c r o s t r u t t u r e .  Dope  una  v igorosa  r ip resa  del lo 
s tudio dei Cont inui  di Cassera t ,  che ha r ich iamato  Fa t t enz ione  sui cont inu i  
t r id imens iona l i  o r i en ta t i - con t inu i -po la r i - [1 ] ,  [2], [3], [7], [8], [9], [10], [11], [12], 
[13], [14], [lSJ, [19], [20], [21], [22], [23], [24], [27], [28], [29], [30], l ' in te resse  si 

auda to  e s t eudendo  verso la considera~ione di cont inu i  il cui  s chema  ma- 
temat ieo  vuo le ,  in q a a l c h e  mode ,  r i eo rda re  uua  p roven ienza  pa r t i ee l l a r e ,  
med ian te  l ' in t roduz ioue  di ipe r s t ress ,  i pe rcopp ie ,  iperforze ,  il cui s ignif icato  
f is ico non sempre ,  perb, r iesce  chiaro.  [4], [5], [6], [15], [16], [17], [25], [26]. 

In  realtY, si vuole  pensa re  a u n  s i s tema mater ia le  fo rmate  da un gran.  
d iss imo n u m e r o  di par t i ce l le  es tese  e deformabi l i  (molecole) in te ragent i  t ra  
di lore,  ma  di ques te  r ee ip roehe  azioni si t iene conto solo in pa r te  med ian te  
un lore <~riassunto>> globale  hel lo s tabi l i re  la  s t ru t tu ra  ma tema t i ea  dello 
s c h e m a  con t inue  con cui  si vuole  r a p p r e s e n t a r e  il s i s tema mater ia le .  

U n  tale con t inue  non pub essere  descr i t to  median te  l ' u so  del s t ra in  
classico,  ma occorre  fare  in te rven i re  uu cer to numero  di nuovi  enti  c inema-  
tici, d i r e t t o r i ,  r o t a z i o n i ,  e t c .  

Il r i f e r imen to  a u n a  provenienza  << moleco la re  >> ~ in effet t i  dovuto  non 
solo aI l ' in teresse  che tale fa t to  pub  di per  se p r e s e n t a r e ,  ma  anche  al desi- 
derio di ann gius t i f icazione ~fisica>) del la  creazione d i u n a  teor ia  dei conti- 
nui  che, per  la p reseaza  in essa  di un  g ran  n u m e r o  di pa rame t r i  c inemat ic i  

(*) L~tvoro eseguito nell'ambi~o dei Gruppi di ricerca matematica del C..N. R~. 
(**) Entrata in Redazione il 25 giugno 1970. 
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e costitutivi, permetta una maggiore apertura verso la spiegazione di taluni fe. 
nomeni di stress asimmetrici, che gi~ comineiano a mettersi in evidenza nei so- 
lidi cristallini, di propagazione ondosa e, forse, verso la stessa fisica teorica. 

h. parte il case dei Continui di Cosserat, la teoria della microstrut ture 
ha havuto in questi ultimi tempi ampi sviluppi solo nel case delle piccole 
deformazioui (case tineare} e con riferimento a un numero limitato di para- 
metri [15], [26], mentre nel ease di deformazioni finite solo casi speciali 
hanno avuto qualche sviluppo. 

Vale la pena pertanto, di stabilire le equazioni di un tipo molto generale 
di continue dipendente da un numero qualunque di parametri  einemafiei e 
con deformazioni finite. 

Cib che servir~t per raggiunge~'e lo scope ~ la conoscenza della s t rut tura  
dell' energia libera ma non la provenienza fisiea dello schema matematico 
(tipo di lnierostruttura), quantunque tocchi all 'esperienza fisica stabilire qua- 
Il dei parametri  ammessi presentiuo un 'u t i l i t~  eoncreta,  mentre il confronto 
con tipi noti di mierostrut ture - quantunque non essenziale - ne giustificher'~ 
a posteriore l ' introduzione. 

La  teoria viene sviluppata in assenza di vincoli interni e superficiali.  
Nuovi problemi vengouo proposti alt 'atteuzione dell 'Analista, la cui collabora- 
zione potr~ riuscire preziosa. 

1 .  - I~nergia libera. 

Sin C' la configurazione attuale di un continue e C u n a  sua configura. 
zione di r iferimento.  Siano P e P'  puuti eorrispondenti di C e C' e y~, ~r le 
coordinate di P e P rispetto a ann terna tr irettangola levogira di versori cT. 
L~ corrispondenza ira C e C' sia biunivoca e dotata di tutte le condizioni di 
regolarith anali t iea che occorreranno: 

Per  potere eostruire uaa  teoria pifi avanzata non solo di quella classica 
con stress simmetrieo ma anche di quella dei continui di Cosserat occorre 
riteaere che il eomportamento del continue dipenda oltre che dal gradiente 
dello spost~mento e dalta matrice di rotazione e dalle sue derivate prime 
anche da ulteriori e lementi .  

Supporrb,  pertauto,  che l ' e~erg ia  libera - funzione termodinamica di 
Helmotz - in generale dipenda oltre ehe datle derivate deile xr rispetto alle 
ys - che brevemeate indieherb con a~.s - ,  anche da un certo numero di ma. 
trici ~,(~) ~,~(0 , ( i : l ,  2 ...), dipeadeuti  dalle configurazioni C, C', da P (o, 

so si vuole, da P'} oltre ehe dalla temperatura  assoIuta, dal l 'entropia,  ece., 
Tuttavia avverto sin d'ora ehe nel seguito non terr6 eonto della dipendenza 
dalla temperatura ,  dall 'entropia, eee,, in quanto, avendo di mira unieamente  
lo studio del comportamento meccanico del continue sar~ possibile evitare 
inuti l i  complicazioni formali e considerate soltanto trasformazioni isoterme, 
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L ' u n i c a  condizione ehe potrh (e dovrh) essere impost,t  a priori  a l l ' energ ia  
l ibera  - che indicher6  con I -  d di soddisfare  al principle di indifferenza 
materiale [18]. Dovr~, cioi) essere {1) 

8 I  31 By0) = O, (1) 8 1 =  ~x~ ~ + ~ ~y(o . . . .  . , ,~  
¢ ) X r ,  s " ~ 1 . . .  , r s l  . . .  s n  

in eor r i spondenza  a ogni spos tamento  r igido isotermo inf in i tes imo dal la  con- 
f iguraz ione  C' a una  v ic in iss ima C ' +  ~C'. 

Nul ta  si pub dedur re  dMla (1) sine a c h e  non si conesca  la legge di di- 
pendenza  delle var iazioni  ~y(0 detle ,((0 dagl i  e lement i  cara t te r i s t ic i  di 

r s  I . , .  $ n r S l  . . .  s n 

uno spos tamento  r ig ido.  
A tale fine, si supponga  che in cor r i spondenza  a un  q u a l u n q u e  sposta- 

mento rigido (anehe finite) da C' a C" r isul t i  (2} 

~(o(C, C") = RlC', C") ~(o(C, C')--> [~(o (C, C") = B r , - ( 0  ] 
L r s  1 . . .  s ~  ~ t l s  1 . . .  s n 

eve R ~ la matr ice ,  ind ipenden te  da P, della rotazione con tenu ta  nello spos- 
t amento  C' C". L ' i po t e s i  espressa  da (2) ~ avva lora ta  da un  gran  numero  di 
easi concret i  noti  in cui essa b ver i f icata .  Da (2) segue 

y(0(C, C") - -  y(~)(C, C') --  (R - -  1) y(0(C, C'). 

Se in par t icolare ,  lo spost~lmento rigido C' C" i~ in f in i tes imo e la sua 
rotazione ~ cara t te r izza ta  dal  vet tore B, r i su l te rh  

(4) ~70) - -  e~lp Bz y(0 
r s  1 , , ,  s ~  p s  1 . . .  s ~ z  

eve ~ denota  l ' indiea tore  di Ricci.  
Poich~ uno spos tamento  r igido inf in i tes imo ~ espresso da l la  re lazione 

(5) 

con A~ e B~ ind ipenden t i  dal le  xp, da (1), (4), (5) segue 

(6t 8I = ~r~.~ x ~  + x ~:~(~) ~o B~ = 0 
[ C~Xr,  s . " r s l . . .  s n  ms t . . . s ~  

per ogni a rb i t ra r io  B~. 

(i) Di solito, la condizione viene imposta direttamente allo stress. 
(~) La cendizione ('_.2) b soddisfatta, in particolare, nei cam di Cosserat e di un eerie 

tipo di microstrutturr lineari [15J. 
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Si ponga  

(7) a - -  ( a ,  = x~, ,) ,  ¢ ' )  = ; ~ . ( ' ) ~  [~(')~,,. ~, = ~,~. .-('),,,. ,~ ] ,  

ore  a deno ta  la ma t r i ce  con iuga ta  del la  mat r iee  a. Lo j a c o b i a n o  delle  x~ 
r i spet to  all le y~ i~ da suppors i  non nul lo  (anzi  pos i t ivo)  e le (7) ind icano  una  
eor r i spondenza  b iun ivoca  tra le a.T~, v(0 e le x~.s ~ , (0  Per tan to ,  la I pub 

pensars i  d ipenden te  dal le  var iabi l i  ar~ v(O : 
r s  1 . . .  s n  

(s) I =  F ' ( ~ , ,  ~!~I ...... )" 

In  base  a (8), tenuto  conto del l 'arbi t rar ie t f i  del le  Bz, la (6), con qua lehe  
svi luppo,  d iviene 

(9) s,z,~ a,~ OaTs = O, 

la cui  pifi genera le  soluzione b u n ' a r b i t r a r i a  funzione  del le  v(O 
r s  I . . .  s ~  

var iabi l i  
e del le  

(10) b~ = X~,r xi,~. 

Vale  ]a pena  di osservare  che le var iabi l i  bTs, v (0 rs, ..... sono invar ian t i  per  
spos tament i  rigidi.  P e r  le b~, cio~ b evidente  (e ben  note). ]?er quan to  r iguar-  
d a l e  v(0 si osservi  t h e  in base  a (2), in cor r i spondenza  a ogni Sl0ostamen- 

r s  I . , .  s ~  

to rigido, si ha 

( i l )  v (o(c, c")-  ¢o(c, o')=a(C, e")y(o(e, C")--~(C, C')~(')(C, 03 = 

= [~(c, o")R(c', c " ) -  a-(o, e')] ~(o(c, c ' ) = o  

per  il fa t to  che /~ 

(12) a(C, 0'3 = ~(c', C") a(o, 03 =~(C, C') a-'(C', 0'3. 

Si conc lude :  ogni qua lvo l t a  l ' ene rg i a  l ibera  d ipende  da var iabi l i  Xr, s, 
?(0 ver i f icant i  la (4) in cor r i spondenza  a ogni spos tamento  r igido infinite- 

r s  1 . . .  s~¢ 

simo, condizione necessa r i a  e suf f ic iente  aff inch~ essa  soddisfi  al pr incipio  
di ind i f fe renza  mater ia le  ~, che essa  d ipende  da quel le  var iabi l i  a t t raverso  le 
br~, v (1) o - se si vuole  - per  t r ami te  di espress ioni  cos t ru i te  con t e x r . , ,  

r s  I . . .  s •  

~,!i~ ...... che r i su l t ino  invar ian t i  pe r  spos tament i  r ig idi .  
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Nel caso par t ico lare  ehe S d ipenda  dalle x,,~ a dalle sole 

1 
0 3 )  yf~) = IX,, = 2~  % ,  x,.,,~ Bp:, 

ove Bp: denota  il complemento  algebrieo di xp,: nel de t e rminan te  D-[Ir ,:ll, 
si r icade nel  easo dei cont inui  di Cosserat  con rolazioni v incola te  [2]. Si pub 
d imos t ra re  che la mat r ice  ~trs soddisfa alle (4). 

Denotando  con la sbar re t ta  la der ivazione r ispet to alle x,,, con ]a virgola 
quel la  r ispet to  a l l e y , ,  r i su l ta  

(14) ~X,,s = ($xTitq ~cq.=. 

Da (7), (10), tenendo presente  che I pub pensars i  quale  funzione delle 
brs, v(0 : I =  F(b,:, v(o ) segue 

r s  1 . . .  s ,  r s ,  . . .  s e t  ' 

(15)  a s  =  b,s + .s, s .  - -  
r s  1 . . .  s t ~  

~bl~ - I-  . ~v(O -'P ...... ,, 
l p s  2 . . .  s l ~  

~F 

r$1 " '  $tl 

L 'uguag l i anza  $l(0 ~ -  8I val ida  per  ogni spos tamento  revis ibi le  isotermo, 
. (~) 

mos t ra  ohe nel oaso ohe le x,.~, r,+..:,, s iano tra  loro del tut to ind ipenden t i  
e non esis tano vinooli  in te rn i  n<~ super f io ia l i ,  il eont inuo b oapaoe eli uno 
stress X,: le oui pa t t i  s immetr ioa  ed emis immet r ioa  sono espresse rispett iva- 
mente  da 

~F ~F 
X( rq )  " ~  - -  2 ~-b7 Xr,7 ~q , I  - -  ~i OV(/~! . . . . .  n y r p ~ , l  Xq, l ,  

~F 
Y (0 ~q, l ~, X[Tq] ---- - -  2 3v(0 -,p~... s~, 

i l o s *  . . .  s ,~ i ,, 

mentre  il eoeff ic iente  di $,(0 nel la  (15) ind iv idua  un gruppo di var iabi l i  
l l s  1 . . .  ~ l l  

ausi l iar ie  che seeondo la te rminologia  eorrente  in simili  problemi  dovrebbe 
dirsi  un  iperslress (nonostante non abbia un ben chiaro s ignif icato  fisieo). 

Annali di Matematica 7 
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Una volta stabilita un 'oppor tuna espressione del ]avoro delle forze ester- 
ne non ~ difficile scrivere le equazioni di campo verificate dal suddetto stress 
ma rinuneio a farlo, anche perchb nei casi concreti, spesso le variabili  x,,~, 
T(0 non sono generatmente indipendenti  e di cib si dovr/~ tener conto. 

r s  I . . .  s~z 

D'ora in avanti mi riferirb a un caso part ieolare concrete che comprende 
i easi f inora pifi diffusamente studiati nel eorrispondente problema linearizzato 
pur  essendo . anche se linearizzato - pifi generale di essi. Supporrb,  eio# ehe 
I dipenda soltanto dalle variabili  x . . . .  ~(1) , ,(2) y(:} e sia preeisamente  

- - r s  1 s~ I t s  I ~ - - r s  1 s~  

(i7} y ( 1 )  - - -  X _ , s l s ~  @ 2 )  - - - .  y r s l  ' y ( 2 )  ~ @ 2 )  - - . . y r s l s 2  ' 
r s  1 s 2 - ~ i t s  1 rs  I s 2 - - r s  1 , s 9 

con la condizione che la matriee 7r~ soddisfi alle (2), (4). Di conseguenza 
anche le y0) , v(2) soddisferanno a quelle uguaglianze.  

- - r s  I s~ i t s  I s~ 

Per  le cose dette, l 'energia libera sar~t in definitiva funzione delle variabili 

Risulter~t, cio#, 

(19) 

2. - E q u a z i o u i  di  c a m p o .  

In base a (14) e alle uguaglianze 

t20) ~x,,~ = Xq, s x~,, (~x,)/~q + Xq, s, (~Xr)/q, ~y,~, = (~y,)/q Xq.,, 

da (18), (19) si doduce 

?F  ~F ~F J 

3F 1 OF 

a F  8 F  

Posto 
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(22) 

~F 

~F 3F 

T~q = - 2 0 ,  F 
¢ bpl  Xr ,  i Xq ,  p - -  " - - - -  

la (21) pub porsi nella forma 

(231 - -  ~I = [ T~q + ~q~ 1 t r,, + / ) ,~ , ,  B.  r,,, t~uh~ + 

la quale, fatte le posizioni 

B h  

(24) 

assume Faspetto pi~t conveniente 

(25) 

A questo punto coaviene osservare the  lo spostamento ~Ur subordina la 
rotazione locale B! u) espressa da 

(26) B(~) _-- 1 %(~u  h --) (~up~ - -  ~p. B! ~) = 0 

e soddisfacente alla relazione 

(27) (B~))I~ = 0. 

Conviene anche scindere la matr ice ~ helle sue parti s immetrica ed 
emisimetrica : 

(28) ~+rs = ~ , )  + ~ B,, 

scindendo il vettore che caratterizza la parte emisimmetrica,  B~, com'b cer- 
tamente possibile, in due parti di cui una b proprio B~):B~=B~ ~) -4-Bi. Per  
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le posizioni fatte la {25) diviene 

(29) - -  aI = [T~ + N<~.)] (au.)/~ + 'I'2~ (au.)/~ + -%o a+(.,) + 

-F B,jq (~+.j)/q q- Nq..., e,-,q B', q- ~Pzq er+ B~7 ~ + 

--~ B2q ~,~>. (B~") q- B~)/q , 

eve come al solito i simboli ~ e ~ indicano le parti  s immetrica ed emisim- 
metrica con riferimento agli i n d i c i a  cui sono sottoposti .  

Per  ogni trasformazione reversibile isoterma l 'espressione di - - ~ I  ugua- 
glia il lavoro delle forze interne, ~llO, per unit~ di volume dello state attuale, 
in corrispondenza, cio G a ogni scelta delle quantith 0 (~u.t]~ , (~u.)/p~, B~q, B'~ 
B'  ~/q, ~,~(.O(~.z)/q soddisfacenti  alle (26), (27). h~e segue 

~30) al(0 -- - -  aI + X~, [~7 B~") + (~u,)/,] + aa B (o) f,, rq r/q 

eve le X'p, e ~ costituiscono r ispet t ivamente una matrice emisimmetrica e un- 
parametro,  per era arbi t rar i .  

Uno state di equilibrio 6, pertanto, caratterizzato dalla equazione varia- 
zionale 

(31) f [aI ' ~ B~ ~ ~8.q B(?)/dO'--  ~L (°) = O, - x;, [ ~., + (au.)/,] - .,~, 

C+ 

eve 81 6 espresso da (29) e ~L (~) denota il tavoro delle forze esterne. 
h questo punto oecotre postulare un%spressione esplicita per tale lavoro. 

Basta osservare le (29), (30) per riconoseere che il lavoro delle forze: interne 
si annulla . per uno stress generico - allora e solo allora che si annullino 
~ur, ~(.0, B~ ~) B'~. Cib induce a postulare per ~L(~) un'espressione del ripe 

f , 
(32) ~L(') -- l/IF; ~u.-~ M(..) ~p(,~) -{- M;(B! ~) + B',)dC' + 

C" 

q- f [ f i~u .  + m~..) ~(.~) + m'~{B! ~) "}- B:) ]d~' 
01 

eve, evidentemente ~' denota la frontiera di C' e t g la densit/~ in C'. Esistono 
microstrut ture  soddisfacenti  alla (32). 

Con qualche sviluppo, da (29), (31), (32) si deducono le equazioni euleria- 
ne dell 'equilibrio. Esse sono 

(331 (T~q -{-- N~j - -  PZ~/p -I- X~p)/q - -  I / F ;  , 
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(34) 

(35) 

(36) 

va l ide  in  C', e 

(37) 

~38t 

(39) 

(40) 

val ide  su z'.  

(4~) 

(43) 

B~lq/q--~Lz = i~'M'@, (in C') 

s~ [(tG + L&~ + x;~] + ~, = ~'M~, 

B~tq n. v --  m(~ 0 

Brlq gril nq  ~ ~tg'l 

a~il(B~lq + Fr~q)n~ + ~nl = m'i 

P~pq nq  - -  0 

Da (35), (36) segue  

1 

La (42), suppos t a  va l ida  anche  su a', p e r m e t t e  di dare  alia (37, l} la fo rma  

1 

Ino l t re ,  da (39), (40) segue  

(44) 

e q u i n d i  

(45) 

val ide  su a'. 

~n~ - -  e~, Lzq n~ (su a') 

-'-- ~rll rrlq nq  n i  , Srlt Prlq ~q {nt  n~ - -  81t) "-- O) 

In  d e H n i t i w ,  il p r o b l e m a  anal i t ico  che si p resen ta ,  t enu to  eonto del la  
(42), 6 r a p p r e s e n t a t o  da l le  equaz ion i  

(46) I B,zqlq N~l p, @ 0') I _ - -  ~ =  'M' (in 



54 OIUSEPPE GRIOLI: Energia libera e stato tensionale dei continui 

valide in C', con le condizioni 
..., (41) ~,-  

(47) 

al contorno - ottermte eliminando nelle (37), 

e dalle equazioni eostuitive (22). 
Naturalmente,  lo studio analitico del problema implica la prel iminare 

riduzione in forma lagrangiana del sistema delle equazioni, ma rinuncio a 
farlo. 

La forma euleriana 6, inveee, part icolarmente adatta per eomprendere 
il comportamento meccanieo del eontinuo e le sue capacith reat t ive .  Dall'in- 
terpretazione delle equazioni ottenute si rieonosce che si presenta uno stress 
la cui parte s immetriea 6 definita da 

meatre  quella  antis immetrica 6 espressa dalle X~ in base a (42). 
La (39) indica,  inoltre, la presenza di eoppie di contatto rappresentate  

dalla matrice s~B~q. Dal |a  (47,I) si deduce che su ~' soltanto Ia componente 
normale dello sforzo 6 de~lerminato dalla eonoscenza della forza esterna su- 
perficiaIe, fatto, questo, dovuto alla indeterminazione portata dalla presenza 
del parametro ~: se per un qualche motivo si dovesse r i tenere ~/~--0 su ~', 
lo sforzo sarebbe eompletamente determinato sulla front iera.  

La teoria preeedentemente  esposta comprende i casi pi~ notevoli sino 
ad ora studiati :  

a) supponendo la I indipendente dalle xr, s~, ~'r~ e identificando le ?r~ 
con le t~r~, espresse da (13), si ri trova Ia teoria dei continui di Cosserat con 
rotazioni vincolate [2]; 

b} suppouendo la I indipendente dalle x~.~, e identificando la 7 con una 
matrice di rota~ione si ri trova formahneate  la teoria dei continui di Cosserat 
con ~rotazioni libere [23]; 

c) st~pponendo la I indipendente dalle xr.~, e linearizzando il problema 
si ri trova la teoria delle mierostrut t~re gi~t s tudiata da )~[indlin [15]. 

Vale la p~+na di osservare c h e s e  si suppone la I indipendente dalle "f~, 
$~ m a i l  continuo sensibile alle coppie,  nel senso che il lavoro delle forze 
esterne dipende in modo esplicito dalle rotazioni locali - in  modo che sussista 
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la (32) senza i termini in B'~, a~(~)., le equazioni generali divengono 

(491 (T~q - -  F~pg/p)/q --  ~'/~ (in C') 

(50) (s. ~') 

In tal case si presenta  uno stress la cut parte simmetrica ~ espressa da 
(48) dopo avere ivi soppresso il termine in Nr~, mentre quella  ant is immetrica 

(5t) 1 1 's  ~ ~ 

Si constata inoltre la presenza di coppie di contatto definite dalla matrice 

Ben differentemente vanno le cose nell ' ipotesi che - non dipendendo la 
I dalle 7rs, y~, " si r i tenga il sistema non sensibile alle coppie. In tal caso 
pub aversi equilibrio solo in presenza di sollecitazioni di ti~o classico [2,1~-- 
0, M~) ---- 0, m~ --  m~) --  0] e non si presentano coppie di contatto. ]l sistema 
differenziale che descrive il comportamento del continuo 

(52) 
i (T~p--Frpq/,)/q- ~'F~ (in C') 

(SU C()~ 

da cut si vede che si presenta uno stress non simmetrico la cut parte anti- 
s immetriea b X~q : F~p/~. 

Analoga circostanza si deve presumere si presenti  anche quando l'ener- 
gia l ibera dipende da derivate di ordine comunque elevato delle xr. 

Quanto b detto precedentemente  serve a porre in evidenza in the  misura 
la conoscenza della s t rut tura  dell 'energia l ibera sia sufficiente per la descri- 
zione delle capacit/~ meecaniche di un continuo e delle sue possibiliti~ reatt ive 
interne. ]~¢aturalmente alla conoscenza della I va necessar iamente associata 
quella detle variabili  c inematiehe a cut il continuo ~ effet t ivamente capace 
di reagire di fronte all 'azione delle forze esterne: spostamenti,  rotazioni, eee.. 
Tale conoseenza si pub raggiungere mediante l 'aequisizione del l 'espressione 
del lavoro delle forze esterne.  

I1 problema al contorno che si presenta  net vari cast merita unqndagine 
di tipo analitico che potrebbe dare qualche sorpresa o, addir i t tura r ivelare 
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qualche ineompatibilit~t se la I dipende in mode generico dalle x~.,, (e senza 
legami tra lore e le y~,). Sin d~ora si pub osservare ehe nel ease che la 1 
non dipenda dalle x .... , nel sistema di equazioni (46) va soppresso il termine 
nelle I'~pq mentre  delle (47) r imangono soltanto le prime tre (senza il termine 
nelle l'~pq). I1 parametro ~ risulta era hullo su , ' .  

Si presentano pertanto dodiei equazioni differenziali  valide in C', nelte 
dodiei incognite costituite dalle tre u~ e dalle nove y~,. Le condizioni al 
contorno, invece, a eausa del l ' indeterminazione dovuta alla presenza del pa- 
rametro ~ sono in numero di dieei. Se tale parametro fosse hullo, le eondizio- 
ni al contorno sarebbero aneh'esse in numero di dodici in quanto al posto 
dell 'uniea eondizione (47,1) vi sarebbero le tre eondizioni (43) [senza il termi- 
ne in P~Fq ] . 

Nel case che  la I dipenda dalte x~,~, si presentano ulteriori  condizioni al 
eontorno [vedi (47} e un ' indagine anali t ica esistenziale non sarebbe certo su- 
perflua. Essa potrebbe dare qualche informazione sulle possibilit/~ ehe l'ener- 
gia libera dipenda dalle derivate seconde delle ~c ~. 
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