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Summary. - We study abstract non linear parabolic equations by linearization and give examples 
to partial di]]erential equations. 

1. - Introduction. 

1.1. Not re  bu t  est la r6solution de l '6quation diff6rentielle 

(1.1.) u'(t)=~(t, u(t)), t e I  

ave la condit ion initiale 

(1,2.) u(O) = 

oh I---- [0, T] est un  interval le  r6el, en supposant  que 9 est une application conti- 
nf iment  d6rivable au sens de Fr6chet  de I × D dans E oh D et E sont deux espaces 
de Banaeh  tels que D c E ~vec inject ion continue. 

Les m6thodes de monotonic  d6velopp6es dans KorUnA [15], KATo [14], CRA~- 
DA~L-PAzY [8], C~A~DALL-LIGGET [7] et  BREZlS [4], fournissent  une solution glo- 
bale main faible du probl~me (1.1.), (1.2.). 

Dans le t ravai l  pr6sent,  on cherchera p lu t6 t  une solution classique. C'est-5-dire u 
continue ~ valeurs duns D et  cont inf iment  d6rivable ~ valeurs dans E ;  cet te  solution 
ser~ 6ventuel lement  locale c'est-~-dire d6finie seutement clans [0, T[ avee ~ <  T. 
Pour  cel~ on utilisera une m6thode de lin6~risation proche de celle d6velopp6e dans 
SOiBOLEVSKI [21], KATO [14], FRIED~IA:N [12], S I~ESTRAI~I-VERNOLE [20], PAz¥ [19]. 
La  diff6rence essentielle par  r~ppor t  aux  t r a v a u x  cit6s, est qu 'on  ne supposera pas 
ici que (t, u) ~-~9(t, u) est une pe r tu rba t ion  d 'un  op6rateur  lin6aire (en u) (t, u) ~-~A(t)u; 
ceci est  rendu possible p~r  t ' in t roduct ion  de nouveaux  espaces &interpolat ion.  

1.2. Voici une br~ve descript ion de la m6thode employ6e, dans le cas part icul ier  
oh l '6quat ion (1.1.) est  au tonome c'est-~-dire oh ? ne d6pend pas de t e I  (1). L '6qua- 

(*) Entrata in Redazione il 21 gennaio 1978. 
(~) Cf. 6galement la~ note DA PI~ATO-GI~ISVARD [10]. 
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tion est donc 

(:L.3.) u ' ( t ) = ~ ( u ( t ) )  , t e ~ .  

Duns ce qui suit, pour X espuee de Banaeh, C([0, ~]; X) d6signera l'espace des 
fonctions continues duns [0, r] ~ vuleurs duns X muni de la norme 

u -> max ttu(t)li~ 
t~[O,v] 

Puisqu'on a suppos6 ~ eontinfiment d6rivable au sens de Fr6chet de D duns E, on 
peut introduire pour x e D ,  l'616ment y = ~v(x) e E  et l'op6rateur A = ?'(x) qui est 
lin6aire continu de D duns E;  on ~ ulors le d6veloppement suivant de ~v autour de x 

~(z) = y ÷ A ( z - -  x) + T(z)  

o/1 T e s t  une fonction continfiment d6rivable uu sens de Fr6chet de D duns E uvec 
en plus ~Y(x) = 0 et T~(x) = 0. Avee ees notations, on peut r6ecrire l'6quation (1.3.) 
sous lu forme 

u ' ( t ) -  Au(t) = y - -  Ax  ÷ T ( u ( t ) ) ,  t e I .  

A ee point, il est naturel de supposer que A est le g6n6rateur infinit6simul d'un semi- 
groupe fortement continu duns E, de domaine D~=  D. Le probl6me s'6crit ulors 

e'est-~-dire 

(i.~.) 

t 

u(t) = oxp[tA +  exp[ ( t -  
O 

t 

u ( t ) -  fexpE(t- s)A]~(u(s))  ds = x ÷  (exp[tA-]-- 1)(A-ty) 
0 

en supposunt, pour simplifier Fexpos6 introductif, que A est inversible. 
Soit S Pop6rateur int6gral qui intervient duns (1.4.) e'est-~-dire 

t 

Su(t) =fexp[(t-- as. 
0 

Si on se propose de r6soudre P6quution (1A.) par une m6thode de point fixe duns 
C([0, v]; D), it est n6eess~ire que S op6re duns eet esp~ce. L'upplieution u-+Ton 
est continue de C([0, T]; D) duns C([0, ~]; E) et, par eons6quent, demander que S 
op6re duns C([0, ~]; D) revient ~ demander que 

t 

i ~fexp[(t- s)A]l(s)as 
0 
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soit linTuire cont inu de ¢([0, ~ ] ; E )  duns C([0, ~ ] ;D)  ou encore, que la solution v 
du probl6me 

v ' ( t ) - -Av( t )  = ](t) ,  t e l 0 ,  r] 
(1.5.) v(0) o 

soit da.s C([0, ~]; D~) pour tout ]e  C([0, r]; ~). 
Cette propri6t6 n 'es t  pus vraie en g6n4ral, m~me si A est g6n4rateur infinit6simal 

d 'un  semi-groupe unalyt ique duns E suppos6 t t i lber t ien.  
En  f~it, on obtiendra~ tu propri4t4 d6sir6e en remplugant  E pa r  un espuce d ' in ter  - 

pol~t ioa entre  D~ et  E et  en supposunt  t-~> exp[ tA]  unulytique. Pour  0 < 0 < 1, 
soit D~(O; cx~) le sous-esp~ce de E form6 des x tels que 

t O A ( A -  t)-*x 

soit born6 lorsque t--> q-co .  On muni t  eet  espuee de sa norme naturel le:  

x ~ IlXi]o = ]lxll, + sup ]ltOA(A -- t)-~x]l~. 
t >~O 

C'est un des espuces d ' interpolut ion r6elle entre  DA et E, de GRISVAI~D [13]. 
D'upr6s DA PRATO-G~IsVAm)[9] cet espuce n 1~ propri4t4 suivante (2): pour  tou t  
f e  C([0, r ] ;  D~(O; q- co)) 1~ solution v du probl6me (1.5.) est telle que Av ~ C([0, ~]; 
D~(0; q- oo)) c'est-~-dire v e V([0, r ] ;  D~(0q-1;  q- oo)) off on u pos4 D~(0q-1;  -[- oo) = 
-~ A-~D~(O; -}- oo). On en d4duit  que S op6re d~ns C([0, r] ;  D~(0q-1;  q- 0¢)) ~ con- 
dit ion de supposer en plus que ~0 (donc uussi T )  eat continfiment diff4rentiuble au 
sens de Fr4chet  de D~(O-ff 1; q- oo) duns D.~(O, -I- oo). 

Du fuit que kP ' (x )=  0, on d6duit  que Pop4rateur  int4grul 8 est s t r ic tement  
con t rac tan t  uu voisinage de l~ fonct ion u0 ident iquement  4gale £ x d~ns C([0, ~]; 
D~(O q- 1 ; q- cx~)) en supposant  d6sorm~is que x E D~(O q- 1 ; q- cxD). I1 en r4sulte que 
l ' image de 1 - -  S cont ient  un voisinuge de Uo-- S u o :  uo duns C([0, ~]; D~(0q- 1; -]- oo)) 
c'est-~-dire que P6quution (1.4.) udmet  une solution pourvu  que 

O~<t~<~ 

soit ~ssez peti t .  II revient  ~u mTme d'exiger que 

exp [tA]y --> y 

lorsque t--> 0, duns D.~(O; q- ~ )  et  que ~ soit ussez peti t .  
E n  conclusion, on u obtenu  seulement  un r4sul tat  d 'exis tence loca.le et  seutement 

pour  x tel  que y = ~(x) rende exp[ tA]  cont inu en t = 0 duns la norme deD~(0; q- oo). 

(3) Cette proprigt4 ser~ ddmontr6e uu § 2. 
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Cette derni~re condition n 'es t  pus au tomut iquement  v~rifi6e par  t ou t  y e D~(O; + co) 
car D~ n 'es t  pus en g6n6rul dense duns D~(O;-~ oo). 

On rempluceru duns la suite D.~(O; -~- co) par  D~(0) fe rmeture  de D~ duns D.JO; + co) ; 
cet espace peu t  ~tre red4fini par  exemple comme sous-espace de E form6 des x tels que 

(1.6.) tOA(A -- t)-~x ~-~ 0 

lorsque t ~ + co. 
A c e  point ,  il est  naturel  de se demunder  si lu derni~re restrict ion impos6e £ y 

eat indispensable; en effet duns de nombreuses m6thodes on mont re  que lu norme 
de S t end  vers z6ro lorsque ~-~ 0. 

Ceci pe rmet  alors de r6soudre (1.4.) sans restr ict ion sur son second membre,  
condit ion de supposer ~ peti t .  

Cette  technique est inapplicable ici. En  effet, supposons en ruisonnant  par  
l 'ubsurde, que lu norme de S comme op6rateur  continu duns C([0, ~]; D~(O + 1, oo)) 
~ende vers z6ro lorsque T -* 0; soit alors x e D~(O ~- 1, co) et u la fonct ion constante  

6gu]e ~ x. On u alors 

(t) = j exp [ ( t -  s) A] Su T(x) ds 
0 

et  

ASu(t) = f A  exp [ ( t - -  s)A] ~V(x) ds -~ (exp [tA] -- 1) T ( x ) .  
0 

L'hypoth~se  imptique alors 

te[0j]  

lorsqne r - +  0, uniform6ment  pour  It[P(x)IID~(0)<I; cela revient  ~ dire que le semi- 
groupe exp [tA] est uniform6ment  cont inu et  pas seulement fo r tement  cont inu duns 
1)A(O), ee qui n 'es t  pus vrai  en g6n6rul (~ moins que A ne soit lin6aire continu par- 
t ou t  d6fini duns E). 

1.3. L'id6e centrale de ce t ravai l  6rant  a~nsi esquiss6e, voici une br~ve explica- 
t ion du plan. 

Le § 2 est destin6 ~ rendre la lecture de cet article aussi ind~pendante que possible 
de lu th6orie de Finterpolution.  On in t rodui t  pour  celu la m6thode de l ' interpola- 
t ion continue qui m~me £ lu d6finition et la description des espuces D~(O) mentionn6s 
plus haut .  

Le § 3 est consacr6 essentiellement ~ la d6monstrat ion directe du r6sultut de r6gu- 
larit6 opt imal  pour  les 6quutions de lu forme (1.5.) duns le cadre de l 'espace des fonc- 
t ions continues ~ valeurs duns D.4(O). C'est, comme on l 'a  vu,  le point  de d @a r t  
qui pe rmet  d 'uppliquer la m6thode de lin6arisution. Le cas oh l 'op6rateur  A d6pend 
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r4guli~rement de t est 4gulement trait4. On donne enfin une d6monstrut ion du  fair 
que le r6su]tut opt imal  de r6gulurit6 ne peu t  pus ~tre ob tenu  duns le cadre de l 'espace 
de d4purt  E, m~me si celui-ci est hilbertien. 

L 'exis tence  locale d 'une  solution de (1.]..) est prouv6e au § 4 oft on suit le sch4mu 
esquiss6 en 1.2. On y d6montre  6gulement qu'fl existe une solution maximule d4pen- 
dan t  cont inf iment  des donn4es. 

Le § 5 cont inue r 4 t u d e  pr4e4dente duns le cus off par  ailleurs on dispose d 'une 
in6gulit6 ~ priori  pour  la solution muximate de (1.1.): en gros, si lu norme de u(t) 
duns D~(O ~ 1) reste born~e lorsque t -+  z borne sup6rieure de l ' intervalle d 'existence 
de u, ulors ~ = T c'est-/~-dire que la solution muximule est globule. 

On d4crit uu § 6, eoncr~tement ,  tes espuces Dn(O) duns le cas purticulier,  essentiel 
duns les exemples, off A est un op6rateur  611iptique r6alis6 uvec des conditions aux 
limites duns un  espuce L~(~) de fonctions de puissance p int4gmble ( 1 <  p <  c~) 
duns ~2 ouver t  born4 r6gulier de R ' .  

Le domuine D~ est ulors un  espace de Sobolev uvee condit ions aux limites et  
les espuces Da(O) sont des espaces tr~s voisins des espuces de lqIEOLSKI [18] avec 
conditions aux  limites. 

Le  § 7 mont re  comment  lu th6orie du § 4 s 'applique aux probl~mes mixtes  relatifs 
uux 6quations paruboliques de la forme 

~u 
~--i = a(t, u, Vu, Au) ÷ 1. 

Le point  7.1. consid6rc le cus part icul ier  off la dimension d 'espace est un;  on 
peu t  alors uppliquer la th4orie des 3§ 4 et  5 sans faire uppel uux espuces de Nikolski 
du  § 6. Lu lecture de ce point  est done ind6pendante  de celle du § 6. Ensu i te  le 
point  7.2. consid~re le cas gSn6rul et  fair une cons0mmat ion intensive d'espaces de 
Nikolski.  

E n  7.3. on consid~re le cus off lu par t ie  elliptique es~ en forme de divergence qui 
pe rmet  d'um41iorer un  peu les r6stflt~ts de 7.2. E n  7.4. on donne des r6sultuts globuux. 

Le § 8 dSveloppe enfin un  exemple non susceptible d 'e t re  r6solu par  des m6thodes 
base de principe du  maximum.  I1 s 'agit  d"un probl~me mixte  relutif ~ l '6quut ion 

parubolique (uutonome pour  simplifier) d 'ordre  quutre  de la forme 

3u 
3---[ "= a(A~u) + ]" 

I1 n 'u  pus 4t6 possible, pour  des ruisons de bri~vet6 de d6crire t o u s l e s  exemples 
de problSmes mixtes imaginables. 

2. - Espaces d'interpolation continue.  

2.1. Duns cet te  pal'tie on in t rodui t  d i rec tement  les espaces d ' in terpolat ion qui 
seront  utilis6s duns lu suite, ponr  6viter de devoir  se r6f6rer ~ lu th6orie g4n6rule 
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de Lm~s-PEET~E [16], dont  on n ' au ra i t  ~ utiliser que les r6snltats  les plus 616men- 
t~ires. Les espaces in t rodui ts  ici sont  ~ rapprocher  de ceux de BI~:EZIS-F]gAEINKEL [5]. 

Soit X,  Y un  couple d 'espaces  de Banach  avec Y c X  (a) (avec injection con- 
tinue).  Soit 6galement  0 e ]0, 1[. 

D ] ~ F i ~ r m ~  2.1. - On d&igne par C(O, Y,  X) l'espace des ]onetions t --> u(t) ddfinies 
dans ]0, 1] 4 vateurs dans ~ e t  telles que 

(i) t-+tOu(t) est continue de [0, 1] clans Y;  

(ii) t--->t0u'(t) est eontinue de [0, 1] dans X .  

L a  d6riv6e de u est entendue au sens des distr ibutions dans ]0, 1[ ~ valeurs 
clans X.  On mun i t  C(O, Y,  X)  de la norme  d 'espace  de Banach  

U -+ m a x  ][t°u(t)][y if- m a x  llt°u'(t)l]x : • 

Pour  u~C(O, Y , X )  on peu t  6crire si s<t ,  

t t 

f (F) llu(t)- u(s)llx< Ilu'(~)llxa~< 7 llull~<o,~,z> 
8 S 

et pa r  cons6quent u est It61derienne d~exposant 1 - - 0  ~ valeurs  dans X~ uniform6- 
m e n t  dans  ]0, 1]; ceci donne un sons ~ 1'application u- .u(O)  lin6aire cont inue de 

C(O, :K, X)  dans X.  On peu t  ainsi poser  ta:  

D~FI~ITIO~- 2.2. - On ddsCgne par (Y, X)o l'espaee dderit peer x =  u(O) lorsque u 
pareourt C(O, Y, X). 

0 ' e s t  un  espace de Banach  pour  la norme 

x --> inf II u l} e(o,y,x) = 1[ Xllo 

off le inf. est  pris pa r  r appo r t  £ tous les u a C(O, Y, X) tels que u ( 0 ) =  x. 
I1 est facile de v4rifier les inclusions 

Y c (Y, X ) c  o (Y, X)  o, c X 

pour  0 ~ 0 ~ 0 ' ~ 1 ~  et la densit6 de Y dans  (Y ,X)o  pour  0 ~ 0 < 1 .  
La  propri4t6 essentielle qui mot ive  Pint roduct ion de ees espaces est lu propri4t4 

d ' in terpo]a t ion  su ivante  pour  les op6rateurs  lin4aires continus:  on considSre deux 

(z) Cette hy]poth6sc n'est pus indispensable dans ce § 2 ce]pendant ]pour les a]p]plications 
en rue dans cc travail il est inu~ile de se ]placer dans un cadre ]plus g6ndral. 
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couples d 'espaces de Bunuch X~, Yx et  X2, Y~ comme ci-dessus~ c ' e s t4 -d i re  que 
:Y~c X~, ~ = 1, 2 uvec inject ion continue. 

T m ~ o l ~ E  2.3. - Soit ill un op&ateur lindaire continu de X~ glans X~, qui par 
restriction, est lin&ire eontinu de Y~ duns Y:. A~ors pour tout 0 ~]0, 1[, 11 est lin&ire 
eontinu de (Y~ X~)o dans (Y2; X~)o. De plus 

II//]](Y~;x,)o--,(Yo;X=)o<:M:ux {~11[I y ~  y=; HIIllx,-+x,} . 

DI~[O~'ST~&TIO~ -. - Soit x ~ (Y~; X~)o ~lors d'upr6s lu d6finition 2.2., on u x = u(0) 
uvec ueC(O; Y~, X~). I1 est 6vident  que HueC(O; Y2, X~) doric H x =  (Hu)(O)e 
e (Y~; X~)0. Ceci prouve  que H op~re t in6uirement de (I71; X~)o. Avee cet te  ~criture 
lu continuit6 de H e t  I'in~gulit6 concernunt  les normes sont 6videntes. 

On peut  6noncer un  r6sultut  anMogue coneernant  les op6ruteurs non lin6uires 
(ce n 'es t  pus le plus fin possible d~ns cet te  direction). 

T ~ o ~ E  2.¢. - Soit I I  un op&ateur eontindment diM&entiable au sens de Fr&het 
de X~ dans X~, qui par restrietion, est uni]ormdment Lipshitzien de Y~ dans Y2. Alors 
pour tout 0~]0 ,  1[, I I  est eontinu de (Y~, X~)o duns (Y~, X2)e. 

D~O~ST]~A~IO~. - Soit x e ( Y ~ ,  X~)o alors x =  u(0) uvec ueC(O; Y~, X~). On u 
done II(x) = v(O) off v = / / o  u. 

On u vu  plus huut  que u est cont inue duns [0, 1] g vuleurs duns X~ donc tOx(t) --~ 0 
duns Y~ lorsque t --~ 0. 

I1 est clair que v est continue duns ]0, 1] ~ vuleurs duns Y~; il fau t  6tudier le 
compor tement  de tOy(t) lorsque t -~ 0 : on suit que pour  tou t  e > 0 il existe ~ < 0 
tel  que 

o < t < ~  : ~  I l u ( t ) t l ~ < ~ / t ° .  

On en d6duit  que 

iI v( t)  - ~(o)II  ~ = tIII(u(t)) - 11(o)It ~ < K~/ to  

pour  0 < t < ~, O~l K est la constante  de Lipshitz de 11 op6rateur  de :Y1 duns ~Y~. 
I1 est clair que par  cons4quent,  t°v(t) -~ 0 duns :172 lorsque t -+ 0. En  conclusion t°v 
est continue duns [0, 1] g vMeurs duns I71. Ensui te  on 

t°v' (t) = II '  (u(t)) t o u'(t) . 

I1 est clair que l I ' ou  est continue duns [0, 1] g valeurs duns L(X1; X~) donc t%' 
est cont inue duns [0, 1] g valeurs duns X~. E n  conclusion veC(O; Y1, X~) et par  
cons6quent 11(x) = v(0) ~ (Y~, X2)o. 

Lu d6monstrut ion de la continuit6 d e / / d e  (171, X~) duns (Y2, X2)o suit les m~mes 
idles. 
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2.2. On vu muintenunt  expliciter (Y, X)o duns un certain hombre de GaS par- 

ticuliers. 
On commence par  le cas off Y est le domuine Da d 'un  op6ruteur A lin6uire ferm6 

duns X,  muni  de lu norme du gruphe (% Duns ce cas on pose simplement 

5 9 ~ ( 1 -  o) = (D~, x ) o  . 

On suppose pour  le moment  que Da est dense duns X ;  que ( A - - t )  est inversible 

pour  tou t  t > 0 et qu'il  existe C a >  0 uvec 

(2.1.) II ( A  - -  t ) - l l I x _ ~  x < o ~,~ , 

Sous ces hypotheses on u lu curuct6risution suivante de DAO). 

TtI£O~g~rE 2.5. - D~(O) est le sous-espace de X Jormd des x tels que toA(A - t)-~x-+O 
dans X lorsque t--> ~-c~; de plus la norme de Da(O) est equivalente 

x - +  IIxllx + m a x  I l t O A ( A  - t ) - I X l l x .  
t>~ l 

D]~ONSTI~ATIO:N.- Par  d6finition de D,(O), xeDAO) si et seulement si x =  u(0) 

off t l-°u(t)  est continue duns [0, 1] ~ vuleurs duns Da et tl-°u'(t) est continue duns 

[0, 1] ~ vMeurs duns X. On peut  6crire par  cons6quent que 

1](, 

0 

pour t > 1, &off 
l i t  1(1) f tOA(A--t)-~x=t(A--t)-l t-i-__oAu A ( A - - t ) - l t  o u'(s)ds. 

0 

A c e  point  on remarque que grgce ~ (2.1.) et ~ lu densit6 de D~ duns X on u: 

t (A--  t) -1 -+--1 

A ( A -  t)-l--> 0 

for tement  lorsque t -+ q- co, &off 

lira tOA(A -- t)-lx ---- --  lim sl-OAu(s) 
t-'~ + ~ s--+O 

(4) Duns route la suite les domaines d'op4rateurs considgr4s seront toujours munis de 
la norme du graphe sans que cela soit explieitement rappel4. 
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car  
1/t 1/t 

of u'(s)ds <Mtof ds M 
t s *-° - -  0 

0 0 

off M d6signe le m a x i m u m  de Ilt~-ou'(t)l!x pour  t e [o ,  1]. 
o n  ~ ainsi prouv6 que pour  x e D~(0), la fonct ion tOA(A -- t)-*x reste born6e dans X 

lorsque t - ~  + c~ et de plus il existe une cons tante  K telle que 

m a x  I!tOA(A - -  t ) - * x [ I x  <KIlx l l l )A(o)  . 
t>~l 

D ' a u t r e  p a r t  pour  xEDA,  on u 6v idemment  

lira tOA(A -- t)-*x -~ 0 ; 
~--> + co 

Cette dernigre propri~t6 s '6 tend  ~ t ou t  x~DA(O) par  densitY. 
R6c ip roquement  s i x  e X est tel  que 

t °A(A -- t ) - l x  --> 0 

duns X lorsque t--> + c~ ~lors posan t  

on d6finit u e C ( 1 - - 0 ;  D~, X)  tel  que u ( 0 ) =  x. C.Q.F.D. 

2.3. A pr6sent  on res t re in t  un peu  les hypotheses  sur A eli supposan t  que c 'es t  
le g6n6rateur  infinitesimal d ' un  semi-groupe born6 dans X,  qu 'on  notera  t - ~  exp [tA]. 
L ' h y p o t h g s e  (2.1.) est  alors v6rifi6e C~-~ sup ltexp[tAJllx_~x. Sous ces hypotheses  on 

le t~>o 

Tttl~Ol~]~IE 2.6. - D~(O) est le sous-espace de X ]ormd des x tels que t - °  (exp [ t A ]  - -  

- - 1 ) x - ~ 0  dans X lorsque t - ~ 0 ;  de plus la norme de D4(0) est dquivalente 5 

x ~ Llxl! + m ~ x  tlt-o(exp [tA] -- 1) x'~lx. 
0 ~ t ~ l  

Dt~MO~STRATIOh'. -- P a r  d4finition pour  xeD~(O), on peu t  4crire x = u ( 0 )  off 
t*-°u(t) est continue ~ valeurs  dans D~ et t*-Ou'(t) cont inue ~ ~nleurs dans X.  On 
peu t  6crire 

t 

= u(t) - - tu ' (s)  ds ,  pour  t < 1 ,  X 

0 

2 2  - A n n a t i  d i  l] lalemat~ca 
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d'ofl 
t t 

t - O ( e x p [ t A ] - -  X)x = t - o f e x p [ s A ] A u ( t ) a s - -  (exp IRA]--1) t-.fu'(s) ds . 
0 0 

Comme e x p [ t A ] - > l  fo r t ement  ]orsque t - + 0 ,  on en d6duit  que 

lira t-O(exp [tA] -- 1) x = lira t~-OAu(t) 
t--~O t---~O 

car  
t t 

x < s ~ - ° -  0 
0 0 

off M d6signe le m a x i m u m  de I[tl-Ou'(t)l]x pour  r e [ o ,  1]. 
On a ainsi ob tenu  que pour  x~D~(O), la fonct ion t -O(exp[tA]--1)x est born6e 

dans  X lorsque t--> 0 et  de plus il existe une cons tan te  25 telle que 

[It-O(e p I t .4]  - -  1)  x < 2511xN  (o) . 

Pour  x e D~, on a 6v idemment  

l im t-0(exp [tA] -- 1) x = O, 
t o o  

cet te  propri6t6 s '6 tend  ~ t o u t  x eD~(O) pa r  densitY. 
R6c iproquement  s i x  e X est  tel  que 

t-O(exp [tA] -- 1) x ~ 0 

darts X lorsque t--~ 0 alors en loosant 

t 

if u(t) = ~ exp  [sA]xds 
0 

on obt ien t  u e C ( 1 - - O ; D A ,  X )  te l  que u(O)-~x.  E n  effet on a, 

An(t) = ~ (e,,p [tA ]-- 1) x 

et  pa r  cons6quent  tl-°u(t) est continue ~ valeurs  dans DA. 

t 

u'(t) = -~exp [tA]x - - ~  exp [sA]xds 

t o 

if (exp [tA] -- exp [sA]) xds  

o 

D ' a u t r e  p a r t  on a 
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d'ofl 

t if (exp [tA] - -  exp [(t - -  s)A]) x d s  

0 

t 

1 
= - [ a x p  [(t - s) A ]  (~xp [ , A ]  x - ~) ds 

t ~ j  
0 

t 

o 

t 

0 

avec  ~ fonct ion continua g valeurs  duns X nulle an z@o. 11 est clair que t ~ t~-o,V(t) 

est cont inue duns ]0, 1] et elle t end  vers  z6ro ]orsque t - ~ 0  car 

t 

if lttl-Ou'(t)Iix<<. ~ 119J(s)ilxds --> O . 

0 

C.Q.F.D. 

2.4. On passe ma in tenun t  g l '6 tude de l 'espaae (Y; X)o duns le aas off Y----- N D&, 
off les A~, j = 1, 2, ..., n sont une fumille d 'op6ruteurs  lin~aires ferm6s duns X. J =1 

Techn iquement  duns une premiere  6tape, on supposeru que Y - - - - D a n  Z off Z 
est  uu  second espuce de Banuch  contenu duns X uvec inject ion cont inue et  que A 
v6rifie (2.1.) et  l 'hypoth~se  suppl6menta i re  su ivante :  

(H) Z est s table pa r  ( A - - t ) z  1 pour  tou t  t > 0  et 

(2 .2 . )  ii ( A - -  t ) -* l l . _ , .  < c ~ . .  

On u ulors le 

L E ~ I ~ ;  2.7. - On a l ' identitd 

( D , n  Z;  X ) e =  (DA; X ) o n  (Z; X ) o .  

D~MO~ST~A~IO~.- L:inclusion du t e rme  de gauche duns celui de droite r6sulte 
de la d6finition. R6aiproquement  soit x e ( D ~ ;  X ) o n  (Z; X)o;  on suit alors qua 
x = u(0) uvec u E C{O ; Z,  X )  ct que 

t l - ~ A ( A  --  t )  l x  --> 0 
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duns X lorsque t -~  ~ co. On pose alors 

v ( t )  - - ~ u(t);  

on a v(0)== u ( 0 ) =  x et on va  v~rifier que veC(O; Z n D ~ ,  X) ee qui uch~veru de 

d~montrer le lemme 2.7. Du  fuit que tOu(t) est continue ~ valeurs duns Z, tOy(t) 
u la m~me propri4t4 gr£ce ~ (2.2.). On peut  aussi ~crire 

d'ofl 

tOAv(t) . . . .  

t 

u(t) = x - f u ' ( s )  ds 
0 

t 

0 

Pa r  hypoth~se sur x, le premier terme du second membre eat continu duns [0~ 1] 

vuleurs dans X et d 'uut re  pa r t  du fair que tOu'($) est continu duns [0, 1] ~ valeurs 
$ 

duns X,  1~ fonetion to{1/tfu'(s)ds} a ]a m~me propri~t~ et par  consequent  t~v est 
o 

continu clans [0, 1] £ valeurs dans D ~ n  Z. 

Pour  terminer  on ~erit que 

t 

1 t 1 -2 1 r ; 

0 

en ruisonnant  comme ei-dessus on voit  uis4ment que t v' eat continu duns [0, 1] "~ 

vuleurs dans X.  C.Q.F.D. 

Si main tenan t  on suppose que Z--~ D~, il suffira que 

I f (B-  to ) (A-  ;.)-I(B-- to)-tiIx_~x~ C/t 

pour tou t  t >  0 et pour  un to dans l 'ensemble r6solvant de B, pour que (H) soit 
v6rifi6. On aura, alors 

(D A n DB; X ) l _ o :  D~(O) ~ D•(O) . 

C'est le cas en particulier si les rSsolvantes de A et B commuten t ;  de cette remar- 
que on d4duit le 

T~]~OR~IE 2.8. - Soit A1, ..., A ,  une familIe d'opdrateurs lindaires fermds dans X 
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vdri]iant tous (2.1.) alors si [(A~--t)-~; (A~- - t ) -~ ]=  0 pour tout i e t  tout ~ at t > 0  

et si on pose: 

D~= N ~.~, (~), 
i = 1  

on a t'4dentitd 

(DA; X)~-o = n DA~(O)" 
i = l  

E x s ~ e ~ E  2.9. - Soit X = Lv(R ~) e~ Y--= W~(R ~) espace de Sobolev d 'ordre  un 

relatif ~ L~ duns R" alors l 'espace (Y;  X)x_ 0 est le sous-espace de L~(R' ) form6 des 
fonctions u $elles que 

1 [u(x Jr te~) -- u(x) l~dx] ~ O, ? 
R ~  

lorsque t ->  0 pour  j ---- 1, 2, ..., n. I1 suMt pour  £en  conv~incre d '~ppliquer les 
Sh6or~mes 2.8. e~ 2.6. uvec A)-----~/~x~. ]~'esp~ce ~insi obtenu est done 1~ ferme- 
~ure de ~ " W~(R ) duns l 'espace de :Nikolski H~)(R~). 

2.5. L 'o r squ 'on  veut  g6n6ruliser le r6sultat  de cet exemple uu cus off Y est un 

espace de Sobolev d 'ordre  sup6rieur h u n ,  on est naturel lement  conduit  g expliciter 

( D ~ ,  X)~_ o toujours sous les m~mes hypotheses sur A. On ~ le r6sultut suivant :  

T ~ O R ] ~ E  2.10. - Si A vgri]ie (2.1.) alors 

DA,(O ) = (DA~.~ ; .DA~)I-a 

oi~ k est la part@ enti~re de mO et q sa part@ ]raetionnaire, d~ condition que mO ne soit 
pas entier. 

]~XE~IPLE 2.11. -- Soit X = L~(R ~) et Y== W~(R '~) espace de Sobolev d 'ordre  m 

relatif ~ L~ dans R ,~ alors pour  mO non entier, mO= k 47 a, k entier, a e ]0,1[,  ( Y; X)~_ o 
est le sous-espace de W~(R ~) form6 des u telles que 

f V/~ 
I ID~u(x ÷ t~) -- D~u(x)?dx) -> 0 ,  

R n  

lorsque t - + 0 ,  pour  t ou t  mult ientier  ~ de longueur k et ] = 1, 2, ..., n. 

C'es~ done lg fermeture de W~(R ~) duns l 'espgce de ~ikolski  H~O)(R'~). Ceci 
s 'obt ient  en gppliquunt  le th6orgme 2.10. uvec A = ( 1 -  A)~, le th6or~me 2.8. et le 
th6or~me 2.6. uvec A j =  3/~xj. 

(s) Muni de is norme somme des normes des graphes des A~. 
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L~ d~monstr~t ion du thSor~me 2.10. est  f~stidieuse; elle rSsulter~ de plusieurs 

l emmes :  

LE~I~E 2.12. - x ~  (Y; X)~ si et seulement si il existe un  couple de ]onetions u et v 

dd]inies dans ]0 r 1] telles que x ~ u( t ) -~  v(t) pout  tout t et 

(i) t -+tOu(t)  est continue de [ 0 r l ]  dans  Y ;  

(ii) t - ~  tO-iv(t) est continue de [0, 1] clans X .  

D~O~ST~A¢I0~ .  -- P u r t un t  de 1~ d4finition 2.1. lu n4cessit~ des conditions du 

l emme 2.10. est  ~vidente en pos~nt  

t 

v(t) = - tu'(s)  a s .  
o 

R4ciproquement  si les conditions du ]emme 2.12. sont reml)lies on u aussi x -~ u~(t) -~ 

÷ v~(t) off 

t t 

ul(t) =l-tfu(s)dsr vl(t) =~fv(s)as 
0 0 

et  alors 

(i) t°u~ est  cont inu de I0 r 1] d~ns I~; 

(ii) tO-*v~ est  cont inu de [0, 1] duns X .  

On u nScessuirement v l ( 0 ) =  0 done x =  u,(0) et on conclut  en obse rvan t  que 
u~e C(O; Y ,  X )  car t0u~ est  cont inu ~ vulcur  duns Y t~ndis que 

tOu'~( t) -~ _ tOv'~( t) ~- _ tO-~ v( t ) -4- tO-~v~ ( t ) 

done tOu'~ est cont inu ~ valeurs  duns X.  C.Q.F.D. 

On in t rodui t  ~ present  une not ion voisine de tu clusse J~0 de LIO~S-PEEcnE [16] : 

D~F~x~IO~ 2.13. - Soit  Z un  espace de Banaeh  tel que Y c Z c X r on dit que Z 

est de elasse 0 entre Y e t  X si 

(i) il existe une  constante C td le  que 

Ix ~ C  x ~ °~x o 

pour  tout x ~ 5~ ; 

(ii) Z e s t  eontenu avee in~ection continue r dans (:Y; X)O. 
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I1 est  616mentaire de :6rif ler  que Z ~  (Y, X)o est  de classe 0 ent re  Y et X ;  

cependunt  pour  1~ suite l ' exemple  suiv~nt  est plus impor tun t .  On considgre de nou- 
veuu  un  op6mteur  A lin6~ire ferm6 d~ns X ,  v6rifiant  (2.1.) 

PROPOSITION 2.14. -- Si  A vdri/ie (2.1.), D~ est de classe 0 = 1 - -  k /m entre DA,~ 
et X .  

D~O~STR.AT:O~. -- Pou r  v6rifier 1~ propri6t6 (i) de 1~ d6finition 2.13., il suffit 
de v6rifier l ' ex is tence  de C~,~ tetle que 

IIA~x]:x< :-kI,, ~ kI~ HA xil: 

p o u t  t ou t  x e D ~ .  E n  fair  su ivan t  GLAZ~A~-LIovBITC~ [12½] l ' in6galit6 ci-dessus 
d~ns l e c u s  g6n6ml r6sulte de l ' in6galit6 particu]i~re avee  m ~ 2 et  k = 1 e t  

C,~,k < (C~,:) k('~-k) . 

P o u r  v6rifier l 'exis tence de C2,:, on 6crit que pour  x s D~ on ~ pour  tou t  t > 0: 

A x  = (A -- t)-~A~x - t A ( A - -  t )-:x . 

Grgce g (2.1.) on d6duit  qu ' i l  existe M tel  que 

,IAxH<M(~[IA~xl] + t][x],) 

pou t  t o u t  t > 0; le r6sul ta t  suit en p rennn t  le m i n i m u m  p~r ruppor t  ~ t. 

Pou r  v6rifier 1~ propri6t6 (ii) on se ram~ne uu c~s off A est inversible en rempla-  
9unt even tue l lement  A par  A -  to ~vec to > 0; a lors on v6rifie a is6ment  pa r  une 
suite d~int6grations pa r  purt ies  que 

oo 

x = (-- 1)" [(m(2m----1)l)!!] 2 f s ,~_ :A~(A  _ s)_~,~xd s 

0 

pour  t ou t  ~ > 0 on peu t  done 6crire 

o~ 

x = ÷ 

( 2 m - -  1)! [" 
u(~) = (--  1) . . . . . . .  ts, ,~-:A,~A - s)-~'~zds 

[(m - -  1 ) ! ]~ J  
0 

oo  

v(~) = (-- 1) ~ s'~-:A~(A s)-~'~xds 

7;, 



344 GIUSEPPE D,~ PRn~o - PIERI~E GRISVa~D: Equations d~dvolution abstraites, etc. 

Uti l i san t  le fa i t  que  x e D ~  on p e u t  6crire grace  ~ (2.1.) que  

0 

co  

On ob t i e n t  le r6su l tu t  esp6r6 en  p o s a n t  z----t -~m c 'es t -~-dire  x =  u(t-~m)+ v(t-,/~,) 
et en r e m a r q u a n t  que  les fonc t ions  z - + z ~ - ~ A ~ ( ~ )  et  zT*v(v) sont  con t inues  en 
z = + c~. C .Q.F .D.  

L ' in t6 r~ t  essentiel  des classes d ' espaces  in t rodu i t es  dans  la d6finit ion 2.13. est  
la propr i6 t6  de (( r6 i t6ra t ion  ~ s u i v a n t e :  

TH~On~)~n 2.15. - Soient Zo et Z~ deux espaees de Banaeh, respeetivement de elasse Oo 
et O~ entre Y e t  X if) alors (Zo; Z 1 ) o :  (Y ;  X)~) oi~ o ~  ( 1 - - 0 ) 0 o + 0 0 1 :  

Le th6or6me  2.10. rdsulte  d i r ec t emen t  des 6nonc6s 2.14. et  2.15. 

D~)m~STt~Aa:IO~'. - On  p a r t  de x ~ (Zo; Z~)o; d 'apr~s  le l e m m e  2.12. on  a p o u r  
t o u t  t e [0, 1], x = u(t) + v(t) avec  t -+ t°u(t) con t inue  de [0, 1] duns  Zo e t t  ---> tO-'v(t) 
con t inue  de [0, 1] darts Z~. De  1~ d6finit ion 2.13. p a t t i e  (ii) on  dddui t  que  

u(t) = ~(t; s) + fl(t; s) 

v(t) = 7(t; s) + 6(t; s) 

pour  t o u t  s e [ 0 ,  1] ~vec 

(t; s) ->{t°s%; t°s°o-*fl; t°-'s°,r; t°-'s°,-l ~} 

(s) On suppose 00 < 0x, ee qui implique Zo c Z1. En effe~ s i x  e Z o, d'apr~s le point (ii) 
de la ddfinition 2.11. on a x = u(0) off ueC(O; Y ,X) .  On a aussi x = ul(0 ) oh 

t J  
0 

I1 est facile de vdrifier que t°,u~ est continu de [0, 1] darts X et to°+iu~ est continu de [0, 1] 
dans Y. D'autre part  d'apr~s la partie (i) de la ddfinition 2.1. on a 

fl~4(t) llz~ -<< ctl~;(t) fjF °~!i~kt) lj°~ , 
&off 

tl u~.(t)Ilz,< clt~ 1+°°-°' 

1~ fonction u~ es~ done in~dgi'~ble ~ valeurs darts Z 1 dbs que 0o< 01, d'o~l u l ( 0 ) =  x~Z1.  
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cont inu de [0, 1] ×[0,  1] da,ns Y x X  x : Y x X .  On obt ien t  pa,r consequent  la, dScom- 

posi t ion suiva,nte de x: 

off 

= u,(t) + v,(t) 

l 
ug(t) : ~(t°~-°°; t)-~-~(t°'-°'; t ) ,  

vl ( t )  = #(t°'-°°; t) ÷ a(t°~-°'; t ) .  

I1 est  514mentuire de v4rifier que t-->t~ul(t) est continue de [0, 1] da,ns Y et 
t --> t~-~v~(t) est cont inue de [0, 1] duns X et pa r  consequent  x e ( Y; X)~.  Ceci p rouve  
l"inclusion 

(Zo;  Z1) .~ ( Y ;  X)(~ . 

Pour  p rouver  l ' inclusion inverse,  on p a r t  de x E ( Y ;  X)  doric x = u ( O )  a,vec 
u e C(o); Y,  X).  Lu fonct ion u, d4finie pa r  

t 

0 

t e ]0, 1] 

vSrifie ~gulement x ~-u~(O) et uppur t ien t  uussi £ u e C(o~; Y, X).  
Cependa,nt de l ' ident i t4  

0 

on d~duit  qu 'en  outre  t-->t~+lu'~(t) est  cont inue de [0, 1] duns Y. 

P a r  t ronquu tu re  on peu t  a,ussi se r~mener  a,u cus oh u1(1 )=  0. 
x = v( t)  + w ( t )  a , v e c  

1 

0 0 

On a, donc 

La, fonct ion u '  1 p rend  ses vuleurs duns I7 donc u fort iori  darts Zo et Z1; grace £ lu pre- 
miere pa,rtie de lu d~finition des classes 00 et 01 on d~duit  du fair que ~+1u'1 et t~u'~ 
sont continues de [0, 1] duns Y et X respec t ivement ,  que t~°+l-°°U'l et  t~+~-°'u~ 
sont continues de [0, 1] da,ns Zo et Z1 respec t ivement  (7). Pa,r int4grat ion on en 

(7) Le seul probl~me est en z~ro m~is comme t u 1 --> a dans X on en d~duit que 
t~°+lu~(t) ---> 0 d~ns Y d'ofi t~+l-OJu~(t) ---> 0 duns Zj pour j = 0, 1. 
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d6duit que t -+ t~-°~v(t) est continue de [0, 1] duns Z~ car O~ > o~ e t t  ---> t ~'- °ow(t) est 
continue de [0, 1] duns Zo c~r o~ > 00. 

On conclut grace au lemme 2.12. que $ e (Zo, Z~) o car ~ ~ v(t ~) + w(t~), t ~ [0, 1] 
UVeC 

0 1 - - 0  
o~ - -  0o 0 1 -  ~o 

(grace ~ la relation ( o =  (1--co)0o+ o~0~) et t-->t°w(t ~) est continue de [0, 1] duns 
Zo et t - + t ° - ~ v ( t  ~) est continue de [0, 1] duns Z~. C.Q.F.D. 

3 .  - E q u a t i o n s  l i n 6 a i r e s .  

3.1. Cet~e p~rtie est consacr6e ~ l 'utilisution des espaces D~(O) introduits en 2.2. 
duns l '6tude de l '6quution d'6volution 

(3.1.) u ' ( t ) -  Au ( t )  ----- ](t) duns I = ]0, T[ 

avec la condition initiule u ( 0 ) ~  ~. On suppose ici que A est g6n6rateur infinit6- 
simal d 'un  semi-groupe analyt ique for tement  continu duns E espuce de Bunuch. 

Pour  6tre precis, on suppose que ( A -  2I) est inversfble pour ]urg 2] < 0A(0~> ~/2) 
et que 

I (3.2.) H (A - z I ) - 1  [, < 

pour u r g e . =  0, i01<0~ (s). 
l~otre point  de d6part est le 

C (O) 

T m ~ o r ~ E  3.1. - Pour  tout ]eC( [0 ,  T]; D~(O)) et tout x EDa(O-~ l )  l 'dquation 
(3.1.) possOde une unique  solution u e C ( [ 0 ,  T]; D~(0+1))  telle que u ( O ) :  x, i~ con- 

dit ion que 0 6]0, 1[. 

Ici on ~ pos6 par d6finition D~ (0 + 1) = (D~,; D A )  I _  O ~= (U ~ O A ; A u  e D a(0) }. Pour 
pr6ciser routes les constantes duns lu suite, on utilisera sur D~(O) et D~(0+1)  tes 
normes suivantes:  

~ []xI]o == ]lx!IE + m a x  I]toA(A --  t)-lxll~ et x~ ~ ]lxj]o+l = lixl!~ -[- [[Axl!o. 
t>~ l 

D~0~STRATIOr¢. - La  solution de l '6quution (3.1.) v6rifiunt u(0)== • s'6crit 
u(t) : v(t) + w(t) Oil 

v(t) = e x p [ t A J x  , 
t 

-~[exp [( t--  s )A]  ](s) d s .  w ( t )  

o 

(s) On supposer~ que C~ est une fonction paire pour simplifier. 
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L '~ tude  de v(t) eat facile car les op~rateurs  exp[ tA]  sont,  pa r  in terpolat ion,  ~qui- 

continua darts D~(O+ 1) pour  t d~cr ivant  t ou t  intervMle born~ de [0, -~ c~[ et corn- 
me D~ eat dense dans D~(O ~ 1), t --> exp [tA] est  f o r t e m e n t  eont inu dans D~(O + 1). 
E n  consequence v est  cont inu dans  [0 , -~-oo[  ~ valeurs  d~ns D ~ ( 0 + I )  e t  

tlv(t)IIo+~<MIIxI[o+ ~ ai t [ e x p [ t A ] l ! ~ < M .  

L '4 tude  de w(t) est  l 'easentiel  de la d~monatrat ion.  

On sait  que 

exp [td] -- I f exp [tA] (A --  ~.I) - I  d). 
z ~ d  

:J 

off y est  nne eourbe situ6e dans  le seeteur  l a rg21<0~  et jo ignant  o o e x p [ - -  i0v] 
ooexp[i0v]  off ~ / 2 < 0 r <  0~. On dSduit  que 

g 

. )  2i7~ exp [(t --  s) 2] (~L --  2I)-~](s)dsd2. 
0 

Sur eet te  identi t5 on va  d ' abo rd  v~rifier que w( t )~DA(O~l )  il f au t  pour  eela pr~- 
eiser la croissanee de (A--2I) -~](s)  le long de y: 

L~_~m 3.2. - Pour y~DA(O) et ] a r g 2 [ < 0 ~  on a 

HA(A -- 2/) -~y l [~<(1 + 2C~(]~rg 2 ~ llYllo 
"~ 127'  

On ~dmet  p rov iso i rement  ee r6sultat .  On a Mors 

puis 

Aw(t) = -- - -  

t 

]i w(t)[/~ < IM iI ](s)1[~ d8 < ~ T  ~rax II/(t) II 
" t ~ E 0 , T ]  
0 

t 

lff 2i7~ exp [(t --  s )2]A(A  -- ,LI)-l](s)dsd2. 
?o 0 

Comme f(s) est  £ vMeurs  dans D~(O) la ma jo ra t ion  du l emme 3.2. impt ique que 
A ( A - -  ).I)-l](s) est  int~grable au  voisinage de 2 =  0; Mnsi on pen t  d~former y en Yo 

contour  form6 des r ayons  isaus de 0 et  d 'angles  ~- 0./ et  - -  0 r avec  l ' axe  r6el positif .  
I t  v ien t  

t 

llAw(t)ll~ ~ f f exp[(t--  8) ][~e 2 ] ( 1  ~- 2 G A ( O V ) } ~ d s l d 2  ] 
y 0 oo t 

= ~  exp[(t--s)(eosO~lr]{1 + 2C~(0,)} t1] ]]Odsdr 

0 0 
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+ c o  t 

ds 
< <cos0vp_0 ( f  exp[ - --~o~Maxi!l(s)[Io 

0 0 
+z¢  

< )7/o~o~7a ~, exp [ -  ~] = 5~ax II~(t)IIo. 
~} teD,T]  

0 

Enfin  pour  6valuer la no rme  de w(t) duns D~(04- 1) it f au t  encore m~jorer  A ( A - -  
--~I)-XAw(t). P o u r  cel~ ut i t isant  te calcul fonctionnel  de Dunford  on r emarque  

que ~u moins pour  / e  C([0, ~] ;  D~) on 

t 

A ( A - - ~ I ) - l w ( t ) =  2 i ~ r l f f e x p [ ( t - - s ) ~ ] ~ - - - ~  (A-gI)-ll(s)&dg 
~, 0 

done en d6formun~ ]e contour  d ' int4grut ion on obt ient  

I]A(A -- ~I) -~ Aw(t)II E < 
+ ~  t 

f f  r 1 exp [ -  ( t -  s)l eos0~lr] Ir exp [ +  iO~] ~l {1 + 2¢~0,)} Ili I1~/sd r 
0 0 

+co  

11 -~ 2C,~(Ov) f dr Max !i](s)i[o 
"<< ~ cos 0, Ir exp  [-4- iO~] -- ~Ir ° o<~<t ~ 

0 

+oo 

< cos0, Iexp [~= iO,]- ~1~ ° o<~<~ax [I ](t)ilo. 
0 

E n  r6unissant  routes  les mujora t ions  ainsi obtenues  on voi t  que pour  ] ~ C([0, T] ; D~) 

o n  a 

]lw(t)llo+~<K(O)(] 4- ~)(1 4- ¢A(0,)) (1 ÷ II/(t) l[o. ]cos 0~ I/~o,~] \ 

P a r  densit6 it en r6sulte que pour  [ e  C([0, T];  D,~(O)), w est l imite uniforme dans 
D,~(O-~ 1) de fonctions continues g valeurs  dans D~(O-~ 1) donc w e C([0, 2/']; D~(04-1)) 
et  la m~jora t ion  indiqu6e res te  vraie.  C.Q.F.D. 

I~E~IARqu~ 3.3. - L ' in6gali t6 ob tenue  est  done 

+ Max Ht(t)[~o} 

mont r e  que mgrne lorsque T ~ 0 avee x = 0 la costunte ne t end  pas  vers  z6ro. 
Cela d6pend du t e rme  llA(A--~I)-lAw(t)llE off on u en fair t rouv6 18 meilleure 
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majorat ion possible; en effet si ] ( t ) =  yeD,~(O) pour tou t  t on 

Aw(t)  = (exp [tA] -- 1) y 

et par cons4quent si 1~ const~nte da~ns (3.3.) tendai t  Yers z~ro evec T on ~ur~it 

M~X I[exp [tA]y -- y[!o > 0 

ceci impliquer~it que t -+  exp [tA] est uniform4ment continu duns D~(O) done que A 
est born4 duns D~(O) (el. DU~01CD-SC~WAI~Z [11])~ ce qui n 'est  p~s vrui en g4n4ral. 

D]~0~STR)~O~ DU L]~r~n 3.2. - a) Pour  1~]<1 on 5erit 

A ( A -  ),I)-~y : y +  ) ~ ( A -  ),I)-~y 

d 'oh grace ~ (3.2.) 

lt l]o 
I]A(A -- 2I)-1y]1~<{1 ~- C~(l~rg2l) } tlyl]~<{ 1 + 2C~(l~rg21)} ]210 • 

b) Pour  ]2]~1 on 6crit 

A ( A -  2I)-~y = ( A ( A -  ~I) - ~ -  I 2 I ( A -  2I)-~} 

A ( A - -  ]~]I)- 'y 

et on en d6duit  que 

llyilo IIA(A -- ),I)-~yll~<{1 + 2Ca([urg21)} I),lo 

grace ~ lu d~finition de lu norme d'indiee 0. 
Techniquement  duns lu suite on utiliser~ le r~sultat uuxiliaire suiv~nt: 

P~OPOSITIO~ 3 . 4 . -  Pour tout fEL~([0 ,  T]; D~(O)) et tout x~D.~(O~ l )  l'dquation 
(3.1.) poss~de une unique solution u ~ C([O~ 1]; D~(0 ~ - 1 - - s ) )  telle que u ( O ) ~  x ~ con- 
dition que O ~ e ~ O ~ l .  

L~ d4monstr~tion suit ex~ctement les m~mes idles que celle du th4or~me 3.1. ; 
les mujorutions sont plus simples grace ~ l 'expos~nt e > 0. 

3.2. On v~ m~inten~nt  reprendre t '6tude pr~c~dente da, ns le c~s de t '~quation 
plus gSn~r~le 

(3.4.) u ' ( t ) -  A ( t ) u ( t ) ~  ](t) duns I---- ]0, T[ 
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u~ec 1~ condition init.i~le u(O)-~x .  On suppose que pour tou t  t e l 0 ,  T], A ( t ) e s t  
g~n~ruteur infinitesimal d 'un  semi-groupe analyt ique ~ortement continu duns ~ ,  
d~pendunt r~guli~rement de t. Plus pr~eis~ment on suppose que 

(i) D~(~) ne ddpend pus de t ~[0, T]. 

(ii) II  existe 0~]0,  1[ tel que D~(~)(0-~I) ne ddpende pus de t~[0~ Y]. 

(iii) L'appIication t - ~ A ( t )  est continue 6 valeurs duns L(D~(o); E). 

(iv) L~appl~cat~on t - + A ( t )  est continue 6 valeurs duns L(D~(o)(O-4-1); D~+)(O)). 

Sous les hypotheses (i) et (iii) on pea t  remurquer que Ies A(t) sent << nni~orm~- 
ment  >> g4n~r~teurs infinit4sim~ux duns le sens du 

L]~r~E 3.5. - I1 existe Oz et C~ ind~pendants de t tels que 

C~(0) 
(3.5.) I f (A+-  < T 

pour l~rg~l = 0, 6 < o <  o.~, tero, r ] .  

D~o~sm~Amio~.  - Pour  It-sl ~ssez pet i t  de sorte qne, par  exemple, 

- -1  1 tt(A(t)- A(s ) ) (A ( s ) - -  S) il~->~<~ 

pour tout  ~ avec :Re2>0,  ,~ee0 on a 

done 

(A(t)- ~S)-'= (A(s)- ZS)-'{~ + (~i(t)- ~i(s))(A(s)-- ZS)-')-' 

II(A<t)- 1I=->= < 

La comp~cit~ de [0, T] implique l 'existence de C tel que 

C 
l l (~ ( t ) -  ,~s)-, < ~-1 

pout  tout  ~ ~ e e  R e ~ > 0 ,  ~ =/= 0. Le Lemme 3.5. suit p~r des arguments cl~ssiques 
(bus~s sur l '~nalyticit4 de lu r4solYunte). 

On en d~duit fucilement que les hermes des espuces D~<~l(O) (et D~(t)(O~-1)) sent 
aussi uniformSment ~quivalentes e'est-h-dire qu'il  existe M ind~penda.nt de t et s 
duns [0, T] tel  que 

(3.6.) ~ N~-oa(t)(~(t)- ~s)-~y It,< ~ ~ II~-o~(s)(~(s) - ~S)-ly I1. 
.~1 ~1  

pour tou t  y ~ D~(o)(O ). 
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T I~OlC~E  3.6. - Pour tout ] ~ C([O, T];  D.~(o)(0)) et tout x ~ D.~(o)(O-{- 1) l'dquation 
(3.4.) possdde une unique solution u e C([0, T];  D~(0~(0~-1)) telle que u(O)= x. 

D~N!ONSTI~ATION. -- On utilise un ruisonnement  de per tu rba t ion  a purt i r  du r6- 
sul ta t  du  Th~orgme 3.1.: On eonsid~re l '~quation dan,s un  interval le  5ventuetle- 
merit plus pe t i t  [a, hi; duns cet interv~lle on r ~ e r i t  l '~quation (3.4.) sous lu forme 

u ' ( t ) -  A(a)u(t) = f(t) + { A ( t ) -  A(a) }u(t) 

et  on pose u(a) = y. Comme A(a) est un  g6n6rateur infinitesimal, c 'est  6quivalent  
l 'gquution iut~grale 

0 

off on u pos6 g( t )= u ' ( t ) - -A(a)u( t ) .  Gr£ce au Th~or~me 3.1. l '6quat ion (3.7.) est 
posse duns l 'espuce C([a; b]; D.~(,)(O)) et  elle poss~de une solution unique si l 'op4ruteur 

t 

{A(t)- s)A(a)Jg(s) ds 
0 

est une contract ion stricte. Pour  v@rifier cet te  derni~re condition on in t rodui t  le 
module de continuit@ de t--->A(t) consid@r@ comme op@mteur de D~c0)(0d-1) duns 
D~o)(O) 

eo(~) = Max IIA(t) -- A(s) llg~(o)(O ~ ~)_~).(o)(o) . 
lt-sl<a 

On a ulors 
t 

Ii g(t)Iio< (b - a)  1ax I [e p [(t - 
a<~t<~b a<<.t<b tt J 

0 

M a x  o 

d'upr~s l'in~galit~ (3.3.). On en d~duit qu' i l  existe 8 ~  0 d~pendant  un iquement  
de co et  de CA(O~) et  0~ te l  que pour  b--  a<8 ,  T soit de norme < 1 darts C([a; b]; 
D~(.)(O)). E n  cons6quenee pour  tou t  y ~ D~(o)(O d- 1) et  t ou t  f ~ C([a, b] ; D~(o)(O)) l'~quu- 
t ion (3.7.) poss~de une solution unique g duns C([0, b]; Dj(ol(O)) ~ condit ion que 
b - - a <  8. Gr£ce uu Th~or~me 3.1. il revient  au m~me de dire que l 'Squation (3.4.) 
poss~de une solution unique u ~ C([a, b]; D~(o)(0~l)) duns [a, b], v6rifiant u ( a ) =  y. 
E n  recotlunt de telles solutions on obt ient  le Th6orSme 3.6. C.Q.F.D. 

3.3. Voici pour  termincr  quelques remurques concernunt  le cas le plus fuvo- 
ruble off E est un espuce de HiIbert .  Les r~sultuts mentionn4s ici ont  sur tout  pour  
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rOle de montrer 1~ n4cessit4 de l'introduction des espaces 4'interpolation continue 
d6finis au § 1. 

On revient ~ 1~ situation du point 3.1. Le probl~me consider5 alors, uu moins 
pour T----+ 0% 4quivaut, en posunt 

l'~quation 

0 t < 0  
(t(t) = u(t) t > 0 

(V (t) -- A(t(t) = ](t) -~ x ~ ~ . 

Le th6or~me de multiplieateurs de DUSTFORD-SCHWARZ [111 permet de v6rifier le 

T I t ~ o g ] ~  3.8. - Pout  tout ]eL~([O, T] ;E)  et tout x e D ~ ( 1 / p ; p ) ,  il existe u ~  
~L~([0, 11; DA) unique solution de (3.1.) avee u(O)----- x, Tour 1 <  p<-}-c~  ("). 

Ensuite le m~me argument de perturba,tion qu'en 3.2. permet d'~noncer le 

Tm~om~z~ 3.9. - Sous les hypotheses (i) et (iii), pour t o u t / e L ~ ( [ 0 ,  T]; E) et pour 
tout x ~ D,~(o)(1/p ; p ), il existe u ~ L~([0, T]; DA(o)) unique solution de (3.4) avee u( O ) = x, 

pour l < p < + c~. 

I1 est important de rioter qu'il est impossible d'~tendre ces ~nonc~s au c~s off 
on rempl~ce les espaces L~ par des esp~ces de fonctions continues taunts de 1~ norme 
du m~ximum. En effet, on a d'abord le rSsultat p%liminaire suivant: 

LE~r~  3.10. - On suppose que A est un ggndrateur in]initgsimal de semi-grouTe 
analytique dans E,  tel que pour tout f e C([0~ T]; E)  l'dquation (3.1.) admette une uni- 

que solution u e  C([0, T]; D.4) avee u(O)= O. Alors pour tout ]eL®([0, T]; E) l'~qua- 
tion (3.1.) admet une unique solution u e C([0, T]; E) (3 L~([0, T]; DA) avee u(O) -= O. 

D~O~STgA~Io~. - On consid~re l'op~rateur integral 8 qui r~soud le probl~me- 

u(t) = (8])(t) =.[exp [ ( t -  s) A] f(s) ds .  
0 

Gr£ce au th6or~me du gr~phe ferm6 A8 est lin6aire continu d~ns C([0, T]; E); 
soit K sa norme. On consid~re 5galement l'op6rateur int6gral ~ qui r6soud le pro- 
blame adjoint soit 

T 

v(t) = ( ~ g ) ( t ) = f e x p [ ( s - -  t)A*]g(s) ds 
t 

(9) DA(1/p,p ) est un espace d'interpolation r4el d~fini stt§ 6.2.; on peut ici se contenter 
de x=-0. 
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off 

-- v'(t) -- A*v(t) = g(t),  t e ]0, T[ 

v(T) = o .  

I1 est ela4r que Z e s t  l 'adjoint  de 8, de plus ~ op~re de L~([0, T];  E) d~ns 
L~([0, T];  E) .  E n  f~it A* ~ est lin~aire cont inu d~ns L~([0, T];  E ) :  ceci se vSrifie 
en remaxqua.nt que 

M:a,x Iin(A -- nI)-~ ASl(t)iI~ < K Ma.x HI(t)II~ 
t e[0T] te[0,T] 

pour  tou t  n. Ensui te  on 6erit que 
T 

f [!nA*(A* -- nI)-  g(t)[I dt 
0 T 

= [ t'(nX*(A*-- E dt 
te[0~T] 

T 

n A ( J - - ~ , [ )  -1 ~] ( t ) )d t  ~[~o, XT]][](t) l iE~I] ~-~KCA(O ) f IIg(t)llEdt 
o 

pout  tou t  n, c~r A ( A - - n I )  -~ et  8 commutent .  On ~ donc ~ lu limite (puisque A* 
est fe rmi)  ~ g eL~([0,  T];  DA.) et  

T T 

f liA* Eg( t )  Ii dt <~ KC~(O) f llg(t)E dt . 
0 0 

Une nouvelle t ransposi t ion mont re  que A 8  est lin4aire cont inu d~ns L~([0, T];  E) .  
C.Q.F.D. 

On en d6duit  1~ 

PROPOSITION 3.11. -- SOit A autoadjoint ndgatif dans E tel que l'injeetion de D~ 
dans E soit eompaete. Alors l'opdrateur ] ~-~Au olt u est solution du probl~me (3.1.) 
avee u(O)= O, n'est pas lindaire eont~nu dans C([0, T];  E) quand E est de dimension 
in]inie. 

DI~igOI~STI~ATION. - On r~isonne par  l '~bsurde en supposant  f -~-Au linS~ire con- 
t inu  d~ns C([0, T ] ; E )  done ~ussi d~ns L~([0, T];  E) grace au Lemme 3.10. 

Le spectre de A est diseret, form6 d 'une  suite de va.leurs propres ).j, j = 1, 2, ... 
telles que )~'~ --  c~. On ehoisit une suite de vMeurs propres tt~, k = 1, 2, ... telles que 

fzk+l<2t,~, Vl~. Soient ~ D ~  u~.ee A ~ k = t t ~ k ,  li~Ii -----1 et  a~----#; I, t ; = 1 ,  2, .... 
La, suite a~ t end  vers zdro en d~eroissant. 

Soit / lu fonct ion d~finie pur  

~ pour  t ~ [ 1 - -  ak; 1 -- akj.l[, k = 1, 2, ... 

](t) = 0 sinon 

23 - .dnnali d'~ Malematica 
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I1 est  clair que  ]eL®([O, 1];  E)  que  H](t) l I<l  p o u r  t o u t  t. Soi t  u 1~ so lu t ion  
eo r re spondun te  du  p r o b l e m e  (3.L)  ~vec u ( 0 ) =  0, il es t  clair que  

u(,) = f e x p  [ ( t  - -  s ) A ] ] ( s )  

0 

d8 z 

l--a~+l t 

l--a~ l--a~ 

p o u r  1 - - a . + ~ > t > l - - a . .  O n  a p o u r  les m~mes  t 

l--a~ l--an 

d'oi t  
l--a~+l 

i - ~  = i (exp [(t - -  1 + a ~ ) ~ ]  --  exp [(t - -  1 -~- a~+l)#k]) 2 

P a r  h y p o t h e s e  on allAu(t)I I -<_KG(0) p resque  p a r t o u t  d ' o h  

(exp [ ( t -  m + a~)t,~] - exp [(t - 1 + a~+~)s~])2 <K~ 0~(0) 
k = l  

pour  1 - -  a~ < t < 1 et  pour  t o u t  n. A la l imite  lorsque t -+ 1 et  n -+ -}- ~ on ob t i en t  

la conve rgence  de ]a s6rie 

(exp [s~a~] - -  exp  [~a~+d)  2 . 

C e p e n d a n t  on a 

lexp b~a~] - exp [~a~+l]  I = exp  [ -  1] ]1 - exp  [ n d ~ + l  - a~]]] 

exp  [ -  ½]I 

ce qui  6 tabl i t  1~ con t rad ic t ion .  

I~E~A~tQUE 3.12. -- On  p e u t  se d6burrasser  fac i lement  de l ' hypo th6se  que l ' injec-  

t ion  de D~ duns  E est  compac te .  
C e p e n d a n t  l '4nonc4 ci-dessus 4 t~nt  c e r t a inemen t  vrni  duns  des hypo th6ses  beau-  

coup  plus  g4nerales~ On se l imi te  ~t la P ropos i t i on  3.11. 
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4 .  - E q u a t i o n s  n o n  l in6a ire s .  

4.1. On 6tublit ici l 'existence d 'une solution loeMe pour  une 6quation de lu 
forme (1.1.). 

Pou r  celu on fixe une lois pour  routes,  un op6ruteur lin6uire ferm6 A de domaine D~ 
duns E. On suppose que A v6rifie (2.1.) de muni6re ~ pouvoir  consid6rer les espuces 
d'interpolu~ion D~(O) et D.~(O+I), relutifs ~ A pour  0~]0, 1[. Pour  simplifier on 
poseru 

IlxI]o = ll~II.~(o), pour • e D~(O) , 

IIBl[o+~oo= ]]B][D~(O+I)-~D.~(O), pour x eL (D~(O+ 1), DA(O)) . 

Soit 0 ~ ] 0 , 1 [  fix6 et  s o i t F  une  ~ppliea~tion de [O, T]×DA(O+ I) duns Da(O), 
not6e t, x-+q~(t; x). On suppose que 

(4.L) 

(i) ~ e c ( [o ,  T] × D A O +  m); DA(0)) ; 

(ii) 8qJ/3x e C([0, T] × DA(O -~ 1)) ; L(DA(O + 1); DA(O)) ; 

(iii) (~q~/~x)(t, x) est la restrietion ~ DA(0-[-L) d'un op&~ateur 8q~/Sx(t, x) non 
born, g dans E et de domaine DA, qui est gdndrateur d'un semi-groupe analytique 
]ortement eontinu v&i]ient (3.2.) dans E; eeci pour tout t~ [0 ,  T] et tout 
x~DA(O~ I); 

(iv) D(~l~z)(t,~)(O-~-l ) : DA(O-F1) pout tout t e l 0 ,  T] et tout x E DA(O~ I) (lo). 

TH]~Ott~ME 4.1 .  - On  suppose que q~ v&i]ie les hypotheses (4.1.) points (i) ~ ( iv)  et 
quexo~DA(O~- l). Alors~ il existe ~(xo) ~ O et une fonction unique 

u e c ( [o ,  ,(Xo)]; D~(O + 1)) n C,([0,  ~(xo)]; DAO)) 

solution de 

(4.2.) 
u'(t) = ~(t,  u ( t ) ) ,  

u(0) = xo.  

t ~ [0, ~(x)] 

[10) Tout ee qui va suivre reste vrai si oll suppose seulement qu'il existe ~: [0, T]× 
×DA(O + 1) -~R continu tel que 

(iii) (Oq~/Ox)(t, x) -- )~(t, x) soit gdngrateur infinitgsimal d'un semi-groupe analytique for- 
temenO continu, v6rifiant (3, 2) duns E. 

(iv) D(~/~)(t,~)_~(t,~)(0 + 1) = DA(O + 1), 

les hypothgses (i) e~ (ii) restant inchang6es. 
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Darts la dSmonstration, on utilisera les quantit~s suivantes: 

(~t.3.) L~,~(u)(t) = exp (t-,~)~x(S,x) u(z)d(~ 
8 

pour s e l0 ,  T]~ x e D A ( O + l ) .  D'apr~s le Th~or~me 3.1. appliqu~ ~ A : (8F/Sx)(s; x), 
on sait quail existe l(s; x ) e  R tel que 

(4.4.) 

et 1 d4pend continfiment de s e[0,  T] et x EDA(O@I). 
Ensui te  on note Ar ]e domaine triangulaire 

{(8, t); t e [ o ,  T], seE0 ,  t]} 

et on pose 
t 

y(s, t, x, y) = exp (t -- ~) ~x (s, x) q~((~, 
s 

y) da ; 

cette application est continue de A~×DA(0-~I) ~ dans DA(0~-I) d'apr~s le Th~o- 
r~me 3.1. 

D]~H0~ST~ATI0~ DU T~01Cl~HE 4.1. - On pose 

T(x) ---- ~(0, x ) -  Yo-- A ( x - -  xo) 

off yo = q(o, Xo) et A = (3q/3x)(O, Xo). 
I1 est clair que T(xo)-~ 0 et Tr(xo)= O. 
On a par cons6quent 

of(t, u(t)) ~- Au(t)-~ Yo-- Axo + {~(t; u(t)) -- q~(0, u(t)) -~ W(u(t)) } 

et le probl~me (4.2.) 6quivaut ~ l '~quation int~grale 

t 

~(t) - exp [tA] Xo + fexp [ ( t -  8) A]{yo- Axo + ~ (~; ~(8)) -- ~ (0; <8)1 + ~(~(8)1 } d~ 
0 

c'est-~-dire 
$ 

(4.5.) u(t) = xo + f e x p  [sA] Yo ds + ~(u)(t) 
0 

ola 

s (u)  = Lo,~o[~O( , ~( ' ) )  --  ~(0,  ~ ( . ) )  + V'(u( . ) ) ] .  
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Soi t  B(uo, ¢) 1~ boule  de cen t re  z6ro et de r g y o n  r dans  l ' espace  C([0, ~]; DA(O-t-1)), 
off Uo d6signe lg fonc t ion  cons t~n te  6gale h x0. On  v~ choisir  r et  ~ = ~(xo) de ma-  
nigre que  S soit une  c on t r a c t i on  s t r ic te  dans  B(u0; r). Si u et  v sont  deux  616ments 

de B(uo, r), on a 

1 

] , s ( + ( t ) -  sup  - + 
seEO,z] J ( 

0 

(0; (1 - -  a)u(s) + av(s)) I ldal]u(s)--v(s)llo+~ 
I 

+ Wx(S; (1 - ~,)u(s) + ,~v(s)) - ~  /o+~,oJ " 

Soit  

(4.6.) r ~ {}o+/ax O, xo; Xo" 

off ~a+m~ est  le modu le  de con t inu i t6  de ~9~]~x (~) au  po in t  (O, Xo) consid6r6 c o m m e  
fonc t ion  de DA(O-[- 1) dans  L(DA(O-t- 1); DA(O)). 

On u donc  

HS(u)-  s(v)il < ~ / lu -  vH 

dans  1~ n o r m e  de C([0, v]; D A ( 0 + I ) ) ,  p o u r  u et  v dans  B(uo, r) p o u r v u  que v<r 
cgr il r6sul te  de la d6finit ion de T qne 

d~,, (xo ; ~) < b~/e~(O , xo ; ~) 

p o u r  t o u t  e > 0. Le  pr inc ipe  des con t rac t ions  p e r m e t  alors d 'a f f i rmer  que  

( 1 -  S)(B(uo, r)) D_ B(uo-- S(uo), ~) . 

I1 en r6sul te  que l ' 6qua t ion  (4.5.) est  r6solublc duns  l ' e space  C([O, v]; D A ( 0 + I ) )  
condi t ion  que 

t 

expEs l odS < 
0 

(11) Soient E et /~ deux espaces de Banach et soit .Q un ouvert de E. Si ] est une appli- 
cation continue de £2 dans F, le module de continuit6 de ] au point x de £2 est par d6finition 

~s(x; s) = sup{6 > O, y, zeB(x, ~) c~ ~ II](x)--](z)llF<~s} >10. 
I1 est clair que I~l(x;e)-(~f(y;s)]<~]lx-y] l ,  Vx, ye~Q et Vs>O. 
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d~ns lu norme de C([0, v]; D a ( 0 + l ) ) ;  il revient  uu m~me d'exiger que 

t 

f exp [(t - s)A]cf(s; xo)ds 

0 I0+l 
r 

= b , (o ,  t, Xo, Xo) i lo+ ,<  ~.  

On choisira doric ~ de mani~re que 

<.< 6:, (0, O, 
\ xo,xo;2)  

of~ dv est le module de continuit6 de y au point  (0, 0, xo, xo) (c.f. plus hau t  la note  (~)). 
En  conclusion le Th6or~me 4.1. est d6montr6 avec 

(4.7.) 

On peu t  mont rer  de sureroit  que la solution u dont  l 'existence cst 6tablie darts 
le Th4orgme 4.1. d@end continfiment de la donnge Xo. Pour  cela on utiliscra le %- 
sultgt  classique qni suit:  

L ] ~ w ~  4.2. - Soit X un espace de Banach et soit pour chaque h ~ [0, H] une appli- 
cation S~ de B(z~; ~) clans X oit B(z~; ~) ddsigne la boule de centre zh et de rayon 
darts X .  On suppose que z~,--> zo lorsque h--~ 0 et que S~,(z)-~ So(Z) pour tout z ~ B(z~, ~) 
pour h asscz petit. On suppose en]in qu'il existe ~ ~ ]0, 1[ tel que Sh soit lipsehitzienne 
de eonstante ~ clans B(zt~, r). AIors pou~" e ~ 0 si ]lYh-- zh-~ S~(zh)il 4 ( ~ - -  s)(1-- ~) il 
existe u~B( z , , ;  ~ - - s )  unique solution de 

et si Y~-~Yo lorsque h-~O, alors u~-*-uo o.h uoeB(zo; o~--s) et uo est solution~ de 

Uo- So(uo)= yo. 

On en d6duit  la 

PROPOSITION 4.3. - 0;~ suppose que ~ vgri/ie les hypotheses (4.1.) (i) h (iv) et que 
xh--> Xo dans DA(O ~-1) lorsque h-~ O. ~oit V(Xo) d~fini en (4.7.), alors si 0 < ~ <  ~(xo), 
le probl~mc 

{ u~(t) - ~(t, u,,(t)), t e ]o, TI[ 
(4 . s . )  u,,(o) = ~,,~ 
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admet pour h assez petit~ une solution unique 

u~e C~([0, r~]; Dz(O)) ~ C([0, rx]; Dz(Oq- 1)) 

et u~-->u dans C([0, v~]; D~(0-~I)) olt u e s t  solution de (4.2.). 

D I ~ c I O N S T R A T I O N .  - ]~n suivant  le m6me chemin que d~ns la d6monstration du 
Th6or6me 4.1. on voit  que le probl6me (4.8.) 6quivaut g l '6quation int6grale 

(4.9.) 

off 

t 

u~(t) = x,, -4- exp s ~ (0, z~) 
0 

~(o, x,~)as ÷ &(u~)(t) 

et 

S~(u)(t) = ~ o , ~ [ ~ ( ,  u(.))  - ~(o, u(.))  + ~,~(u( .))] 

T,,(x) =~(o,  x ) - ~ ( o ,  x ~ ) - ~ ( o ,  x~) . ( x -x~) .  

Ensuite  on ~pplique le Lemme 4.2. ~vec pour esp~ce X l'espace C([0, v~]; DA(0 q-1)), 
avec l 'application S~ d6finie ci-dessus, z~ dSsign~nt la fonction constante @ale g xh, 
o <  r d6fini par  (4.6.) et ~ = ½. Enfin y~ d6signe 1~ fonction 

t ,~,x,~÷ exp STx(O,x~ ) ~(O,x~)ds. 
0 

L'applic~tion S~ est d6finie darts X entier, m~is en r6p6~ant les ca.lculs de la dS- 
monstrat ion du Th6or6me 4.1., on voit que S~ est lipschitzienne de constante ~ dans 
B(z~; r~) pourvu que r~<r~ et que 

1 

I1 est clair que r~-+ r grace h t~ continuit6 de I et ~a~/ew, donc la condition TI< r 
implique ~l~<r~ et la condition ~ <  r implique ~<r~ pour h assez petit.  Les hypo- 
theses du Lemme 4.2. concernant S~ sont donc v6rifiSes. 

Ensni te  1~ condition !tYh-- z~q- S~(zh)ll <~ (~ -- e)(1 -- ~) signifie ici que 

t 

IJf[ '  ] It exp ( t - -  ~ ( 0 ,  xt~) 9(s;xh)ds <~ e-~-e- 
o 0+1 2 
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pour t e[0, z~]; il revient uu m4me de demander que 

I]~(o, t, x~, x~)llo+~< e - 
2 

ce qui est %alis~ d~s que 

(4.]0.) 0 

P~r hypoth~se on a ~ <  v(xo)< 6v(O, O, Xo, xo; r/2) et 0~ est une fonction continue 
de tous sea arguments donc en ehoisissant 0 ussez proche de r, s a asez peti t ,  lu con- 
dition (4.10.) est r4ulis4e pour h asaez petit.  Ceci montre que lu propri4t4 4.3. r4- 
sulte du Lemme 4.2. 

I~E)~AlCQUE 4.4. - Quelques modifications mineures des d~monstrutions p r4~-  
dentes permet tent  d 'obtenir  4gulement les r~sultuts du Th4orSme 4.1. et de lu Pro- 
position 4.3. sous l 'hypoth~se plus ~aible qui suit off $2 est un ouvert  de DA(O-~ 1): 

(i) ~ e C([0, T] ×.(2; DA(O)) ; 

(ii) ~q~/Ox e C([0, T] ×$2; L(DA(O-~ 1), DA(O))); 

(iii) (~/~x)(t,  x) est la restriction ~ DA(O+ 1) d 'un  op4rateur (~/~x)(t, x) non 
born4 dana E, de domaine DA, qui est g~n4rateur infinit4simal d 'un  semi- 
groupe anulyt ique fortemen$ continu duns E, pour tout  t e [0, T ] e t  tout  
xe$2;  

(iv) D(~/~)(~,~)(O 4- 1) ~ D~(O -}- 1) pour tou t  t ~ [0, T] et tout  x e Y2. 

RE)fA]~QUn 4.5. - On consid~re les probl6mes 

(~.11.) [ 

(,l.12.) 

u Y e c  

pour he[O, ho] avec x~-->Xo duns DA(O+I) off ~ v~rifie (4.1.). 
On pose 

r) } 
O(to, Xo) = ~ I n f  r, Ov to, to, Xo, Xo, ~ , T - - to  

( 1 )  
r := ~ev/~ O, xo,41(to, Xo) 

eonform6ment ~ (4.7.). Alors d'upr~s lu Proposition 4.3. les Probl~mes (4.11.) ont  
une solution unique continue £ valeurs duns DA(0+I)  duns l ' intervulle [to, to-~-~(to, xo)] 
et u~,-->uo lorsque h - + 0  duns la norme de C([to, t o t  6(to, xo)]; DA(O-? 1)). 
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4.2. On continue ici l%tude de l%quation (4.2.) duns l 'espoir eet te  lois de la 
r6soudre globalement.  Clussiquement on utilise lu not ion de solution max~male: on 
dit  que u ~  C([0, ~); DA(0+I ) )  est maximale  si elle ne peu t  pus ~tre prolong6e g 
un  intervulle plus grand en runt  que solution de (4.2.) (on consid~re ici soit des inter- 
vulles ferm6s g droite,  soit des intervulles ouverts  g droite). Grgce au Lemme de 
Zorn, pour  tou t  xoeD~(O+l) (ou /2 duns l 'hypoth~se de l~ Remarque  4.4.), il 
existe une solution maximule u.o d6finie duns l 'in~ervallc I~° continue g valeurs duns 

D~(O + 1). 
Cette solution u les propri6t6s suivuntes:  

P~oPOSlTm~ 4.6. - Sous les hypoth&es du Th&r~me 4.1. on a 

(i) I I~o est ouvert dans [0, T];  

(ii) [ u~. est unique. 

D~0~ST~A~IO~.  - S'ugissunt de solutions classiques on peu t  utiliser les raison- 
nements  hubituels : 

(i) Pour  tou t  to eI,o uvec to< T, le probl~me 

v'(t) = ~( t ,  v( t))  

v(to) = u.°(to) 

admet  d'upr~s la Remurque  4.5. une solution unique duns [to, to-}-~o(to, %.(to))] qui 
prolonge u. . ;  donc I .  >[to, t o+  ~(to, uxo(to))] ee qui prouve  que Ixo est ouvert .  

(ii) Soient u et v deux solutions du probl~me (4.2.) duns [0, ~], alors grgce 
uu Th6or~me 4.1. on u u = v duns [0, ~] uvec ~ > 0. On in t rodui t  ulors 

= Mux{t e [0, ~]; u(s)-= v(s) pour  8 e [0, t]}; 

si ~ < ~o on  consid~re le probl~me 

v'(t) = ~( t ,  v(t))  
v(~) u ( , )  

et il r6sulte du Th6or~me 4.1. que u-----v duns [7, ~'] uvee 7 ' >  v ee qui eontredi t  
lu d6finition de 7. En  cons6quence, on u ~ = Q. 

Duns lu suite on notera  (r(xo) l 'extr6mit6 de Ix. c 'est-g-dire que 

I~0= [0, ~(Xo)[ si Z(~o) < T .  

On poseru 6galement 

_F = {(t, x) E [0, T] × DA(O ~- 1); t ~ Ix} u(t, X) ~- u~(t). 
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P~OPOSlTION 4.7. - SOUS les hypotheses du Thdor~me 4.1., F est ouvert duns [0, T] × 
×DA(0-~I)  et u: F-+ D~(O-~ I) est eontinu. 

D ~ O ~ S T ~ T I O ~ .  -- Soit x~-~ x0 duns DA(O~- 1) lorsque h'~ 0 et  soit a ' <  a(xo); on 
va  d6montrer  que 

(i) a (x~)>  a'  pour  h aasez pe t i t ;  

(ii) u~,~--> u~. duns C([0, a ' ] ;  D~(O q: 1)) ce qui prouver~ la proposit ion.  

Puisque a ' <  (;(%) on ~ #(t, u(t)) > 0 pour  tou t  t e [ 0 ,  a ']  off O est d6flni par  (4.12.). 
Comme de plus ~ est continue toujonrs  d'apr6s (4.12.) on a 

s = Min{o(t, u(t)), t e l 0 ,  a ' ] } >  0 .  

I t  suffit ~lors d 'appl iquer  1~ Proposi t ion 4.3. duns ehacun des intervatles d 'un  
par tage  de [0, a'] en intervalles de longueur au plus 6gale ~ e, pour  conclure. C.Q.F.D. 

5. - Equat ions  n o n  lin6aires, existence globale.  

5.1. Concernant  les r6sultats obtenus au § 4 on peut  observer ce qui suit:  
si o(t, x) d6fini en (4.12.) ~ u n e  borne inf6rieure s t r ie tement  positive lorsque (t, x) 

ear le  duns [0, 2'] × D a ( 0 + l ) ,  alors on a toujours  a ( x ) ~  2". Cependant  il eat facile 
de voir que cela entralne que y est uniform6ment  continu done que DA= E. 

Cette condition n 'es t  pus r6alis6e duns la p lupar t  des applications en r u e ;  par  
eons6quent il faudra  utiliser d 'autres  m6thodes pour  obtenir  a ( x ) ~  T c'est-~-dire 

l 'existenee globule. 
Une m6thode possible consiste £ utitiser des in6galit6s ~ priori;  voiei un r6sultat  

duns ce sens: 

P~0POSITIO~ 5.1. -- On suppose que q~ v&i/ie l'hypoth~se (4.1.) pour tout 0 e [G, G] 
( 0 <  01< 0.2< 1). On suppose de plus que pour tout borng B de DA(O2q-1), lYnsemble 
9([0, T] ×B) est bornd duns DA(02). Soit vnfin xo~ Da(02-~ 1) tel que la solution maxi- 
male u% du probl~me (4.2.) duns I'espace DA(01-~ 1) prenne ses valeurs dans DA(O~-1) 
et v&i]ie : 

(5.1.) Hu,~°(t~i!00+~< M 

pour tout teI~o. AIors a(Xo)= T. 

Dl~ONSTRATIO1% -- On observe d ' abord  que %° est continue dana Ixo ~ valeurs 

duns D A ( 0 + I )  pour  0e[01,  02[. 
E n  effet d 'apr6s le Th6or6me 2.15. on a pour  0~< 0 < 0 2  et  t, seI~o, l 'in6galit6 

I ] u j t ) -  .%o(S)II0+l< c tlU~o(t)- u~°(s)tl~5~l]tu~°(t)- U~o(S)t]~o÷l 
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off e est tel  que 0 =  ( 1 - e ) 0 t - t - ~ 0 ~ .  Tenan t  compte  de (5.1.) on u donc [[u~o(t)-- 
I ~ C ~ 2 M V  u~o t -- ~-~ u~o(s)][o~+ ~ et  lu continuit4 de us° - -  u~o(s),,o+~ . . . . .  ( ) ~ v~leurs dang 

DA(Oo@I) 0~+~ implique que llu~°(t)-- u~o(s)lIo+~+ 0 lorsque t ->  s duns I~°. 
Ceei ~tant  on r ~ e r i t  l '6qua,tion (4.2,) sous I~ forme 

u;o(t) = Au~°(t) + q~(t, u~.(t)) -- Au~°(t) 

u~°(O) = Xo 

pour  t e I~o. Lu fonction 

](t)=q~(t, U~o(t))--Au~o(t) 

eat born@e ~ valeurs duns D~(O~) done ~ fort iori  duns DA(O) off 0~< 0 < 0,,; de plus 
d'upr~s ce qui prSegde elle est continue done mesuruble. En  somme on u 

] e L ~ ([o, ~(Xo)[; 9A(o)) 

et on d4duit  de lu Proposi t ion 3.4. que 

U~oe c([o, ~(Xo)]; D~(O~+ 1)). 

Cependunt comme u~, est lu solution muximule dans DA(0~÷I)  ceci n~est possible 
que si a (x0)=  T. C.Q.F.D. 

Purmi  les hypothgses de la Proposi t ion 5.1,, figure une proprigt4 de rggul~ritg 
de lu solution eorrespondunt  ~ une donn4e initiale plus r4guli~re. On vu donner  
ici des hypothgses sur F p e r m e t t a n t  d 'obteni r  ee type  de r4gulurit4. 

THgoRgs~E 5.2. - On suppose que ~ vdri]ie les hypotheses (4.1.) pour tout 0 ~-0o, 
O~ et 0 ~  1 ( 0 <  0o< 0~< 1). On suppose de plus que 

¢ e c~([o, r ]  ×.D~(O~+ 1); 9~(o~)) 

et que x ~--~F(t,x) est pour tout t u n  homdomorpMsme de DA(0~@2) sur DA(0~+I) 
dont l'inverse d@end eoutindment de t. 

Soit xoeDA(O~@ 2) et Uxo la solution maximale du probl~me (4.2.) dans l'espace 
D~(0~-~-1), alors %° est continue ~ valeurs clans D~(0~@2). 

Dg~O~STmtTIOn-. -- Soit I so- - [0 ,  r[  l ' intervulle de d6finition de u = %°. L~id6e 
est de prouver  que la d6riv6e de u par  rappor t  ~ t est lu solution du probl6me 

(5.2.) 
I a~ (t, u(t)) %(t) ~ ~ (t, u(t)) v;(t) = ~x - at 

%(0) = ~(0 ,  Xo). 
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Duns ce probl~me qui est lin~uire les donn4es sont F(0, Xo)e D~(OI-J-1) et la fonc- 
t ion t-->(~q~/St)(t, u(t)) qui est  continue darts [0, z[ ~ vuleurs duns D.4(01). De plus 

la famille des op4rateurs  

~q~ (t, u(t)) Ao(t) ---- 

v~rifie pour  t e [O, / ' ] ,  T < z, les hypotheses  du Th~orSme 3.6. ~ condit ion de rem- 
placer  E pa r  DA(Oo) et 0 p~r 01--0o (en t enan t  compte  du ThSor~me 2.15.) (~). 
L 'uppl icut ion  du Th4or~me 3.6. mon t re  alors que roe C([0, T];  DA(01~- 1)) ; compte  

t enu  de l ' inversibili t~ de W on en d4duit  q u e u e  C([0, T];  DA(OI-J-2)). 
Cependant ,  il n ' e s t  pus possible d 'ob ten i r  d i rcc temcnt  (5.2.) pa r  d~rivat ion de 

(4.2.) car (Sqp/Su)(t, u(t)) ne pout  pus, ~ priori ,  ~trc calcul5 sur u'(t)eDA(01). C'est  
pourquoi  on utilise une m4thode  off on pose 

u(t + h) -- u(t) 
vz~(t) - -  h , 0 < t < ~ - - h  

uvec O < h < v. I1 est clair que v~ cst lu solution du probl~me lin6aire suivunt  

(5.3.) 

o~ 
h 

1 ~ 
h(t) = ~ j - ~  

0 

[ v~(t) =- A~(t) vh(t) -}- ]~(t), t e [0, z - - h i  
v~(0) = ~,~ 

(t ÷ s; u(t ÷ h))ds 
1 

0 

I t  est clair 4galement  que JheC([o, z - h i ;  DA(01)) et quc 

A~e C(EO, v - -  hE; L(D.4(01+ 1); DA(01))). 

Enfin, si on a choisi h ussez pe t i t  pour  qu' i l  soit duns l ' in terval le  d 'exis tence  de 
lu solution muximale  de (4.2.) duns DA(01+2) (applicat ion du Th~or~me 4.1. avec 

0 = 01-]-1) alors lorsque h--> 0 on a 

8 ~  w(o )  = ~(o ,  Xo) = 80 

(12) On aurait pu gviter cette complication en faisant l'hypoth~se suppl~mentaire que 

~9 e C([0, T] × DA(O + 1); L(DA; E)) . 
Ox 
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duns DA(0~÷I)  (et non DA(O~) comme on pourra i t  s 'y a t tendre  ~ premiere  rue ) .  
I1 est clair de plus que f~(t)--->]o(t): (~q~/~t)(t, u(t)) duns DA(O~)uniform6ment duns 
[0, T] pour  tou t  t <  z lorsque h--~ 0. 

On va ma in tenan t  mont re r  que vh---~vo solution de (5.2.) duns DA(01÷I) ,  uni- 
form6ment  sur t ou t  compact  de [0, 3[. Pr6cis6ment,  on suppose savoir que v~-+vo 
duns DA(0~÷I)  uni form6ment  duns [0,/~], ce qui est vrui an moins ~vec f i ~  0 et  
on va  mont re r  qu'i l  existe a >  0 ind6pendant  de fi tel  que v~-->Vo duns DA(O~÷ 1) 
uni form6ment  duns [fl, f i ÷  g]. Pour  cela on pose pour  h > 0  

w~(t) - -  v '~( t ) -  Ao(fi)v~(t) . 

On a. alors 

t 

v,~(t) = exp [( t - -  fl)Ao(fi)]v~(fi) + f e x p  [ ( t - -  s)Ao(fil]wh(s) ds . 

D'au t re  par t ,  il est  clair que 

w~(t) -- [A~(t)-- Ao(fi)]~,~(t) ÷ £(t) 

on en d6duit  l '4quution suivante qui d~finit w~ 

(5.4.) w~(t) = [ A ~ ( t ) - -  Ao(3)] exp [(t-- 8)Ao(fi)]v~(fi) + h ( t )  ÷ 
t 

+ [x~( t ) -  A.(f i)]fexp[(t-  slA0(fi)]w~(s) ds. 

On va  prouver  que wh converge vers Wo en appl iquant  le Lemme 4.2. de lu muni~re 
suivante:  X - ~  C([fi, f l ÷  (~]; DA(OI)), z ~ :  O, e : ÷ c~, 

t 

: [ A ~ ( t ) -  A0(fi)] tex p [ ( t - -  s)Ao(fi)]w(s) 8h(w)(t) ds 
p 

et  y~ est la fonct ion 

t ~ [A~(t) -- Ao(fi)] cxp [(t-- fi)Ao(3)]v~(fi)÷ h(t) .  

Si on a fix6 I ' < ,  et si on suppose fi + a <  T, il r6sulte de la d6finition de Aj~ 
que Ah(t)-+Ao(fi) lorsque h---~0 et t-+fi,  uniform6ment  pour  fie[O, T ] e t  ceci duns 
lu norme de 

L(DA(O~+ 1), DA(01)) (1~) . 

(1~) En effet, on utilise (~qJ/~x)(t, x) pour x E K le compact de DA(O 1 -~ l) image de 
[0, T] x [0, 1] X [0, H) (H assez petit) par t, s, h ~-~ u(t) ~ s[u(t + h) -- u(t)]. 
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D'aut re  par t  les Ao(fi) sont uniform6ment g6n6rateurs infinit6simaux de semi-groupes 
an~lytiques (voir le point 3.2.) pour ~ [ 0 ,  T]. 

On en d6duit que les hypotheses du Lemme 4.2. sont v6rifi6es g~ee une eonstante 
de Lipschitz ~ ind6pendante de /3 pourvu que ~ soit assez petit.  Le Lemme ~.2. 
montre  que w~--~ wo dgns Dz(O~) uniform6ment dans [/~, rid-~]- Ensui te  en r6solvant 

v'~(t) = Ao(fi)va(t) -~ w~(t) 

on volt  que v~(fi)-->vo(fi) darts DA(0~-~I) implique que v~,-->vo darts D~(0~+I )un i -  
form6ment darts [fi, f i + a ] .  On en d6duit done que v~-->% darts D~(O~d-1), unifor- 
m6ment  d~ns [0, T] pour tou t  T < v. En  conclusion on ~ done vo = u'  et le r6sult~t 
en d6coule suivant  le ra.isonnement annone6 en d6but de d6monstration. 

I~E~ARQUE 5.3. -- Si on r6unit les hypotheses de la Proposition 5.1. et du Th6o- 
r~me 5.2. on obtient  pour 0 ~ [0o, 0~] W {02+ 1}, 0 < 0o< 0~< 1 

(i) ~v ~ C~([0, T] xDA(Od- 1); DA(O)) ; 

(ii) (~q~/~x)(t, X) est la ~estrivtion ~ DA(O-d- 1) d'un opdrateur (~q~/~x)(t, x) de do- 
maine DA darts E, qui est gdn~rateu~ d'un semi-groupe analytique ]ortement 
eontinu dans E pour tout (t, x) e[0~ T] × D ~ ( 0 + I ) ;  

(iii) D(~/~)(t,~)(O-~ 1) = DA(O-d- 1) pour tout (t, x) e [0, ~] X DA(O-~ 1) ; 

(iv) ~([0, T] xB)  est borng dans Dz(O~) pour tout bornd B de Dz(O~d-1) pour 
un O~ z ]0o, 0~[; 

(v) x-->q:(t,x) est pour tout te[O, T] un homgomorphisme de DA(0~-2) sur 
DA(O~+ I), do~t l'inverse d@end contin4ment de t. 

Sous ees hypotheses xoeDa(O~d-2) et soit % ~C([0, z~o[; DA(Ood-1)) la solution 
maximale de (4.2.) darts DA(O~Q-1). On suppose qu'il existe M tel que 

liu o(t)ll0 + < M 

pout tout teI~o; alors ~ o :  T et u~0~ C([0, T]; DA(0~-~-2)). 

6.  - Espaces  de Niko l sk i .  

6.1. Dans les exemples de probl~mes mixtes exa~min6s au § 7 on est amen6 
expliciter les esp~ces D~(O) lorsque X : L.~(/2) oh ~Q est un ouvert  born6 assez r6- 
gulier de R"  et DA est un sous-espaee de W~(~2) d6fini par  eertaines conditions aux 

limites homog~nes de sorte que 

off T~V~'(Y2) d6signe la fermeture de ~ ( 9 )  dans W~(Y2). 
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Pour  lo suite il est  commode  d ' in t rodui re  un nouvel  espace de Nikolski  (c.f. les 

exemples  2.9. e t  2.11.): 

I)]~FI~ITIOI~ 6.1. -- Pour l < p < - ~ - o o  et s rgel > 0  non entier ( s =  t~-~ a, k en- 
tier, 0 < (; < 1) on d~signe par h~)(R ~) le sous-espaee de W~(R ~) dd/ini par les eonditions 

t -~ ( f iD~u(x -~- t e ~ ) -  D~u(x)i pdx) ~ -~0  
Rn 

pour tout muttientier ~ de longueur 1~ et ] = 1~ 2, ... , n .  
S~ ~9 est un ouvert de R ~, on ddsigne par h~)(~2) l'espaee des restrictions ~ ~Q des dlg- 

ments de h~)(R~). 

De l ' exemple  2.11. et du ~h6or~me de p ro longement  simult~n6 des espaces de 
Sobolev de STEI~ [22], on d6dui t  la  

PROPOSITION 6.2. - Si ,('2 est bornd et ~ fronti~re Lipsehitzienne, on a h~(£2)== 
-~ (W~(Y2); Z~([2)) o si s = r e ( l - -  0) est non entger. 

L'esp~ce h~(/2) peu t  uussi ~tre c~ruct6ris6 de mani6re explicite comme suit. 
On consid~re d '~bord  le cas off O< s <  1 et ~ ~ R"  + -~ ( x e R ~ ;  x,~> 0}; les Th6o- 

r~mes 2.6. et  2.8. ~ppliqu6s ~ A j :  ~/~xj p e r m e t t e n t  d '~f l l rmer  que u e h ~ ( R ~ ) s i  
u e L~(R~+) 

f lu(x + te~)- u(x)t')~/'-+O 

lorsque t ~ 0 pour  ] = 1, 2, ..., n. I1 rev ient  au mSme d 'exiger  que 

][y]1-~( f Iu(x ÷ y ) - u ( x ) f d x ) ' / P - > O  , 
R+n{R+--v} 

]orsqne y - ~  0 duns R ' .  P a r  des ch~ngements  de coordonn6es locales bilipschit-  
ziens on en d6dui t  que si t9 est  born6 et  ~ fronti6re l ipschitzienne ~lors u ~ h~(Y2) si 
ueL~(.O) ct  

.,,9 n ( ~ - v }  

lorsque y - >  0 duns R ~. 

Ensu i t e  pour  s g6n6r~l on r emarque  que grhce uux 6nonc6s 2.14. et 2.15. appli- 
qu6s £ A ~ (1 - -  A) ~ et  grace uu Th6or6me de Mtm~i~ [17], on ~ l ' ident i t6  
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et  oa r  cons4quent  c 'est  le sous-espace de W~(~Q) d6fini p~r la condit ion D~u e h~(~) 
pour  t ou t  ~ de longueur k. 

o 

On va  main ten~nt  reprendre  cet te  6rude en remplapant  W~(~) pa r  W~(~Q) en 
supposant  pour  simplifier, que tQ est born4 e~ ~ fronti~re de classe C% I1 cs$ alors 
bien connu que c'es~ le sous-espace de W;~(£2) d6fini par  l ' annula t ion de u e t  de ses 
d~riv6es jusqu'£ l 'ordre  m - - 1  sur F (fronti~re de ~) .  

On v~ d 'ubord  ~lucider le eas part icul ier  off m(1 -- 0) = v avec 0 < a < l ip .  On 

a, ~lors le 

TI4~O~,~E 6.3. - Si Y2 est bornd et ~ fronti~re de classe C "~', on a h~(~Q)-~ (~V~(Q); 

L,(Y2)) o si c; = (1-- 0) < Z/p. 

Ceci monCre que pour  a =  r e ( l - - 0 )  assez pe t i t  les espaces (W~"((2); L~(Y2))o et 
(~¢~(~); L~(Y2)) o coincident. En part iculier  on en d6duit  que 

= h (f2) 

pour  ~ <  l ip ,  chaque lois que 

alg6briquement et  topologiquement ;  ce sera la s i tuat ion la plus fr6quente.  Mal- 
heureusement  l ' identi t6 du Th6orbme 6.3. n 'es t  plus vraie lorsque a > l / p  comme 

on le ver ra  plus loin. 
L'6nonc6 du Th6or6me 6.3. se d6dui~ du eas off ~9 ~ R~. par  cartes locales. 

D]~3~ONSTRATION. - -  l~re drape. On d6montre  d ' abord  que 

(¢v~cR ~ ); L , ( R ~ ) ) o =  t w ' m  ° L~(R~))~. 

E n  effet, en donna.nt un  r61e privil6gi6 a 1~ variable x , ,  on peu t  6crire (grace au 

Th6or~me de MII~LI~" [17]) que 

w. (R+) = w.  (R+, n 

et  pa r  cons6quent grace au Lemme 2.7. appliqu6 avec 

on vol t  que (~V~'(R+); £~(R~))0 est l ' intersect ion des espaces. 

et 

Le Th6or~me 2.10. appliqu6 avec A : -  8/Sx, implique que 

E---- (¢¢,~(R+ ; L , ( R ° - ' ) ) ;  Z , /R~))o  
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Sundis que si on l ' appl ique  avee  

A =  

on ob t ien t  l ' ident i t4  

~ ~ \ ~ x ~ / J  

On couelut  ce~te premiSre 5tupe pa r  uae  nouvelle appl icat ion du L e m m e  2.7. 
qui m on t r e  que 

Er~ ~ =  (W,(R+), ~(n+))o. 

2~me dtape. On explicite l ' espaee ° 1  ~ . n (W~(R+), L~(R+)), en uppl iquunt  les Th~or~- 
mes 2.8. et 2.6. avec  

{ A~=+~/~x~ ,  j = l , . . . , n - - 1  
A~ = -- ~/3x, 

On vol t  ainsi que e 'es t  le sous-espace de L~(R~+) dSfini pa r  les conditions 

l imt -~ (  f[u(~ + tej) - u(x)[~dx)~/~ = O, 
t - ~ 0  \ - R~ 

(?  ,1,, 
lira t-~ g ( ~ - -  te~) -- u(w) l~ dx) = 0 
t-~O R~ 

j = 1 ,2 ,  ..., n - - 1  

off ~ est  le p ro longement  de u pa r  z6ro pou r  x~<  O. 

Grace ~ 1~ D4finition 6.1. on voi t  qu ' i l  est  ~quivalent  d 'exiger  que u e h~)(R~+) 
et que 

t--~O 
0 < X n < t  

On conelut  pour  a <  l ip ~ l 'a ide du  

LE~EME 6.4. -- Pour O< (~< 1/p les ]onctions de h~(R~+) v~r#ient (6.1.). 

Ce r~sultut  n ' e s t  plus vrui  pour  (r>l/p et au moins pour  (~>l/p on peu t  v4ri- 
tier que (6.1.) ~quivaut  ~ u(xl, ..., x~_l, 0 )=  O. 

Dt~O~STlCATIOST. -- On ]u fuit  duns le cus off n = 1 pour  simplifier l '4cri ture;  le 
cus g~n~rel se t ra i te  de muni~re unulogue. 

24 - A n n a l i  d i  M a t e m a t i c a  
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On in t rodui t  
t 

0 

t 

0 

P~r  hypoth6se  on salt  que t-"G(t) --> 0 lorsque t - +  0 avec 0 < ap < 1 et  il f au t  
p rouve r  que t-~F(t)-->0 6galement  lorsque t-->0. I1 est clair que 

t 

0 

t 

0 

2t  

t 

donc que 

F(t)  ~< ( F ( 2 t ) ' - -  _E(t)~) ~1~ + G(t). 

Soit  l lu l imite de t-%F(t) lorsque t - + 0  en d6croissunt ulors on a 

0 ~  (2 ~ -  1)1/~/. 

Ceci implique que l =  0 d6s que 1 > 2  " ~ -  1 soit 2"~< 2 ce qui est le c~s d6s que 

a p <  1. C.Q.F.D. 

A c e  point  le Th6or~me 6.3. est compl6 tement  d6montr4.  On peu t  compl6ter  
cet 4nonc4 en examinan t  le c~s a - - - - r e ( l - - 0 )  > 1/p~ ce qui n6cessite un rSsul ta t  
pr61iminuire 

PROPOSITIO~ 6.5. -- Pour a > 1/p les fonctions de h~(R+) sont /~61deriennes d'expo- 
sant (~-- l ip. 

D~)[O~STRATIO~. -- On utilise 1~ ~ormule de repr6sentut ion de u qu 'on  ob t ien t  
ainsi:  

h 

i f  F(h) = ~ u(x + s) ds (h > O) 

o h 

F(o) = - f F,(y)dy 
0 
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donc 
h h y 

u(x) = ~ u(x  + s)d8 - [u(x + y) - u(x + s)] ds 

0 0 0 h h h 

0 0 0 
On en d4duit  que 

h 

if u(x) - ~t(~) = h [u(x + s) - u(~ + s)]d,~ 
0 

h h 

d'ofl 

h h 

y - s)] ~ .  
Y 

f f  "ff - ~s [ u ( x + u ) - u ( x + y - s ) ] } 7 ÷  ds [ u ( ~ + y ) - u ( ~ + y - s ) ]  
0 a 0 s 

1 

[ ' ~ ( X )  - -  U ( ~ ) I  < C{~t-1/'Ix-- ~lq+ ~ha-i/'f~a(1 _ tl-2q) TM d r }  

o 

uvee l ip  ÷ 1/q= 1 et en t e n a n t  compte  de lu d6finition de h~(R+). On conclut  en 
choisissant h -= Ix- -  8[ lorsqae ~ - -  l ip  > O. 

C01~OLLAIRE 6.6. - Pour 1 > a >  1/p et u ~h~(R~_), on a (6.1.) si et seulement si 
u(x~, ".7 x~_~, O)= O. 

D : E ~ C [ O S " S T l C A T I O N .  - -  On lu fair  duns le c a s n  = 1 pour  ubr6ger. 
que uEh~(R+) et  u ( 0 ) =  0. 

Comme W~(R+) est dense duns h~(R+), on u 

On suppose donc 

done 

On en d6duit  que 

t 

t u ( ~ ) -  ~t(t)t = O ( i x -  tI ~- '~)  

u(x) = 0 (a  "-1/~) . 

, . ( f  .,x, ~ dx) 1/~ t~-l/p = 
0 o 

lorsque t - ~  0 7 ee qui est lu condit ion (6.1.). 
t~6eiproquement  si u~h; (R+)  on a 

t 

tl/)~_.( f \1/~ Fu(x) l ' ex)  - lu(o)lt-~ 
0 

at  pa r  eonsgquent  la condit ion (6.1.) impl ique u ( O ) =  O. 

t 

o 

---~0 
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Le r6sultat  de ce Lemme implique que pour  I > a > l ip l 'espaee (W~° ~ (R+"); L~(R+~ ))~ 
n'es t  uutre que le sous-espace de h~(R~+) d6fini par  u]~,= o. En ra i sonnun t  comme duns 

le Th6orgme 6.3. on obtient  ainsi le 

T~Om~3~E 6.7. - Si .Q est bovnJ et ~ ]ronti~re de classe C '~, l'espaee (W~(D) ; T~(D)) o 
eoineide avec le sous-espaee de h~(f2) d~/ini par les conditions ~u/~vJ= 0 sur F pour 
O<j< a - - l i p  o~ a =  r e ( l - - 0 )  est supposd tel que a - l i p  soit non entier. 

t~n~A]~Q~ 6.8. - Duns les 6nonc6s pr6c4dents (Th6or~me 6.3. e t 6.7.) Fhypoth~se 

que ~ est born~ et de classe C ~ ~ permis de r4duire la d4monstr~tion au cas p~rti- 

culier o~ ~ = R ~ Les m~mes techniques de d4monstrution permet ten t  de r4soudre + .  

le cus oh ~ est un produi t  de droites et de demi-droites et donc uussi le cas off 

se d~duit locMement d 'un  tel module par  un C ~ diff~omorphisme. On obtient  uinsi 

Fex~ension des Th~or~mes 6.3. et 6.7. au cus off ~ est un  ouver t  born~ de R ~ ~, fron- 

ti~re de clusse C ~ par  morceuux sans angle nul ou 4gul £ 2z  (polygone curviligne) 

et uu cas off/2 est un ouvert  born~ de R ~ £ fronti~re de classe C ~ par  morceaux suns 

nngle di~dre nul ou 6gM ~ 2~ st  a,vec 1~ condition qu 'en  chuque sommet  seulement 

trois a,r~tes se reneontrent .  

Exm~p~E 6 . 9 . -  Les 6none4s pr6egdents ne permet ten t  pas de d4terminer D~(a/m) 
pour a > l ip en route g6n6ralit6 lorsque 

(cL commentaire  du Th~orbme 6.3.). Cependant voiei un cas particulier t t i lbert ien 

off il est possible de conclure: on suppose que 

et que 

A u  = (-- A ~ ) ~ u .  

~ ' ~ / 2 )  et que D~½ est de classe ½ entre D~ et X.  Pa r  con- On suit ators que D A t =  ~ 

s6quent on a 
cIiZ 

D~((r/2m) = D~½((r/m)= (W 2 (~);  L~(12))o 

avec r e ( l - - 0 ) =  ¢r c 'est  donc le sous-espaee de h~(~2) d~fini par  ~u /~J l r=  9 pour 
0~<] < g - - ½  pom~vu que ~ - -½ ne soit pus entier. 

De munigre unMogue si 

{ --~JUr O X = Z2(~) ,  D~ ..... u ~ W ~ ( D ) ;  ~.j 

et  

A u  = (-- A~)~u.  

On u ulors DA½= W~(Q) et par t an t  DA(a/2m)= h~(f2) si 0 <  a< m. 
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6.2. On expose pour  te rminer  un proc6d6 g6n6rul pour  d6terminer  D~(a/m) qui 

utilise l ' in terpolut ion  de L m ~ S - P E E ~ E  [16] uinsi que lea r6sultuts de GI~ISVAt¢I) [13½]. 

T a ~ o n ~ C E  6.:[0. - S o i t  X = _L,([2) et 

ott ..(-2 est un ouvert bornd de vlasse C '~ et B~, l <]<~J un syst~me normal d'opdrateurs 
]ronti~res sur F; soit fl~ l'ordre de B~, alors 

D~(O)-={u~h~°(~); B ~ u = O  sur F s i f i ~ < m O - - p }  

condition qu'aueun opdrateur B~ ne soit d'ordre toO-- 1/p et que mO soit non entier. 

Le r6sultnt  ~n~logue concern~nt  les eapacea d ' in te rpola t ion  habitue]s eat le sui- 
v~nt: on note 

D A(O; P)=  (DA; X)I-o;~,- 

l 'espuce d ' in terpol~t ion d6fini de ma:ni~re analogue nux D6finitions 2.1. et  2.2. en 
rempl~9~nt  les fonctiona continues d~na [0, 1] p~r les fonctiona mesur~blea et de 
puissance p int6grable pour  1~ mesure  dt/t. D~ns les hypotheses  du Th6or~me 6.:[0. 
on ~ alors 

D~(O;p) ~-{u~W~,~°(Q); B~u = 0  aur f f s i  t ~ < m O - - 1 } .  

On v~ en d6duire le Th6or~me 6.10. grace £ deux lemmes.  

L:BIvY~m 6.:[1. - (Y; X)o/~ est de elasse 0 entre ~ e t  X.  

D]~O~S~rRATIO~. - L~ condit ion (i) de lu d6finition 2.13. est v6rifi~e d~na LIO~S- 
PEETI~E [16]. E n  ce qui concerne 1~ condit ion (ii), ees Auteurs  6tnbliaaent 6g~lement 

que pour  x e (Y;  X)o,~ il existe u mesurable  £ v~leurs d~na Y e t  eont inu ~ vMem's 
d~ns X tel  que u(0)== x et  

f o~ i~dt r l~dt t / lu(t)l~.T< + co, f to~llu ( t ) l l~T< + oo. 
0 0 

t 

On a aussi v(0) = x avec  v(t) = l/tfu(s) as et  il eat facile de v6rifier qtle v ~ C(O ; t r, X) 
donc que x E ( Y ;  X)o. o 

LE~I~m 6.12. - Spit 7 une application Iin~aire continue de X darts Z oi~ Z e s t  un 
espace de Banaeh et soient Y~= {y e Y;  y (y)= 0}, X ~ =  (x e X;  y(x)-~ 0}. On suppose 
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qu'il existe un pro~eeteur P lindaire eontinu de ~ sur ](vet de X sur X~, alors 

(Y~; X~)o= {~e (Y; X)o; ~(x)= 0}. 

D]~IOI~ST]~ATIOI% -- L ' inclusion de gauche ~ droi te  est  6vidente.  R6e iproquement  

si x s ( Y ;  X)o et y(x)=O, il existe ueC(O; Y , X )  ~vec u ( 0 ) : x ;  il est  clair que 
puisque y(x) ~ O, on a Px--~ x =  Pu(O) et  que P u s  C(O; ~ ,  Xv); en conclusion 

z s (I%; X~) o. 

])]~ONSTRATION DU TttI~OIC]~IVIE 6.10. - On utflise le L e m m e  6.12. et le Th6o- 

r~me 2.15. appliqu6 ~ Z~-- (D~; X)l_o~ ~ DA(O~, p), ~ -  0, 1 avec 0o< 0 <  0~; on 

donc 

D~(o) = (D~(O~; p); D~(Oo; p))~ 

p o u r v u  que 0 = (1 - -  o~)0o-~ w01. 
Ensu i te  on utilise 1~ caraet6r isat ion ci-dessus des espaces D~(Oj; p) pour  ] ~ 0, 1, 

savoir :  

D~(Oj,p)={u~W~'°J(Y2);Bju=O sur F s i f i ~ < m O j - - 1 } .  

Comme on suppose que toO--1/p est  non entier,  on peu t  choisir 0o et  01 suffisam- 
m e n t  proehes de 0 pour  qu' i l  n ' y  ai$ aueuu ent ier  darts l ' in terval le  [mOo--1/p; 
mO~-- i/p]. Duns ce e~s D~(Oj; p) est le noyau  duns W~°,(.(2) de l 'op6r~teur  y d6fini par  

Y w;°~( ~)-~ I I  w~'°'-e~-'~(v) • 
fi~ <mOo-- lip 

On concluru en app l iquan t  le L e m m e  6.12. avee  :Y ~ W~°~(~2) et X-~  W'~°°(.Q) et 7 
d6fini c.i-dessus. 

Sous r6serve de v6rifier la condition de pro jee teur  on obt iendra  donc le r6sul ta t  

su ivant :  D~(O) est le noyuu de 7 duns l 'espuce 

W "~°~ W'~°°if2)] -- E ( ~ (~) ;  ~ . . . .  - -  . 

Comme W~°J(~)) ....... (W~(f2); Lv(.Q))l_oj~, il est d 'apr~s le L e m m e  6.11. de classe 
1 - - 0 j  entre  W~(f2) et L~(Y2). Une nouvelle appl icat ion du Th6or~me 2.15. jointe  

lu Proposi t ion  6 .2 ,  m on t r e  que E-~ h~°(~Q) et  pa r  cons6quent  DA(0) est  le noyau  

de 7 duns h~°(~). 
Ceci p rouve  le Th6or~me 6.10. sous r6serve de v6rifier la condit ion de projecteur .  
Pou r  cel~ on utilise le r6sult~t  su ivant  qui est classique: pour  t ou t  k il existe 
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un  op~rateur C~ lin~uire con~inu de W~°~-~*-~(F) duns W ~ ( t 2 )  pour  j = 0, 1 tel  que 

si m ~  

~vee 0 ~< m ~ moo-- 1/p. Pour  
4t4 num~rot4s de sorte que ~-->fi~. soit croissant;  
fl~< moo--lip ~quivuut. ~ ~< l  pour  un  certain l. 

(6.2.) 

~m 

~ Botlr = o 

lu suite il est  commode de supposer que les B~ ont  

donc que 

B ~ C j ] p =  0 si f l j <  k 

BjCofI~= I si ~ =  k 

B j C j t r :  R~] si /~j> k 

off R~ est le coefficient de (~/~)~ duns l 'opSruteur Bj;  c 'est  done un opSrateur tan- 
gentiel  ~ / '  d 'ordre  < / ~ - -  k. 

On dgfinit alors ane  suite d 'op~rutenrs an posunt  

D~{I~, ..., ] } -  c ~ A ,  

Dk{]~, ..., fz}-- D~_~{fl, ..., f~}-[- C~(]k-- BkDk_~{]~, ..., f~}l)r, 

k = 2 ,  .. . ,1. 

C'est uue suite d 'op6rateurs  lin6uires eontinus de 
1 

1-I W;~°'-Z~--1/'(F) duns W;~°~(D) 
k = l  

pour  j = 0, 1, qui out  1~ propri6t6 que 

B;D~{]I, ..., t~} l r=  i J ,  j = 1, 2, ..., t .  

On obt ient  le pro jec teur  d6si% sur le noyuu y en posunt  

P u  = u -  D d B l u I ~ ,  ..., B~ul r} .  

C'est un op6ruteur lin6uire cont inu duns W~*°;(9) pour  j = 0, 1 tel  que Pu = u 
d~s que yu = 0 c'est-~-dire d~s que B;u = 0 sur F pour  j = 1, 2, ..., 1. C.Q.:F.D. 

par  consSquent la condit ion 
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7 .  - P r o b l ~ m e s  m i x t e s .  

7.1. On va  d '~bord r6soudre des problSmes mixtes rel~tifs ~ des ~quations p~r~- 
boliques non l ine, i res  avee une  senle vuriuble d'espuce. Ceci n~eessite settlement 
la eonn~iss~nce de lu th~orie spectmle des ~qu~tions diff~rentielles, th~orie qui se 
dSveloppe sans difficult~ dans l 'espace des fonctions continues. Pa r  consequent  ce 
point  7.1. n 'uti l iseru p~s les r~sultuts du § 6. 

Pr~cisSment on eonsid~rem l '~quution suiv~nte 

(7.1.) ~u ( ~ u  ~u ) ~-~ = ~ t; ~x~" ~ x '  u + 

off u (ineonnue) et  ] (donn6e) sont toutes  deux fonctions de t e [0 ,  T] et x e[O, 1] 
e t a  est nne  fonct ion num6rique d6finie duns [0, T] × R  ~. 

On v~ appliquer lu th6orie d6velopp6e au n ° 4 avec 

d ~ 
E = {v e C([o ,  ~ ] ) ;  ~(o)  = ~(1) - -  o } ,  A = dx- ~ 

et  

D = D~ = {v e ¢ ( [ 0 ,  1]) ; v(0) = v(1) = ¢ ( 0 )  = ¢ ( 1 )  = 0 } .  

Ce choix signifie qu 'on envisage, duns un premier  temps,  lu r~solntion d 'un  pro- 

blame de Cuuchy-Diriehlet  par  l '~quation (7.1.). 
Duns ces conditions A eat gSn~rateur d 'un  semi-groupe analyt ique fo r tement  

eont inu dans E.  I1 faut  £ present  d~terminer l 'espuce D~(O). Pour  cela il seru com- 
mode d ' in t roduire  de nouveaux  esp~ees de H61der qu 'on noter~ h~ (par unalogie 

~vec les espaces de Nikolski du § 6). 

D]~FINITIO~ 7.1. - Pour s r~el > 0 non entier (s = k +  a, k entier, 0 < a <  I) et Y2 
ouvert borud de R ~, o~ ddsigne par h~(~)  le sous-espace de C~(~) dd]ini par les conditions 

t -~ 5[ax ]D~u(x) -- D~u(y) I --> 0 

lorsque t-~. 0, pout tout multientier ~ de longueur k. 

Cet espuce est muni de la norme n~turelle e'est-£-dire 

u ~ ~ ] g a x  ]D~u(x)1 + ~ M a x  t-~ID~u(x) -- D~u(y)l.  

L E ~ E  7.2. -- Pour 0 :/:1/2, on a DA(O ) - - - -En h(~°)([0, 1]). 

En  d~autres te rmes  c 'est  le sous-espace de h(~°)([0, 1]) form~ des fonctions v telles 

que v(0) == v(1) ~ 0. 
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D£~ONST~ATIO~. -- Pa r  loeMisa£ion on se ram~ne au cas off 

E = {v e C([0, ~o?) ; s(O) = v(oo) = 0 } ,  

1)~= {v e O([0,  ~ ] )  ; ~(0) = v"(O) = v(oo) = v'(oo) = v"(oo) = O}. 

Ensui te  si on pose 

x =  { r e  c ( ~ ) ;  v ( -  ~ o ) =  v ( ~ ) =  o } ,  

y = {v e ¢~(N); v ( -  ~ )  = v ( +  o o ) =  v ' ( -  ~o) = v ' ( +  ~ ) =  v"(- ~o)=  v" (+  ~ ) =  0} (~,). 

On voi t  en prolongeant  les fonctions de E et  DA par  imparit6,  que E s'identifie 
au sous-espace des fonctions impaires darts X et  D~ au sous-espaee des fonctions 
impaires darts Y. En  cons6quence D,~(O) est l 'espaee des restrictions ~ [0, oo] des 
fonctions impMres de (Y; X)I_o; (ceci est aussi une eons6quence du Lemme 6.12.) 
il reste  £ identifier (Y; X)~_o; on remarque  pour  cela que Y =  DA, o~ A = d/dx 
consid6r6 dans l 'espace X avee domaine 

D~ = {v e ¢1(~); v(-- oo) = v ( +  oo) = v'(-- ~ )  = v ' ( +  ~ )  = 0}. 

Comme A est le g6n6rateur infinit6simM du groupe ( for tement  cont inu d'isom6- 
tries) des t ranslat ions dans X,  le Th6orgme 2.6. e t  le Th6orgme 2.10. pe rme t t en t  
alors d ' identif ier  (D~,; X)I_ o comme 6rant  

(i) (Da;X)I_2o si 0 < 0 < ½ ;  

(ii) (DA, ; Dx)2_eo si ½< O< 1; 

c 'est-£-dire 

(i) le sous-cspaee de X form6 des v tels que t-2°Maxlv(x@t)--v(x)l--->O 
lorsque t -> 0; 

(ii) le sous-espace de Da form6 des v tels que 

t -(~o-1~ M a x  Iv'(x + t) - -  v ' (x )  l - ~  0 l o r s q u e  t --> 0 .  

Dans lea deux cas la condition d ' impari t6 implique v ( 0 ) =  O. C.Q.F.D. 

Pour  la suite on se l imitera au cas O<O<½-;DA(O) est le sous-espace de 
h(~°)([0, 1]) d6fini par  les conditions v ( 0 ) =  v ( 1 ) =  0 et  pa r  cons6quent D ~ ( 0 + I ) =  

(1~) Ici  / 1  = [--  0% + col. 
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= (veDA;AveD,~(O)}  est le sous-espace de h~°+2)([0, 1]) d6fini par  les conditions 
v(o) = ¢'(o) = v(i) = ~"(i) = o. 

Ceci 6rant on pose 

q~(t, v ) ( x ) :  a(t; v"(x), v'(x), v(x)) -]-/(t; x ) .  

On suppose que ] est continue dans [0, T] ~ wleur s  dans DA(O) et on snpposera que 

la fonction 

t~ si, 8~, ss~--~a(t; 8i, 8~, 8s) 

admet  des d6riv6es jusqu'~ l 'ordre deux par rapport  g s = (s~, s~, ss), continues et t 
et s pour t e [ O , T ]  et s 6 R  ~. Enfin on suppose que a(t;O, ss, O ) = O  pour tou t  
re [0 ,  T] et s~eR.  I1 est alors clair que 

e c([0, ~] ×D~(0+~) ;  D~(O)). 

C'est l 'hypothbse (4.1.) point (i). Ensui te  on a 

_ ~a (t; v"(x), v'(x), v(x)) ~ (t; ~) = ~ ~ ~ !  

il est clair que 

~ e  ~ C(r0, T]×DA(0 + 1); Z(DA(0 + 1); DA(0))) ; 

c'est l 'hypoth~se (4.1.) point (ii)). Si on suppose de plus que (~a/~s~)(t; s) > 0 pour 
tou t  re[o,  T] et s s R  ~, ulors (3~v/3v)(t; v) est g6n4rateur infinit6simal d 'un  semi- 
groupe for tement  continu analyt ique dans E, de domaine DA grgce au 

L]~M~ 7.3. - Soient bje C([O, 1]), ~ = 1, 2, 3 avee b~(x)>~> 0 pour tout xE[O, 1] 
et b~(O) = b2(1) = O, alors l'opdrateur B = b~(d2/dx ~) -~ b~(d/dx) -~ b3 de domaine DA clans E, 
est gdndrateur inJinitdsima~ d'u~ semi-groupe analytique Jortement continu. 

D~,~r0~ST~A~IO~. - B e s t  6videmment ferm6 et ~ domaine dense; il faut  seule- 
ment  localiser l 'ensemble r4solvant de B e t  pr6ciser la croissance de sa r4solvante. 
L '6quat ion Bv -- ),v ~ g avec v ~ D~, 4quivaut 

bl v" ~ b2v~-j - b3v-- ,~v ~ g 

dans [0, 1] avee les conditions v ( 0 ) =  v(1)-----0, g 6tant donn6 par hypoth~se avec 
g(0) -~ g(1) ---- 0 (condition qui impliquera automat iquement  v"(0) ~ V~(1) ~= 0 puis- 
que b l n e  s 'annulle pas et b~(0)= b~(1)= 0). 
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On pout r66crire cette 6quation sous la forme 

v~ ~ 2 b , (0) - -b ,v ,  ~_ b~ , bs g 
- -  ~ v - -  b~(0)  b~(0)  v - -  ~ v -j- b , ( 0 )  

d'ofl, en posant  v"--(Z/b~(O))v = h, on dgduit  

[ b~(O) b1(O) dx b-~O i A h -}- 

condition que 2/b,(0) soit dans l 'ensemble r~solvant de A c'est-£-dire en pgrticulier 
si ~ e [-- 0% 0]. On ~ alors l 'existence et l 'unicit6 de h (doric de v) lorsque 

{ b~(O)--b~ A b2 d ba ,~[A-- 2 )-1[ 

Pou v6rifier cette condition on utilise la mujoration 

1 
![(A - ~ ) - ~ l l ~ .  < I~1 cos 0/2 

pour ~ r g / ~ :  Oe ] - -~ ,  + ~ [ ,  d'ofl 

et (en m~jorant  grossi6rement) 
cos 0/2 

d __/~)_11 < K 
~x (A f l s -~  l/~I ~ cos 0/~ 

off la valour exacte de K (ind6pendante de/x) importe peu dans ce qui suit. On en 
d6duit  la majorat ion 

{bl(o) blA b3}( I b,(o) hi(o) d .  b ~ )  A -- ~ ~-~ 

< cos--O-/2 M~x + ~ x  j, + Ma, x Ibol < t ~o,~ T~(6~J ~o,~ tbl(o) I~1 ~ ~o,~ ~t  

condition que a r g 2 : 0 e [ - - O o ,  +0o] off 0 o < ~  et 

b,(x) cos 00/2 
Max 1 -- b ~  < - -  
~e[0,1] 4 

8K 1 
Max tb2(x)f 

i~ [~ > bl(0p cos 00/2 ~Eo,l~ 

8 
cos 00/2 ~eEo,~] 
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Pour  ces m~mes I on en d6duit l'in6galit6 

d'ofl 

on a ainsi prouv6 que 

2 
I l 

2 
l[vl] < [;,Icos0/2 II9ll. 

2 

pour ]AI ussez gr~nd uvec urgA--  0 e[ - -  0o-~ 0o] pourvu que l 'oscillation de b~ d~ns 
[0~ 1] soit assez peti te  c'est-~-dire 

Mux I b~(x) < cos0o/2 
xe[0,1] - -  b l ~  ~ ; 

en consdquence duns ce cas, B e s t  le g6n6r~tcur infinit6simal d 'un  semi-groupe una- 
lyt ique for tement  continu dans E. 

On r~mSne lecus  gdn6rut ~u cus particulier ci-dessus p~r l'urtifice de Korn,  c'est- 
~-dire par  purt i t ion de 1'unit6. C.Q.F.D.  

A c e  point on s~it ddj£ que les hypotheses (4.1.) (i), (ii) et (iii) sont vdrifi6es. I1 
reste ~ ddterminer D = ( 0 + I )  lorsque B =  (~/~v)( t ,  v) c'est-~-dire 

~a (t; v'~(x), v~(x), v(x)) , j = 1, 2, 3 b (x) = 

P~r d6finition on 

D~(O - / 1 )  ---- {w e D~; Bw e DB(0)}. 

Ici on ~ D ~ =  D A ~vec 6quivulence des normes, done D~(O)= DA(O) p~r interpolu- 
tion. Lu condition Bw e DB(O ) 6quivuut done puisque 0 < 0 < ½- £ blw"e DA(O) et par 
eons6quent ~ Aw = w~'eDA(O) si l 'espace DA(O) est stable p~r multiplication p~r 1/bl; 
c'est le cus puisque b~ est hold6rienne d 'exposant  20 au sens strict (e'est-£-dire ~u 
sens de 1])). 

En  r6c~pitulunt, l '~pplicution du Th6or~me 4.1. donne le 

TIi~OR~)fE 7.3. - On suppose que t, s ~-~a(t; sl~ s~, s3) admet des ddrivdes ]usqu'd 
l' ordre deux continues en te[0~ T] et s e R a, que a( t ; O, s2 ~ O ) ~  0 pour tou~ t ~ [ O, T] 
et tout s2~ R eg que ( ~a/~sl)(t; s) > O pour tout re[o,  T] et gout s e R 3. Soit ~galement 

~ ] 0 ,  1[. Alors pour tout uoEh~+2)([0, 1]) avec Uo(0 ) = Uo(1)= Uo(0)= uo(1)= 0 et 
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tout f e C([0, T];  h(~([0, 1])) vgri]iant ](t, O) = f(t, 1 ) =  0, il existe -~ > 0 et une unique  
u e C([0, ~]; h(£+~)([0, 1])) ~ C~([0, z']; h(~([0, 1])) solution de l'~qu~ation (7.1.) v~ri]iant 

tes conditions 

u(0, x) = U o(X), 

u(t, O) = u(t, 1) = 0 ,  

x e [0, 1] 

t e [0, T]. 

Le r6sultat  pr6c6dent est  relatif au probl~me de Cauchy-Dirichlet  pour  l '6qua- 
t iou (7.1.). Pour  r6soudre un  probl~me de Cauchy-~euman  il suftlt de poser 

d 2 
E = C ( [ o ,  1 ] ) ,  A = - -  

d x  ~ • 

D A =  {V e Cz([0, 1]); -- v'(1) ~= coy(l), v'(0) =- fly(0)} off ~ et fl sont deux r6els non 
n6gatifs fix6s. Des raisonnements analogues g ceux qui pr@~dcnt, mont ren t  que 

D~(O) = h~([0, 1]) si 2 0 <  1 .  

L'appl icat ion du Th6or~me 4=.1. conduit  au 

T~ORg~rE 7.4. - On suppose que t, s ~-~a(t, s~, s~, sa) admet des ddrivdes jusqu'it  
l'ordre deux continues en t e [ 0 ,  T] et s e R  ~e t  que (~a/3sx)(t, s ) > 0  partout. 

Soit  @ e]0 ,  1[, alors pour  tout uo¢ h~+2([0, 1]) a v e e -  % ( 1 ) =  auo(1), U'o(0)-  flUo(O) 
et tout ] ~ C([0, T];  h~([0, 1])), il  existe ~ > 0 et une unique  u ~ C([0, ~]; h~+2([0, 1])) ¢3 

C~([0, T];  h~([0, 1])) solution de (7, 1) vdri]iant les conditions 

u(O, x) = Uo(X), x ~ [o, 1] 
au 

- -  ~ x  (t, 1) = o:u(t, 1 ) ,  t e [0,  ~] 

~u 
~x (t, o) = flu(t, o ) ,  t e [o, ~] .  

7.2. On va  maintenant  6tudier des probl~mes mixtes relatifs g des 6quations 
p~raboliques non lin6~ires ~vec plusieurs v~ri~bles d'esp~ce. Ceci n6cessiter~ la 
conn~iss~ncc de 1~ th6oric spectrale des probl~mes aux ]imites elliptiques~ qui, suivant  
AG~rO~ [1] se d6veloppe bicn d~ns l 'csp~ce des fonctions de puissance p int6gr~ble. 

C'est pourquoi  on ne pourr~ pas r6pSter exac tement  ce qu 'on a fair en 7.1. pour  
les probl~mes g une variable d 'espace et on utiliser~ ici les r6sult~ts de § 6. 

L~ m6thode utilis6e est applicable ~ des 6quations de la forme 

~u 
a-7 = a(t, u, Vu, V-°u) -4- / 
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off V d6signe le gradient .  Cependant  pour  6viter  des complicat ions darts les notu- 
t ions,  on se contenteru  des 6quutions de i~ forme 

(7.2.) 

o~ 

~t - aft, u, Vu, Au) + ] 

t, u, p, q ~-~ a(t, u, p, q) 

cst une ionet ion de [0, T]×R×R~×R. 
On appl iqucru duns un premier  t e m p s  1~ th6orie du § ¢ avec  E = L~(Y2) off .(2 

est  un  ouver t  born6 de R ~ ~ fronti6re P r6guli6re, A < p < co et  A : A consid6r6 

avec  le domaine  

D ~ =  {u e W~(~); u = 0 sur r}. 

Ce choix signifie qu 'on  envisage d ' abo rd  1~ r6solution du problbme de Cauchy- 
Dir ichlet  rel~tif £ l '6quat ion (7.2.). 

D 'uprbs  AG~oN [1], A est le g6n6ruteur infinit6simul d 'un  semi-groupe an~ly- 
t ique.  Les espuces DA(O) oa t  6t6 d6termin6s au n ° 6. D 'uprbs  le Th6orbme 6.3. on u 

D~(O) = h~°(t~) si 0 < 1/2 p 

t~ndis que d'~pr6s le Th6or~me 6.10. on u 

1 
DA(O)={ueh~°(Q); u = 0  sur F}  Si~pp 

On en d6duit  que 

20+2 . -~. ]~} /)A0 + 1 )  = { u ~ h ~  (~2), u 0 sur 

2 0 + 2  . DAO+ l )={ueh~ (~2), u = A u = O  s u r F }  

Cel~ 6rant  on posera  

<0<i. 

1 
si 0 <  0 < ~  

2p 
. 1  

(7.3.) ~(t, u) = a(t, u, Vu,  Au) , 

Pour  v6rifier les hypoth6ses  du Th6or6me 4.1. il f~ut a u p a r a v a n t  d6terminer  
des conditions suffis~ntes pour  q 'une  fonct ion op6re d~ns un espace de Sobolev ou 
un  espuce  de Nikolski.  On utiliser~ pour  celu quelques l emmes :  

LE~E~E 7.4. -- Soit ]une ]onvtion numdrique continue dd]inie darts R,  m lois conti- 
nument ddrivable, alors u F-~fo u est continu dans W~(f2) si m >  n/p. 
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Ce r6sul ta t  se v6rifie pa r  un calcul direct  grace aux  th6or~mes d ' immers ion  de 

Sobolev.  

LEMiV~E 7.5. -- Soit ] une application loealement Lipsehitzienne de R dans R,  alors 
u ~--~]o u est continu dans h~(f2) si 1 > s > n/p. 

D]~ONSTRATIOSL -- Grace ~ l 'hypoth~se  s > n/p, h~(.(2) s ' in jeete  eont inf iment  dans 
l ' espace  C(~) des fonctions continues sur ~ .  

E n  effet pa r  d6finition u est  lu res t r ic t ion ~ ~9 d 'une  fonct ion U ~ h~(R~). On 
vol t  uis6ment sur la D6finition 6.1. que U e W ~ ( R ' ) ,  pour  s'< s, pa r  consequent  
gr£ce au Th6or~me de Sobolev, U est  cont inu puisque s > n/p. 

I1 en r6sulte que fo u est cont inue dana ~ donc aussi 616ment de L~(f2) puisque ~Q 
est born6. 

Ensu i t e  on a 

t - -  f l/(u(~ + te~) ) - f ( u ( ~ ) )  i~ ~x < K t - ~  f Iu(~ + te~) - u(x) I~ dx ~ 0 
R ~  R n  

lorsque t - +  O, off K est la eons tante  de Lipschi tz  de ] res t re inte  ~ l ' image  (born6e) 
de u. Ceci p rouve  que ]o u e h~(Y2). La  d6mons t ra t ion  de la continuit6 de u - ~ / o  u 
suit  les m6mes idles.  

Les considerat ions ci-dessus s '6 tendent  ~ des fonctions ] de plusieurs a rguments ;  
on utiliser~ le 

LE~ICm 7.6. - Soit ] une application loealement lipsehitzienne de R ~ dans R,  alors 
{u~, ..., u~}-~ l(u,,  ..., u )  est eontinu ae h~(n) ~ aans h~(n) pour l > s > n/p. 

De ce L e m m e  on d4duit  i m m4d ia t emen t  que si a est loca lement  l ipschitzienno 
par  r a p p o r t  ~ (u, p, q) ~ R ~< R" × R,  ulors 

u ~ a(t, u, Vu, Au) 

est pour  chaque t une appl icat ion cont inue de h~+2(Y2) clans h~(t9) pour  1 > s > n/p. 

Ceci nous condui t  pour  appl iquer  la th~orie du § 4, ~ choisir 0 tel  que i > 20 > nip ; 
ceci Suppose donc n > p et implique 1/2p < 0 et p a r t a n t ,  la condit ion de Dir ichlet  
in te rv ien t  dans la descript ion de DA(O). 

Cependant  pour  que l ' ensemble  des hypotheses  (4.1.) soit satisfMt on supposera  
ce qui suit  sur ~: 

(i) a est continue, admet des d~riv~es premieres en u, p, q qui sont continues 
en t e t  localement lipschitziennes en u, p, q. 

(7.4.) 
(ii) a(t, 0, p, 0)-~ 0 pour tout t e t  tout p. 

(iii) (~a/~q)(t, u, p, q) > 0 partout. 
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L a  v6rification de (4.1.) uti l isera le 

LE~)~E 7.7. - h~(~2) est une alg~bre pour 1 > s >n /p .  

D ~ 0 ~ S ~ A T ~ O ~ .  - I1 s 'agi t  d 'une  simple v6rification: soient u et v duns h~(~) 
doric respec t ivement  restr ict ions de U et  V 616ments de h~(R~). C o m m e / 2  est  born6 
on 9eu t  supposer  que U et  V sont  ~ suppor ts  compacts .  

On a d6j~ remarqu6  que grace ~ l 'hypoth~se  s > niP, U et V sont  continues.  
I1 en r6sulte imm6d ia t emen t  que UVeL~(R'~). D ' a u t r e  p a r t  

Rn Ru 

~- ~-" IU(x ÷ ~e~) -- U(x)l,dx t m a x  IV(x)t -~ o ,  
R~ 

lorsque t-->0. Ceci p rouve  que UVeh~(R' )  et  pa r  restr ic t ion uveh~(~) et  de 
plus u, v t---~uv est  6v idemment  continu. C.Q.F.D. 

A c e  point  de (i) il d6coule grace aux  Lemmes  7.6. et  7.7. que ~ d6finie en (7.3.) 
v6rifie les conditions 

et  

a Y e e  

o([o, T] 

~ Oa (t, ~a ~a 7x( t ,u ) 'V  = T u  u, Vu, Au)V ÷ T p  (t,u, Vu, Au) 'Vv ÷-~q (t,u, Vu, A u ) A v .  

On en d6duit  (4.1.) (i) et (ii) grace ~ (7.4.) (ii) car  alors si u = Au ---- 0 sur F :  9/2 
o n  a 

aft, u, Vu, Au) = O sur F 

et  si de pltts v = Av = 0 sur / ' =  ~ on a aussi (~q~/~x)(t, u).v = 0 sur F.  
L 'hypo th~se  (4~ 1) (iii) r6sulte de (7.4.) (iii) car pour  u e h~°+~(~) on a u~ Vu, 

A u ~  C(~) donc le coemcient  (~a/~q)(t, u, Vu, Au) est  born6 inf~rieurement  pa r  une 
quant i t6  s t r i c t ement  posi t ive  duns ~ et  les r6sultats  d 'AG~o~  [1] sprit utilisables. 

Enf ine  pour  v4rifier (4.1.) (iv) on r emarque  que pa r  d6finition 
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c'est ~ dire que entre autres 

v e W~(tP) ,  
vq 

comme (3a/~q)(t, u, Vu,  3u )  e h~°(~) et ne s 'annule pus, il r6sulte du Lemme 7.7. que 

done 
2 0 + 2  ~lv e h,, (P.) 

grace ~ux r4stfltnts de r4gularit~ de AG~0~-I~0UGLIS-I~IRENBERG [2]. 
E n  ce qui coneerne 1~ condition aux limites eontenue duns la, d4finition de D~(O) 

elle ~quivuut 

~x (t, u) v = 0 sur F ; 

cepend~nt gr£ce ~ (ii) on 

(t, u) v = ~ (t, o, Vu, o) A v  = o sur / '  

ce qui revient au m~me que Av---- 0 sur 1". En  conclusion v ~D(~/~x)(t,u)(O ~- 1) si et 
seulement s i v  e h~°+2([2) et v -~ Av -~ 0 sur 17 c'est-~-dire v eDA(O ~ 1). 

A c e  point F~pplication du Th4or~me 4.1. fournit  le 

TH~OlC~[E 7.8. - On suppose que la fonetion a vdri]ie les conditions de l 'Hypo - 
th~se (7.4.) (i) (ii) (iii). Soient 

p e ] n ,  oo[ et s e ] n / p ,  1[. Alors pour tout uoeh~+2(f2) avee uo----- A u o =  0 sur F 
et pour tout ] eC( [0 ,  T]; h~(9)) vdri]iant f ( t , x ) : O  pour te[O, Y] et x e F ,  rl existe 
T >  0 et une unique u e  C([0, ~]; hZ+~(~)) (~ C*([0, T]; h~(Y2)) solution de l'dquatgon 
(7, 2) v&ifiant les eond~tions 

{ u(0, x ) = u o ( x ) ,  x e t ~  

u(t, x) = O , t e [O, T] , x e F .  

On a, uinsi r@sotu loc~lement en temps le probl~me mixte de type  Cauchy-Dirichlet 
relatif ~ l '~quation (7.2.). L~ r@solution d 'un  probl6me de type  Cnuchy-l~eum~n 
est purtieilement plus simple. E n  effet soit v lu norm~le sort~nte ~ F et q une fone- 
t ion r6guli@re non n@gutive sur /~, on pose alors 

A = A  ~u .= qu sur F } .  DA = u z W ~ ( ~ 9 ) ;  ~,  

2 5  - A n n a l i  di 2~Iatemat~ca 
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Toujours d'upr6s A ~ o ~  [1], A est g6n6ratcur infinit6simal d 'un  semi-groupe snaly- 
~ique duns E = L,(.(2) et on u 

DA(O ) = h~°(zQ) 

~u 

pour 0 < 2 0 < 1  +_ t  
P 

= q u  sur F pour 0 < 2 0 < 1 + p  

Ensui te  d6finissunt ~0 toujours pax (7.4.), on voit  en uppliquunt les I~emmes 7.5. 
et 7.6. que ~ op~re de h~+2(~) duns hi(t)) toujours pour 1 > s >  n/p. 

On pourra done travailler duns DA(0) svec nip < 20 < 1 (p > n), qui est an  espace 
de ~ikolski  sans conditions uux limites, si tuation plus simple que duns le cus des 
conditions de Dirich]et. 

L'application du Th6or~me 4-.1. fournit  le 

T ~ O ~ ] ~ E  7.9. - On suppose que a vdri]ie (7.4.) (i) (iii). Soient p~]n~ c~[ et 

s e]n /p ,  1[. Alors pour tout uo~h~+~(~) avee -- ~Uo/~V- quo sur F et pour tout ] e 
C([0, T], h~(tP)), ~l existe ~ > 0 et une unique u e C([0, ~]; h~+2(9)) n C~([0, z]; h~(9)) 

solution de l'dquation (7.2.) vdri]iant les conditions 

u(0, x ) = u o ( X ) ,  x e ~ 9  

3u 
- ~ (t, x) = q(x) u(t ,  x ) ,  t e [o, ~] ,  x E r .  

7.3. Les conditions sur a qui sont ell hypoth~se duns le Th6or~me 7.11. sprit natu-  
relles puisqu'il  s 'ugit d~exiger que a spit ussez r6guli~re et que ~a/~q spit s t r ic tement  
positive c'est-~-dire que l'op4i'uteur consid6r6 spit parubolique. Par  contre duns le 
Th6or~me 7.10. qui est relutif uux conditions de Dirichlet~ il intervient  lu condi- 
t ion (7.4.) (ii) qui est peut  nuturelle; elle est n6cessuire cur l'espuce DA(O) fair inter- 
venir lo condition de Dirichlet. On peut  cependant pour certuins op6rateurs de 
forme psrticuli~re tr~vufller avec 0 assez peti t  pour que lu condition de Dirichlet 
dispsruisse de lu d6finition de D~(O) et  ulors l 'hypoth~se (7.4.) (ii) dispurultra. C'es~ 
ce qu 'on va  d6velopper iei. On s'int6resse d6sormais £ lu r6solution de l '6quation 

au ~ a ~ Vu)}+ ] 

off t, u, p--+aAt~ u , p )  est une fonction de [0, T J × R × R  ~ duns R et on suppose que 

(i) a~ est continue et admet des ddrivdes secondes en u et p,  continues en t et 
locatement lipsehitziennes en u et p,  j -~ 1, ..., n. 

(7.6.) 
~a~ 

(ii) ~ , ~  ~ -  (t, u, p ) ~ j ~  > 0 partout pour ~ ~ 0 dans R ~. 

Ceci 6tsnt,  on u le 

T~I~OlCg~-E 7.12. - On suppose que les a~ vdrifient (7.6.) (i) et (ii). Soient p~  ]n-- 1~ ~ [  
et s~]sllp(0~ n / p - - 1 ) ;  l /p[ .  Alors pout tout uoeh~+e(~Q) avee ups--0 sur T et pour 
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tout f ~ C([0, T];  h~(f2)), it existe ~ > 0 et une unique u e C([0, ~[; h~+e(O)) m C~([0, ~[; 
h~(12)) solution de l'dquation (7.5.) v&i]iant les conditions 

u(0, x) =uo(x), x e O  

u( t ,  x)  = o ,  t e [0, ~[, x e / ~  . 

D~'[O~S:elCATIO~. - On conserve A comme au d6but  de 7.2. et  on appl ique  le 
Th6or~me 4.1. avec 0 e ]0, 1/2p[ avec  tontefois  0 > n /2p - -  :~. Darts ees conditions 

o n  a 

DA(0) = h~0(O) 

sans conditions aux  l imites et  

On pose 

DA(O -~ 1) = {U e ]~0+2(5Q) ; u = 0 sur P } .  

v(t, u) = ,~1 ~{a,(t, u, Vu)) + t. 

Commc on a suppos4 s + l - - - - 2 0 ~ - l > n / p ,  h~+~(D) est  une alg~bre d 'apr~s  le 
L e m m e  7.9. (~) et  d~apr~s le L e m m e  7.8. Fappl ica t ion  

u -+  a~(t, u ,  Vu) 

est  cont inue de h~+~(O) duns h~+1(~2); on en d6duit  facilernent (4.1.) (i). 
Ensu i t e  on d6montre  (4.1.) (ii) et l ' identi t6 

~( t ,  u)~ = 5 ,  ~ tau (t, u, Vu)v + ~1 ~ (t, ,~, 

toujours  grgce aux  m~mes lemmes.  

De  (7.6.) (ii), n t i l isant  AG~Io~ [1], on v6rifie que pour  )~> 0 assez grand,  Pop& 
ra teu r  diff6rentiel (aq~/au)(t, u) est g6n~rateur infinit6simM d 'un  semi-groupe analy-  
t ique fo r t emen t  cont inu dans  E avec  domaine  DA. Ensu i te  des r6sultats  de r4gu- 
larit6 de AG1~OIV:DGu~LIS-lgt~EIVBERG [2]~ on d~duit  p~r in terpola t ion  que s i v  e DA et  

(t, u) v e DA(O) = h~°(.(2) 

Mors v eh.~°+e(~) done V SDA(Oq-1). L'ensemble  de l 'hypoth6se  (4.1.) est  Mnsi v6- 
rifi6; le r6sut ta t  annonc6 suit  pa r  appl ica t ion du Th6orbme 4.1. 

(~s) On s'est limit~ dans le Lemme 7.9. au cas s < 1, cependant hi(O ) est une alg~bre 
pour tout s > n~p. On p e u t l e  prouver en suivant la m6thode indiq6e darts le Lemme 7.9. 
C'est aussi (par densit6 des fonctions r6guligres) une consequence de ZoL~slo [23]. 
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RE~A~qV-E 7.13. -- Les consid6rations ci-dessus sont 6galemcnt  valabtes  pou r  

des 6quat ions de la forme 

3u 
~ = Aa(u)  + t .  

RE~IARQUE 7.14. -- Dans  le Th6orgme 7.12. l ' a v a n t a g e  est  qu 'on  n ' impose  aucune  

condit ion aux  l imites sur les donn6es ] e t  Auo. Ceci est  irft6rcssant m~me dans  le 
cas off l ' espace est de dimension n---- 1, s i tuat ion cnvisag6e en 7.1., car on ne p e u t  
pas  faire disparai t re  ces conditions aux  l imites superflues en r e s t an t  dans le cadre 
de l 'espace E des fonctions continues (ceci ne concerne bien stir, que les conditions 
aux  l imites de Dirichlet) .  

7A. On v a  m a i n t c n a n t  exploi ter  les r6sultats  du § 5 qui fournissent  t 'exis tence 

globale. On consid~re ici l '6quat ion au tonome  ~ une var iable  d 'espace  

~u ~u~ 
(7.7.) ~--~ = a ~xx2] 

off on supposera  que a est une fonct ion num6rique r6elle qua t re  fois cont inf iment  

d6rivable d6finie dans R et telle que 

(7.8.) 
a(0) = 0 ,  a'(x) > 0 pour  tou t  x ~ R 

a"(o)  = o .  

:Notre bu t  est ici d ' app l iquer  le r6sul ta t  synth6tis6 dans la R e m a r q u e  5.3. dont  il 
f audra  donc v6rifier les (tr6s nombreuses)  hypothbses.  On aura i t  pu r  t r a i t e r  de la 
m~me manigre  une 6quat ion de la forme (7.1.) pa r  contre  il n ' e s t  pas  clair qu ' on  

pour ra i t  r6soudre de la mgme fagon les 6quations g plusieurs var iables  d ' espace  du 

t ype  de (7.2.). 
Ic i  comme en 7.1. on a toujours  

E = {v e C([0 ,  13); o(0) = o(Z) = 0} 

DA = {O e C~([0, 11) ; o(0) = v(1) = v"(0) = v~"(1) = 0} 

ct A-= d2/dx ~. P a r  cons6quent 

9A(0)  = {v e ~ y ( [ o ,  1]) ; v(o) = ~(1) = o } ,  o < 0 < 1 ,  

DA(0) = {v e h~ ( [0 ,  1]) ; v(0) = o~'(0) = v(1) = v ' (1)  = 0 } ,  1 < 0 < 2 ,  

2o o(0)  o"(0) o(~V)(0) = o(1)  = v"(1) 0}  D~(O) = {o e h~ ( [0 ,  1]) ; = = = o('v)(1) = , 

si 2 < 0 < 3 .  
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On v6rifie m a i n t e n a n t  l ' hypothgse  (i) de la ICemarqne 5.3. il est clair que si on 

pose ~o(u)= a(d~u/dx2), on 

e C~(h2~([0, 1]); h:([0, 1])) 

pour  s < 3 et  alors 

\ d x  ~ ] dx  ~ • 

I1 f~ut  cependant  v6rifier que ~ op6re de D a ( 0 + l )  duns DA(O), e 'est-g-dire  que 
a(u") = 0 (~5) en x = 0 et  1 d6s que u = u " =  0 (ee qui r6sulte de l ' hypoth6se  a(0) ---- 0) 
et  que ( a (u" ) ) "=  0 en x - - 0  et  1 d~s que u - - u " =  u(i~)~ 0 en ces points .  P o u r  

cela on calcule 

(a(u"))" = (a'(u")u")'= a'(u")u" + a"(u")(u'): . 

On a done en 0 et 1 

(~(u"))" = a"(o)(u")= 

et  e 'es t  nul  ear on a suppos6 que a " ( 0 ) =  0. 
E n  conclusion on a prouv6 que 

pour  que 0 < 20 < 3 (20 non entier).  

Ensu i t e  pour  vSrifier l 'hypoth~se  (ii) on eonsid~re t 'op~ra teur  diff~rentiet ~o'(u) 

e 'est-g-dire a'(u")(d2/dx ~) duns E.  L 'hypo th~se  #(x )>  0 pour  t ou t  x ~ R ,  impl ique 
s+2 pour  u e h~o ([0, 1]) que a'(u ~) a d m e t  une borne  inf~rieure s tr icternent  posit ive,  alors 

si on pose q~'(u'-'")-=-a'(u'~)(d~/dx ~) et D ~ ) = - D  t, il rSsulte du L e m m e  7.3. que ~o'(u'-~ 
est  le gSn&ateur  infinitesimal d 'un  semi-groupe ana ly t ique  fo r t ement  eont inu duns E. 

P a r  d~finition on a pour  0 < 0 < 1, 

~ ~ h + ( [ o ,  1 ] ) ,  D~,(~)(0 ~ - t )  =- {v e DA; cp'(u)v e DA(O) } = {V e C~([0, 1]); a'(u")v"e 20 

v(0) = v(1)= v"(0)= v"(1)= a'(u"(o)) v"(o) = a ' ( u " ( ~ ) ) v " ( 1 ) =  o}. 

Alors si UeDA(Oq-1), a'(u")eh~([O, 1]) et  ne s ' annule  pus done 1/a'(u")eh~([O, 1]) 
puisque eet  espaee est  une alg~bre; on en d~.duit que 

D~%(O + 1) = {v  e h~+~([O,  1 ] ) ;  v(O) = v(1) = v"(O) = v"(1) = O} = D~(O + 1). 

(16) Dans  route  la suit6 ddsigne la dgr ivat ion  par  r appor t  g x. 
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Enf in  p o u r  1 < 0 < 2 on ~ p a r  d~fini t ion 

~ . ~  r II r! 2 0  Dv,(~)(O -~ 1) = {v s DA; cy(u)v s DA(O)} = {V e C2([0, 1]) ; a ( u ) v  e h~([0 ,  13) , 

v(o)  = v(~)  = v"(~)  = [ a ' ( u " ) v " ] " ( o )  = [ a ' ( u " ) v " ] " ( ~ ) =  o } .  

hSOlF~ Si u m D ~ ( O ~ l )  on a a'(uH) e ~x~u, 1]) donc  lm cond i t ion  ' " 'I ~0 a ( u ) v  e h ~ ( [ 0 ,  1]) 6qui- 
"V-allt ~ ~ 20 v ~ h ~ ( [ 0 ,  1]) done  ~ v e h~°+e([0, 11). E n s u i t e  on 

Ea'(u')v"]'(o) = [a ' (u")v" + a"(u")u"v' ] ' (o )  = 

: [ a ' ( u H ) v ~  2a'~(UH)U'~VH~- E~(U~)U~V~ a'~(u~)(u,~)~v~](O) _~ a'(0)v~'~(0) 

pu i sque  u " ( 0 ) ~  0 et  a " ( 0 ) ~  0 p g r  hypo thgse .  L a  cond i t ion  Ea'(u")v"]"(o)= o 4qui- 
v ~ u t  done  £ VHH(0)= 0. Le  m 4 m e  r a i s o n n e m e n t  es t  va lub le  ~u p o i n t  x ~ 1. A ce 
po in t ,  on ~ done  6tabl i  l ' i den t i t6  

"~ h ~°+2(rt~ v"(O) = v " ( l )  D<(~o(o + ~) = {v e ~ ~ ,  1 ] ] )  ; v (o)  = s " ( o )  = = s ( 1 )  v" (z )  = = o}  

donc  Dv~)(O + 1) = DA(O + 1). 

On  ~ ainsi  c o m p l ~ t e m e n t  v6rifi6 l ' h y p o t h 6 s e  (iii) de la  R e m ~ r q u e  5.3. 

L ' h y p o t h ~ s e  (iv) r e v i e n t  ~ vo i r  que u ~ a ( u " )  es t  une  app l i ca t ion  born6e  de 
h~2( [0 ,  1]) dans  h~([o ,  1]) p o u r  o <  s <  1 ce qui  es t  6v ident .  

L ' h y p o t h g s e  (v) signifie que  u F~,a(u") est  invers ib le  de 

s + 2  {u  e ~ ([o,  1 ] ) ;  u(o)  = ~"(o) = u(~)(o) = u ( l )  = ~"(z)  = u(~-)(1) = o}  

s u r  

{ / e  h : ( [ o ,  1 ] ) ;  ] (o )  = f ' ( o ) =  ] (1)  = i'(1) = 0} 

p o u r  2 < s < 3. I1 es t  6v iden t  que 

qT~(]) = A-~a-~(]) 

qui  a un  sens pu i sque  p a r  h y p o t h ~ s e  a es t  s t r i c t e m e n t  c ro i s san te  donc  invers ib le ,  
e t  son inve r se  a -1 es t  de classe C4; done  p o u r  i e h~([0 ,  1]) on ~ a-~(])e  h~([0 ,  1]) et  

u = A - l a - l ( / )  ~ h ~ ( [ 0 ,  11) ; de p lus  on a u(0) = u(1) =- 0 p a r  dSfinit ion de A -1. I1 
r e s t e  ~ v6rif ier  que u =  u " =  0 en x =  0 e t  1. 

On ~ u'~= u = a-~(]) done  u'q0) ~- a-~(](O)) = a-~(O) = 0 et  de m ~ m e  u 'q l )  = 0, 
pu i sque  

u (~v)= (a-~(l))" = (a-~)'(/)/" + (a-1)"(l)(t')  ~ 

donc  en z6ro e t  un  on 

u(iV)= ( a - 1 ) " ( o ) i ' ( o ) 2 =  o 
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puisque a t ' ( 0 ) =  0. Ceci ach6ve de p rouver  l ' inversibil i t6 de % I1 cst 6vident  sur 
l ' express ion explici te de ~-1 que c 'es t  une ~pp]ic~tion continue. 

A c e  point ,  routes  les hypothbses  de 1~ :Rem~rque 5.3. son~ v6rifi6es, saul  l 'esti-  
mar ion  ~ priori .  On dolt  doric consid6rer ~ pr6sent  uoeh~+~([0~ 1]) avec 0 ~  s <  1 

" u (~ )=  0 en 0 et  1 et  v6rifi~nt u o = u o = 

u e  c([o,  3[; e;([o, 3[; ([0, 

solution de (7.7.) ~vec u(O, x) -~ Uo(X) et u(t, O) = u(t, 1) -= 0 et on doit  p rouver  que u 
est  born6e ~ v~leurs d~us h~ ([0, 1]) a.vec un  a >  s. 

On s~it done que 

3~u 3~ 3u 
(7.9.) ~x~, 0 < ~ 4  et  ~x~ ~t ' O ~ f l ~ 2  

sont  continues duns [O~ 3[ ×[0,  1] et si on choisit a <  1, ce qui est loisible, iI suffit 
de v6rifier que 

Max ~ u  ~o.~1 ] ~-~ (t, x) M ,  0 < ~ < 3 .  

te[0,v[ 

En premier  le pr incipe du m a x i m u m  s~applique ~ F~quation (7.7.) et pa r  consequent  

(7a0.)  Max lu(t, x) I< ~ a x  Iuo(x)] 
xe[0,1] ~e[0,1] 

pour  t e [0, 3[. 

Ensu i t e  t enan t  compte  de la r6gularit6 de u indiqu6e en (7.9.) on ~¢oit quail est 
possible de d6river l '6quat ion (7.7.) p a r  r a p p o r t  a~u t emps  et  on obt ien t  ~insi t '6qu~- 
t ion de v = ~u/~t qui suit  

~v ~2v 
3-7 = a'(u~') ~x ~ 

H 
avec v(O, x ) -~  a(Uo(X)) et v(t, x ) =  0 pottr x = 0 ou 1. Une nouvelle appl icat ion du 
pr incipe du m a x i m u m  m on t r e  que 

xe[0,1] xe[0,1] 

Comme u = A-la-1(v) on en d6duit  que u" reste  born6 et p a r t a n t  il existe C tel  que 

lu"(t, x)! < C 

pour  t ~ [0, 3[ et  x z [0, 1]. 
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On conclut  ~ l 'a ide du 

L E ~ E  7.15. -- Soit  ~ une  /onetgon continue strictement positive darts [0, ~[ ×[0,  1] 

et v solution deux lois contin~tment ddrgvable en x de l 'dquation 

~v F~v 

K = ~-~x ~ 

avee v(O~ x) ---- vo(x) et v(t, O) = v(t, 1) = 0 pour tout t e [0, v[, alors 

I [ (7.~L) ~ a x  ~ (t, x) < ~ a x  Ivo(x) l 
xe[0,1] ~e[0,1] 

pour  tout t e [0, ~[. 

D ~ o ~ s T m ~ m m 3 .  - On approche  g p~r  des fonctions ~ cont inf iment  d4rivables 

s t r i e t ement  posi t ives et  vo pur  vo.,~ trois  lois cont inf iment  d6riv~ble. L a  solution v,, 

correspond~nte  des 6quations 

~--{ = ~ 3x~ ' 
v~(o, x) = vo,~(x), v~(t, o) = v~(t, ~) = 0 

converge lorsque n - - ~  c~, v e r s v .  Les v~, 6rant  trois fois cont inf iment  d6rivables 
en x on peu t  6crire l '6qu~tion de w~ = ~v~/~x soit  

~t = e ~ - ~ - x  ~ -t- Ox Ox 

avec  les conditions (dw~/dx)(t, O) = (dw~/dx)(t, 1) = 0 et  la condition init ials w,,(0, x ) =  
f = vo,~(x ). Le principe du m a x i m u m  appliqu4 ~ w~ donne la ma jo ra t ion  

M ~ x  lw~(t ,x)  i< ~ a x  IvL(x) l. 
ze[0,1] ~e[0,1] 

On en d6duit  (7.11.) pa r  passage ~ la limite. C.Q.F.D. 

E n  conclusion, on ~ 6t~bli le 

TH~otn~m~ 7.16. - Soit  a une  /onetion num~rique quatre lois ddrivable dd/inie dans R 

~VCO 

a(o) = ~ v ( o ) =  o 

I t  

et a/(x) > 0 pour  tout x e R et soit 0 < s < 1 et Uo~ h~+~([0,, 1]) te l leque u o =.\ u o = u~ ~) = 0 

~n ~ =  o ~t x =  ~. ~ o r s  i~ ~ i ~ t e  une  u~iqu~ u ~  C/[0, ~[ ;  hi: ~([0, 1]~) (3 CI([O, CX3[~ 
2+s h~ ([0, 1])) solution de 

% 

~t - ~ [~x  ~ ) 

avee les conditions u(O, x) = uo(x) et u(t,  O) = u(t,  1) ---- 0. 
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8. - Probl~mes mixtes  (Ordre Sup~rieur). 

Les 4quutions consid4r4es duns le § 7 sont susceptibles d ~ t r e  r~solues duns des 
espuces voisins de ceux consid4r~s ici pa r  des m~thodes  ut i l i sant  g la base  le pr ineipe 
du m a x i m u m  comme dans B ~ c ~ - S ~ w ~ T  [6], BE~ILA:N-I=~A [3]. On VU ~tudier ici 
un exemple  de probl~me mix te  non lin~uire pou r  une ~quution purubolique d 'o rd re  
quutre  qui ne p e a t  pus ~tre r~solue g Paide du pr incipe du m a x i m u m .  Cet exemple  
n ' a  pus lu pr~tent ion  d ' e t re  exhuustif .  

I1 s 'agi t  de l '~quat ion 

(8 .L)  ~u ~-7 = a(A~u) + f 

off a est  une fonct ion cont inf iment  d~rivable et  de d4riv4e premiere  a '  loculement  
l ipschitzienne. 

T I ~ o ] ~ E  8.1. - On suppose que a ' ( x ) <  0 pour  tout x ~ R  et que a ( O ) =  O. Soit  

p e ]% c<~[ et s e In~p, 1[. Alars  pour  tout uo~ h~+~(t9) avee % =  ~uo/~v = A ~uo = 0 sur F 

et pour  tout f ~ C([0, :T]; h~(.Q)) tel que ](t, x) = 0 pour  t e [0, T] et x e 1", il existe v > 0 
et une  un ique  

u e c ( [ o ,  ~ ] ;  h~+~(~))  n c~( [o ,  T];  hVO)  ) 

solution de (8, 1) et vdri]iant les conditions 

u(O, x) = uo(x) , x ~ $2 

u(t, x) = 0 ,  t ~ [O, ~] , x E F  

~u 
(t, x) =- 0 ,  t e [0, ~] ,  x e F .  

D~O~STRA~IO~. -- On vU uppl iquer  le Th~or~me 4.1. avec  les choix suivants  
E = L~(t2), A = - -  A S, 

DA = u ~ W~(D); u - ~-~ = 0 sur F et  ~(u) = a(A2u)  . 

Toujours  d 'upr~s AG)[o~ [1] l 'op6ruteur  A est  le g~n6ruteur infinitesimal d ' un  
semi-groupe unMytique v4rifiunt (3, 2). Le  Th4or~me 6.1. mon t r e  que 

/)A(O) = u e h~°(D); u = ~-T = 0 sur F 

si 4 0 > 1 @ 1 / p  e t  

DA(O) = {u  e h~°(~)  ; u = 0 sur _r} 
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si 1 + l ip  > 40 > 1/p et  enfin 

D~(O) = h~°(~) 

si 40 < 1/p. 
On t rava i l le ra  duns ta suite avec  40 = s~]n/p, 1[ de sorte que DA(O) soit une 

mlg~bre g~'£ce au  L e m m e  7.9. Ceei 6 tau t  il est  alors clair d 'upr~s Am)~om~-DovG~is - 
LqmE~BBgm [2] que 

{ ~u A~u=OsurF}" DA(O + 1) = u e h~+'(S2); u = D--v- = 

:Ensui*e on ¥oit  grgce au  L e m m e  7.8. que 

et que 

e C~(D~(0 + ~) ;  h~(~) )  

:_L (U)V -= a'(A~u) A~v . ~u 

On s 'assure  des m~mes propri6t6s g valeurs  duns DA(O) grace ~ l 'hypothgse  a(0) = 0 
qui fair  que pour  usDa(O~-l)  (done A2u= 0 sur F )  on a F (u ) -~  a(A2u)= O sur/~.  

~+~ A2ueh~(~(2) W~-~(~(2) pour  t o u t  s >  0; on peu t  Ensu i te  pour  uEh~  (Q), on a c 
choisir s tel  que s - -  e > nip et pa r  cons6quent  on a A 2u e C(~) et  done a'(A ~u) est  
une fonet ion cont inue dont  le m a x i m u m  est s t r i e t ement  n6gatif  puisque a~(x)< 0 
pour  t ou t  x. Ceei impl ique toujours  grgce ~ la th6orie d 'AG~o~  [1] que l 'op6ra teur  
diff6rentiel (~q~/~u)(u)--2I est  pour  2 assez grand  (d6pendant  de u) 18 g6n6rateur  
infinit6simal d 'un  semi-groupe ana ly t ique  duns E de domaine  DA. 

Ensu i te  grgee £ AG~o~-DouG~IS-LXTmE~BEBG [2] et  g l ' in terpola t ion  les condi- 

t ions v e D~ avee  (~/~u)(u)veDz(O)ch~S(~(2) imp]ique que v6h~°+~(~) et aussi 

1 ~? (u) v 
A~v --a'(A~u) @u 

done A~v-= O sur F ceci nous assure que 

D(g/o~)(,o_a~(O ÷ 1) = DA(O + 1).  

On a ainsi v6rifi6 routes  les hypotheses  (4.1.) et pa r  consequent  le Th~or~me 8.1. 
suit  p a r  appl ica t ion du Th@or~me 4.1. 

R~,~BQUE 8.2. - Duns le cas de la dimension d 'espace  n ~ 1, on peu t  comme 
en 7.1., t ravai l ler  duns le cadre de Pespace E----C([0,  1]). On obt ient  alors sans 

faire appel  aux  r6sultats  du § 6 que pour  @El0,1[,  uoEh~+4([0,1]) avec u0(0)~-- 
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---- %(1)----- U'o(0)---- U'o(1)----- u(*)(0)---- u{°(1)---- 0 et pour  ] e C([0, T];  h~([0, 1])) v~rifiant 
](t, O)=[( t ,  1) pour  t ou t  te[O, T], il existe ~ > 0  et  

ue c([o, ~]; hk÷'([o, x])) ~ c~([o, ~]; h~([0, ~])) 

solution de 

t ,  t ;O, 

u(o,~)=uo(~), x~[o, 1] 

u(t ,O)=u(t ,~)=o,  t~[O,~] 

8u 8u 
(t, 0 ) = ~ x ( t , ~ ) = o ,  te[o,~].  

RE~A~QUE 8.3. - On peu t  r iaoudre  de 1~ m6me muni6re les 6quations de 1~ fo rme  
(8.1.) ~vec n ' i m p o r t e  quel syst6mc de conditions ~ux ]imites qui fai~ de A ~ un g6n~- 
r a t eu r  infinitesimal de semi-groupe ana ly t ique  d~ns Z}tP) .  

RE~ARQVE 8.4. - Comme en 7.2., on p e u t  suppr imer  les conditions uux limitea 
insolites sur A~uo et  aur ], n6cessaires d~ns le Th6or6me 8.1. si on 6tudie (pa, r 

exemple)  des 6qua.tions de la fo rme  

~U 
~-7 = Aa(Au) ÷ ] 

off a eat une fonct ion trois lois cont inf iment  d i r ivuble  de d~riv~e troisi~me loca lement  
l ipschitzienne, v i r i f i an t  a ' (x )<  0 pour  t ou t  x. I1 suffi~ ulors d '~ppl iquer  le Th io -  
rSme 4.1. ~vec 0 : :  s/~, 1/p > s > Max (0, n/p -- 2) ct a lors DA(O ) ~- h~(f2) tandis  quc 

s+2 h~ (f2) est une ~lg~bre ce qui p e r m e t  de vi r i f ier  lea hypotheses  (4.1.). 
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