Equations d’évolution abstraites non linéaires
de type parabolique (*).

GIUsSEPPE DA PrATO (Trento) - PIERRE GRISVARD (Nice)

Summary. — We study abstract non linear parabolic equations by linearization and give examples
to partial differential equations.

1. — Intreduction.
~ 1.1. Notre but est la résolution de Péquation différentielle
(1.1.) w' () =o{t,u®)), tel
ave la condition initiale
(1.2.) #(0)=w

ot I =1[0,T] est un intervalle réel, en supposant que ¢ est une application conti-
niiment dérivable au sens de Fréchet de I x.D dans F ol D et F sont deux espaces
de Banach tels que Dc ¥ avec injection continue.

Les méthodes de monotonie développées dans KoMURA [15], KaTo {14], CRAN-
DALL-PAzY [8], CRANDALL-LIGGET [7] et BrmzIs [4], fournissent une solution glo-
bale mais faible du probleme (1.1.), (1.2.).

Dans le travail présent, on cherchera plutdt une solution classique. C’est-d-dire u
continue & valeurs dans D et contintiment dérivable & valeurs dans F; cette solution
sera éventuellement locale c'est-3-dire définie seulement dans [0, 7] avee 7<<T.
Pour cela on utilisera une méthode de linéarisation proche de celle développée dans
SoBoLEVSKI [21], KAro [14], FRIEDMAN [12], SINESTRARI-VERNOLE [20], Pazy [19].
La différence essentielle par rapport aux travaux cités, est qu’on ne supposera pas
ici que (2, u) > (1, #) est une perturbation d’un opérateur linéaire (en u) (¢, %) — 4 () u;
ceei est rendu possible par Pintroduction de nouveaux espaces d’interpolation.

1.2. Voici une bréve description de la méthode employée, dans le cas particulier
ol Péquation (1.1.) est autonome c’est-3-dire ol ¢ ne dépend pas de te1 (1. L’équa-

(*) Entrata in Redazione il 21 gennaio 1978.
(*) Cf. également la note Da Pravo-Grisvarp [10].
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tion est done

(1.3.) w'(t)=pu(t)), tel.

Dans ce qui suit, pour X espace de Banach, 0([0, 7]; X) désignera lespace des
fonctions continues dans [0, 7] & valeurs dans X muni de la norme

o —max Ju(t)]z
tel0,7]
Puisqu’on a supposé ¢ continfiment dérivable au sens de Fréchet de D dans F, on
peut introduire pour €D, Vélément y = ¢(@)c F et Popérateur A = ¢'(%) qui est
linéaire continu de D dans E; on a alors le développement suivant de ¢ autour de »

@)=y Ale— 2)4 P(2)

ol ¥ est une fonection continfiment dérivable au sens de Fréchet de D dans F avec
en plus P(x)=0 et ¥'(#)= 0. Avec ces notations, on peut réecrire 'équation (1.3.)
sous la forme

w'(t)— Au(t)=y— Ao-+P(u), tel.

A ce point, il est naturel de supposer que A est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe fortement continu dans I, de domaine D,= D. Le probléme s’écrit alors

|4
u(t) == exp[td]e - |exp[{t — s}A](y — A lP(u(s))) ds
c’est-a-dire ’
t

(1.4) u(t) — f exp[(t— 5) ATP(uls)) ds = o+ (exp[td]— 1)(4-y)

0

en supposant, pour simplifier Pexposé introduetif, que 4 est inversible,
Soit 8 Popérateur intégral qui intervient dans (1.4.) c’est-a-dire

i
Su() =fexp[(t- 8) AT (u(s)) ds .

0

8i on se propose de résoudre P’équation (1.4.) par une méthode de point fixe dans
C([0, 7]; D), il est nécessaire que S8 opére dans cet espace. L’application 4— ¥, 4
est continue de C([0, 7]; D) dans O([0, 7]; E) et, par conséquent, demander que §
opére dans C([0, 7]; D) revient &4 demander que

t
f > exp[(t— s)A]f(s)ds

4]
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soit linéaire continu de C([0, z]; B) dans ([0, 7]; D) ou encore, que la solution »
du probléme

{ v'(t) — Ao(t) = f(t), te[0,7]
(L.5.) 2(0) = 0
soit dans C{[0, 7]; D,) pour tout fe C([0, zl; E).

Cette propriété n’est pas vraie en général, méme si A est générateur infinitésimal
d’un semi-groupe analyfique dans E supposé Hilbertien.

En fait, on obtiendra la propriété désirée en remplacant ¥ par un espace d’inter-
polation entre D, et E et en supposant ¢->exp[itd] analytique. Pour 0 < < 1,
s0it D4f; co) le sous-espace de F formé des o fels que

A4 —t)y e
soit borné lorsque {— 4 co. On munit cet espace de sa norme naturelle:
x> |als = ||z + sup | AA — ty 1|y .
tz20

C’est un des espaces d’interpolation réelle entre D, et B, de GRISVARD [13],
D’aprés DA PRATO-GRISVARD [9] cet espace a la propriété suivante (2): pour tout
fe ([0, 7]; D4(8; + o0)) la solution » du probléme (1.5.) est telle que Ave C([0, 7;
D4(8; 4 o0)) c’est-a-dire v € C([0, 7]; Dy(6 -+ 1; -+ 00)) ol on a Posé D0+ 1; + o) =
= A7 D(0; + c0). On en déduit que § opére dans C([0, 7]; Dy(0+1; -+ c0)) & con-
dition de supposer en plus que ¢ (donec aussi ¥) est continfiment différentiable au
sens de Fréchet de D (0+1; + oco) dans D46, -+ o).

Du fait que ¥'(#)= 10, on déduit que lopérateur intégral S est strictement
contractant au voisinage de la fonction %, identiquement égale & # dans O([0, 7];
D604 1; + oo0)) en supposant désormais que we D (0-+1; -+ oo). Il en résulte que
Pimage de 1~ 8 contient un voisinage de uo— Su,= u, dans C([0, v]; D,(6-1; + 00))
c’est-4-dire que Péquation (1.4.) admet une solution pourvu que

Max H(BXP [t4]—1) (4-y) “DA(3+1;+00>

o<i<r
s0it assez petit. Il revient au méme d’exiger que
exp[id]y -y
lorsque t—0, dans D4(0; + oo) et que 7 soit assez petit.

En conclusion, on a obtenu seulement un résultat d’existence locale et seulement
pour % tel que y = @(z) rende exp[t4] continu en ¢ = 0 dans la norme de D(0; + o).

(%) Cette propriété sera démontrée au § 2.



332 GIUSEPPE DA PRATO - PIERRE GRISVARD: Equations d’évolution abstraites, ete.

Cette derniére condition n’est pas automatiquement vérifie par tout ¥ € D,(0; + co)
car D, n’est pas en général dense dans D, (0; - oo).

On remplacera dans la suite D(6; - co) par D,(0) fermeture de D, dans D,(0; 4 co);
cet espace peut &tre redéfini par exemple comme sous-espace de F formé des  tels que

(1.6.) 19 A(A— 1) 2w —> 0

lorsque ¢ — -+ co.

A ce point, il est naturel de se demander si la derniére restriction imposée 4 y
est indispensable; en effet dans de nombreuses méthodes on montre que la norme
de 8 tend vers zéro lorsque 7->0.

Ceci permet alors de résoudre (1.4.) sans restriction sur gson second membre, 4
condition de supposer 7 petit.

Cette technique est inapplicable ici. En effef, supposons en raisonnant par
Pabsurde, que la norme de § comme opérateur continu dans C([0, 7]; D40+ 1, oo))
tende vers zéro lorsque t->0; soit alors xeD,(f-1, oo) et u la fonction constante
égale & . On a alors

i
Su(t) = f exp[(i — 5) A]P(x) ds
[
et

i
ASu(t) = jA exp[(i— s) A1 () ds = (exp[td]— 1) P(a) .

I’ hypothése implique alors

ftM[?x] [[(exp [t4] — 1) P(®) [p,0) > 0

€l0,7

lorsque 7 — 0, uniformément pour [¥(z)],,4<1; cela revient & dire que le semi-
groupe exp[i4] est uniformément continu et pas seulement fortement continu dans
Dy(#), ce qui n’est pas vrai en général (4 moins que 4 ne soit linéaire continu par-
tout défini dans E).

1.3. L’idée centrale de ce travail étant ainsi esquissée, voici une bréve explica-
tion du plan.

Le § 2 est destiné & rendre la lecture de cet article aussi indépendante que possible
de la théorie de Vinterpolation. On introduit pour cela la méthode de Pinterpola-
tion continue qui méme 4 la définition et la description des espaces D 4(6) mentionnés
plus haut.

Le § 3 est consacré essentiellement & la démongstration directe du résultat de régn-
larité optimal pour les équations de la forme (1.5.) dans le cadre de I'espace des fone-
tions continues & valeurs dans D, (f). C’est, comme on V'a vu, le point de départ
qui permet d’appliquer la méthode de linéarisation. Le cas ot Popérateur 4 dépend
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réguliérement de ¢ est également traité. On donne enfin une démonstration du fait
que le résultat optimal de régularité ne peut pas étre obtenu dans le cadre de ’espace
de départ E, méme si celui-ci est hilbertien.

L’existence locale d’une solution de (1.1.) est prouvée an § 4 ot on suit le schéma
esquissé en 1.2. On y démontre également qu’il existe une solution maximale dépen-
dant continfiment des données.

Le § 5 continue ’étude précédente dans le cas ol par ailleurs on dispose d’une
inégalité &4 priori pour la solution maximale de (1.1.): en gros, si la norme de u(f)
dans D,(6-+1) reste bornée lorsque ¢ — 7 borne supérieure de Pintervalle d’existence
de u, alors 7= 1 c’est-d-dire que la solution maximale est globale.

On décrit au § 6, concrédtement, les espaces D {(0) dans le cas particulier, esgentiel
dans les exemples, ot A est un opérateur élliptique réalisé avec des conditions aux
limites dans un espace L,(£2) de fonctions de puissance p intégrable {1 < p < o)
dans Q ouvert borné régulier de R=.

Le domaine D, est alors un espace de Sobolev avee conditions aux limites et
les espaces D,(f) sont des espaces trés voisins des espaces de NIKOLSKI[18] avec
conditions aux limites.

Le § 7 montre comment 1a théorie du § 4 s’applique aux problémes mixtes relatifs
aux équations paraboliques de la forme

% = a(t, u, Vat, Au) 4 f .

Le point 7.1. considére le cas particulier ou la dimension d’espace est un; on
peut alors appliquer la théorie des §§ 4 et 5 sans faire appel aux espaces de Nikolski
du § 6. La lecture de ce point est done indépendante de celle du § 6. Ensuite le
point 7.2. considére le cas général et fait une consommation intensive d’espaces de
Nikolski.

En 7.3. on considére le cas ol la partie elliptique est en forme de divergence qui
permet d’améliorer un peu les résultats de 7.2. En 7.4. on donne des résultats globaux.

Le § 8 développe enfin un exemple non susceptible d’étre résolu par des méthodes
4 base de principe du maximum. I1 §’agit d’un probléme mixte relatif & I'équation
parabolique (autonome pour simplifier) d’ordre quatre de la forme

M~ aldew) + 1.

Il n’a pas été possible, pour des raisons de briéveté de déerire tous les exemples
de problémes mixtes imaginables.

2. — Espaces d’interpolation continue.

2.1. Dans cette partie on introduit directement les espaces d’interpolation qui
seront utilisés dans la suite, pour éviter de devoir se référer & la théorie générale
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de Lions-PEETRE [16], dont on n’aurait & utiliser que les résultats les plus élémen-
taires. Les espaces introduits ici sont 4 rapprocher de ceux de BREZIS-FRAENKEL [5].

Soit X, ¥ un couple d’espaces de Banach avec Y cX (%) (avec injection con-
tinue). Soit également 6 &0, 1[.

DEFINITION 2.1. — On désigne par C(0, Y, X) Uespace des fonctions ¢ — u(t) définies
dans 10,1] & valeurs dans Y et telles que
(i) t—1%u(t) est continue de [0,1] dans Y;
(i1) ¢ —16u' (1) est continue de [0,1] dans X.

La dérivée de u est entendue au sens des distributions dans 70,1 & valeurs
dang X. On munit C(8, Y, X) de la norme d’espace de Banach

% —> max [tu(t) |y + max [1%u'(t)|x = |%]o0,v.x) -
0<iL1 0<i<1

Pour e 00, Y, X) on peut écrire si s<t,
i

£
d
Jut) = )< [ 1o'@)xdo < [55) bl s,z

8 8

et par conséquent u est Holderienne d’exposant 1— § & valeurs dans X, uniformé-
ment dans ]0,1]; ceci donne un sens & l'application u — u(0) linéaire continue de
06, ¥, X) dans X. On peut ainsi poser la:

DEFINITION 2.2. — On désigne par (Y, X)o Uespace décrit par &= u(0) lorsque u
pareourt 00, Y, X).

C’est un espace de Banach pour la norme
@ > int [u] o v, 3= [ 2]

ou le inf. est pris par rapport & tous les ue (0, ¥, X) tels que u(0)= .
I1 est facile de vérifier les inclusions

Yc(Y, X)c, (¥, X)pcX
pour 0 <8< <1, et la densité de ¥ dans (Y, X)s pour 0<C0<1.

La propriété essentielle qui motive Iintroduction de ces espaces est la propriété
d’interpolation suivante pour les opérateurs linéaires continus: on considére deux

(3) Cette hypothdse n’est pas indispensable dans ce § 2 cependant pour les applications
en vue dans ce travail il est inutile de se placer dans un cadre plus général.
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couples d’espaces de Banach X,, Y, et X,, ¥, comme ci-dessus, c’est-d-dire que
Y,cX;, i=1,2 avec injection continue.

THEOREME 2.3. ~ Soit I un opérateur linéaire continu de X, dans X,, qui paor
restriction, est linéaire continu de Y, dans X,. Alors pour tout 0 €10, 1[, IT est lindaire
continu de (X, X;)e dans (Y,; Xy)o. De plus

M| (7, xp30-s( 70 3000 < MAX {1 v,o7,5 M1 Xlaxz} .

DEMONSTRATION. — Soit # € (Y;; X,)o alors d’aprés la définition 2.2., on a # = u(0)
avec ueC(6; Y,, X;). Il est évident que [Tue C(0; Y,, X,) donc ITw= (ITu)(0) e
€(X,; Xp)e. Ceci prouve que /7 opére linéairement de (¥,; X,)o. Avec cette écriture
la continuité de I7 et Pinégalité concernant les normes sont évidentes.

On peut énoncer un résultat analogue concernant les opérateurs non linéaires
(ce n’est pas le plus fin possible dans cette direction).

THEOREME 2.4. ~ Soit IT un opérateur contindiment différentiable aw sens de Fréchet
de X, dans X,, qui par restriction, est uniformément Lipshitzien de Y, dans Y,. Alors
pour tout 010, 1[, IT est continu de (Y, X))o dans (Y,, X,)s.

DEMONSTRATION. — Soit w € (¥,, X,)s alors # = u(0) avec ue C(f; ¥,, X;). Ona
done II{x) = v(0) ot =1 ocu.

On a vu plus haut que » est continue dans [0, 1] & valeurs dans X, done #9(t) — 0
dans Y, lorsque ¢ —0.

I1 est clair que v est continue dans 10,1] & valeurs dans Y,; il faut étudier le
comportement de #0v(f) lorsque ¢{—0: on sait que pour tout £>0 il existe §< 0
tel que

0<i<d = Ju()]y, </t

On en déduit que
lo() — H(0)] y, = | {I(u(t)) — II{0) |y, < Ke/t?

pour 0<{<d, ot K est la constante de Lipshitz de IT opérateur de Y, dans Y,.
I1 est clair que par conséquent, t%v(¢) — 0 dans ¥, lorsque ¢—0. En conclusion %
est continue dans [0,1] & valeurs dans ¥,. Ensuite on a

0" (1) = IT' (u()) t° ' (2) .

I1 est clair que /I'ou est continue dans [0,1] & valeurs dans L{X,; X,) done %'
est continue dans [0,1] & valeurs dans X,. En conclusion ve C(f; ¥,, X,) et par
conséquent [1(@) = v(0) € (¥,, X,)o.

La démonstration de la continuité de I7 de (Y,, X,) dans (Y., X,)s suit les mémes
idées.
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2.2. On va maintenant expliciter (Y, X)s dans un certain nombre de cas par-
ticuliers.

On commence par le cas ot Y est le domaine D, d’un opérateur A4 linéaire fermé
dans X, muni de la norme du graphe (¢). Dans ce cas on pose simplement

D1 —0)= (D4, X)s.

On suppose pour le moment que D, est dense dans X; que (4 —1) est inversible
pour tout ¢>0 et qu’il existe C,>0 avec

(2.1.) (A -1 gx<Cyy-

Sous ces hypothéses on a la caractérisation suivante de D,(0).

THRORBME 2.5. — D4(6) est le sous-espace de X formé des x tels que 19 A(A—t)"'w—0
dans X lorsque t — + oo; de plus la norme de D4(0) est equivalente d

x — @)z + max [##AA4 — ) 2.
1>1

DEMONSTRATION. — Par définition de D,(0), € .D4(0) si et seulement si @ = u(0)
olt #*~%u(¢) est continue dans [0,1] & valeurs dans D, et =%/ (1) est continue dans
[0,1] & valeurs dans X. On peut écrire par conséquent que

1/t

x = u(%) —fu’(s) ds
0

PAA —ty e = A — 1) =Ny (1)'— A(A —t)110 f w'(s)ds .

pour ¢{>1, dout
1t

110 t
A ce point on remarque que grice & (2.1.) et & la densité de D, dans X on a:
(A4—t)?* -—1
AA—11>0
fortement lorsque ¢ — 4 oo, d’oli

lim #2.4(4 — ¢)"'z = — lim % 4u(s)

{—>+ oo $—0

(4) Dans toute la suite les domaines d’opérateurs considérés seront toujours munis de
la norme du graphe sans que cela soit explicitement rappelé.
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car

1/¢ M
ds
< Mt | e == —
¥ gl~4 0
0

1t
tof u'(s) ds
0

ot M désigne le maximum de {#*%u'(f)], pour ([0, 1].
On a ainsi prouvé que pour z € .D,(0), 1a fonction 1 A(A4 — t)~*x reste bornée dans X
lorsque ¢t -> - co et de plus il existe une constante K telle que

max [0A4 — By 2o x < K| @] pyo) -

D’autre part pour e Dy, on a évidemment

lim#0A(4 —t)~tz =0 ;

§—> -} oo

Cette derniere propriété s’étend & tout xe D,(6) par densité.
Réciproquement si #e X est tel que

PA(A— )l -0

dans X lorsque {— -} co alors posant

u(t) = —-%(A —%)NJ @

on définibt ueC(1—6;D,, X) tel que #(0)=2. C.QFD.

2.3. A présent on restreint un peu les hypothéses sur A en supposant que e’est
le générateur infinitésimal d’'un semi-groupe borné dans X, qu’on notera ¢ — exp[t4].
L’hypothése (2.1.) est alors vérifie ¢,= sup |exp[t4]]| .. Sous ces hypothéses on
a le =0

THEOREME 2.6. — D4(0) est le sous-espace de X formé des x tels que t-0 (exp [t4]—
—1)o—>0 dans X lorsque t—>0; de plus la norme de D,(0) est équivalente &

@ o] + max [[i0(exp[t4] — 1) 2];.

O=i1

DEMONSTRATION. — Par définition pour xe D, (f), on peut écrire &= u(0) ol

Y

i1-%4(t) est continue & valeurs dang D, et #1-94/(¢) continue & valeurs dans X. On
peut écrire

¢
& = u(t) ~fu’(s) ds, pour i<,
0

22 ~ Annali di Malematica
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d’ott
t t
i0(exp[td]—1)w = t“ﬁfexp [sA]Au(t)ds— (exp[td]—1) t—”fu’(s) ds .

1] 0
Conime exp[td]-—>1 fortement lorsque t—0, on en déduit que
lim ¢—%(exp [tA] — 1) & = lim #1-0 Au(t)
>0 =0

car
13

t“’fu’(s) ds

0 0

t
L ds M

ot M désigne le maximum de [t'-¢u'(f)], pour t<[0,1].
On a ainsi obtenu que pour x€D,(0), la fonetion i~%(exp[t4A]— 1) est bornée
dans X lorsque f—0 et de plus il existe une constante L telle que

max |[t-0(exp [tA] — 1) & |z <L || puo) -
o<i<1

Pour zeD,, on a évidemment

limt-o(exp [tA] — 1)z =0,

{0

cette propriété s'étend & tout weD(0) par densité.
Réciproquement si xeX est tel que

t-0(exp[tA]— 1)z —0

dans X lorsque f— 0 alors en posant

t

ult) = »tl—f exp[sdlads

o

on obtient we C(1—6; D,, X) tel que u(0)==2. En effet on a,

Au(t) =

-

(exp[td]—1)z

et par conséquent t1-u(f) est continue & valeurs dans D,. D’autre part on a

{4
w' () = %exp [tAdje — %J- exp [sd]xds

2
i 0

— [ (expa) — exprsa)aas

1}
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i
- %f (exp [tA] — exp [(t — ) A]) xds
0

[

- %f exp [(t — s) Al (exp [sAd]z — x) ds
1]
d’olt
i
-0’ (1) = %J‘exp [(t—s) 4]
[1

_ %_ f exp [(t — 5) Al g(s) (g)a ds
i

exp [sd]x — m(s)"ds

sf 7

avec ¢ fonction continue & valeurs dans X nulle en zéro. 1l est clair que ¢ i #:-%/({)
est continue dans ]0,1] et elle tend vers zéro lorsque ¢-»0 car

|3

o 0]x< § [ 1p@leds -0 0.QED.

0

13

2.4. On passe maintenant & 'étude de Vespace (¥; X), dans le cas o Y= (D,
oules 4;, j=1,2,..., n sont une famille A’opérateurs linéaires fermés dans X. =1

Techniquement dans une premiére étape, on supposera que Y=D,NZ ol Z
est un second espace de Banach contenu dans X avec injection continue et que A
vérifie (2.1.) et I'hypothése supplémentaire suivante:

(H) Z est stable par (4 — t)z* pour tout {>>0 et
(2.2.) A — 1) g0g <Oy -
On a alors le
Lemue 2.7. — On o Pidentité
(DanZ; X)o= (Dy; X)o N (Z; X)s .

DEMONSTRATION. — L’inclusion du terme de gauche dans celui de droite résulte
de la définition. Réciproquement soit @we (Dy; X)oN (Z; X)o; on sait alors que

x=u(0) avec uc C(0; Z, X) et que

104 (A — t)'w — 0
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dans X lorsque ¢—>-- co. On pose alors

1

v(t) = ; (A . %)—1 u{t) ;

on a v(0)=u(0)=x et on va vérifier que veC{0; ZN D,, X) ce qui achdvera de

démontrer le lemme 2.7. Du fait que tu(f) est continue & valeurs dans Z, t99(t)
a la méme propriété grice & (2.2.). On peut aussi écrire

1
u(t) =z — fu’(s) ds

4]

¢
0 AV(t) = — ﬁl_—oA (A — %)_109 -+ 4 (A — %)_1155 {t} fu’(s)ds} .
0

Par hypothése sur «, le premier terme du second membre est continu dans [0, 1] &
valeurs dans X et d’autre part du fait que #%u'(¢) est continu dans [0,1] & valeurs

d’olr

£
dans X, la fonetion tﬁ{lft f u'(s) ds} % la méme propriété et par conséquent v est
0

continu dans [0,1] & valeurs dans D,N Z.
Pour terminer on écrit que

V() = —%(A — %)_1 W' (1) M%A(A _ %)_lu(t)
[
1 N, 1 171 N1 [ _
4]

en raisonnant comme ci-dessus on voit aisément que ¢’ est continu dans [0,1] &
valeurs dans X. C.Q.F.D.

Si maintenant on suppose que Z = D, il suffira que
;E (B—1,){4— ﬁ*)ﬂl(B - to)—lgx.éx< G/t

pour tout >0 et pour un ¢, dans 'ensemble résolvant de B, pour que (H) soit
vérifié. On aura alors

(D,N Dy; X),_,=D,(6) 0 Dy(6) .

C’est le cas en particulier si les résolvantes de 4 et B commutent; de cette remar-
que on déduit le

THEOREME 2.8. ~ Soit A,, ..., 4, une famille dopérateurs lindaires fermés dans X
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vérifiant tous (2.1.) alors si [(A,— )% (A,— )" =0 pour fout ¢ et tout j et t>0
et si on pose:
k12
D= N DA, ¢
j=1
on & Didentité

(D43 K)o = (1 D4, (6).
i=1

EXEMPLE 2.9. — Soit X = L (R") et ¥= WL(R”) espace de Sobolev d’ordre un
relatif & L, dans R” alors Pespace (¥ ; X), _, est le sous-espace de L,{R*») formé des
fonctions u telles que

1( , i/p
7 f lulz + te;) — ulw)] dx) -0,

Rn

lorsque { -0 pour j=1,2,...,n. Il suffit pour s’en convainere d’appliquer les
théorémes 2.8. et 2.6. avee Aj= 0/0x,. L’espace ainsi obtenu est donc la ferme-
ture de Wi(R") dans Pespace de Nikolski H"(R").

2.5. L’orsqu’on veut généraliser le résultat de cet exemple au cas ot ¥ est un
espace de Sobolev d’ordre supérieur & un, on est naturellement conduit & expliciter
(D ymy X);_, toujours sous les mémes hypothéses sur 4. On a le résultat suivant:

THEOREME 2.10. — Si A vérifie (2.1.) alors
D yn(0) = (D gs3 D o)y

oty k est la partie entiére de mf et ¢ sa partie fractionnaire, & condition que m0O ne soit
pas entier.

EXEMPLE 2.11. — Soit X = L (R") et Y= W (R") espace de Sobolev d’ordre m
relatif & L, dans R" alors pour mf non entier, m6 = k-0, k entier, 0610, 1[, (¥; X),_,
est le sous-espace de WE(R") formé des u telles que

1 iy
t—g'(f | Doz + te;) — Doulx) !?’d&?) -0,
R=

lorsque ¢ — 0, pour tout multientier « de longueur % et j=1, 2, ..., n.

C’est done la fermeture de W7(R") dans Pespace de Nikolski H"”(R"). Ceci
s’obtient en appliquant le théoréme 2.10. avec A = (1— A), le théoréme 2.8. et le
théoréme 2.6. avee 4,= 2/0w,.

(5) Muni de la norme somme des normes des graphes des 4.
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La démonstration du théoréme 2.10. est fastidiense; elle résultera de plusieurs
lemmes:

Levue 2.12. — we(X; X)o st e seulement si il ewiste un couple de fonctions w et v
définies dans 0, 1] telles que 2= w(t)-} v(1) pout toul 1 el
(i) t—tou(t) est continue de [0,1] dans Y ;
(1) t—>10-19(¢) est continue de [0,1] dans X.

DEMONSTRATION. ~ Partant de la définition 2.1. la nécessité des conditions du
lemme 2.10. est évidente en posant

t

o(t) = —fu’(s) ds .

0

Réciproquement si les conditions du lemme 2.12. sont remplies on a aussi @ == u,(t) -
-+ o,(t) on

[4 4

w,{t) = %f’z@(s} ds, v(f) = %f v(s)ds
¢ ]
et alors

{i) tou, est continu de [0,1] dans Y;

(ii) ¢ 'v, est continu de [0, 1] dans X.

On a nécessairement 2,(0) = 0 done z=u,(0) et on conclut en observant que
w,eC0; Y, X) car #9u, est continu & valeur dans Y tandis que

10ul(t) = — 10v,(t) = — t9-1v(8) 4 191, (f)

donc t?u; est continu & valeurs dans X. C.Q.F.D.

On introduit & présent une notion voisine de la classe ¥y de LioNs-PEETRE [16]:

DEFINITION 2.13. — Soit Z un espace de Banach tel que YcZc X, on dit que Z
est de classe § enire Y et X st

(i) 41 ewiste une constante C ielle que
lol <Ol *lolx

pour tout xc ¥y

(ii) Z est contenu avec injection continue, dans (Y ; X)o.
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11 est élémentaire de vérifier que Z = (¥, X)o est de classe 0 entre ¥ et X;
cependant pour la suite ’exemple suivant est plus important. On congidére de nou-
veau un opérateur A linéaire fermé dans X, vérifiant (2.1.)

PRrOPOSITION 2.14. — 8¢ A vérifie (2.1.), Dyest de classe 0=1—k/m entre D n
et X.

DEMONSTRATION. — Pour vérifier la propriété (i) de la définition 2.13., il suffit
de vérifier existence de C,, , telle que

[ PO U e EA

pout tout #€D .. En fait suivant Grazman-LrovsizcH [121] Pinégalité ci-dessus
dans le cas général résulte de Pinégalité particuliére avee m=2 ot k=1 et

Om,k< (02,1)k(m—.k) *
Pour vérifier Pexistence de C,,, on écrit que pour we D% on a pour tout ¢>0:
Az = (A—t)2 A%z — t4A(A— 1)z

Grice a (2.1.) on déduit qu’il existe M tel que
1 2
[ Ao <M (> [A22] 4 1|

pout tout ¢>>0; le résultat suit en prenant le minimum par rapport i ¢

Pour vérifier la propriété (ii) on se raméne au cas ol A est inversible en rempla-
cant eventuellement A par 4 —t, avec f,> 0; alors on vérifie aisément par une
suite d’intégrations par parties que

fsm'lAm(A — 8 g ds

0

_(@2m—1)!

v=C D T

pour tout v>0 on peut donc écrire

ol
— mw i m—1 4m e @Y 2m
wl{r) = (— 1) T 1)!]2!8 A™MA — s) " pds
= {~— mu m—1 A m — Y2
(1) = (— 1) i I)S]ZJ‘S A4 — gy pds .
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Utilisant le fait que # €D, on peut écrire grice & (2.1.) que

| Amu(z)] x = o( fsm-—k—l czs> = O(zm+)

0

ol =o0{fes )= ot

2

On obtient le résultat espéré en posant v={"V» c’est-a-dire = w(t-1n) | p(t-tn)
et en remarquant que les fonctions 7-» 7+ mAm(7) et 7*v(r) sont continues en
T==4oc0. C.QFD.

L'intérét essentiel des classes d’espaces introduites dans la définition 2.13. est
la propriété de «réitération » suivante:

THEOREME 2.15. — Soient Z, et Z, deuw espaces de Banach, respectivement de classe 6,
et 0, entre Y et X (%) alors (Zy; Z,)e=(Y; X), ot 0= (1— 6)6,--00,:

Le théoréme 2.10. résulte directement des énoncés 2.14. et 2.15.

DEMONSTRATION. — On part de xe(Zy; Z,),; d’aprés le lemme 2.12. on a pour
tout ¢e[0, 1], # = u(t)4- v(f) avec ¢ —t9u(t) continue de [0, 1] dans Z, et t — t9-to(t)
continue de [0,1] dans Z,. De la définition 2.13. partie (ii) on déduit que

{ u(t) = a(t; s) -+ p(t;s)
o{t) = y(t;8) + 6(F; 8)

pour tout se[0, 1] avec

(t58) = {08% 05 176771 5 0150y 1 1971501 6}

() On suppose 6, < 6;, ce qui implique Z,c Z;. En effet si = € Z,, d’aprés le point (ii)
de la définition 2.11. on a 2 = u(0) o we O(f; ¥, X). On a aussi & = u,(0) ot
13

1
Uy (t) = E-J‘u(s)ds.
¢
11 est facile de vérifier que %oy, est continu de [0, 1] dans X et tfo+ 1y, est continu de [0, 1]
dans Y. D’autre part d’aprés la partie (i) de la définition 2.1. on a
[u1(®) ]z, < Clus@®) |5 w1 ()| 2

d’oi

”ui(t) ”zlg. Oy [t1+00—61

la fonction u; est donc intégrable & valeurs dans Z, dés que 6,< 0;, d’olt u,(0) =z € Z.
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continu de [0,1]x[0,1] dans ¥ XX x ¥ xX. On obtient par conséquent la décom-
position suivante de x:

o= u,(t) 1 0.(?)

Un(t) = (%05 1) (%05 1)

i) = B0 1) 81" "5 7).
11 est élémentaire de vérifier que ?-—it“u,(f) est continue de [0,1] dans ¥ et
t— 1" 1o, (t) est continue de [0, 1] dans X et par conséquent xe (¥ ; X),. Ceci prouve
Pinclusion

(Zy; Z,) S (Y5 X),, .
Pour prouver l’inclusion inverse, on part de xze(Y; X) done &= u(0) avec
weOlw; Y, X). La fonction u, définie par

[

uy(t) = %fu(s)ds , tel0,1]

0

vérifie également # = u,(0) et appartient aussi & ueClw; Y, X).
Cependant de l'identité
¢

u(t)y 1

wy(t) = N ﬁfu(s) ds, t€1]0,1]
0

on déduit qu'en outre ¢ —¢°"u () est continue de [0, 1] dans Y.
Par tronquature on peut aussi se ramener au cas oi #(1)=0. On a done
x = v(t)+ w(t) avec
17 1
()= —|u(s)ds, w(t)= —J.ui(s) ds .
0

0

La fonction ui prend ses valeurs dans Y donc a fortiori dans Z, et Z,; grace & la pre-
miére partie de la définition des classes 0, et 6, on déduit du fait que :**1u] et °u,
sont continues de [0,1] dans ¥ et X respectivement, que #°T1= % et 12¥17 0y,

sont continues de [0,1] dans Z, et Z, respectivement (). Par intégration on en

(?) Le seul probléme est en zéro mais comme t”u] —a dans X on en déduit que
to+iyi(f) —> 0 dans ¥ @’on to+l-0y)(t) — 0 dans Z; pour j = 0, 1.



346 GIUSEPPE DA PrATO - PIERRE GRISVARD: Equations d’évolution abstraites, eto.

déduit que £ —1°"%wp(t) est continue de [0, 1] dans Z, car 6, > w et t—1°"%up(f) est
continue de [0, 1] dans Z, car w>0,.

On conclut grice au lemme 2.12. que w€(Z,, Z,), car = v(t*) -+ w(t*), t€[0, 1]
avee
6  1-—0

60-——00_61—0)

[ A

(grace & la relation w= (1— )8, wb,} et t—°w(t*) est continue de [0, 1] dans
Z, et t—1°"'v(t*) est continue de [0,1] dans Z,. C.Q.F.D.

3. — Equations linéaires.

3.1. Cette partie est consacrée i 'utilisation des espaces D,(0) introduits en 2.2,
dans Vétude de I’équation d’évolution

(3.1.) W' (1) — Au(t)=f(1) dans T=10,7]

avec la condition initiale #(0)==. On suppose ici que A est générateur infinité-
gimal d'un semi-groupe analytique fortement continu dans Z espace de Banach.

Pour é&tre précis, on suppose que (A — AI) est inversible pour |arg 1| << 6,(0,> 7/2)
et que

O 40

(3.2, (4 = 22y S
pour argi=~0, |0]< 0. (®).

Notre point de départ est le

THEOREME 3.1. — Pour tout feC([0, T]; Dy(0)) et tout €D, (0-+1) Uéquation
(3.1.) posséde une wnique solution ue C([0, T); D40+ 1)) telle que w(0)=x, & con-
dition que 010, 1[.

TIci on aposé par définition D (6 1) = (D 4s; D), _g={ueD,; Aue D (6)}. Pour

préciser toutes les constanbes dans la suite, on utilisera sur D,(0) et Dy 0-1) les
normes suivantes:

@ > (oo = |a|s + max [P A(4 — Hale et 2o oo = 2]z [Azfe.

DEMONSTRATION. — La solution de l’équation (3.1.) vérifiant w(0)==w s’écrit
w(t) = o(t) -+ w(f) ot
v(t) == expltd]e,
i
w(t) = |exp[(t— s)A]f(s) ds .
0

(8) On supposera que , est une fonction paire pour simplifier.
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L’étude de o(t) est facile car les opérateurs exp[fd] sont, par interpolation, équi-
continus dans D,(64 1) pour ¢ décrivant tout intervalle borné de [0, + cof et com-
me D? est dense dans D4(f+ 1), —>exp[tA4] est fortement continu dans D,(0-+ 1).
En conséquence v est continu dans [0, 4 oo & valeurs dans D,(0+ 1) et

lo@ o< Mlwlo,y st Jexp[tA]lp <M .

Létude de w(t) est Vessentfiel de la démonstration.
On sait que

exp[td] = — %fzf exp [tA] (4 — A1 dA

ou y est une courbe située dans le secteur |arg 1| < 8, et joignant coexp[—if ] &
coexp[if,] ou #/2<0, <8, On déduit que

£
1
w(t) = — %f fexp [(t — 8)AJ(4 — AD)-Yf(s)dsdA .
y 0
Sur cette identité on va d’abord vérifier que w(t) e Dy(f-+1) il faut pour cela pré-

ciser la croissance de (A — AI)~f(s) le long de y:

LEMME 3.2. — Pour yeD4(0) et |argd|< 04 on a

|A(4 — AL~ y”a<{1 -+ 20A(|&rg/w) ,“J_%ll_:.

On admet provisoirement ce résultat. On a alors
J10(t) | < [ M |1(8) 1 ds < T Max |10
3 telo,T]

puis
[
Aw(l) = — %zf J-exp [t — s) A1 A(A — ALy tf(s)dsdA.
0

Comme f{s) est & valeurs dans D,(0) la majoration du lemme 3.2. implique que
A(A— AIytf(s) est intégrable au voisinage de 1= 0; ainsi on peut déformer y en 7,
contour formé des rayons issus de 0 et d’angles -0, et — 0, avec 1'axe réel positif.
I1 vient

4wt < 5 f f exp [(7 — ) Re A1 {1 + 20,4(6,)} “f{( j’ 12 45 2]

ffexp[t——-s)cos(}yr}{1+20,49y}W(s e g5 g
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+ o0 i
1 4 20,(6y) do ds |
< rnd f oxo (= ) [ -2ms) s ol
0
+ o0

<1200 [ expt- %) 2 wax 0.

= mlcos 8,0 08/ 0 te0,m

Enfin pour évaluer la norme de w(f) dans D,(0-+ 1) il faut encore majorer 4(4 —
— &It Aw(f). Pour cela utilisant le calcul fonctionmnel de Dunford on remarque
que au moins pour fe C([0, T]; D) on a

13
atd = enyrt) = —5 [ [espite— 90254 — a0 s
y 0

done en déformant le contour d’intégration on obtient

A4 — & Aw(t) [z <

+oo ¢
! . « " I6)lo
nf fexp[ (t— 8)| cos 8y |7] froxp [ i6,] = £ 1+ 200y} = 5—dsdr
o o
+ oo
11+ 20,4(0,) dr ) }
< ;i cos 0, f 17, exp [+ ,&3?} — Sf?"a %\i?gi W(S} ilB
0
+ oo
11 4 2046,) do o i
= (}% cos 0, f lexp [+ i0,]— Qleo)f ? Max | f)o -

0

En réunissant toutes les majorations ainsi obtenues on voit que pour fe C([0, T]; D)
on a
1
o) o < KO + T8 + 009) (1 + ronr) Max. 0o
lcos By |/ tero, 11
Par densité il en résulte que pour fe C([0, T'}; Dy(6)), w est limite uniforme dans

D4(6-+1) de fonctions continues & valeurs dans D,(8-+1) done we C([0, T]; D (6-+1))
et la majoration indiquée reste vraie. C.Q.F.D.

REMARQUE 3.3. — L’inégalité obtenue est done

) Max Ju(0lors KO + D+ 06 (1 + 1555} Iolos + Max 1101}

0<t<T |cos Oy

montre que méme lorsque 7 — 0 avec # =0 la costante ne tend pas vers zéro.
Cela dépend du terme |A(A— EI)tAw(t)|; ot on a en fait trouvé la meilleure



GIUsEPPE DA PRATO - PIERRE GRISVARD: Hguations d'évolution abstraifes, ete. 349

majoration possible; en effet si f(¢) =y e D4(0) pour tout { on a
Aw(t) = (exp[td]— L)y
et par conséquent si la constante dans (3.3.) tendait vers zéro avee 7 on aurait

— oyl
Max LeXP 241y — ylo
01T Il

-0

ceci impliquerait que ¢ — exp[tA] est uniformément continu dans D,(0) done que 4
est borné dans D,(0) (cf. DUNFORD-SCEWARZ [11]), ce qui n’est pas vrai en général.

DEMONSTRATION DU LEMME 3.2. — @) Pour |A|<1 on écrit
Ad — ALy ry =y A4 — A1

d’olt grice & (3.2.)

[4(4 =AD"ty ls<f1 + Ol largW}nynE\{l+90A<;arg2|}W;.

b) Pour |A|>1 on écrit

A(A— )ty = {A(4 — AT — |A[(A — AT)-3)
A(A— A1)~

et on en déduit que

44 — Ay ls<{1 + ZC'AUarg},i)}%g

grice & la définition de la norme d’indice 0.
Techniquement dans la suite on utilisera le résultat auxiliaire suivant:

PrOPOSITION 3.4. — Pour tout fe L®([0, T'; D4(0)) et tout zc D0+ 1) Véq uamon
(3.1.) posséde une unique solution ue C([0, 1]; D {0+ 1— ¢)) telle que u(0) =& & con-
dition que 0 <<eg<< < 1.

La démonstration suit exactement Ies mémes idées que celle du théoréme 3.1.;
les majorations sont plus simples grice & Pexposant s> 0.

3.2. On va maintenant reprendre I’6tude précédente dans le cas de Péquation
plus générale

(3.4.) wW(t)— A@u(t)=f(t) dans I=10,T[
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avec la condition initiale u{0)=2. On suppose que pour tout te[0, T, A{f) est
générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique fortement continu dans E,
dépendant réguliérement de 7. Plus précisément on suppose que

(i) Dy ne dépend pas de t[0, T].
(ii) Il ewiste 010, 1[ tel que Dy(04-1) ne dépende pas de 1[0, T'.
(iii) L’application t-> A(t) est continue o valeurs dans L(D,q; B).
(iv) Lapplication t— A(f) est continue & valewrs dans L{Dyo(0-+1); Dy (6)).

Sous les hypotheses {i) et (iii) on peut remarquer que les A(f) sont ¢ uniformé-
ment » générateurs infinitésimaux dans le sens du

LeMME 3.5, ~ Il existe 0, et C, indépendants de t tels que

04(9)

(3.5.) (A@) — A1)~ [|sep < 7

pour larghl=10, 0<0<< by, 1[0, T].

DEMONSTRATION. — Pour |f— s| assez petit de sorte que, par exemple,

HA®) ~ AN (AG)— 1) pun<?
pour tout A avec Rei>0, 150 on a

(A(5)— AT = (A(s) — AT) "1+ (A() — A(s)) (A(s) — AT)~1}

done
20 y(7[2)

[(A@) — A1) |esz< ]

La compacité de [0, T} implique Yexistence de € tel que

C

[4® = 207 flaon<

pout tout A avec ReA>0, 17 0. Le Lemme 3.5. suit par des arguments classiques
(basés sur Panalyticité de la résolvante).

On en déduit facilement que les normes des espaces Dy(8) (et Dyy(0+ 1)) sonb
aussi uniformément équivalentes c’est-i-dire qu’il existe M indépendant de ¢ et s
dans [0, T'] tel que

(3.6)  Max lE0A@) (A — AD) "y |ls< M Max 62 A(s)(A(s) — AT) 7y |ls

pour tout y & D 44(0).
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THEOREME 3.6. — Pour toul fe C([0, T1; Dyw(0)) et tout @€ D0+ 1) Uéguation
(3.4.) posséde une unique solution ue O([0, T]; Dygl0-+ 1)) telle que u(0)= .

DEMONSTRATION. — On utilise un raisonnement de perturbation & partir du ré-
saltat du Théoréme 3.1.: On considére équation dans un intervalle éventuelle-
ment plus petit [a, b]; dans cet infervalle on rééerit . équation (3.4.) sous la forme

w'(t) — A(a)u(t) = f(t)+ {A() — A(a) }u(t)

et on pose u{e)=y. Comme A{a) est un générateur infinitésimal, ¢’est équivalent 3
Péquation intégrale

i
(3.1 9(0)= 1)+ {A() — A(@)}|expl(1— @) A(a)ly -+ [expl(t— 5) A(@))g(s) ds]
0

ol on a posé g(t) = w'(t) — A(a)u(f). Grlce au Théoréme 3.1. Péquation (3.7.) est
posée dans Pespace C([a; b]; Dy,(0)) et elle posséde une solution unique si Popérateur

t
T: g—{A(t)— A(a)} f exp[(t— s) A(a)]g(s) ds
)]

est une contraction stricte. Pour vérifier cette derniére condition on introduit le
module de continuité de ¢— A(f) considéré comme opérateur de D, (6-+1) dans
D 4o)(0)
(d) = Max [[A(t) — A(8) ] Dyuy0+ 1) Dacert) -
ft—si<o
On a alors
t

Max | Tg(t)|s<w(b — a) Max fexp [{t —s)A(a)]g(s)ds

a<i<h a<i<h

6+1

=} Max |g(t
|cos 97') dstaé lg®le

<olb = KO + D —a) (1 + 0t (1 +

d’aprés Pinégalité (3.3.). On en déduit qu’il existe 4> 0 dépendant uniquement
de w et de 0406,) et BV tel que pour b— a< 4, T soit de norme <1 dans C([a;b];
D.w(0)). En conséquence pour tout y € D ,(0-+1) et tout fe O([a, b]; Dyo(0)) I'équa-
tion (3.7.) posseéde une solution unique g dans C([0, b]; Duo(f)) & condition que
b—a<d. Grice au Théoréme 3.1, il revient au méme de dire que Péquation (3.4.)
possede une solution unique % € O([a, b]; Dyq(0+1)) dans [a, b], vérifiant u(a)=y.
En recollant de telles solutions on obtient le Théoréme 3.6. C.Q.F.D.

3.3. Voici pour terminer quelques remarques concernant le cas le plus favo-
rable ot £ est un espace de Hilbert. Les résultats mentionnés ici ont surtout pour
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role de montrer la nécessité de lintroduction des espaces d’interpolation continue
définis au § 1.

On revient 3 la sitnation du point 3.1. Le probléme considéré alors, au moins

ponr T = -+ oo, équivaut, en posant

3 0 t<0

) :{ ut) >0

& équation
F(t)— AdH =FfH)+2 R4 .
Le théoréme de multiplicateurs de DUNFORD-SCHWARZ [11] permet de vérifier le

THEOREME 3.8, — Pout tout feLe([0, T1; B) et tout weDy(1/p;p), il ewiste ue
€ L#([0, 1]; D) wunique solution de (3.1.) avec u(0)=m, pour 1< p <+ oo (9.

Ensuite Ie méme argument de perturbation qu’en 3.2. permet d’énoncer le

THEOREME 3.9. — Sous les hypothéses (i) et (iii), pour tout fe L*([0, T1; E) et pour
tout % € D )(1/p; p), il ewiste uw e L2([0, T'; D) unique solution de (3.4) avee u(0) = =,
pour 1< p <+ oco.

11 est important de noter qu’il est impossible d’étendre ces énoncés au cas oll
on remplace les espaces L? par des espaces de fonctions continues munis de la norme
du maximum. En effet, on a d’abord le résultat préliminaire suivant:

LEMME 3.10. — On suppose que A est un générateur infinitésimal de semi-groupe
analytique dans B, tel que pour tout fe C([0, T1; H) Véquation (3.1.) admette une uni-
que solution we O([0, T7; D,) avee u(0)= 0. Alors pour tout fe L>([0, T'; B) Véqua-
tion (3.1.) admet une unique solution ue C([0, T; E) N L*([0, T; D) avee u(0)= 0.

DEMONSTRATION. ~ On considére Popérateur intégral § qui résoud le probléme:
P g q

|7

w(t) = (8)(t) = [expl(t— ) ATf(s) ds

0

Grace au théoréme du graphe fermé AS est linéaire continu dans C([0, T'}; E);
soit K sa norme. On considére également P'opérateur intégral > qui résoud le pro-
bléeme adjoint soit

T

o(t) = (3 9) () = [expl(s — 1) 4*]g(s) ds

t

(*y D,(1/p, p) est un espace d’interpolation réel défini su § 6.2.; on peut iei se contenter
de = 0.
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ou
{ —2'(t) — A¥0(t) = g(t), 1€]0,T]

11 est clair que > est 'adjoint de 8, de plus > opére de L*([0, T]; E) dans
L\([0, T]; E). En fait A* 3 est linéaire continu dans L'([0, T7; H): ceci se vérifie
en remarquant que

Max |n{d — o)t ASf(t) |z < K Max |f(t)]z

tefo T tel0.71

pour tout n. Ensuite on éerit que

JImascas— a1y 3 gy ar

= [ Sup H nA*FA* — nI)"1 Y g(t); f(1)) dt) Max [f(#)]z< ]
£60(10,T1:E) tel0,7])
. T
~[ su p | f A=) 8f(2)at Max 1f(t) |5 <1] < KC.(0) [1g(t) |t
feo([o, 1 )y 110,71 .

pout tout n, car A(4-— nl)~! et § commutent. On a3 done 3 la limite (puisque A*
est fermé) > ge LY([0, T]; D) et
z

r
4% 3 (0] i< EOL0) [lg(t)z dt

0 0

Une nouvelle transposition montre que A8 est linéaire continu dans L*([0, T']; E).
C.Q.F.D.

On en déduit la

PrOPOSITION 3.11. — Soit A autoadjoint négatif dans E tel que Vinjection de D,
dans E soit compacte. Alors Vopérateur f s Au o u est solution du probléme (3.1.)
avee w(0)= 0, n’esi pas linéaire continu dans C([0, T]; B) quand E est de dimension
infinie.

DEMONSTRATION, — On raisonne par 'absurde en supposant f - 4w linéaire con-
tinu dans CO([0, 7']; B) done aussi dans L=([0, T'}; E) grace au Lemme 3.10.

Le spectre de 4 est discret, formé d’une suite de valeurs propres 4;, =1, 2, ...
telles que 4,\ — oo. On choisit une suite de valeurs propres u,, k=1, 2, ... telles que
Hign<< 245, Yk, Solent ¢,eD, avee Ag,= s, ol =1 et a=p;5 k=1,2, ...
La suite a, tend vers zéro en décroissant.

Soit f la fonction définie par

@ pour tefl —a,; 1l —apql, k=1,2,..
=1,
sinon

23 — Annall & Malematica
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11 est clair que fe L”([0, 1]; B} que [f(f)] <1 pour tout {. Soit u la solution
correspondante du probléme (3.1.) avec u(0)= 0, il est clair que

t

wlt) = f exp [(t — 8) A1f(s) ds =

0 R

él( f exp[(t—S)uk]dS)%+( f eXP[(t—s)Mﬂ]ds)%

i—ax l—an

pour 1—a, >t>1—a,. On a pour les mémes ¢

1—0r+y t

Au(t) = kfl( f wx XD [(t — 5) Mk]ds)% + ( f tn XD [( — 5) ] dS)%
d’olt
1G4y 2
uls 3 ([ mexoie—oma)
e m= kﬁl (exp [(t— 1 + ap) pa] — exXP [(t — 1 + arya) pal)® -

Par hypothése on a|du(t)] <KC,(0) presque partout d’out

%

kgl (exp =1+ a)m]—exp[(f—1+ ak+l)Mk})2 < K*C(0)

pour 1— a,<t<1 et pour tout ». A la limite lorsque ¢-+1 et n -4 oo on obtient
la convergence de la série

Z (exp [f"?ca’k] — &Xp [ﬂkakﬂj)g .

k=1
Cependant on a

|6XD [(y 6] — 6XD [Urysa]| = €xp [— 1] |1 — exp [ﬂk[“kﬂ — ax]]]

>exp [— 111 — exp [}l

:exp{—-—lj;l—exp[‘uk —~1]

Hrvr
ce qui établit la contradiction.

REMARQUE 3.12. — On peut se débarrasser facilement de I’hypothése que Vinjec-
tion de D, dans F est compacte.

Cependant ’énoncé ci-dessus étant certainement vrai dans des hypothéses beau-
coup plus générales, on se limite & la Proposition 3.11.
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4. — Equations non linéajres.

4.1. On établit ici Vexistence d’une solution locale pour une équation de la
forme (1.1.).

Pour cela on fixe une fois pour toutes, un opérateur lindaire fermé A de domaine Dy
dans E. On suppose que / vérifie (2.1.) de maniére & pouvoir considérer les espaces
d’interpolation D4(6) et D4(0--1), relatifs & A pour 6€]0,1[. Pour simplifier on
posera

[#]le= 12 5o » pour xeD,(6),

1Blo+1,6= 1Bl psos1y-paeys  POUT zeL(D,(0-+1), D4(0)) .

Soit €10, 1] fixé et soit. ¢ une application de [0, T]xXDa(6+4 1) dans Da(0),
notée ¢, # — g(f; ). On suppose que
(i) @ € O([0, T X Da(0-1); Da(0));
(ii) 9g/oxe C([0, TI1 X Da(0+1)); L(Da(6+1); Da(0));
(iil) (9p/om)(t, x) est la resiriction ¢ Dalf-+1) dun opérateur é\q’p/aw(t, ) non
borné dans E et de domaine D4, qui est générateur d’un semi-groupe analytique

fortement continu vérifient (3.2.) dans E; ceci pour tout {e[0, T] et tout
ze Da(0-F+1);

(4.1.)

(v) Digyramaatd+1) = Da(0-+1) pout tout te[0, T] et tout @ e Da(6+1) (**).

THEOREME 4.1. — On suppose que @ vérifie les hypothéses (4.1.) points (1) 4 (iv) et
quex,e Da(0-+1). Alors, il existe t(x,) >0 et une fonction unique

u € C([0, T(a,)]; Da(B+ 1)) N C([0, 7(2,)]; Dal(6))
solution de

(4.2.) { w'(t) = et ult)) , tel0, T(@)]

u(0) =z, .

[19) Tout ce qui va suivre reste vrai si on suppose seulement qu’il existe A: [0, T7X
X D48 + 1) > R continu tel que

(i) (D¢/ox)(i, w) — A(f, ») soit générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique for-
tement continu, vérifiant (3, 2) dans E.

(V) DGpronyt,e—ate,z(0 + 1) = Dy(6 + 1),
les hypothéses (i) et (ii) restant inchangées.



356 GIUSEPPE DA PrATO - PIERRE GRISVARD: Equations d’évolution abstraites, ete.

Dans la démonstration, on utilisera les quantités suivantes:

13

(4.3.) L, {u)(t) = fexp {(t — a)%g (s, ac)] u{o)do

&

pour se[0, T}, xe Da(6+1). D’aprés le Théoréme 3.1. appliqué 4 4 = (é?p/ax‘)(s; %),
on sait qu’il existe I(s; 2)e R tel que

(4.4.) 1,0

O(ts,71; Da(8)) =0 (15, T1: Dalf + 1)) < Us, »)

et 1 dépend continfiment de se&[0, T] et 2 e D4(f-+-1).
Ensuite on note A, le domaine friangulaire

{(3’ t); tel0, T, s€[0, t]}

et on pose

y(s, 1, @, y) = f exp [(t— 0)%(8, m)] oo, y)do ;

8

cette application est continue de Ay X D4(0-+1)2 dans D0+ 1) d’aprés le Théo-
réme 3.1.

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.1. — On pose
V(@) = p(0, 2) — yo— Alr— 7,)

ol ¥o= (0, 3,) et A = (0p/0w)(0, ).
I1 est clair que P(x,) = 0 et P'(x,)= 0.
On a par conséquent

@t w(®)) = Au(t)+ yo— Ao+ {p(t; u(t)) — p(0, w(t)) + P(u(t)}

et le probleme (4.2.) équivaut & Péquation intégrale
11
ult) = exp[tA]a,+ [exp[(i— ) A} yo— Azt p(s; u(s) — p(0; u(®) + P(u(s)) } ds

0

c’est-a-dire
13
(4.5.) u(t) = o+ |expsAly, ds+ S(u)(t)
¢

ol

8(w) = Ly, [o(-, u(*)) — @(0, u(-)) + F(u(-))] .



GrusEPPE DA PRATO - PIERRE GRISVARD: Hquations d’évolution abstraites, ete. 357

Soit B(#,, ) la boule de centre zéro et de rayon r dans ’espace C([0, 7]; Da(6-+1)),
ol u, désigne la fonction constante égale & x,. On va choisir 7 et v = 7{x,) de ma-
niére que S soit une contraction stricte dans B(u,; 7). Si 4 et v sont deux éléments
de B(uy, 1), on a
1
18(w)(#) — 8(@)(#)]o+1<U0, a) sup f { [27((1 — o) uls) + ov(s)) [|o+1,0

s€l0,7]
0

. 0

+ a_z (s5 (1 — o) u(s) + ov(s)) “5% (05 (1 — o) uls) + ov(s)) 9+1,9} o = s
Soit

4.6 - - :
0o P o= 6q)/6w( 7x°’m)

oll d;,,,, €8t le module de continuité de op/ox (1) au point (0, #,) considéré comme
fonction de D4(0-+1) dans L(Da(0--1); Da(8)).
On a done

[ 8(u) — 8(v)| <u— ]

dans la norme de O([0, 7]; Da(6+1)), pour » et v dans B(u,, r) pourvu que 7<r
car il résulte de la définition de ¥ que

Oy (@03 €) < 6a¢/ex(0; %43 €)
pour tout > 0. Le principe des contractions permet alors d’affirmer que
,
(1 — 8)(B(u,, 1)) 2 B(uo— S(ug), §) .

Il en résulte que Péquation (4.5.) est résoluble dans Pespace C([0, 7]; Da(0+1))
4 condition que

<

B[ =

t
g — S(tp) — Uy —fexp [s4]y,ds
0

(**) Boient E et I' deux espaces de Banach et soit Q un ouvert de H. Si f est une appli-
cation continue de 2 dans P, le module de continuité de f au point x de 2 est par définition

Op(@; e) =sup{0>0, y,2eB(®, §) N 2= |f(x) — f(&)|r<e} 0.
I1 est clair que |d{(x;s)— S,(y; &) <|jw—yl, YV, yeQ et Ve> 0.



358 GIUSEPPE DA PRATO - PIERRE GRISVARD: Fqualions d’évolution abstraites, ete.

dans la norme de C([0, 7]; Da(60-+1)); il revient au méme d’exiger que

[

‘ « 7
fexp [t —s) d]g(s; @) ds | = 1700, %, @0, @) 041 < 5 -
by +
On choisira done 7 de maniére que
¥
T<5v(07 0, o, 93035)

ou ¢, est le module de continuité de y au point (0, 0, z,, #,) (c.f. plus haut la note (11)).
En conclugion le Théoréme 4.1. est démontré avec

1
P = 63(,,/395 (0, eﬂo,im)
k H

1 r
T(2,) = Inf{éawaw (0, Tos m) ; a?(oy 0, 24, %03 E)} .
1 Lo

On peut montrer de surcroit que la solution v dont existence est établie dans
le Théoréme 4.1. dépend continfiment de la donnée z,. Pour cela on ubilisera le ré-
sultat classique qui suib:

(4.7.)

LeEMME 4.2. — Soit X un espace de Banach et soit pour chaque h [0, H] une appli-
catton 8, de B(z,; o) dans X ol B(z,; o) désigne la boule de centre z, et de rayon p
dans X. On suppose que &, — z, lorsque h— 0 ot que 8,(z) — 8,(2) pour tout & B(z,, 9)
pour b assez petit. On suppose enfin qu’il existe o€ ]0, 1] tel que 8, soit lipschitzienne
de constante o dans B(z,,r). Alors pour £>0 si JJy,— 2+ Sz <(o— &)1 — o) 4l
ewiste u,€ B(z,; o— &) unique solution de

t— Sa(tn) =¥,
et 8t y,—- 1y, lorsque h—>0, alors u,—>u, ot u,€ B(&y; p— &) et u, o5t solution de
o So(thy) = ¥, -
On en déduit la

PROPOSITION 4.3. — On suppose que @ vérifie les hypothéses (4.1.) (i) & (iv) et que
T~ Ly dans Da(6 -+ 1) lorsque b 0. Soit v(x,) défini en (4.7.), alors st 0 << 7,<< (%),
le probléme

(4.8.) { w(t) = gt w(t) , €10, 7l

wi{0) == @,
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admet pour h assez petit, une solution wunique
un€ OX([0, 7]; Da(0)) N O([0, 7.); Da(f+1))

et u,—w dans O([0, 7,]; Da(0+1)) od u est solution de (4.2.).

DEMONSTRATION. — En suivant le méme chemin que dans la démonstration du
Théoréme 4.1. on voit que le probléme (4.8.) équivaut & I’équation intégrale

3 ~
(4.9.) () = @ +fexp [s —Z% (0, wh)] (0, @) ds + Sp(ua)(t)
4]

ol
8, (w)(t) = Lo,m,,[‘P(" u(+)) — (0, u(-)) + P (u( )]
et

oy

G
() = (0, @) — p(0, @) — = (0, ) (2 — ) .
Ensuite on applique le Lemme 4.2. avee pour espace X Vespace C([0, 7,]; Da(0-+ 1)),

avec Papplication S, définie ci-dessus, 2, désignant la fonction constante égale 4 2,
o<1 défini par (4.6.) et «=%. Enfin y, désigne la fonction

i ~
2
s @, fex? [3 “‘8‘%9 (0, mh)} {0, 7,) ds .
0

L’application S, est définie dans X entier, mais en répétant les caleuls de la dé-
monstration du Théoréme 4.1., on voit que §, est lipschitzienne de constante 4 dans
B(z,; 1) pourvu que 7,<7, et que

1
¥y, = 5a¢/ax (0, Ly s M) '
y

Il est clair que r,—>r grace & la continuité de I et Bsp13s> dOnc la condition 7;< #
impligue 7,<7, et la condition o<r implique d<7, pour h assez petit. Les hypo-
théses du Lemme 4.2. concernant S, sont done vérifiées.

Ensuite la condition [y, — 2,4+ S,(2,) | <({o— &)1 — «) signifie ici que

i

[exo =520, )]t ) s

0

- &
8
9-+1 2
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pour te€[0, 7;]; il revient au méme de demander que

0—¢
2

“7’(07 ty Zpy mh)”ﬂ+1<

ee qui est réalisé deés que

(4.10.) rl<ay(o, 0, 3 2 6) :

Par hypotheése on a 7,<C (%)< 0,(0, 0, 2,, @,; 7/2) et 4, est une fonetion continue
de tous ses arguments donc en choisissant ¢ assez proche de r, ¢ assez petit, la con-
dition (4.10.) est réalisée pour h assez petit. Ceci montre que la propriété 4.3. ré-
sulte du Lemme 4.2.

REMARQUE 4.4. -~ Quelques modifications mineures des démonstrations précé-
dentes permettent d’obtenir également les résultats du Théoréme 4.1. et de la Pro-
position 4.3. sous Phypothése plus faible qui suit oit £ est un ouvert de Da(6+1):

(i) ¢ ([0, T1X2; Da(6));
(ii) 8p/ewe O([0, T Q; L(Da(0+ 1), Da(6)));

(iii) (Pg/cx)(f, #) est la restriction & D4(6-4 1) d’un opérateur (5(70/803)@, ) non
borné dans E, de domaine Dy, qui est générateur infinitésimal d'un semi-
groupe analytique fortement continu dans E, pour tout 7€[0, T et tout
xef2;

(iv) Disonyum(0-+1) = Da(6-+1) pour tout te[0, T et tout ze L.
REMARQUE 4.5. — On considére les problémes

{ un(t) = @(t, ua(t))

4.11.
( ) un(ty) = @y,

pour he([0, ko] avec z,—x, dans Ds(6-+1) ol ¢ vérifie (4.1.).
On pose

1 r
(4.12.) 0ty @) = 3 Inf {7', av(tm tos oy Toy 5); T— ta}

1
L (R o)

conformément & (4.7.). Alors d’aprés la Proposition 4.3. les Problémes (4.11.) ont
une solution unique continue & valeurs dans D4(6-+1) dans Vintervalle [4,, {,-+ (%, %))
et u,—u, lorsque h—0 dans la norme de C([f,, t,+ 0(fy, 20)]; Da(f -+ 1)).
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4.2. On continue iei 1’étude de l’équation (4.2.) dans Vespoir cette fois de la
résoudre globalement. Classiquement on utilise la notion de solution mazimale: on
dit que ue C([0, 7); Da(0+ 1)) est maximale si elle ne peut pas étre prolongée 3
un intervalle plus grand en tant que solution de (4.2.) (on considére ici soit des inter-
valles fermés & droite, soit des intervalles ouverts & droite). Grice au Lemme de
Zorn, pour tout z,€Da(0+1) (ou £ dans Ihypothése de-la Remarque 4.4.), il
existe une solution maximale U, définie dans Pintervalle I 2, continue & valeurs dans
D6+ 1).

Cette solution a les propriétés suivantes:

PROPOSITION 4.6. — Sous les hypothéses du Théoréme 4.1. on a

(i) | I., est ouvert dans [0, T'];
(i) | u., est unique.

DEMONSTRATION. — S’agissant de solutions classiques on peut utiliser les raison-
nements habituels:

(i) Pour tout {,el, avec << 7, le probléme
{ v'(t) = p(t, v(1))
(o) = s, (%)

admet d’aprés la Remarque 4.5. une solution unique dans [f,, &+ o(f, % (£))] qui
prolonge u,; donc I, D[, to+ o(to, %s,(%))] ce qui prouve que I, est ouvert.

(i) Soient » et v deux solutions du probléme (4.2.) dans [0, o], alors grice
au Théoréeme 4.1. on a w=v dans [0,%] avec > 0. On introduit alors

7= Max{t€[0, g]; u(s) = v(s) pour s€[0,]};

si 7< p on considére le probléme

{ v'(t) = p(t, v(1)

v(7) = u(t)

et il résulte du Théoréme 4.1. que w= v dans [, 7] avec 7/> 7 ce qui contredit
la définition de 7. En conséquence, on a 7= p.
Dans la suite on notera o(w,) 'extrémité de I, c’est-a-dire que

I, =[0,0(x)[ si  o@)<T.
On posera également

I'={(t, #) €[0, T) X Da(6+1); te L} u(t, #) = ua(t).
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PROPOSITION 4.7. — Sous les hypothéses du Théoreme 4.1., I' est ouvert dans [0, T] x
X Da(041) et u: I'— Da(0+ 1) est continu,

DEMONSTRATION. — Soit @, — 2, dans Da(6-- 1) lorsque A 0 et soit o'<< g(x,); on
va démontrer que

{i} o(3,) > ¢’ pour h assez pelit;

(i) w, —u, dans O([0,0'}; Da(0+41)) ce qui prouvera la proposition.

Puisque o'< o(#%,) on a p{f, u{t)) > 0 pour tout t€[0, o'} ol p est défini par (4.12.).
Comme de plus ¢ est continue toujours d’aprés (4.12.) on a

&= Min{p(f, u(t)), t[0,0']}>0.

Il suffit alors d’appliquer la Proposition 4.3. dans chacun des intervalles d’un
partage de [0, ¢'] en intervalles de longueur au plus égale 4 z, pour conclure. C.Q.F.D.

5. — Equations non linéaires, existence globale,

5.1. Concernant les résultats obtenus au § 4 on peubt observer ce qui suit:
si p(¢, #) défini en (4.12.) a une borne inférieure strictement positive lorsque (¢, #)

varie dans [0, T]1xD4(0-+ 1), alors on a toujours o(@)=T. Cependant il est facile
de voir que cela entraine que o est uniformément continu donc que Ds= E.

Cette condition n’est pas réalisée dans la plupart des applications en vue; par
conséquent il faudra utiliser d’autres méthodes pour obbenir o(w)= T c’est-a-dire
Pexistence globale.

TUne méthode possible consiste & utiliser des inégalités & priori; voici un résultat
dans ce sens:

PROPOSITION 5.1. — On suppose que ¢ vérifie Uhypothése (4.1.) pour tout 6 [0y, 0,]
(0< 0,< B,< 1). On suppose de plus que pour tout borné B de Da(6,4 1), Uensemble
([0, T1x B) est borné dans Da(6,). Soit enfin wx,€ Da(0,- 1) fel que la solution mawi-
male w, du probléme (4.2.) dans Vespace Da(6;+ 1) prenne ses valeurs dans Du(6,-+1)
et vérifie:

(5.1.) [, g, g < M
pour tout tel, . Alors o(w,)=T.

DEMONSTRATION. — On observe d’abord que w, est continue dans I, a valeurs
dansg Du(6-4 1) pour 8€[6,, 6,].
En effet d’aprés le Théoréme 2.15. on a pour 6,< < 0, et t, sel, , inégalité

1900 = 1, (Mo a <O 0, (8) — 1, ()53 0, (1) — 24, ()15, 4
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ot « est tel que 6= (1 — «)f,+ ofl,. Tenant compte de (5.1.) on a donc Humn(t)»—

— tt, (8)]g. 1 <CERM)*|u, () — u, (s)]577 et la continuité de w, & valeurs dans

D ,(0,+1)"* implique que |u, () — w, (s)]s,, >0 lorsque ?—s dans I, .
Ceci étant on rééerit Péquation (4.2.) sous la forme

{ ua,cg(t) = Auaco (t) + ‘P(ta M“(t)) - Auwo(t)

’M%(O) =
pour tel, . La fonction
1(O) = o (t, u,,(0) — Au, (1)

est bornée » valeurs dans Da(f,) donc & fortiori dans Da() ol 0,<C 6 < 6,; de plus
d’aprés ce qui précede elle est continne donec mesurable. En somme on a

Fe L7([0, o(2,)[ ; Dal(8))
et on déduit de la Proposition 3.4. que

%, € C([0, 6(mo)]; Da(0,+ 1)) -

Cependant comme u, est la solution maximale dans Da(f,-+1) ceci n’est possible
que si o(w,)=T7. C.Q.F.D.

Parmi les hypothéses de la Proposition 5.1., figure une propriété de régularité
de la solution correspondant & une donnée initiale plus réguliére. On va donner
iei des hypothéses sur ¢ permettant d’obtenir ce type de régularité.

THEOREME 5.2. — On suppose que @ vérifie les hypothéses {4.1.) pour tout 8§ = 6,,
0y et B,+1 (0<<B,<< B,<<1). On suppose de plus que

gE 01(1:07 T) X Da(6,+1); DA(el))

et que & @, ») est pour toul t un homéomorphisme de Ds(0,-F 2) sur Da(0,-+1)
dont Vinverse dépend contindment de t.

Boit xye Da(0,--2) et u,, la solution mawimale du probleme (4.2.) dans Uespace
DA+ 1), alors u,, est continue a valeurs dans Da(f+ 2).

DEMONSTRATION. ~ Soit I, =0, 7[ Pintervalle de définition de uw=u, . L’idée
est de prouver que la dérivée de « par rapport & ¢ est la solution du probléme
) :?—?-9 (#, u(®)) volt) + % {t, u(®))
! 0w\ o ot V7

06(0) = @(0, %) .

(5.2.)
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Dans ce probleme qui est linéaire les données sont (0, 4,) € Da(f; + 1) et la fone-
tion ¢ (3¢/0t)(f, w(t)) qui est continue dans [0, z[ & valeurs dans D,(6,). De plus
la famille des opérateurs

440 =2 (1, u(0)

vérifie pour te[0, T), T < 7, les hypothéses du Théoréme 3.6. & condition de rem-
placer E par D4(0,) et § par 6,— 0, (en tenant compte du Théoréme 2.15.) (*2).
L’application du Théoréme 3.6. montre alors que v,€ ([0, T]; Da(6,+ 1)); compte
tenu de I'inversibilité de ¢ on en déduit que we C([0, T]; Da(6,+ 2)).

Cependant, il n’est pas possible d’obtenir directement (5.2.) par dérivation de
(4.2.) car (8¢ /ou)(t, (t)) ne peut pas, & priori, &tre calculé sur u'(¢) e Da(f,). C'est
pourquoi on utilise une méthode ol on pose

ot 4 k) — u(lt)
=— ,

v4(%)

o<t<t—h

avec 0<< h< 7. 1l est clair que v, est la solution du probléme linéaire suivant
(5.3 { vit) = A va(®) + fu8), - 1[0, 7]
. 0(0) = &,

ol

h
0
(1) =%’f—a(—f(t L s;u(t+ k) ds
0 w(h) —

4,0 = [ L+ stutt W —uhas & ="

11 est clair également que f,e C([0, T— A[; Da(6,)) et que
A,€ 0([0, v— H[; L{Da(B:+1); Da(6,))) -

Enfin, si on a choisi h assez petit pour qu’il soit dans I'intervalle d’existence de
la solution maximale de (4.2.) dans D4(f;,+ 2) (application du Théoréme 4.1. avee
f=6,-+1) alors lorsque h—0 on a

& —>u'(0) = @(0, 5,) = &

{32) On aurait pu éviter cette complication en faisant I'hypothése supplémentaire que

op
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dans Da(0,+ 1) (et non D4(6;) comme on pourrait 8’y attendre & premiére vue).
Il est clair de plus que fi(¢) = fo(t) = (0¢/0t)(¢, u(t)) dans D(6,) uniformément dans
{0, T] pour tout ?<C v lorsque 2 — 0.

On va maintenant montrer que v,— v, solution de (5.2.) dans D,(f,-+ 1), uni-
formément sur tout compact de [0, ¢{. Précizément, on suppose savoir que v;-—> v,
dans Du{f,-1-1) uniformément dans [0, 5], ce qui est vrai au moins avec f=0 et
on va montrer qu’il existe o> 0 indépendant de § tel que v,-> v, dans Da(0;,-1)
uniformément dans [f, f--o¢]. Pour cela on pose pour h>0

wil(t) = vu(t) — Ao(B)oa(?) .

On a alors

3

v,(t) = exp[(t — ‘B)Ao(ﬁ)]”h(ﬂ) - jexp[(t— S)Ao(ﬂ)]wh(s) ds .
8

D’autre part, il est clair que

wy(t) = [Aa(t) — Ao(B)]0a(8)+ Fu(2)

on en déduit I’équation suivante qui définit w,

(.4 wu(t)=[4a(1) — Ao(B)] exp[(t— B) Ao(B)]va(B) + fa(1) +
t

+[Aa(t)— 4a(B)] [expl(t— ) Ao(B)]u0s(s) ds .
#

On va prouver que w, converge vers w, en appliquant le Lemme 4.2. de la maniére
suivante: X = O([B, B+ o]; Da(6))), 2= 0, g = -+ oo,
¢
sa(w)(2) = [Aa(t) — Ao(B)] |exp[(t — 5) Ao(B)]w(s) ds

8
et v, est la fonction

t—[Ax(t) — Ao(B)] exp[(t—~ B) Ao(B)]0a(B) + F(1) .

Si on a fixé T'< 7 et si on suppose f- o< T, il résulte de la définition de 4,
que A,(t)— A4(8) lorsque h—>0 et ¢ f, uniformément pour §e[0, T] et ceci dans
la norme de

L(Da(6:+1), Da(by)) (**) .

(**) En effet, on utilise (8p/ox)(t,z) pour ze K le compact de D, (0, + 1) image de
[0, T1x [0, 1% [0, H) (H assez petit) par t, s, b u(t) - s[u{t - h) — u(d)].
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D’autre part les Ay(f) sont uniformément générateurs infinitésimaux de semi-groupes
analytiques (voir le point 3.2.) pour fe[0, T].

On en déduit que les hypothéses du Lemme 4.2. sont vérifiées avec une constante
de Lipschitz « indépendante de § pourva que o soit assez petit. Le Lemme 4.2,
montre que w,—w, dans D4(6,) uniformément dans [, f- o]. Ensuite en résolvant

oa(t) = Ag(B)0a(t) + wa(t)

on voit que v,(f) = v,(f) dans D6, 1) implique que v,—v, dans D4(f,+ 1) uni-
formément dans [, -+ ¢]. On en déduit donc que v,— v, dans Ds(0,+ 1), unifor-
mément dans [0, 7] pour tout 7 < 7. En conclusion on a done v,= %’ et le résultat
en découle suivant le raisonnement annoncé en début de démonstration.

REMARGUE 5.3. — Si on réunit les hypotheses de la Proposition 5.1. et du Théo-
réme 3.2. on obtient pour 6¢€[f,, 6,]U {0,+ 1}, 0 < << f,<<1
(i) g OH([0, TIX Da(0-1); Da(6));

(ii) (dgp/oz)(t, ®) est la restriction & Da(6--1) dun opérateur (F%/am)(t, %) de do-
maine D4 dans B, qui est générateur dun semi-groupe analytique fortement
continw dans B pour tout (i, %) [0, T]1XDal6+41);

(iii) D&onun0+1) = D (6+1) pour tout (¢, @)e[0, T]xD,(0+41);
(iv) ([0, T]XB) est borné dans Da(6,) pour tout borné B de Da(6,+1) pour
un 0,€ 10y, 0.[;

(v) @—>@(t, @) est pour tout &[0, T] un homéomorphisme de Dj(0,+2) sur
Du(0,+ 1), dont Pinverse dépend contindiment de .

Sous ces hypotheéses z,€ Da(f,+2) et soit u, € a(fo, 7y, L5 Dalfo+ 1)) Ila solution
maximale de (4.2.) dans Da(6;,+1). On suppose qu’il ewviste M tel que

5, (D lo,c1 < M

pout tout tel, ; alors 7, = T et u, e C([0, T]; Da(0,+2))-

6. — Espaces de Nikolski.

by

6.1. Dans les exemples de problémes mixtes examinés au § 7 on est amené &
expliciter les espaces D,(0) lorsque X = L,(2) ol £ est un ouvert borné asgez ré-
gulier de R» et D, est un sous-espace de Wr(Q) défini par certaines conditions aux
limites homogénes de sorte gue

W™(Q)C D.C WD)

ot W(Q2) désigne la fermeture de D(Q) dans Wj(Q).
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Pour la suite il est commode d’introduire un nouvel espace de Nikolski (c.f. les
exemples 2.9, et 2.11.):

DEFINITION 6.1. — Pour L<<p <<-+co et 8 réel >0 non entier (s=Fk-+o0, k en-
tier, 0< o< 1) on désigne par K(R") le sous-espace de WE(R™) défini par les conditions

t"’( f | Déulz -+ te;) — Doulw) Ipdw)m -0

Rn

pour tout multientier o de longueur & et j=1,2, ..., n.
8i Q est un ouvert de R», on désigne par Q) Pespace des restrictions ¢ £ des élé-
ments de hO(R™).

De lexemple 2.11. et du théoréme de prolongement simultané des espaces de
Sobolev de STEIN {22], on déduit la

ProposITION 6.2. — 8@ Q est borné et d frontiére Lipschitzienne, on a hi(Q2)=
= (WHQ); L)), st s=m(1—0) est non entier.

L’espace h;(£2) peut aussi étre caractérisé de maniere explicite comme suit.
On considére d’abord le cas ol 0<<s<1 et Q= R’ = {xeR"; ,> 0}; les Théo-

rémes 2.6. et 2.8. appliqués & A,= 0/0x; permettent d’affirmer que u ) (R",) si
w e Ly(R%)

1 ( f lu(@ 4 te;) — u(®) }ﬂ)w -0
R}

lorsque ¢, 0 pour j=1, 2, ..., n. Il revient au méme d’exiger que
i/

lyl=( [ e + ) — @) o) o0,

REN[RT—v}

lorsque ¥ ->0 dans R». Par des changements de coordonnées locales bilipschit-
ziens on en déduit que si 2 est borné et & frontiére lipschitzienne alors u e h(£2) si
uwe L,(02) ef

H?JN“S( f fw(w + y) — u(z) }pdx)ms -0
2niR—y}

lorsque y ~>0 dans R=.
Enguite pour s général on remarque que griace aux énoncés 2.14. et 2.15. appli-

N

qués & 4= (1— A)* et grace au Théoréme de MruLIN [17], on a lidentité

hY(Q) = (WEY(Q); WEQ)),
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et par conséquent c'est le sous-espace de WE(Q) défini par la condition D*u e hj(Q)
pour tout « de longueur k.

On va maintenant reprendre cette étude en remplacant W'(£2) par VoVﬁ(Q) en
supposant pour simplifier, que £ est borné et & frontiére de classe €= 11 est alors
bien connu que c’est le sous-espace de W)(2) défini par Pannulation de » et de ses
dérivées jusqu's Pordre m— 1 sur I' (frontiére de Q).

On va d’abord élucider le cas particulier oti m(1— 0) = v avec 0 <o <<1fp. On
a alors le

THEOREME 6.3. — 8¢ £ est borné et & frontiére de classe C™, on a hy(Q) = (fV;"(Q);
L(2)), st 0= (1—0)<1/p.

Ceci montre que pour ¢==m(l— f) assez petit les espaces (W) (2); L,(2)), et
(W™(Q); L,(2)), coincident. En particulier on en déduit que

D y(o/m) = hy(2)
pour o< 1/p, chaque fois que

WHQ)CD € WHQ)

algébriquement et topologiquement; ce sera la situation la plus fréquente. Mal-
heurensement Iidentité du Théoréme 6.3. n’est plus vraie lorsque o>1/p comme
on le verra plus loin.

L’énoncé du Théoréme 6.3. se déduit du cas out = R" par cartes locales.

DEMONSTRATION, — 1ére étape. On démontre d’abord gque
(W(RY); L(RY))p= (Wi(RY); Ly(RY), -

En effet, en donnant un réle privilégié & la variable x,, on peut écrire (grice au
Théoréme de MIHLIN [17]) que

WrR™) = WHR,; LR ) N L,(R.; WyR*™)

et par conséquent grice au Lemme 2.7. appliqué avec

X =L(R), Z=WrR;LR-)) et A= [1 —E (%)2]’
on voit que ( ﬁV;’j(R +); L (R%)), est Dintersection des espaces.
B=(Wp(R,; L(RY); L(RY)), et F=(L(R,; WyR™); L(RL)),
Le Théoréme 2.10. appliqué avee 4 = — 2/dz, implique que

B = (W)(R,; L(R"™); L(RY)),
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tandis que si on applique avee
n—1/ o \?2]%
a=[-3 ()]

F= (L,(R,; WyR"™); L(R%)), .

on obtient lidentité

On conclut cette premiére étape par une nouvelle application du Lemme 2.7.
qui montre que

BN F=(WiR); L(RY)), .

2¢éme étape. On explicite P’espace (W;(R’ﬁr); L,(RY)), en appliquant les Théors-
mes 2.8. et 2.6. avec

A,-:—}—a/aw,-, j=1,...,%~—1
4, = — ¢/ox,

On voit ainsi que c’est le sous-espace de L,(R%) défini par les conditions

Iim't—ﬂ( [lutw + te)) — u(m)|f’dw)l/p —0, j=1,2,.,n—1

t-»0

n
+

tim t-o( (@ — te,) — u(a) lpdx)lip —0

{0

n
+

ol @ est le prolongement de % par zéro pour @,< 0.
Grace & la Définition 6.1. on voit qwil est équivalent d’exiger que wehD(RY)
et que

(6.1.) lim t—“(o ] f <t§z&(m) }?’dw) -0

On conclut pour o< 1/p & Paide du

LEMME 6.4. — Pour 0<<o<<1/p les fonctions de h(R™ ) vérifient (6.1.).

Ce résultat n’est plus vrai pour ¢>1/p et au moins pour o> 1/p on peut véri-
fier que (6.1.) équivaut & w(zy, ..., z,_,, 0)=0.

DEMONSTRATION. — On la fait dans le cas ol n =1 pour simplifier Pécriture; le
cas général se traite de maniére analogue.

24 - Annali di Matematica
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On introduit

m@:”%mwmfp

0

mn:@mw+a-mwm@w.

g

Par hypothése on sait que £ °G(¢) -0 lorsque #— 0 avec 0 <<op < 1 et il faut
prouver que t~°F(t) -0 également lorsque ¢—0. Il est clair que

11
) = ([lute + 9 + u@) — uln + 9jaz) "

0

<(f1u(w 4 1) [’”dm)w + G

0
2t
= ([l paa)"” + 6
¢

done que

F(t)< (F(20)— F(H)7) V4 G(2) .
Soit 1 1a limite de t™°F(t) lorsque ¢ —> 0 en décroissant alors on a

0<l< (27— 1)7L,

Ceci implique que I=0 dés que 1>2°?— 1 soit 2°?< 2 ce qui est le cas dés que
op<<1. C.Q.F.D.
A ce point le Théoréme 6.3. est complétement démontré. On peut compléter

cet énoncé en examinant le cas o= m(l—6)>1/p, ce qui nécessite un résultat
préliminaire
PropOSITION 6.5. — Pour o> 1/p les fonctions de hj(R.) sont hiolderiennes @ expo-

sant ¢ — 1/p.

DEMONSTRATION. ~ On utilise la formule de représentation de # qu’on obtient
ainsi:
f

F(h) = %fu(m +8)ds (h>0)

0 h
F(0) = F(h) — f Ply)dy
0
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done
I3

w(x) =%f%(99—}—s)ds-—f f[u(y+J y—ulz + 8)]ds
0

3

;;J‘ u{x -+ 8) ds'—fdsf[uw—l—y —@L(W—FJ—-S)]ZJ-
0

On en déduit que

h
w(x) — u(é) = %f [ule + s) — w(& + 8)lds
]

LR noh
—fdsf[u(w—%—u)—u(w—%y—s)]gg+fdsf[u(§+y)~u(§+y~s)]?d;g
Ei 0 8
d’ou ’

1
(@) — u(€)] < o{h-lwgm_ £|7 4 oho=1i f 9(1 — {1-2ayife dz}

0

avee 1/p+-1/g==1 et en tenant compte de la définition de hy(R,). On conclut en
choisissant b= |z — £| lorsque o—1/p > 0.

COROLLAIRE 6.6. — Pour 1>0>1/p et w€RI(RL), on a (6.1.) si et seulement si
Wy eeey Tn_g, 0)= 0.

DEMONSTRATION. — On la fait dans le cas n =1 pour abréger. On suppose done
que uchi(R.) et u(0)=0.

+

Comme WL(R,) est dense dans (R,), on a
lu(@) — u(&)] = O(|w— &"~17)

done

w(w) = Ox° 17y,
On en déduit que
i

(e <e{ 2w - 2
0 0

lorsque ¢->0, ce qui est la condition (6.1.).
Réciproquement gi wehi(R,) on a

10 (f[u )rdz)" ~ fu(o0) i

et par conséquent la condition (6.1.) implique #(0)= 0.

u(x)
F e
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Le régultat de ce Lemme impligue que pour 1 > ¢ > 1/p Pespace (W; (R7); L(R")),
n’est autre que le sous-espace de k(R ) défini par |, _,. Enraisonnant comme dans
le Théoréme 6.3. on obtient ainsi le

THEOREME 6.7. — 8¢ Q est borné et & frontiére de classe O™, Despace (W;’,’&(Q); L,(2),
coincide aveo le sous-espace de h(£2) défini par les conditions o'u[ovi=0 sur I’ pour
0<j<<o—1[p ot o= m(l— 0) est supposé tel que o—1/p soit non entier.

REMARQUE 6.8, — Dans les énoneés précédents (Théoréme 6.3. et 6.7.) Phypothése
que 2 est borné et de elasse O a permis de réduire la démonstration au cas parti-
culier ot Q= R" . Les mémes techniques de démonstration permettent de résondre
le cas o © est un produit de droites et de demi-droites et donc aussi le cas ol 2
se déduit localement d’un tel modéle par un O™ difféomorphisme. On obtient ainsi
Pextension des Théorémes 6.3. et 6.7. au cas olt 2 est un onvert borné de R2 & fron-
tiere de clagse O™ par morceaux sans angle nul ou égal & 2w (polygone curviligne)
et au cas ot £ est un ouvert borné de R® & frontiere de classe O™ par morceaux sans
angle diédre nul ou égal & 27 et avec la condition qu’en chague sommet seulement
troig arétes se rencontrent.

EXEMPLE 6.9. — Les énoncés précédents ne permettent pas de déterminer D (c/m)
pour ¢>1/p en toute généralité lorsque

W™Q)c D, WHQ)

(cf. commentaire du Théceréme 6.3.). Cependant voici un cas particulier Hilbertien
ot il est possible de conclure: on suppose que

X=I02), D,= WrQ)nWH2)
et que
At = (— A)"u .
On sait alors que D ;= W;“(.Q) et que D 3 est de classe § entre D, et X. Par con-
séquent on a
D y(o/2m) = D g3(o/m) = (WE(L); L(2)),
avec m(1— 0)= o c’est donec le sous-espace de h3(Q) défini par o/u/dv!|.= 0 pour

0<j<o— % pourva que o— } ne goit pas entier,
De maniére analogue si

X =1,9), DAX:{MEWW(Q);Z;? =0, m<j<2m—1}
I
et
Au = (— 4w

On a alors D 3= WX(Q) et partant D (o/2m)=kJ(Q2) &i 0< o< m.
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?

6.2. On expose pour terminer un procédé général pour déterminer D,(o/m) qui
utilise interpolation de LToNg-PEETRE [16] ainsi que les résultats de GrIsvARD [131].

TatorBEME 6.10. — Soit X = L (£2) et
Dy={ueWp(); Bu=0 sur I, 1<j<J}

o £2 est un ouvert borné de classe C™ et B;, 1<j<<J un systéme normal d’opérateurs
fronticres sur Iy soit B, Vordre de B;, alors

Dy0) = {ue RpQ); Byuw = 0 sur I' si ;< mb —-%}

& condition qu’aucun opdrateur B, ne soit dordre mb— L/p et que mb soit non entier.

Le résultat analogue concernant les espaces d’interpolation habituels est le sui-
vant: on notbe

D05 p)=(Dy; X)y_g,

Yespace d’interpolation défini de maniere analogue aux Définitions 2.1. et 2.2. en
remplacant les fonctions continues dans [0, 1] par les fonctions mesurables et de
puissance p intégrable pour la mesure df/i. Dans les hypothéses du Théoréme 6.10.
on a alors

D6;p) = {ue Wi(2); Byu =0 sur I' si f;< mb ,._21_7}.

On va en déduire le Théoréme 6.10. griace & deux lemmes.
LEMME 6.11. — (Y; X),,, est de classe 6 entre Y et X.

DEMONSTRATION, ~ La condition (i) de la définition 2.13. est vérifiée dans LIONS-
PrrTRE [16]. En ce qui concerne la condition (ii), ces Auteurs établissent également
que pour ze({Y; X Jo,p il existe u mesurable & valeurs dans Y et continu & valeurs
dans X tel que %(0) = ot

On a aussi v(0) = 2 avec v{f) = 1fifee s) ds et il est facile de vérifier que veC(0; ¥, X)
done que we(XY; X),.

LEMME 6.12. — Soit y une application linéaire continue de X déms Z oty Z est un
espace de Banach et soient ¥y= {y¢€ ¥; y(y) = 0}, X,= {ze X; y(x) = 0}. On suppose
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qu’il ewiste un projecieur P linéaire continu de Y sur Y, et de X sur X,, alors

(Y,; X,),={we(Y; X),; y(x)=0}.

DEMONSTRATION. — L’inclusion de gauche & droite est évidente. Réciproquement
si xe(Y; X), et p(x)=0, il existe uec 0(0; Y, X) avec u(0)=x; il est clair que
puisque y(2)=0, on a Pr=x= Pu(0) et que Puec((f; Y,, X,); en conclusion
ve(Y,; X ).

DEMONSTRATION DU THEOREME 6.10, —~ On utilise le Lemme 6.12. et le Théo-
réme 2.15. appliqué & Z;= (D ; X);_,, = D,(6;, p), j==0,1 avec 0,<0< 65 on a
done

Dy(0)= (DA(615 P)5 D03 p)}w

pourv que 6= (1 — w)0,-+ wb;.
Ensuite on utilise la caractérisation ci-dessns des espaces D4(0,; p) pour j=0, 1,
& savoir:

DA(Gj,p) = {’LLE W%"G’(Q); Bj’]/l' = 0 gur [’ si ﬁ1< m@;”"%} .

Comme on suppose que mf— 1/p est non entier, on peut choisir §, et 6, suffisam-
ment proches de § pour qu’il n’y ait aucun entier dans Pintervalle [mf,— 1/p;
mb,— 1/p]. Dans ce cas D,(6;; p) est le noyau dans Wn%(Q) de Popérateur y défini par

U — {Ba'ugf}ﬁ;<mﬁg-1m 4

N Wy I Wreehmun(ry)

Bi<mby—1/p

On conclura en appliquant le Lemme 6.12. avee ¥ = WI(Q) et X = W%(2) et y
défini ci-dessus.

Sous réserve de vérifier la condition de projecteur on obtiendra donc le résultat
suivant: D,(0) est le noyau de y dans espace

(Wph(Q); W)= E .

Comme Wr%(£2) = (WiQ); L,(2)), 4, ,, il est d’aprés le Lemme 6.11. de classe
1— 6, entre W) et L,(£2). Une nouvelle application du Théoréme 2.15. jointe a
Ia Proposition 6.2., montre que B = hg”"’(.Q) et par eonséquent D, (0) est le noyau
de y dans 2"(Q).
Ceci prouve le Théoréme 6.10. sous réserve de vérifier la condition de projecteunr.
Pour cela on utilise le résultat suivant qui est classique: pour tout % il existe
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un opérateur O, linaire continu de W™%~**=¥ ") dans W™%(Q) pour j =0, 1 tel que

o

s Oeflr =1

om .
éﬁCk_‘f{f::O sims£k

avee O0<m<<mb,— 1/p. Pour la suife il est eommode de supposer que les B, ont
été numérotés de sorte que §—fB; soit croissant; par conségquent la condition
<< mby—1/p équivaut & j<l pour un certain 1.

B,Ofly=0  sif<k
(6.2.) B,Cofl,=F  sifi=k
B, O, flp=REf sif;>k
ol R} est le coefficient de (9/d»)* dans Vopératenr B;; c’est done un opérateur tan-

gentiel & I d'ordre <f,— k.
On définit alors une suite d’opérateurs en posant

D1{f1y veey f}:'” Oﬁl;fl ’

Dk{fh vy ;fl}z Dk—l{fly ey fl}’{"‘ ng(fk*“ Bka—-l{;fl7 cery fl}DI' H
k=2,..,1.
C’est une suite d’opérateurs linéaires continus de

4
Wipo=h=iy(Py  dans Woo(Q)
b1 2 »

pour j= 0,1, qui ont la propriété que

B D{fry ey Fllp= B;Doffuy ooy fllr 81 j<B
B;‘;Dk{}fl, “ery f;}}[v: fk

done que
B Dffi, s fllr=1F, §=1,2,..,1.
On obtient le projecteur désiré sur le noyau y en posant
Pu=u— D{Bulp, ..., Bul}.

C'est un opérateur linéaire continu dans W7%(Q) pour j=0,1 tel que Pu=u
dés que yu=0 c’est-a-dire dés que B,u= 0 sur I" pour j=1,2,..,.. C.QF.D.
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7. — Problémes mixtes.

7.1. On va d’abord résoudre des problémes mixtes relatifs &4 des équations para-
boligues non linéaires avec une seule variable d’espace. Ceci nécessite seulement
la connaissance de la théorie spectrale des équations différentielles, théorie qui se
développe sans difficulté dans l’espace des fonctions continues. Par conséquent ce
point 7.1. n’utilisera pas les résultats du § 6.

Préeisément on considérera Péguation suivante

2
(7.1.) ou ( 2%u ou

A t;%?’%v'“’)‘}‘f

oll % (inconnue) et f (donnée) sont toutes deux fonctions de te[0, T} et #€[0, 1]
et a est une fonction numérique définie dans [0, T} <X R®

On va appliguer la théorie développée au n° 4 avec

d2
E={ve0([0,1]);v(0) =o(1) =0}, A =
et

D= Da= {ve ([0, 1]); 0(0) = v(1) = v'(0) = 2"(1) = 0}.

Ce choix signifie qu'on envisage, dans un premier temps, la résolution d’un pro-
bléme de Cauchy-Dirichlet par I’équation (7.1.).

Dans ces conditions /A est générateur d’un semi-groupe analytique fortement
continu dans E. Il faut & présent déterminer Pespace D (f). Pour cela il sera com-
mode d’introduire de nouveaux espaces de Holder gu’on notera k%, (par analogie
avec les espaces de Nikolski du § 6).

DEFINITION 7.1. — Pour s réel > 0 non entier (s=k-+ o0, k entier, 0 <<o<<1) et £
ouvert bornd de R», on désigne par h&(Q) le sous-espace de CH(D) défini par les conditions

i~ Max [D*u{x) — D*u(y)| — 0
e,
le—u| <t
lorsque t— 0, pout fout multientier o de longueur k.
Cet espace est muni de la norme naturelle ¢’est-a-dire
4 > Max |D¥u(x)] 4+ 3 Max o |Dou(w) — Druly)].
<k zeg la} =2 m,[ye!?,lt>0
r—y|<t

LEMME 7.2. — Pour 01/2, on a D, (6) = En K2P([0, 1]).

En d’autres termes c’est le sous-espace de h2”([0, 1) formé des fonctions v telles
que v(0) = v(1)=0.
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DEMONSTRATION. — Par localisation on se raméne au eas ol

B = {ve ([0, OO]) 5 9(0) = v(c0) = 0},
Ds= {ve 0*([0, oo]); v(0) = v"(0) = v(00) = ¥'(c0) = v"(00) = 0}.

Ensuite si on pose

X = {ve O(R); o(— oo0) = v(co) = 0},

Y = {ve C*R); v(— o) = v(-+00) = '(— 00) = ¥/(400) = ¥'{— 00) = v"(-+ c0) = 0} ().
On voit en prolongeant les fonctions de E et D4 par imparité, que E s'identifie

au sous-espace des fonctions impaires dans X et D4 au sous-espace des fonetions

impaires dans ¥. En conséquence D4(6) est P'espace des restrictions & [0, oo} des

fonetions impaires de (Y; X),_,; (ceci est aussi une conséquence du Lemme 6.12.)

il reste a identifier (Y; X),_,; on remarque pour cela que Y=1D,, ot 4=d/dz
congidéré dans Pespace X avec domaine

D= {ve C}(R); v(— o0) = v(- 00) = v'(— 00) = v'(+ c0) = 0}.

Comme A est le générateur infinitésimal du groupe (fortement continu d’isomé-
tries) des translations dans X, le Théoréme 2.6. et le Théoréme 2.10. permettent
alors d’identifier (D ,.; X),_, comme étant

(1) (D3 X))y g0 si 0<<O0< i
(i) (D Dy gy 81 3<O<1L;
c’est-a-dire

(i) le sous-espace de X formé des v tels que ¢~ 2°Max (@ -+ t) — v(w)] =0
lorsque t—>0; R

(ii) le sous-espace de D, formé des v tels que
£~V Max |v'(x + ¢) — v'(¥)| =0  lorsque t — 0.
R
Dans les deux cas la condition d’imparité implique »(0)=0. C.Q.F.D.

Pour la suite on se limitera au cas 0<O< §; Da(f) est le sous-espace de
KZ9([0,1]) défini par les conditions ©(0)==ov(1)==0 et par conséquent Ds(f+1)=

(1) Tei R = [— oo, - oo].
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= {veDy; Ave Ds(0)} est le sous-espace de hZ°¥?([0,1]) défini par les conditions
v(0) = v"(0) = v(1) = 0"(1) = 0.
Ceci étant on pose

(t, 0)(@) = a(t; v"(2), v'(2), v(@)) + f(t; #) .

On suppose que f est continue dans [0, T] & valeurs dans D4(0) et on supposera que
la fonction

ty 81, Sz, 83> {5 8y, 8y, 83)

admet des dérivées jusqu’s Pordre deux par rapport & s= (s, &, s;), continues et ¢
et s pour ([0, T] et se R®. Enfin on suppose que a{i;0,s,0)=0 pour tout
tel0, T] et s,e R. Il est alors clair que

@€ C([0, T]x Da(0+1); Da(6)) -

(’est Phypothése (4.1.) point (i}. Ensuite on a

3 3 P d\s—
Diis0) = 3 2 (0@, 0@, 00) () 3

i=1

il est clair que

%< 0(10, T DA +1); (D0 + 15 Dal0)) 3

c’est Phypothése (4.1.) point (ii)). Si on suppose de plus que (9a/0s,)(¢; 8) > 0 pour
tout t€[0, T] et scR®, alors (8¢/ov)(t; v) est générateur infinitésimal d'un semi-
groupe fortement continu analytique dans E, de domaine D4 grice au

LeMME 7.3. — Soient b;e C([0, 1]), =1, 2, 3 avee bi(®)>a> 0 pour fout x€[0, 1]
et by(0)= by(1) = 0, alors Uopérateur B = b,(d?/dz?)+ b,(d/dx) - b; de domaine Dadons B,
est générateur infinitésimal dun semi-groupe analytique fortement continu.

DEMONSTRATION. — B est évidemment fermé et & domaine dense; il faut seule-
ment localiser Pensemble résolvant de B et préciser la croissance de sa résolvante.
L’équation Bv— lv=g¢ avee v& D4, équivaut &

b L b0 by — Av=g¢
dans [0, 1] avec les conditions v(0) = v(1) = 0, ¢ étant donné par hypothese avec

g(0) = g(1)= 0 (condition qui impliquera automatiquement v"(0) = 9"(1) = 0 puis-
que b, ne g’annulle pas et b,(0) = by(1) = 0).
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On peut réécrire cette équation sous la forme

Lo b =by b
bi(0) ~  By(0) by(0) ~ 5,(0)

Y

d’otl1, en posant »'— (1/b,(0))v =k, on déduib

b:(0) b:(0) dz 5,(0 (0) b1(0)

4 condition que 4/b,{0) soit dans Pensemble résolvant de A c¢’est-i-dire en particulier
8i A€[— 00, 0]. On a alors Iexistence et I'unicité de & (done de v) lorsque

by(0) — b, by d b, A\
H 5.(0) A_bxﬂ)cﬁ_m(m} (A‘B?@S)

Pou vérifier cette condition on utilise la majoration

<1.
E—E

1

1A = ) HE"E\] | cos 6/2

pour argu=~90¢el—m, +af, Aot

1
A = 7 s < o cos ]2
et (en majorant grossiérement)
K

E-—>E< [pF cos0/2

d —1
d—{;&{/i‘-ﬂ} 1

ol la valeur exacte de K (indépendante de u) importe peu dans ce qui suit. On en
déduit la majoration

0) — b,y b, d by A\t
H o) AT b1<0>d—x_bi<0)}(/1“bl<0>) s

1 { 161(0) — b, |

< Max
co86/2 ' p7  [5,(0)]

1

b K
T a0y A s [l w}

a condition que argl=0e[— 0, +6,] ot f,<m et

ax 1 — by{z) - c0s 6,/2
2€[0,1] bl(O) 4

8K 1
Af> b,(0)% cos 6,/2 ﬁao',xl] [Ba()]

41> oo 60/2 § 62 X, [by(@)]
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Pour ces mémes 1 on en déduit Pinégalité

| 2
Rle< m} lgl=

d’ou

Io1< oy 191s
on a ainsi prouvé que

2
—_ -1 —
[(B = )7 sn< [Acos 62
pour |1| assez grand avec arg A= 0e[— 6,4+ 0,] pourvu que Poscillation de b, dans
[0, 1] soit assez petite c’est-a-dire

(o)

cos (/2
< R0
b1(0)

Max R

xef0,17

1 —

en conséquence dans ce cas, B est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe ana-
lytique fortement continu dans E.

On raméne le cas général au cas particulier ci-dessus par Partifice de Korn, c’est-
a-dire par partition de Punité. C.Q.F.D.

A ce point on sait déja que les hypothéses (4.1.) (i), (ii) et (iii) sont vérifiées. Il
reste & déterminer D (0+ 1) lorsque B = (dp/dv)(t, v) c’est-a-dire

o .
bi(z) = £ (ti v"(x), v'(x), '”(99)) y J=1,2,3
Par définition on a

Dy(0+1)={weDy; BueDyh)}.

Ici on a Dy= D, avec équivalence des normes, donc D4(0)= D,(6) par interpola-
tion. La condition Bw e D,(f) équivaut done puisque 0 < 6< } & byw’e Da(0) et par
conséquent & Aw = w"e D4(0) si Pespace Da(f) est stable par multiplication par 1/b;
c’est le cas puisque b, est holdérienne d’exposant 20 au sens strict (e’est-éu-dire au
sens de BZ9([o, 1})).

En récapitulant, 'application du Théoréme 4.1. donne le

THEOREME 7.3. — On suppose que t,s — a(t; s,, s, 8;) admet des dérivées jusqu’e
Vordre deux continues en te[0, T] et s R3, que a(t; 0, s, 0) = 0 pour tout t€[0, T
el tout s,€ R el que (0a/0s,)(t; 8) > 0 pour tout te[0, T] et tout s R®. Soit également
0€10,1[. Alors pour tout uyeh& 2 ([0, 1]) avee uy(0) = wuy(1) = uy(0) = uo(1)=0 et



G1UsEPPE DA PRATO - PIERRE GRISVARD: Hguations d’évllution abstraites, etc. 381

tout fe C([0, T]; H([0, 11)) wérifiant f(f, 0) = f(t, 1) = 0, il existe 7> 0 et une unique
ue C([0, 71; etD([0, 1])) N C([0, 77; ([0, 1])) solution de V'éguation (7.1.) vérifiant
les conditions

(0, ) = up(®) , #e0,1]
a(t, 0) = u(t,1) =0, tel0,T].

Le résultat précédent est relatif au probléme de Cauchy-Diriehlet pour Péqua-
tion (7.1.). Pour résoudre un probléme de Cauchy-Neuman il suffit de poser

’ da:
E=0(0,1), 4 ==

Da={ve 0([0,1]); — v'(1) = aw(1), v'(0) = pv(0)} ol « et [ sont deux réels non
négatifs fixés. Des raisonnements analogues & ceux qui précédent, montrent que

Dy(0)=r%([0,1]) si20<1.

L’application du Théoréme 4.1. conduit au

THEOREME 7.4. — On suppose que t,s > a(t, $,, 85, 83) admet des dérivées jusqu’a
Vordre deux continues en t&[0,T) ¢t s R? et que (0a/0s,)(t,s) >0 partout.

Soit g€10, 1[, alors pour tout u,eher*([0,1]) avee — u (1) = auy(1), uy(0) = Pu,y(0)
et tout fe O([0, T; B2 ([0, 1])), il ewiste v> 0 ef une unique u € C([0, =1; BL%([0, 17)) N
N CY[0, T7; he.([0,1])) solution de (7,1) vérifiant les conditions

w0, @) = uy(a), e, 1]
— 1) = aulty 1), 1e[0,7]

%;f {#, 0) = pu(t, 0), tel0, 7].

7.2. On va maintenant étudier des problémes mixtes relatifs & des équations
paraboligues non linéaires avee plusieurs variables d’espace. Ceci nécessitera Ia
connaissance de la théorie spectrale des problémes aux limites elliptiques, qui, suivant
AGMON [1] se développe bien dans Pespace des fonctions de puissance p intégrable.

C’est pourquoi on ne pourra pas répéter exactement ce qu’on a fait en 7.1. pour
les problémes & une variable d’espace et on utilisera ici les résultats de § 6.

La méthode utilisée est applicable & des équations de la forme

ou

i a{t, u, Vu, V3u) 4 f
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ot V désigne le gradient. Cependant pour éviter des complications dans les nota-
tions, on se contentera des équations de la forme

(7.2.) % = a(t, u, Vu, du) + f

ol

by Uy Dy g > alty u, Py q)

est une fonction de [0, TIX RXR*xR.

On appliquera dans un premier temps la théorie du § 4 avee B = L, (0) ou £
est un ouvert borné de R» & frontiére I" régulitre, A< p<< co et A= 4 considéré
avec le domaine

Da={ueWi2); u=20 sur I'}.

Ce choix signifie qu'on envisage d’abord la résolution du probléme de Cauchy-
Dirichlet relatif & Péquation (7.2.).

D’aprés AgMoN [1], A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analy-
tique. Les espaces D4(0) ont é6é déterminés an n° 6. D’aprés le Théoréme 6.3. on a

D,B)=122) sif<1/2p

tandis que d’aprés le Théoréme 6.10. on a
Dy0) ={uech®Q); w=0sur [} i —2}5< 6<1.
On en déduit que
D6 + 1) ={ucBi™*(Q); v =0 sur I'} si0< 9<%9-
Dy0 +1) ={ueh’(Q); u=Au =0 sur I'} sigl??< 6<1.
Cela étant on posera

(7.3.) o, u) = a(t, w, Vu, du) ,

Pour vérifier les hypothéses du Théoréme 4.1. il faut auparavant déterminer
des conditions suffisantes pour q’une fonction opére dans un espace de Sobolev ou
un espace de Nikolgski. On wutilisera pour cela guelques lemmes:

LEMME 7.4. — Soit { une fonction numérique continue définie dans R, m fois conti-
nument dérivable, alors u > fo u est continy dans W(£2) si m>n/p.



G1usepPPE DA PRATO - PIERRE GRISVARD: Hguations d'évolution abstraites, etc. 383

Ce résultat se vérifie par un calcul direct grice aux théoremes d’immersion de
Sobolev.

LevmE 7.5. — Soit | une application localement Lipschitzienne de R dans R, alors
w > fou est continu dans h)(2) si 1>s>n/p.

DEMONSTRATION. — Grice & Phypothése s > n/p, hi(£2) s’injecte continfiment dans
Iespace C(£2) des fonctions continues sur 0.

En effet par définition w est la restriction & £ d’une fonction Uehl(R"). On
voit aisément sur la Définition 6.1. que Ue WSI;(R”), pour §'<s, par conséquent
grice au Théoréme de Sobolev, U est continu puisque s> n/p.

Il en résulte que fo u est continue dans £ donc aussi élément de L,(2) puisque 2
est borné.

Enguite on a

t—“’ﬁf(u(m—{— te;)) — fu(w))» da:<Kt—8Pf|u(m+ te;) — u(x)rdr — 0
Rn Rn

lorsque ¢— 0, olt K est la constante de Lipschitz de f restreinte & I’image (bornée)
de u. Ceci prouve que fouech)(£2). La démonstration de la continuité de u — fo u
suit les mémes idées.

Les considérations ci-dessus g’étendent & des fonctions f de plusieurs arguments;
on utilisera le

LEMME 7.6. — Soit f une application localement lipschitzienne de R dans R, alors
{1y oy W} > F(t,y ooy w,) est continu de h3(Q)" dans hi(Q) pour 1> s> n/p.

De ce Lemme on déduit immédiatement que si a est localement lipschitzienne
par rapport & (u, p, ¢)e RXR"” xR, alors

u > oty u, Vi, Au)

est pour chaque ¢ une application continue de A}"*(£2) dans A3(£2) pour 1> s> n/p.
Ceci nous conduit pour appliquer la théorie du § 4, & choisir 6 tel que 1 > 26 > n/p;
ceci suppose donc n>p et implique 1/2p < 6 et partant, la condition de Dirichlet
intervient dans la description de Da(6).
Cependant pour que ’ensemble des hypothéses (4.1.) soit satisfait on supposera
ce qui suit sur a:

(i) @ est continue, admet des dérivées premiéres en u, p, q qui sont continues
en t et localement lipschitziennes en u, p, q.

7.4. .
(7.4.) (ii) a(?, 0, p, 0) = 0 pour tout ¢ et tout p.

(iii) (oa/oq)(t, u, p, ¢) > 0 partout.
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La vérification de (4.1.) utilizera le

LeMME 7.7. — h;(£2) est une algébre pour 1> s> n/p.

DEMONSTRATION. — I1 s’agit d’une simple vérification: soient u et v dans hi(£2)
done respectivement restrictions de U et V éléments de hj(R"). Comme {2 est borné
on peub supposer que U et V sont & supports compacts.

On a déja remarqué que grice a 'hypothese s>n/p, U et V sont continues.
Il en résulte immédiatement que UV e L (R"). D’autre part

. . N . i/p s . p i/p
(¢ [ [0Vt + te) — TV ()] an)"” <t Rnf V(@ + te)) — V() pdo) " max [U(a)|

R» zeRn

+ (7 [ 0@ + 1e) — U@) o) max V()| >0 ,
R»

zeR7
lorsque t—0. Ceci prouve que UV ehy(R") et par restriction uvehy(Q) et de
plus %, v —uv est évidemment continu. C.Q.F.D.

A ce point de (i) il découle grice aux Lemmes 7.6. et 7.7. que ¢ définie en (7.3.)
vérifie les conditions

@ e ([0, TIxh2*2(Q); h2°(R2))
et

0
= e 0([0, T) B¥*(Q); L(E"(RQ); B(2))

avec
0 da da oa
a—g;(t, w) v :%(t, u, Vu, du)v + @(t, uy Vit, Au)Vo - -a-E(t, w, Vu, Au) 4v .
On en déduit (4.1.) (i) et (ii) grace & (7.4.) (ii) car alors si u = Adu =0 sur I'= 002

on a

a(tyuy Vu, du)=0 sur I

et si de plus v=Adv=0 sar I'= 82 on a aussi (0p/ox)(f, u) -v="0 sur I
I’hypothése (4,1) (iii) résulte de (7.4.) (iii) car pour ueh?®**(2) on @ u, Vu,

Aue C(2) done le coefficient (da/0q)(t, u, Vu, Au) est borné inférieurement par une

quantité strictement positive dans 2 et les résultats d’Acmoxn [1] sont utilisables.
Enfine pour vérifier (4.1.) (iv) on remarque que par définition

2
D&sap(f +1) = {71 e Wa(2); v = 0 sur T %(t, #)-v € DA(G)}
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c’est & dire que entre autres

o0

2
WEW,,(Q), aq

(t, u, Vu, Au) Av e h2(Q) ;

comme {oa/og}{t, u, Vu, du)e hi"(.Q) et ne s’annule pas, il résulte du Lemme 7.7. que

A6 e BA(Q)
done
Av e p¥+2(0)

grice aux résultats de régularité de AGMON-NOUGLIS-NIRENBERG [2].
En ce qui concerne la condition aux limites contenue dans la définition de D4(6)
elle équivant &

0
a—i(t,u)v =0 sur I';
cependant gréce a (ii) on a

atp(

o
or

L, u)v = P

{t, 0, Vo, 0) 4o =0 sur I’
ce qui revient au méme que Av=0 sur I. En conclusion v €Dz, (04 1) si et

seulement si veh2’2(Q) et v= Av=0 sur I" c’est-d-dire v e D0+ 1).
A ce point Papplication du Théoréme 4.1. fournit le

THEOREME 7.8. — On suppose que la fonetion a vérifie les conditions de UHypo-
thése (7.4.) (i) (i) (iii). Sosent
peln, oof et seln/p,1[. Alors pour tout w,e hi*(Q) avee wy= Au,=0 sur I
et pour tout feC([0, TT; h3(Q2)) vérifiant f(t, )= 0 pour te[0,T] et T, rl existe
>0 et une unique we C([0, 7]; B*7I(Q)) N C([0, 7]; k() solution de Véquation
{7, 2} vérifiant les conditions

w0, ) = uplw), el

wlt,o) =0, te[0,7], w«el.
On a ainsi résolu localement en temps le probléme mixte de type Cauchy-Dirichlet
relatif & D'équation (7.2.). La résolution d’un probléme de type Cauchy-Neuman

est partiellement plus simple. En effet soit » la normale sortante & I’ et ¢ une fone-
tion réguliére non négative sur I', on pose alors

A=A4 Dy ={ue Wi(82); —%:—:qu sur F}.

25 — Annali di Matematica
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Toujours d’aprés AeMON [1], A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe analy-
tique dans H==I1,(0) et on a

D,0) = h¥(Q) pour 0<20<1 +1—15 ,

D406+ 1) ={u€hf,9+2([2); —--g-g = gu Sur F} pour 0<< 20 <1 -{n% .
Ensuite définissant ¢ toujours par (7.4.), on voit en appliquant les Lemmes 7.5.
et 7.6. que ¢ opére de Ri"%(Q) dans B3(Q) toujours pour 1> s> n/p.

On pourra done fravailler dang D4(8) avee n/p << 20 <1 (p > n), qui est un espace
de Nikolski sans conditions aux limites, situation plus simple que dans le cas des
conditions de Dirichlet.

L’application du Théoreme 4.1. fournit le

TuLOREME 7.9. — On suppose que a vérifie (7.4.) (1) (iil). Soient peln, oo et
seln/p, 1[. Alors pour tout w,chi *(Q) avec — duo/ov = qu, sur I' et pour tout fe
e 0([0, T, hi(Q)), il existe v>> 0 et une unique u € C([0, 71; BSF2(2)) N C([0, 7]; A (£2))
solution de Déquation (7.2.) vérifiant les conditions

w(0, ) = uy(x), wel

—g%(t,m)zq(w)u(t,w), tel0, 7], zel.

7.3. Les conditions sur ¢ qui sont en hypothese dans le Théoréeme 7.11. sont natu-
relles puisqu’il 8’agit d’exiger que e soit assez réguliére et que da/o¢ soit strictement
positive c’est-a-dire que opérateur considéré soit parabolique. Par contre dans le
Théoréme 7.10. qui est relatif aux conditions de Dirichlet, il intervient la condi-
tion (7.4.) (ii) qui est peut naturelle; elle est nécessaire car ’espace D4(6) fait inter-
venir la condition de Dirichlet. On peut cependant pour certains opérateurs de
forme particulidre travailler aveec § assez petit pour que la condition de Dirichlet
disparaisse de la définition de D4(6) et alors hypothése (7.4.} (ii) disparaitra. Cest
ce gu'on va développer ici. On s’intéresse désormais & la résolution de Péquation

u

(7.5.) %=,

ro2
=21 'é;{“:’(ta Uy V“)} + f

ou t, u, p — a,(f, 1, p) est une fonction de [0, T]xX R x R* dans R et on suppose que

(i) &, est continue et admet des dérivées secondes en w el p, conlinues en t el
(7.6.) localement lipschitziennes en w et p, j =1, .., f.

{ii) v}ﬂzl—%&:—j(i, w, p)£;E, > O partout pour &0 dans R~
§k= B

Ceci étant, on a le

THREOREME 7.12. — On suppose que les a; vérifient (7.6.) (i) et (ii). Soient peln—1, oo
et selsup (0, n/p—1); 1/p[. Alors pout tout uyehi () avec uy="0 sur I" e pour



GrusepPE DA PRATO - PIERRE GRISVARD: Hquations d'évolution abstraites, ete. 387

tout fe C([0, T; hi(£2)), il existe 7> 0 et une unique u € C([0, [ ; i 2(2)) N C*([0, [ ;
hi(£2)) solution de Véquation (7.5.) vérifiant les conditions

w(0, x) = u{x), wel
w(t, ) =0, tel0,z[, wel.

DEMONSTRATION. — On conserve ¢/ comme au début de 7.2. et on applique le
Théoréme 4.1. avec 8¢ ]0,1/2p[ avec toubefois 6 > n/2p—~ . Dans ces conditions
on a

D ,(0) = h2(Q)
sans conditions aux limites et
D,0+1)={ueh?**Q); u=0 sur I'}.

On pose

Ms

o(t, w) =

i

0
a—w’_{“;(ty U, V“)} + 1.

1

Comme on a supposé s—+1=20-+1>n/p, B (2) est une algébre d’aprés le
Lemme 7.9. (%) et d’apres le Lemme 7.8. application

w— a,;{t, u, V)

est continue de &5 **(0) dans hS*1(Q); on en déduit facilement (4.1.) (i).
Ensuite on démontre (4.1.) (ii) et Pidentité

{3 . n R
—S—Z—;(t, uyv = ,';5%{% (¢, u, V) v + kgl% (t, 2, Vut) %}
toujours grice anx mémes lemmes.

De (7.6.) (ii), utilisant Aewmow [1], on vérifie que pour A:>> 0 assez grand, 'opé-
rateur différentiel (2p/ou)(t, ) est générateur infinitésimal d’un semi-groupe analy-
tique fortement continu dans F avec domaine D4, Ensuite des résultats de régu-
larité de AemMON-DoOUGLIS-NIRENBERG [2], on déduit par interpolation que sive D4 eb

a‘?9 1,28
5, (b )0 € Dy(0) = Q)

a

alors veh2T2(Q) donc veD4(f+1). L’ensemble de hypothése (4.1.) est ainsi vé-
rifié; le résultat annoncé suit par application du Théoréme 4.1.

(%) On s’est limité dans le Lemme 7.9. au cas s < 1, cependant h;(£2) est une algébre
pour tout s > n/p. On peut le prouver en suivant la méthode indigée dans le Lemme 7.9.
Cest aussi (par densité des fonctions régulidres) une conséquence de Zorksio [23].
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REMARQUE 7.13. — Les considérations ci-dessus sont également valables pour
des équations de la forme

0
= = Aafu) + -

REMARQUE 7.14. — Dans le Théoréme 7.12. Pavantage est qu’on n’impose aucune
condition aux limites sur les données f et Adu,. Ceci est intéressant méme dans le
cas ol Iespace est de dimension n =1, situation envisagée en 7.1., car on ne peut
pas faire disparaitre ces conditions aux limites superflues en restant dans le cadre
de lespace F des fonctions continues (ceci ne concerne bien slr, que les conditions
aux limites de Dirichlet).

7.4. On va maintenant exploiter les résultats du § 5 qui fournissent Pexistence
globale. On congidére ici I'équation autonome & une variable d’espace

ou 0%
(7.7.) ‘é‘t‘ = a/('a'{;}-z)

ol on supposera que a est une fonction numérique réelle quatre fois continfiment
dérivable définie dans R et telle que

(1.8) {a(())::(), a'(#) >0 pour tout ze R
7.8.

a"(0) = 0.

Notre but est iei d’appliquer le résultat synthétisé dans la Remarque 5.3. dont il
faudra done vérifier les (trés nombreuses) hypothéses. On aurait pur traiter de la
méme manidre une équation de la forme (7.1.) par contre il n’est pas clair qu'on
pourrait résoudre de la méme facon les équations & plusieurs variables d’espace du
type de (7.2.).
Ici comme en 7.1. on a toujours
E={ve 0([0, 1]); v(0) = »(1) = 0}

Da= {ve 02([0, 1]); 2(0) = v(1) = v"(0) = v"(1) = 0}
et A= d?/dz?. Par conséquent
D, (0) = {ver([0,1]); v(0)=o(1)=0}, 0<O<1,
D,(0)={veh?([0,1]); 0(0) =2"(0) =v(1) =" (1) =0}, 1<6<2,
D,(0) = {v e h2%([0, 1]) ; 9(0) = »"(0) = vV (0) = v(1) = v"(1) = (1) = 0},

81 2<< < 3.
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On vérifie maintenant I’hypothése (i) de la Remarque 5.3. il est clair que si on
pose ¢(u) = a{d?u/dz?), on a

g € C1(R([0, 11); he,([0, 11))

pour s<< 3 et alors

o = o (L) L0
PRy =0\ ) at

11 faut cependant vérifier que ¢ opére de D4(0--1) dans Da(6), c’est-a-dire que
a{u’)=0 (¥) en =0 et 1 dés que u = u"= 0 (ce qui résulte de I’hypothése a(0) = 0)
et que (a(uw))"=0 en x=0 et 1 dés que w=u"=u"=0 en ces points. Pour
cela on calcule

(a(u”))”: (a/(ull)uw)/: al(uv’l)ull/+a///(ull)(urll)z .
On a donc en 0 et 1

(a(ull))//: &Il(o)(%lll)z

et ¢’est nul car on a supposé que a’(0}= 0.
En conclusion on a prouvé que

@ € 0Y(Da(0+1); Da(0))
pour que 0<<20< 3 (20 non entier).

Ensuite pour vérifier Phypothése {(ii) on considere Popérateur différentiel ¢'(u)
cest-a-dire o'(u")(d?/dx?) dans E. L’hypothése a'(x) >0 pour tout »e R, implique
pour u € Rh:S2([0,1]) que o'(#") admet une borne inférieure strictement positive, alors
si on pose ¢(u) = a'(u")(d*/dx?) et D= D, il résulte du Lemme 7.3. que ¢'(u)

est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique fortement continu dans E.
Par définition on a pour 0<<f< 1,

Di(0-+1) = {veD;gmveD0)}={ve 02([0, 1]); &' (u")o"€ B2([0, 1)) ,
2(0) = v(1) = v"(0) = v"(1) = &' (u"(0)) v"(0)= &' (" (1)) v"(1) = 0} .

Alors si weDa(0+1), a'(u") € h22([0,1]) et ne s’annule pas done 1/a’'(u") e h2([0, 1])
puisque cet espace est une algébre; on en déduit que

Dp(0+1) = {0 e B2+3([0, 11) ; (0) = v(1) = v"(0) = 0 (1) = 0} = Da(6+1) .

(*%) Dans toute la suité désigne la dérivation par rapport i =.
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Enfin pour 1< <2 on a par définition

D (0-+1) = {v e Da; ¢'(w)v € Da(0)} = {v e C*([0, 1]) ; @ "e ([0, 1]) ,
0(0) = 0(1) =v"(1) = [“'(“”)””]”(0) = [o'(s")v"]"(1) = 0} .
Si weDa(041) on a a'(w') e h2([0,1]) donc la condition a'(u”)o"er2([0, 1) équi-
vaut & o'€h2([0,1]) donc & veh**T2([0,1]). Ensuite on a
[ ( //]” —— [a // U”’+a”( Il)ulllvﬂ]/(o):
— [a ( " /0”/ + 20/”(“//)2&”/,0/” _|_ a/”(/lL”)II,L”,UH + a”/ ” ( /// //] ,v//”(o)
puisque %'(0)==0 et a"(0) = 0 par hypothese. La condition [a'(u")0"]"(0)= 0 équi-

vaut donc & 0""(0) = 0. Le méme raisonnement est valable au point 2=1. A ce
point, on a donec établi I'identité

(0+1) = {ve hZ2([0, 1]]); v(0) = v"(0) = v"(0) = v(1) = v"(1) = v"(1) = 0}

D ‘ﬁ%)

done D, (0+41) = Da(0+41).
On a ainsi complétement vérifié Phypothése (iii) de la Remarque 5.3.
L’hypothése (iv) revient & voir que % +>a(u”) est une application bornée de
BE32([0, 1]) dans RSI([0,1]) pour 0<s< 1 ce qui est évident.
L’hypothése (v) signifie que u > a(u”) est inversible de

{u e B2([0, 11); u(0) = w'(0) = u®(0) = w(1) = w'(1) = u(1) = 0}
sur
{Feh,([0,1]); f(0) = f"(0) = f(1) = f"(1) = 0}
pour 2<<s<< 3. Il est évident que

¢ (f) = A~1a7(f)

qui a un sens puisque par hypothése a est strictement croissante donc inversible,
et son inverse a~* est de classe 0*; donc pour fe s ([0,1]) on a a~'(f) ek ([0, 1]) et
u=A"a7Y(f) e BH3([0, 1]); de plus on a u(0)=wu(l)= 0 par définition de A-1. Il
reste & vérifier que w=%"=0 en x=0 et 1.

On a u'=wu=a*(f) donc u'(0)=a~1(f(0)) = a*(0)=0 et de méme «"(1)=0,
puisque

= (a1(f))" = (@) (f) ' + (@1 (H(F')*
donec en zéro et un on a

w™ = (a-1)"(0) f(0)*= 0
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puisque a’(0)= 0. Ceci acheéve de prouver I'inversibilité de ¢. Il est évident sur
Pexpression explicite de @' que c’est une application continue.

A ce point, toutes les hypothéses de la Remarque 5.3. sont vérifides, sauf Pesti-
mation a priori. On doit done considérer & présent wu,ehSF*([0,1]) avec 0<s< 1
vérifiant u,= ug=ul"=0 en 0 et 1 et

we O([0, =[5 B7H([0, 1])) N C*([0, =[5 73([0, 1])

golution de (7.7.) avec u(0, o) == u,(®) et u(f, 0) = u(f, 1) = 0 et on doit prouver que u

est bornée & valeurs dans AL%([0,1]) avec un o> s.
On sait done que

0%y oF ou

(1.9.) PPt O<o<cd pient 0<f<2

sont continues dans [0, 7[ X[0, 1] et si on choisit 0<C 1, ce qui est loisible, il suffit
de vérifier que

o7y
Max l~— t, @
0,11 | 0%Y (1, 2)
tefo,l

<M, O0<y<3.

En premier le principe du maximum s’applique & ’équation (7.7.) et par conséquent

(7.10.) Max |u(t, )| < Max [ue(z)]

. 2€[0,1] 2€(0,1]
pour te{0, 7{.

Ensuite tenant compte de la régularité de » indiquée en (7.9.) on voit qu’il est
possible de dériver 'éguation (7.7.) par rapport au temps et on obtient ainsi Péqua-
tion de v==0ujct qui suit

o

f " 82?}
5 =)

ox?

avec (0, 2) = a(u,(#)) et v(t,z)=0 pour x=0 ou 1. Une nouvelle application du
principe du maximum montre que

Max |v(t, )| < Max |a(u(2)) |-
2€{0,1] 2&l0,1]

Comme u = /~ta~(v) on en déduit que %" reste borné et partant il existe C tel que
lu"(t, 2)| < C

pour te[0, 7f et x [0, 1].
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On conclut & Paide du

LeMME 7.15. — Soif o une fonction continue sirictement positive dans [0, 7] x[0, 1]
et v solution dewx fois contindment dérivable en © de Véquation
ov 0%y

= &

ot ow?
avee v(0, x) = v(x) et v(t, 0) = v({, 1) == 0 pour tout te{0, 7], alors

v
Max | —
(7.11.) ax dw(t,w)

2€{0,1}

< Max |v,(@)]
x€[0,11

pour tout tef0, 7[.

DEMONSTRATION. ~ On approche « par des fonctions «, continfiment dérivables
strictement positives et v, par v, , trois fois continfiment dérivable. La solufion v,
correspondante des équations

v, o2,

i “"_aﬁ’ (0, @) = (@), a2, 0) = 0,(8,1) =0

converge lorsque # - co, vers v. Les v, ébant trois fois contintiment dérivables
en z on peut écrire 'équation de w,= ov,/ox s0ib

cw, 02w, . O, Sw,

T T % T or ow

avece les conditions (dw,/dx)(t, 0) = (dw,/dz){f, 1) = 0 et la condition initiale w,(0, z)=
= 0, ,(¢). Le principe du maximum appliqué & w, donne la majoration

Max |w,(t, z)|< Max |v,,(2)].
2e[0,1] 2€[0,11

On en déduit (7.11.) par passage & la limite. C.Q.F.D.
En conelusion, on a établi le

THEOREME 7.16. — Soit a une fonction numérique quatre fois dérivable définie dans R
avee
a(0) = a’(0)=10
et a'(z) > 0 pour tout z€ R el s0it 0 < s < 1 et uge bt *([0,1]) telle que u,= ug=uy" =0
en ©=0 et x==1. Alors il existe une unique & 0([0, ool KEFE([0, 1])) N C([0, oof ;
R2F([0, 11)) solution de
ot \ox®

avee les conditions u{0, x) = u,{x) e u(t, 0)=u({,1)=0.
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8. — Problémes mixtes (Ordre Supérieur).

Les équations considérées dans le § 7 sont susceptibles d’étre résolues dans des
espaces voising de ceux congidérés ici par des méthodes utilisant & la base le principe
du maximum .comme dans BRUCE-STEWART [6], BENILAN-HA [3]. On va étudier iei
un exemple de probléme mixte non linéaire pour une équation parabolique d’ordre
quatre qui ne peut pas ébre résolue a P'aide du principe du maximum. Cet exemple
n’a pas la prétention d’étre exhaustif.

Il §’agit de Péquation

?
(8.1.) = = a(dru) + f

ot @ est une fonction continfiment dérivable et de dérivée premiére 4’ localement
lipschitzienne.

THEOREME 8.1. — On suppose que a'(x)<< 0 pour fout xR et que a{0)=0. Soil
p€ln, oof et s€n/p,1[. Alors pour tout u.e bl *(Q) avec uy= ou,/0v = A*uy= 0 sur I
et pour tout fe C([0, TT; k() tel quef(t, ®)= 0 pour t€[0, T et x I, il exister>0
et une unique

ue O([0, T'7; hy"4(2)) N C1([0, T']; hy(£2))
solution de (8,1) et vérifiani les conditions
w(0, 1) = uy(w), @&

wt,z) =0, te[0, 1], xzel

ou

—a'v—x(t,.’,U)‘:—O, tE[O,‘L’], zel'.

DEMONSTRATION, —~ On va appliguer le Théoréme 4.1, avec les choix suivants
H=L,Q), A=— A,

Dy :{ue Wi2); u :Z—f =0 sur I’} et ou) = a(4%u) .

Toujours d’aprés AeMon [1] Vopérateur A est le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe analytique vérifiant (3, 2). Le Théoréme 8.1. montre que

Dy6) = {u e (2); u = _g;u = { sur I‘}
si 46>141/p et
Da(0) = {ueht®(Q); u=0 sur I'}
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gi 1-+1/p>40>1/p et enfin
Da() = h(R)

si 40 < 1/p.

On travaillera dans la suite avee 40 =sen/p, 1| de sorte que D4(6) soit une
algébre grice au Lemme 7.9. Ceci étant il est alors clair d’aprés AemoN-DoveLis-
NIRENBERG [2] que

ou

Dy6 +1) ={ueh§,+“(!2); U= = A*u = 0 sur F}.

Enguite on voit griece au Lemme 7.8. que

p € 01 (Da(6+1); hy(£2))
eb que

—a—g (u)yv = a'{(4%u) A%v .

On s’assure des mémes propriétés & valeurs dans D4(0) grace & Phypotheése ¢(0) == 0
qui fait que pour we Da(0+1) (done A2u= 0 sur I') on a @(u)= a(A?y)=0 sur I

Ensuite pour uwehl"4(2), on a A*uehi(Q)c W, *(L) pour tout £>0; on peut
choisir & tel que s— &> n/p et par conséquent on a A2uc C(£2) et donc a'(42u) est
une fonction continue dont le maximum est sgtrictement négatif puisque a'(w)<< 0
pour tout x. Ceci implique toujours grice & la théorie d’Aemon [1] que V'opérateur
différentiel (o¢/ou)(u)-— AI est pour A assez grand (dépendant de u) le générateur
infinitésimal d'un semi-groupe analytique dans F de domaine Dj.

Ensuite grice & AeMON-DOUGLIS-NIRENBERG [2] et & Vinterpolation les condi-
tions ve Da avec (dp/ou)(u)ve Da(f) C B°(Q) implique que ve ki’ 4(Q) et aussi

1 99
2 [ . i
A% a'(A%u) Bu ()

done A?v =0 sur I" ceci nous assure que
Dsonyy—a(0+1) = D 4(641) .

On a ainsi vérifié toutes les hypothéses (4.1.) et par conséquent le Théoréme 8.1.
suit par application du Théoréme 4.1,

ReMARQUE 8.2. — Dans le cas de la dimension d’espace n==1, on peut comme
en 7.1, travailler dans le cadre de Pespace ¥ = C([0,1]). On obtient alors sans
faire appel aux résultats du § 6 que pour g&]0, 1[, u,ch2*([0,1]) avec %,(0)=
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= u(0) = up(L) = w®(0) = (1) = 0 et pour fe ([0, T]; h2,([0, 1])) vérifiant
f(t, 1) pour tout t€[0, T, il existe 7>> 0 eb

( )
we 0([0, 7]; BIH([0, 11)) N C1([0, 7]; &([0, 1]))

solution de

on

F]

w0, 2) = uelxe), 2xe€][0,1]

—w(w)w, te[o, ],  welo,1]

ult, 0) = u(t,1) =0, te[0, ]

ou ou

“""(t’ 0) :—670

= (t,1) =0, tel0,].

REMARQUE 8.3. — On peut résoudre de la méme maniére les équations de la forme
(8.1.) avec n’importe quel systéme de conditions anx limites qui fait de 42 un géné-
rateur infinitésimal de semi-groupe analytique dans L,(£2).

REMARQUE 8.4, — Comme en 7.2., on peut supprimer leg conditions aux limites
insolites sur A2u, et sur f, nécessaires dans le Théoreme 8.1. si on ébtudie (par
exemple) des équations de la forme

ou

= = da(du) + f

ot
oll ¢ est une fonction trois fois continiiment dérivable de dérivée troisiéme localement
lipschitzienne, vérifiant a'(z) < 0 pour tout . Il suffit alors d’appliquer le Théo-
réme 4.1. avec 0= s/4, 1/p > s> Max (0, n/p — 2) et alors D ()= h}(£) tandis que
B*3(0) est une algébre ce qui permet de vérifier les hypothéses (4.1.).
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