Familles d’opérateurs maximaux monotones et mesurabilité (+).

Hepy ArtovcH (Paris, France)

Summary. ~ This paper is devoted to the study of family of maximal monotone operators im
Hilbert spaces. The first part deals with convergence of such sequences in resolvent’s sense,
the second one with the study of different notions of measurability one can put on such families.
We look with particular atiention to the case of subdifferentials. This problems are looked,
wilh in mind, applications to the study of convergence of solutions of variational inequalities
and to the study of evolutions equations with time dependant operalors.

CHAPITRE 0
INTRODUCTION

1) A Yorigine de ce travail, on trouve un certain nombre de problémes soulevés
par Pétude des solutions fortes d’équations d’évolution du type

& SO+ Al u0) 20

L’opérateur A(t, -), (t<[0, T1), est maximal monotone dans un espace de Hilbert
H; on cherche  continue de [0, 7] dans H, & dérivée distribution dans L0, T; H).
Une méthode générale pour étudier (1) consiste & Papprocher par

dus,

(D)» s (1) + Aa(t, ua(t)) = f(t)

ol 4;(¢, -) est Papproximation Yosida de A(t, -); Vopérateur A,(, -) est lipschitzien
et pour résoudre (I}, par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on est amené naturel-
lement & faire une hypothése de mesurabilité sur la famille (A(f, *)),p0. 1, & savoir:

{0.1) VeeH, YA>0, tr>Aut,x) est mesurable.

Mais dans la pratique, les (4a(?, ')):e[o,r] ne sont pas des données du probléme (I).
Le chapitre II est consacré 4 1'étude des différentes notions de mesurabilité portant
sur des familles (A(Z, *))pm Q’opérateurs maximaux monotones dans un espace
de Hilbert séparable H; on montre tout d’abord (Théoréme 2.1) que la mesurabilité
des résolvantes (0.1) est équivalente & la mesurabilité des graphes des opérateurs

(*) Entrata in Redazione il 4 agosto 1977,
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Aft, -) au sens de C. CasTaiNg [12]; on fait également le lien, en montrant Péquiva-
lence dans le cas ol les opérateurs A{Z, -) sont de domaines d’intérieurs relatifs non
vides, avec la mesurabilité des sections minimales Ay(¢, -) (th. 2.2).

Dans le cas ottles (A(t, *)),e0,r SO0t des sous-différentiels de fonctions (¢(f, +))er0,m)
ol g(t, -) est convexe, semi-continue inférieurement, propre de H dans ]— oo, -} oo,
on montre (Théoréme 2.3) 'équivalence entre la mesurabilité de la famille (8g(t, *))ero,m
(au sens précédent), et la propriété d’intégrande normale au sens de R. T. Rocka-
FELLAR [27] de Dapplication (¢, @) ¢{t, ).

2) Dans de nombreux eas, il arrive que Pon ait & étudier non pas (I) mais un
probléme ¢ perturbé »

(1) T 6) + A, ult) + Bl u(n) 210

Si B(t, +) est maximal monotone, on approche (II) par

(I1), '%f (t) -+ A (2, wa(B)) + Balt, ua(?)) 51(t)

que Pon résoud par un théoréme de perturbation lipschitzien (cf. [8]), les hypothéses
faites par ailleurs sur 4 et B permettant de passer & la limite lorsque 1 — 0.
Dans le Ch, 111, on étend cette méthode au cas ol B{f, -} est seulement monotone,
en montrant (Théoréme 3.1) que 'on peut prolonger une famille mesurable (au sens
des graphes) d’opérateurs monotones, en une famille mesurable d’opérateurs maxi-
maux monotones; on en déduit un théoréme de perturbation (Théoréme 3.2) s’appli-
quant directement au probléme de la chaleur non linéaire dans un domaine variable

(cf. [3]).

3) On est naturellement amené & considérer une famille mesurable d’opéra-
teurs maximaux monotones (A(Z, '})gew’ﬂ, comme une application mesurable de
[0, T] dans Ay, ol My désigne Pensemble des maximaux monotones muni de la
topologie de la convergence des résolvantes (¢f. Définition 1.1); appliguant la pro-
priété de Lusin, on se raméne & étudier (Ch. I) la convergence, au sens des résol-
vantes, des suites d’opérateurs maximaux monotones (notion intreduite par H.
Briizis [10]). Cotte notion de convergence sur les suites d’opérateurs maximaux
monotones recouvre la notion de G-convergence introduite par De-Giorgi dans I’étude
des suites d’opérateurs elliptiques uniformément coercifs, ce qui justifie par ailleurs
son importance. Dans le cas ol les opérateurs (A4”),.y sont des sous-différentiels
(2¢™),en» 00 montre (Théoréme 1.2) I'équivalence entre la convergence de dp" vers o
dans A, et 1a convergence de g vers g au sens de Mosco (Définition 1.4); ce Théoréme
met clairement en évidence, la continuité de la transformation de Young-Fenchel
(p—¢*), et le résultat paralléle concernant la stabilité de la notion d’intégrande
normale par passage & la fonction conjuguée.

Cette approche permet de définir simplement une topologie sur Pensemble des
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fonctions convexes pour laquelle les suites convergentes sont les suites convergeant
au sens de Mosco (Proposition 1.6).

On étudie par ailleurs, étant donnée une suite (¢”),.ny, la notion de convergence
correspondant 4 la convergence des semi-groupes associés (Sa¢”(t))“eN, et le lien avec
1a notion précédente de convergence (dans Aop) de la suite (0p”), v (Th. 1.4 et Th. 1.1}.

[y

Je tiens & remercier P. BENILAN, Ch. CASTAING, A. DAMLAMIAN pour tout ce
qu’ils ont pu m’apporter an cours de ce travail et je remercie tout particuliérement
Haim Bruzis pour les conseils et les encouragements constants qu’il a bien voulu
me prodiguer.

CHAPITRE 1

TOPOLOGIE DE LA R-CONVERGENCE

1. — Définition et propriétés de la topologie de la R-convergence.

Soit X un espace de Banach; un opérateur multivoque A de X dans X est dit
acerétif si VA > 0 (I - 24)! est une contraction de R(I - 14) dans X; 4 est dit
m-aecrétif si en outre YA >0 R(I - 14) = X.

Si X est un Hilbert, acerétif et monotone sont deux notions équivalentes. Toub
d’abord établissons un lemme général qui comme corollaire donne un résultat da
& H. Brezis concernant le lien eutre la convergence d’opérateurs m-acerétifs au sens
des graphes et la convergence des résolvantes.

LEMME 1.1. — X espace vectoriel topologique réel.
(A™),envy A opérateurs multivogues de X dans X .
Il y o équivalence;
(i) Ve, y)e 4, Ia yr)e A ar—z, yr—>y;
(i) VA>0, Y(w, y) e (I + A4)7, (@, yr)e (I + 14" o, yr—y;
(iif) 34> 0, V(z, y) e (I -+ 24)7%, (@, y) e (I + 1471 am =, y»—y.
CoroOLLARY 1.1. — X Banach quelcongue.

(AM,ens A opérateurs m-acerétifs dans X .
Il y a équivalence;
(i) V(.’)}‘, y) e 4, I,y EA" a2, Y"—>Y;
(il) YA>0, Yoe X, (I + A4z (I + A4)1a;
(it) 32> 0, Vee X, (I + 1A 10— (I + 14) 5.
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DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 1.1:

(ii) = (iii) évident.

(iii) = (i) découle de V'implication (iii) =- (i) du lemme 1.1.

(i) = (i) Soit 1>0, xe X fixés; d’aprés (i) =-(ii) du lemme 1.1 il existe
(@ ym) e (I + AA)2 tels que o2 eb y,—> (I -+ Ad)'a.
(I + 24%718 — (I 4+ A4y ro< (I 4+ Adm) o — (I + A4»)ia,| 4

(I + 24w, — (I + AA)a)
<o — @ + [yu— (I + 24) " 2|

et done (I -+ 24"tz — (I + Ad)a.

DEMONSTRATION DU LEMME 1.1:
(i) = (ii) Soit (@, y)e (I + 24)* ie. ye(Il + Ad) 2
r—Y

7 e Ay .
D’aprés (1) d(y", 27) € A (i.e. 2" Any") tels que
y*—y et z”azzm;y.

Posons a* = Az» - y» alors ane (I 4+ A4y ie. yre(l + 14" "'w, et y"—y,

xt—>Aet+y= l(w—;—y)—f—y =ux.
(ii) = (iii} évident.
(iii) = (i) Soit (z,y) e 4; alors ze (I + A 4) (@ + 4y); (4 donné par (iii).
D’apres (iii), Iz am) e (I + A Am) ra"—u et 27— x + Ayy.

By — Zp— 1L
t e Argx, posons Y, = ——".
2,0 2’0

r, €I + Agd™) 12, =

On a (o, yr)c A*; w,—a et y,— (L) [ 4 Ay — 2] =y.

1.1. Définition de la topologie de la R-convergence.

On notera 4 'ensemble des opérateurs m-accrétifs d'un espace de Banach X.

DirINTioN 1.1. — La topologie de la R-convergence sur £ est la topologie la
moins fine rendant continues les applications (I, ),y 5o de # dans X:

[ (4) = (I 4 24) .
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On notera #Az, 4 muni de la topologie de la RE-convergence et 4, — A désignera
1a convergence de la suife (4,),.y vers 4 dans &;.

Dans le cadre hilbertien (X = H Hilbert) on notera Al (égal & A) lensemble
des maximaux monotones et M.z, cet ensemble muni de la topologie de la R-con-
vergence.

PrOPOSITION 1.1. — On suppose X séparable.
Az est un espace polonais {séparable, métrisable, complet pour une métrique induisant
la topologie).

DEMONSTRATION. — Soib (#,),.v dense dans X et 4 la distance sur M définie par

a4, B) = 5 L int (1, (I + Ay, — (I + By a,)
n=1
Montrons que la topologie de la R-convergence est associée a cette métrique
{par exemple).
La topologie associée & d est la topologie la moins fine sur #4 rendant continues
les applieations (I, ),en: A —>(I -+ A)a,; on a done

i: £r—(4,d) continue

Montrons que ¢: (4, d) — s&5 est continue; il suffit de montrer que si d(4n, 4) -0
alors YA> 0, Vee X I, (A") — I, (4) (i.e. A» — A); Soit done (4"), .y, A4:Vke N
(I ++ A" e, — (I + A)"to,; on en déduit immédiatement que Vo e X (I 4 A" 'x —
—{I + 4)-'x et, tenant compte de 'implication (iii) = (ii) du corollaire 1.1, cela
entraine que YA >0, Vac X (I 4 14"te — (I + Ad) 2, ie. A» > A4,

Soit j: A — XV

JA) = (I + Ay 2,) e

L’application j est injective, car Yne N (I - A)'x, = (I - B)"'z, entraine Vo e X
I+ A)w=(I+4 B)*w» et donc 4 = B; j est une bijection de A sur j(A); dautre
part, par définition de la topologie de la R-econvergence, j est un homéomorphisme
de A5 sur j(4), ol j(A) est muni de la topologie induite par la topologie produit sur X™;
Az s'identifie donc & un sous ensemble de X" muni de la topologie produit;
#z est donc séparable (X métrique séparable est & base dénombrable, done X™ est
4 base dénombrable, done #, est & base dénombrable, donc 45 est séprable),

Montrons que (4, d) est complet:

Soit (4*),.x une suite de Cauchy dans (A, d)

Ve N |(I+ 4%'e,— (I -+ A¥)'z,| >0 quand ket &' — 4 oo.
On en déduit la méme propriété pour un z quelconque dans X, et X étant complet,

YVeeX I+ A%z —Fx) lorsque k& — -+ oo.
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L’application F: X — X est une contraction partout définie de X dans X. Posons
A=F1—1;alors (I + A)'=F et done (I + A*) % ——> (I + A)'z dans X.

Tt} 0O
Daprés le lemme 1.1, Y(z, y) € 4, 3@, ¥.) € 4%, 2, —> 2 eb ¥, — y; or Vaccrbtivité
ge conserve pour la eonvergence au sens des graphes; Popérateur 4 est done m-ac-
erétif et la suite A* converge vers A dans Az:

1.2. Propriétés de la R-convergence.

Nous allong tout d’abord préciser le lien entre la convergence desrésolvantes etla
convergence des graphes, pour une suite d’opérateurs m-accrétifs.

DEFINITION 1.2. - Soit X un espace métrique; étant donnée une suite (A"),
de parties de X, on définit

lim A= {we X; il existe (#,),cn, €,€ 4,y @, —> @}

limAr= {we X; il existe (B,4)sens Zny€ A", B0y 2 7}

(on notera, de fagon générale, inclusion lim 4» clim A7, et le fait que lim A4~ et

lim A» sont deux ensembles fermés; cf. [6]).
On dira que A converge vers A et 'on notera A» — 4, si 'on a la double inclu-

sion: lim Anc 4 clim 4~

Levve 1.2. — Soit X Banach et 4* — A dans Ajy; soit vy, Az, ¥y, -y et
&, > x; alors y e 4w

Supposant ce lemme démontré, on déduit, tenant du corollaire 1.1, le résultat
suivant (on notera G(A) = {(z,y) € X x X[y € Aw}, le graphe de A dans X x X):

COROLLAIRE 1.2. — 8oit X Banach; sont équivalents
(i) 47> A dans Ag;
(il) G(A") — G(4) (i.e. lim G(A™) c G(4) C lim G(A")).

DfMONSTRATION DU LEMME 1.2. — Soit (§,5)ed et 1>0;0n a

E=(I 24y Y+ M) et &=(T + 24"NUE+ M) 2 &

d’antre part, x, = (I -+ 14"z, - iy,); tenant compte de Paccrétivité de A~
et & la limite

|§ — @|<|(E + M) — (@ + Ay)].
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L’opérateur 4 U (a, y) est done acerétif et tenant compte de la maximalité de 4,
on obtient que ¥ € 4.

REMARQUE 1.1. — Soit X Banach tel que P'application de duwalité W:X — X’
soit univoque continue; on a alors un résultat un peu plus fort que celui du lemme 1.2:
Soit A" — A dans Az, y.€ A*x,, ©, — % et y, ——>y; alors y € Az. Etant donné
(&, 1) € A, il existe une suite (£,, 5,) € A" telle que £, — & et 5, — #; d’pres Paceréti-
vité de An

<77n_ yny W(En— mn)>>0
et par passage & la limite, W étant univoque continue,
Vg, med p—y, WE—a))>0

ce qui d’aprés la maximalité de A entraine que y € Ax.
Du corollaire 1.2 on déduit le résultat suivant:

COROLLATRE 1.3. — Soit X Banach; I’application 4 - 4-! est un homéomorphisme
de Az sur lui-méme.

DEMONSTRATION. ~ Si A appartient & A, A~ appartient aussi & £; de fagon évi-
dente si G(4?) — G(4) alors G{A™) - G(4™*) d’ot le résultat; on aurait également
pu conclure en remarquant que:

Yi>0,VeeX (I+2A4"Y) =4 (;—f) s
ou A, est Papproximation Yosida de A.
Nous allons & présent nous intéresser 3 Uétude de sous-ensembles particuliers
de #Ar; auparavant, dégageons de la démonstration de la proposition 1.1 le résultat
suivant, et, introduisons la notion de famille résolvante:

LEMME 1.3. — Soit X Banach quelconque et (4"),.y une suite d’opérateurs m-ac-
crétifs dans X; on a les équivalences:

(i) 345> 0, (w),; dense dans X tels que, pour tout i de I, la suite
((I + 4gA™™'@,),.y converge dans X.

(i) YA> 0, Yo e X la suite (I + A4™) '®),.n converge dans X; (on note
f(4, ®) sa limite).

(iii) Il existe 4 dans 4 tel que A» — 4 dans #A;.

Remarquons que 4 est évidemment unigue et que VA>0,Yeec H, (I 4 Ad)'e¢ =
= (4, ®).
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On aurait pu par aillenrs montrer (ii) = (iii}, en remarquant que la famille (f( R )) i<o
est une famille résolvante; cela découle du lemme suivant (ef. [11] par exemple).

LeMME 1.4. — Soit X Banach quelconque et A un opérateur m-accrétif dans X;
notons J, = (I + A4)7t la résolvante d’indice 1> 0 de A; la famille résolvante
(J )15, Satisfait alors & I'égmation résolvante

Vi, u>0 YeeH Jax =Ju(‘l-§m+(1—’%)¢faw).

Réciproquement, étant donnée (f(1,-)),., une famille de contractions partout défi-
nies de X dans X satisfaisant & Péquation précédente, il existe un unique 4 e A
tel que VA> 0, (I + A4) = f(4,").

1.3. Eiude de quelques sous-ensembles de Ay:

1) Le sous-ensemble des m-acerétifs lipschitziens partout définis est dense dans #Ar.

Soit A= A/ — (I + 2A)~') Papproximation Yosida de opérateur 4; A est
m-acerétif, lipschitzien partout défini et A,-——> A dans Ap; en effet, (4i), =
= A ——> A, puisque 41— A2, ou, de fagon équivalente, 1 —>J;a, est continue

de 10, -+ oof dans H:

Vi,u>0 Jiz—dJ,w :Jﬂ(‘%m%—(l—%)ﬁm)-ﬁw

Vo> 0, VA, u€ Aoy +oof  Waw—Jum|< |A—p |4s,2].

2) Le sous-ensemble des m-accrélifs lindaires multivoques est fermé dans Ap.

Un opérateur 4 de 4 est dit linéaire si son graphe est un sous-espace vectoriel
(fermé) de X X X; il est clair que cette propriété est conservée par convergence des
graphes.

Par contre, le sous-ensemble des m-accrétifs linéaires univoques n’est pas fermé
dans #5: prenons dans X Banach queleconque Popérateur A de graphe G(4) = {0} x X
(i.e. D(A)= {0} et A(0)= X); A est bien un m-accrétif linéaire multivoque; ses
régolvantes sont identiquement nulles et

Vi>0 Aﬁ:%IWA dans 4, (d’aprés 1),

ce qui donne un exemple d’'une suite d’opérateurs m-acerétifs linéaire univoques
convergeant vers un opérateur m-accrétif linéaire multivoque.

On peut donner une caractérisation commode des opérateurs univoques dans
Pensemble des m-acerétifs linéaires multivoques, lorsque X est un Banach réflexif.
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(Da,ns le cas H Hilbert ce résultat est démontré par H. Brizis [10]; dansle cas X
réflexif, implication (A m-accrétif linéaire univoque) = (D(4) = X) a été montrée
par P. BENILAN [5]).

ProposITION 1.2, — Soit X un Banach réflexif; soit 4 un opérateur m-accrétif
linéaire; il ¥ a équivalence entre

(i) A est univoque;

(if) D(4) = X.
(ii) = (i) est vrai dans un espace de Banach queleonque.

DEMONSTRATION. — (i) = (ii). Montrons en fait le résultat un peu plus fort sui-
vant. Soit A un opérateur lindaire univoque dans un Banach réflexif tel qu’il existe

(Apenty =0, 24,20 et sup|(I 4 4, 4)"Y <+ oco; alors D(4) = X.
neN
Soit f € X’ tel que {f, #> = 0 Yz e D(A); montrons que f = 0; il suffit de montrer,
tenant compte de R(I + 1,4) = X, que

Yee D(A) {f,z-4 2,42> =0,
ou, de fagon équivalente,
Yoe D{4) <f, Aoy =0.

Par hypothése, Yne N, dz,eX, w,-}+ A Az, = (veD(4) fixé) dou Az, +
+ A, A0, = Az ie. Aa,= (I + 1, 4)"YA»).

Par conséquent sup [Ax,| < 4 oo et |o,— 2| = 4,4, —= 0; soit », —a et
nel¥

Az, —1; A étant linéaire et de graphe fermé (car (I 4 1,4)* est une contrac-
tion) on en déduit que ! == Az, i.e. dw, — Aw. Or {f, Aw,> = L/A){J, &2 — 2,> =0
et done {f, 4z)> = 0.

{ii) = (i). Notons que 4 univoque équivaut & A(0) = 0; montrons tout d’abord

que si 4 est un m-accrétif dans un espace de Banach quelconque X, Vo e D(4),
][i_gol Jir = a.
Soit @, € D(4) &, — x:
12— o|< |22 — Jow,| + |22, — @] + |2, — ]

<2l — z,] 4 |Jad,— 2, .

Or Jaw, —5> @a, Puisque |z, — Ji2,|< 4 ir(lf) lyl; par conséquent Jiz ——> @.
VEAD,,
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Soit alors y € A(0); on a 0 - 24(0) e Ay i.e. Ju(dy) = 0; J, étant linéaire, on
obtient que VA >0 Ji(y) = 0; par hypothése D(A) = X, il s’ensuit que Vee X
Jiz —=5> #; on en déduit que y = lzig% Jaly) = 0; on retrouve alors le résultat suivant:

COROLLAIRE 1.4. — Soit X un espace de Banach quelconque, (J,), _, une famille
d’opérateurs lindaires continus, [J,] <1, satisfaisant 4 'équation résolvante et tels
que E@ = X; il existe alors un unique opérateur 4 m-acerétif linéaire univoque
tel que YA>0 J,= (I -+ 24)™%

REMARQUE 1.2. — Lorsque X n’est pas réflexif un opérateur m-accrétif linéaire
univoque n’est plus nécessairement de domaine dense:

ExeMPLE. — X = C([0,1]; R) Au = u' avec D(4) = {ue C}[0,1]); w(0) = 0}.
A est m-accrétif mais D(A4) = {u e X5 u(0) = 0} ¢ X.

3) Prenons X = H Hilbert réel, nous allons montrer que Pensemble des sous
différenticls de fonctions convexes, s.c.t. propres sur H est fermé dans Moy,
Etant donné ¢: H — ]— co, 4 o] convexe, s.c.i. propre (s -} oo), on définit
son sous-différentiel

0p = {(u,f) e HXH; Yoe H ¢(v)>g¢(u) -+ f, v— u)}
= {(u,/) e HxH; g(u) + ¢*(f) — {f, ) = 0}
ol ¢* désigne la fonetionnelle conjuguée de g:

P*(f) = sup {{f, o> —q(v)} .

On définit la régularisée Yosida d’une fonetion convexe s.c.i. propre ¢ par
=gV soit (o) = Min gt + 5 o o}
Qlu ¢2M @lu o oy 2 Yip-

Notarions. — On notera A, Pensemble des sous-différentiels de fonctions con-
vexes sci, propres de H dans ]— oo, + oo]; A, est sous-cone de A ensemble des
maximaux nonotones de H dans H.

PROPOSITION 1.3. — A, est séquentiellement fermé dans M pour la topologie de
la R-convergence.

DEMONSTRATION. — Soit A" == 0p" convergeant vers 4 dans Ap; fixons-nous une
suite (;)_, @, = @, eb (y,)}_, ¥, € Aw;; Qaprés la définition de la convergence dans AGg,
pour tout ¢, 1<i<! on va pouvoir trouver une suite (#7, y¥),.y telle que y;ec A"}
et o7 —a;, y! -y, L'opérateur A" étant cycliquement monotone

!
2 o — @, ¥ >0
i1
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et par passage a la limite
14
2w g, y>>0;

i=1
Popérateur A étant cycliquement monotone et étant maximal monotone, est done

un sous-différentiel,

REMARQUE 1.3. — a) On peut montrer que M, est séquentiellement fermé pour
une convergence plus faible que la E-convergence.
Soit (4"),cn, A€ My, A€M tels que

Vi>0 VoeH (I-+ A"tz — (I -+ J4)"'z (dans w— H).

Montrons que A appartient & Mo,: & cet effet, puisque 4; > A (A — 0) dans Mg,
et tenant compte de la proposition 1.3, il suffit de montrer que, pour tout A strie-
tement positif, 4, appartient 4 M, 5 s0it (z,)}_, un cyele (@, = w,) et 1> 0 fixé:

|4
YneN Y o, —@_,, Alw,>>0
i=1
et par passage & la limite lorsque » tend vers 4+ oo
1
z {w;— iqy, Aaz>>0
e}

puisque par hypothése Afx, — A,a, (n — -+ oo); A4, appartient donc & (G,:

b) Un sous-ensemble de A, possede lui-méme cette propriété de fermeture:
notons My l'ensemble des sous-différentiels de fonctions indicatrices de convexes
fermés non vides de H; on note I, la fonction indicatrice du convexe K. Soit (K,)pen
une suite de convexes fermés non vides de H et 4 un élément de A tels que YA > 0,
Yee H, (I -+ Acl &) 2B (I A4)1w; daprés le a) on sait que A4 appartient
a Aly; d’autre part, puisque (I - A0Iy ) '@ = projr », on a

VeeH Vi, u>0 (I+ 24)'2= I+ pd) o
= lim (I + pd)a
== projn—(z-) i

= (I + A8l—)5

D4y

et done, 4 = 0l5=; (on sait que D(A) est un convexe fermé non vide).



46 Hepy ArroucH: Familles dopérateurs mazimanz monotones ot mesurabilité

2. — Convergence de semi-groupes.

Dang ce paragraphe X = H Hilbert réel; étant donné 4 € M (A maximal mono-
tone), on notera A° la section minimale de 4 et S4(¢) le semi-groupe engendré par A.

Rappelons le résultat suivant, qui, sous cette forme, est dit &4 H. BrEzis [9], et
gui généralise de nombreux résultats obtenus préeédernment.

THAOREME. — Soit (4"), .y, 4 une suite d’opérateurs maximaux monotones dans H
Hilbert réel; sont équivalents:

(i) Yee D(A), YVA>0 (I + 24" tw — (I 4+ A4y 1z.
{(ii) Yz € D(4), Ju, € D(4"), z, >z et (4%, — A’z

(ifi) Vo e D(A), d», e D(A»), »,—>x et ¥i>0 Sz, - S{t) = .

Liorsque l'une de ces trois propriétés équivalentes est satisfaite on dira que A"
converge vers A au sens des semi-groupes et I'on notera 84" — 84, ou bien que (4")°
converge vers A® et on notera (47)° > 4°.

Il convient de noter que si A est maximal monotone non univogue, A° n’est pas
maximal monotone; d’autre part, une méme suite (A"), .y peut converger vers une
infinité de limites au sens des semi-groupes:

ExAmpPLE. ~ H=R, A,=0, A =0I,4 (o, fc R), on a bien (4")° — (4)°.

On constate également, sur cet exemple que (A7)° — A4° mais que A” ne con-
verge pas vers A dans Abg; pour remonter de la convergence des sections minimales
4 la R-convergence des opérateurs, il faut rajouter une condition de convergence
des domaines:

DfrFiniTIoN 1.3. — Soit (4"),.y une suite d’opérateurs maximaux monotones;
on pose

w— M lim D(4") = {ze Hlz = w— lima,,; sup [(A"%),@,,| < + oo} .
KeN

THEOREME 1.1. ~ Soit (4,),.n une suite dopérateurs maximaur monotones dans un
espace de Hilbert H; il y a équivalence

(i) 4, — A dans Mp;
(i) A% — A° et w— M limsup D(4,) c D(A4).
DEMONSTRATION. — (i) = (ii). Pour que ’exposé soit complet, montrons le pre-

mier point, A% — A°® (cf. [10]): suit u € D(4); puisque A" — A, il existe (£, 7.) € 4"
& —u, n, > A%u.
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Or |A2&,|<|n,| et la suite (AJE,),.n Teste bornée; soit AD & =5y Puisque
&, —u, on en déduit n € Au (Remarque 1.1); par passage & la limite sur [428,1< In,
on. obtient

Il <lim |A3¢,|<lim |r,| = |A%u] et done = A%u;
Ia suite A%E —*> A, et de Iinégalité lim |A°E, |<lim |y, | = |4°| on déduit la

convergence forte.

Y

Montrons & présent que si @, — =z et sup |A22,|< -- co alors xe D(A). Soit
acN

(E,m) € A et (§,, 1) € A,, &, — & et x, — 973 éerivons la monotonie de A aux points &
et @,: {n,— Adw,, &, —x,>>0 d’olt

<Agwn7 wn>><A2 Ly §n> + L8y My — Wy §n> .

Or {Alz,,x,><|A2z,| |v,]< C, O constante positive.
Soit # un point limite de (49,),.v, Passant & la limite on obtient

V(E’W)EA— 0> 8 4 pye—§&).
Prenant & = J,2 et y = A,o et multipliant par A >0
Vi>0 A0+ |z [az)l> e — Jaw]?.

Or (J,2),., reste borné et Ion obtient |z — Jz|< 0,4V, d’olt Pappartenance de
a D(4).

(ii) = (i). Soit f donné dans H et u, = (I 4+ 4,)"'f; montrons que u, — (I -+
+ A)f; soit w, —>x et Adw, — A% fixés; Popérateur (I -~ 4,)' étant une con-
traction

[, — @, |<|f — w,— Adm,] et (w,),.n reste bornée.

Soit w,, "> u; puisque |4 w, |<|f— u, | ’aprés Phypothése de « convergence des
domaines », « e D(4).
Soit £e D(A) et &, =&, ASE, — A"&; éerivons la monotonie de A, aux points

Uy, 06 &,

et a la limite

Vée D(A) (f—u— A%, u—E>>0.

Tenant compte du fait que « appartient & D(A) et que A4° est une section principale
de 4, on déduit f— ue Au i.e. w= (I + A)-'f; par conséquent u, — (I + A)'f
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et prenant dans argument précédent & = (I 4 A)~*f (qui appartient bien & D(4))
on obtient lim ju,]><|(I 4+ A)1f|* et done

(I 4 A —~ (I + A)7f.

3. — Topologie induite sur Pensemble des sous-différentiels.

Dans cette partie X = H espace de Hilbert réel; on étudie sur les suites (¢"),.n
de fonetions convexes, semi-continues inférieurement, propres de H dans J— oo, + oo,
pour chaque notion de convergence (convergence dans Ay et convergénce des semi-
groupes) des sous-différentiels (0¢"),.n, 12 notion de convergence correspondante
pour la suite (¢"),.y; (Pour un résumé de ces résultats cf. [2]).
3.0. Convergence au sens de Mosco.

DiFINTTION 1.4, — Soit (¢"),cn, @ cOnvexes, sci, propres, d’un Banach X dans
J— oo, 4 oo]; on note

Epig"= {(#, ) e TXR/A>¢@)} .
On dira que ¢* converge vers ¢ et Pon notera ¢* — ¢ g
Epigr —Epip dans XXR et o — (X XR).

Cette convergence a été étudiée en détail par Mosco [21], nous rappelons quelques
résultats dont nous aurons besoin par la suite.
Soient (A™),.v, 4"C X; notant s-lim et w-lim les limites associées respectivement
aux topologies fortes et faibles sur X on a les inclusions évidentes:
s-lim A"cC s-lim A" C o-lim 47
s-lim A*c w-lim A" C w-lim A"
I’6égalité entre ces quatre ensembles est done équivalente & l'égalité entre s-lim A~

et o-lim A" et done
Pt —>p <> o-lim Epigrc EpigcCs-lim Epign.

On vérifie immédiatement que ¢ — ¢ si et seulement si les deux conditions suivantes
sont vérifiées:

(s-sel)  Vwe D(p) I(@"),ens "€ D(gr):am-—>x et qo(m);fl;x @H{o") ;

(w-ses)  V(n(k))pew, suite extraite, V(@ )eew o — @ = o(») < lim ¢"®(2,) .
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LEMME 1.5. — Soit (¢"),en, @ convewes, sci, propres de X Banach réflexif dans
1— oo, 4 oo] telles que ¢ — @ (au sens de Mosco); il ewiste alors deux constanies o,
B positives telles que pour tout x de X, pour tout entier n,

or(z) + alo| 4+ 0.

DXEMONSTRATION. — Raisonnons par Pabsurde; pour ke NN, il existe n(k)e NV il
existe #, € X tels que ¢™¥(z;) + k(|| - 1) < 0; on peut évidemment supposer la
suite n{k) croissante, car si pour n supérieur & n(k) et pour tout » de H ¢*(») +
+ (& 4 1)(j«| + 1) >0 on pourra trouver deux nombres « et § tels que pour tout
ne N et tout xe X, o™z} - alx] 4 0.

Deux cas se présentent:

a) la suife (#,),.n est bornée; soit 2 une valeur d’adhérence faible de cette suite;
on notera encore x, — 2; on & d’aprés la propriété (w-ses)

@(2) <lim ¢"¥(z,) <lm [— ko | — k] = — oo

d’ott la contradiction;

b) la suite (v,),.n est non bornée; notons encore (x,).y la suite telle que
x| == 4 oo; soit & € D(gp), A’aprés la propriété (s-sci) il existe une suite (&)

telle que &, — &, et ¢"®(&,) — @(&).
Posons

2=t + (L — t) & = & - bl — &)

et choisissons ¢, de telle sorte que 2, — &, &, = 1/(\/75 o), §k|) par exemple. (Notons
que 0 < f, <1 pour k suffisarament grand puisque |z, — 57“!'74:17-? -+ oo); utilisant
la convexité de ¢™» on obtient

<tk(pn(k)(xk) (1 “‘t}c)‘P"(k)(Ek)
<—tk'k[£xici }- 1] + (1 "“tk)@"(k)(fk)

kaI “”{“ 1

<VkoE

+ (L —t)e (&)

et done utilisant & nouveau la propriété (w-scs)
pl&)<— oo  d’ou la contradiction .

REMARQUE 1.4. — On utilise en fait dans cette démonstration la propriété (w-secs),
et la propriété (s-sci) sous une forme beaucoup plus faible 4 savoir:

dzee D(p) @),y 2" Dipn)iam—m, et -} oo > lim e™axm) .

4 —~ Annali di Matematica
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Pour terminer ces préliminaires montrons le résultat suivant:

Levym 1.6, — Soit (X, d) un espace métrique et (0, ) m « < n Wne suite double telle que

VneN @,n—>a, ¢ a,—>a.

7 (>0}

Il existe alors une application m — k(m) de N dans N croissanie (non strictement crois-
samte en général) telle que

Drlm),m WD

DEMONSTRATION. —~ On construit par réeurrence deux suites Q’entiers gtrictement
croigsantes (V) v b (M) v de la fagon suivante:

AN:: Va>Ny Je—a.<} et AM;: V> M, oy —ay ,|<}

AN, > N, V>N, |a—a,j<1/2® et dM,> My Ym>M, |ay,— ay ,|<1/2°
AN, > N,, Ya>N, la—a,|<1/2v et IM,>M,;, VYm>M, |ay —ay ,[<1/27.

Posons k(m) = N, 81 M, ;> m>M,; on a alors si M,<m < M, ,

le — ay,| -+ lay, — s,

& — @iyl = & — &Ny.mi <
<1/27 - 1/2°

et done Ym>M,, o — 4y | <1/2°7"; la suite (ay,,),ov converge done vers a.
Remarquons que cette démonstration revient & montrer qu'une limite inférieure
d’enzemble est fermée.

3.1. Lien entre la R-convergence des (0g"),.x 6t la convergence des (¢™),cn-

Nous allons montrer le résultat suivant:

THEOREME 1.2. — Soient (¢"),.y, @ une suite de fonctions convexes, s.c.i., propres
de H Hilbert réel dans ]— oo, + oo]; sont équivalents:

(a) La suite (¢"),.v converge vers ¢ au sens de Mosco.
Yi>0, Yoe H, (I-+ Adp"~a — (I + Adp)a,
’ { I(u, v) € 0@, A(Un, Vs) € 0@ Uy — Uy Vo —> 0 €5 @™ (4,) —> @(%).
Vi>0, Yoe H, (I + Adpn) “2Es (I + Adp) s,
’ { (u, v) € 0@, (U, v,) € O™, Uy —> Uy Vp~>V et @™(ua) — @p(u).

(@) YA>0, Vo H, ¢y(x) — @,(@) (1).

!y Je remercie P. L. LioNs pour 'amélioration qu’il a apportée en supprimant dans (d)
Ihypothése selon laquelle les (¢),en possédaient une minorante quadratique commune.
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On a alors:
Vie,ledp, @, f)edpr, wn—>w, fo—>f et @uz,) - o).
DEMONSTRATION. — Nous allons montrer les implications
(a) <= (b) = () = (d) = (b).
(a) = (b). Soit xcH fixé; ﬁosons Yn = (I + op")~'w et montrons que y, —

— (I + o) tw; il s’en suivra, d’aprés le eorollaive 1.1, que d¢™ — dp dans Mop; par
définition de y,, © — y,< ¢p"(y,) et done:

(1) Vec H ‘;9"’(5’)>99”(%) A LT~ Yy 2 — Yu)
Soit 2, fixé dans D{p); il existe (#"),.y, @" = 2, el @*(z") = p(2):
(2) @R = @™ Yn) + {8 — Yuy #n— Yu) -

Or la suite ¢» convergeant vers ¢ au sens de Mosco, d’aprés le lemme 1.3, il existe
deux constantes «, § telles que pour tout & de H, pour tout » de INV:

&) + alf| + p>0;

reportant dans (2)

¢n(zn)>“ “I?/n| - ﬁ ”JF <.’IU  Yuy Fn— ?/n>

d’out 'on déduit immédiatement que la suite (y,),.ny est bornée; soit done y,u — ¥;
notons n(k) = k, on a done y, —y.
Etant donné & dans H, d’aprés la propriété s-sci, il existe une suite (£,),.n telle

que & £ eb ¢(§)>1}Eqﬁ{£k). Eerivant (1) avee z = £, et passant & la limite infé-
rieure:

m @*(&) =Hm [¢*(y,) + Ev— Yi, © — 4]
@(&) >lm ¢*(y,) + &~y 2 — y>

et tenant compte de la propriété w-scs

&) >ply) +E—y,2—y> VéeH et done y= (I dp)a.

La suite toute entiére converge done faiblement et y,= (I -+ dp™) o —y = (I -
+ Op)~tx. Montrons que la suite converge fortement: utilisant la eondition (s-sei)
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il existe une suite (&,),.n, &, —¥ ot (p(y)>l—i}H p(&"); d’autre part

(}?n{é‘n) - 99“(%)> (Er— Yy &— Y™
(&™) — @™ Yn) — &% @ — Y™ + (@) Yu) > Y

d’olt
lim *(&%) + lim [— @*(y)] — <y, @ — y> -+ <z, y>>1im |y, ]2
or
lim [~ ¢(y")] = — Lim g"(y,) <— ply)  (w-s05) .
Dou

|y]2>l_i-1;1 4.2 et done y,—y.

On a done montré que o¢» — dg.
Soit (f, u) € dg, il existe done (u”, f*) € g~ tels que u» — u, f* — f.
D’aprés la propriété (w-ses) on a @(u)<lim g=(ur). # .
D’apres la propriété (s-sci) il existe & e D(p") & — u et g(u)>lim @n(én).
Eerivant que f*e op*(u”) @™ > @ () + {fu, &*— u,> et donc:

() >1im pn(E) > lim g"(u,)

ce qui entraine que @"(u,) — @(u).
De Pégalité ¢™(f,) = f,, u,> — ¢"(u,) on déduit que "' (f,) — ¢*(f).

(b) = (a). Il s’agit de remonter de la convergence des sous-différentiels & la con-
vergence des fonetions; & cet effet, on doit ulitiser un procédé d’intégration qui donne ¢
en fonction de p; on peut passer par l'intermédiaire des @, et écrire (aprés s'étre
ramené a @(0) = Min ¢ = 0) que

pilo) = [CAsra), o> dr (ot 4y = bgn),
0

et utiliser ensuite le lemme 1.6, et le fait que @i(») tend vers ¢(z) lorsque A -0
(ef. [0]). Nous allons utiliser ici une autre méthode asée sur le lemme suivant df
a R, T. ROCKAFELLAR (cf. [8]).

LemMuME 1.7. — Soit ¢: H — |~ oo, -+ oo] convexe, $.c.i, propre; on a la formule
« Qintégration »:

H
Vee H VayeD(dp) g¢(o) = Sup {(p(ao) + 3 lon— @y, (8¢v)(akw1)>}
k=1
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P

le sup. étant pris sur 'ensemble des suites finies
{@0y @1y ooy @1y 00 =25 V<1 a, <1 a,c D(29); e N},

la notation <y, dp(x)) désignant I'ensemble des valeurs (y,z)> pour z e dp(w).

1) Montrons tout d’abord que la propriété w-ses est vérifide:

Soit @,qy — #; montrons que ¢z) <lim ¢"®(z,,).

Notons, pour simplifier, @4 = @,, ¢"® = ¢"; on a done x, —x et Jg" — 3g.

Soit (w, ), (4sy 1)y ..+, (4, f;) une chaine finie d’éléments de dp.

Par hypothése, pour tout ¢ (1 = 1, ..., 1), il existe une suite (u, f}),.y telle que:
Yne N, 1 € 0p™(u}), u} —u; et /¥ —f,. Or

@) > (") + ug— ", ) o up— gy, ) A = g, 1D
et par passage & la limite inférieure (n — -} oo,
Lim @"(wn) > @(u) + (uy— , 1) + oo 4 St — Wiy, frad + <o — i, i)
et passant & la borne supérieure (sur les suites finies), d’aprés le lemme 1.7
lim ¢™(@.) > () .

2) Montrons & présent la propriété s-sci.

Remarquons tout d’abord que Vo e Dlp), Jiw= (I + Adp) iz o & Jawe
€ D(0p) et p(J12) — @(x). Tenant compte du lemme 1.6, on se raméne 3 montrer que:

Ve e D(op), 3I@,)pen, @.€D@p?), 2,z et @@ >lime(s,).
Soit done » € D(0p) fixé ainsi qu'un y € dp(»). D’aprés le corollaire 1.1, il existe
une suite (,, ¥,),.n; Yo € 0¢"(2,) telle que z, -z, y" —>y.

Soit (u;, f1) ... (uy, ) une chaine finie d’éléments de o et (u?, f7), v les suites
approchantes correspondantes f} € o¢"(u}), f7 —f,, 4} — u;. Ferivant

Pl ) > up) + < —
g (") > @) + {f u— )
et ajoutant membre & membre on obtient

¢ > ¢"@,) + oy w — 3> + G up — u> A el
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Passant & la limite supérieure en ne N
p(u) > Um @ (@,) + <Y, wr— @ + foy g — w> + o+ oy w—wd
et prenant le sup sur les chaines finies d’éléments de dp on obtient

(w) >1im g(@,) + p(u) — pl@)  soit (@) >Tim pr(a,) .

(b) = (e¢) évident.

(¢) = (d). Soit 1> 0 fixé; posons

U, + Ao, =25 soit w,= (I -+ A0¢")"1e}.
Par hypothése & —— w -+ v = #;; d’autre part,
1 n ny—1 2 n 2‘ 2
P3@p) = (L + 209" &) + 5z [ef— (L + 289") 24 = ¢7(wa) + 5 [0al'5

par consequent,

y!
P38 e ) + 5 [0 = @afes) -

Soit x e H: .
Piio) = giel) + [<A3A + oo — )], o — & dr
g
or
Bet + T — D) 5 Al + Tl — 2)]
puisque

1
[Asfer + vlo—2p)] — A3, - e —2))|< 3 ki)

D’aprés le théoréme de convergence dominée
1

Pi0) > gule) + [Ailey + vl — )], 09— 2> dr = gi0).

0

(d) = (b). Soit € H fixé; raisonnons tout d’abord & 4> 0 fixé et montrons que

Jie —2Z> J,5  ou, de fagon équivalente, Ay "% A, .

A cet effet, montrons que la suite (A%x),.x reste bornée.
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De o) — iy) — (Afe, y — 2>|<(1fA)ly — »]?, on déduit grice au
Th. de Banach-Steinhauss que la suite (4%2),.x est bornée dans H; on peut ob-
tenir des renseignements plus précis, en utilisant le lemme 1.8 ci-dessous: la fonetion
A @%(#) est de classe C! sur J0, 4 oof et sa dérivée (en 1) est égale & — L|A%(w)[;

par conséquent:
A

VO<A<h @) — gh@ = 3430 PdisF i — )AL @)F .

Ao

On obtient done que la suite ( Am)neN reste bornée. Soit z un point limite faible
de la suite (A3a),.v ie AfPw 2 2; de Vindgalité

VéeH M) >3 + (4100, E— o)

passant & la limite (k — -+ oo)

VeeH q@ué)>@um) 4 (2, §—a> et done 2= 4d.x.

Par conséquent VA> 0, Vo H, A% 2> A .
Pour montrer la convergenee forte des résolvantes, nous allong utiliser le fait
que toutes les approximations Yosida ¢} convergent simplement; nous utiliserons

de nouveau le lemme gnivant:

LevmEe 1.8. — Soit ¢ convexe, s.c.i. propre de H dans ]— oo, - co] et @ fixé dans H.
La fonetion 1+~ Apa(w) est concave, de classe C' sur ]0, + oof; sa dérivée premiére
au point A est égale & @(Jaw); la fonction A+ g(Jax) est localement lipschitzienne
sur J0, - oo[: YAy >0, VA, ue A, -+ oof lp(J,4) — @(J @|<|A— u[ |4, =*; de plus,
lim Aga(e) = §d(, D(g))? ont d(x, D(¢)) désigne la distance de @ & D(g).

Supposons le lemme 1.8 démontré et achevons la démonstration de (d) = (b)*
De 1égalité ¢f(») = o™(Jw) + (1/2)|A52%, on déduit que si Pon arrive & montre®
que ¢g"(J52) 3 ¢(J,2), il s'en suivra que |A}w| — [4;2]; tenant compte de la
convergence faible A%x mAzm, on concluera Ajw ——— A,». Or, d’apres le
lemme 1.8 ¢"(J32) est la dérivée par rapport & A de 1 — Agi(x).

Nous somames done amenés & introduire, ayant fixé 4, et 4, (0 << 4, < 4;) les suites
de fonetions numériques:

Ae[ly, 1> h(A) = @i(w) et Aelly, 41> f(A) = ¢"(Jho).

D’aprés le lemme 1.8, pour tout n e IV £,(-) est lipschitzienne; montrons que la suite
(f.)nen satisfait aux conditions du théoréme d’Aseoli:

a) YA e[, 4] la suite (f,(2)),v est bornée:

f(0) = git@) — - l43@)
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On a vu auparavant que la suite (A}w),.y reste bornée pour 1 fixé (et méme uni-
formément bornée pour 1€ [Ay, 4]).

by D’apreés le lemme 1.8,
VneN Yipell, ]l |fald) —falp) | <A — p]- |45 ().

La suite (4} (#)),cy étant bornée, il résulteque les fonctions (f,(+)),.n admettent
une méme constante de Lipschitz.

La suite (f,),.v est done relativement compacte dans C,([4,, A4]; R); il existe
une sous-suite (f,.)..n et une fonction f telles que f, —f uniformément sur [y, 4,].

On est done dansg la situation suivante:

VAE Doy Aal  Ton(B) sy BA) (010 (A) = qale)

{E—>+e0)

by, = fu.—>1 uniformément sur [1,, 4]
D’aprés le théoréme de dérivation f = b’ et done
e"(J3(*)) —@(J,(+)) uniformément sur tout compact de ]0, 4 oof.

Il ne reste plus qu'a démontrer le lemme 1.8.

DHEMONSTRATION DU LEMME 1.8. — Soit w € H fixé. De I'égalité

W Jpa(w) = int {Ag(y) + o — yI%,

veDig)

on déduit que Papplication A > Ag;(#) est conecave s.c.s, comme enveloppe inférieure
de fonctions affines continues.
Soient A, A, >0
(2) 2.1(]7;&({17) = thp(J;.I{l?) + %lw — J;_l.’I?lEa
(3) b (@) = lap(J2,2) + o — Js,a?

d’ou, tenant compte de (1)

A2, 8) + o — o 5]*— Aa@s (#) > Aaga (@) — Aepa, (@) >
> Moa () — Aop(ds @) — Bl — a2

et tenant compte de (2) et (3)

(4) (Q— A5) (P(Jﬁ»zx) = Alfpzx(ff’?) - Zz@z(ﬁ) > {h— ) 99(le33) 3
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par conséquent
(8) Vi, 42> 0 I;l1<P/11(w) — /12%(00)] <A — ;LZIZSHP {|‘P(J/"~1 z); I‘P(Jl: ) ]} .

Montrons que Papplication Ars>@(Jaio) est continue sur 10, 4+ oof: de Pégalité
1 .
@(sz) = (pz(w) “5}: [m e J;L.CB“‘,

on déduit qu’il suffit de montrer la continuité des applications 11> Juz et 4 > ga(w)
sur 10, -+ oof; or

(6) Vi, u>le>0  Wiw— Jal<li— ul4;9],

d’olt la continuité de 1> J.o; pour montrer la continuité de 21 — gix), ou de
fagon équivalente de 11> Agi(x), il suffit de revenir & (5) en notant que I"application
A — @(J ;) est bornée sur les compacts de 10, - oof:

Viz2e>0 — oi|Jaw| — e <p(Jr@) <ga(@) <@z ()
or A — |[Jix|reste bien bornée d’aprés (6) sur les compaets de 10, -~ oo ; revenant & (4),
divisant par 4, — 2, (avee 4, > 4,, puis 4, << 4,) et faisant tendre A, vers 4,, on obtient
que Papplication A+ Aga(w) est dérivable sur [0, - oof et

(7) VA€ 10, -+ ool 2 (@) = plJsa)

La fonction A @(Jax) étant continue sur 0, 4 oo, on conclut que 'application
A Apa() est de classe C! sur 10, -+ oof.

Montrons & présent que I’application A > ¢(Ji#) est localement lipschitzienne
sur 10, 4 oof.

Soit 0 << A, <A, et xe H fixés:

(T 2,2) — p(J0,2) > (A2, J1,0 — @)

1 ‘;»1“7*2 é_g 2 ]
> m( 7 (v —dJa,x), Jﬁaw“'jla[zla?_i_(l_x){h‘:v >

Or, de fagon générale, la monotonie de 4 entraine que J, = (I - A4)~! vérifie:

Vu,veH  (Jauw— Jav, u— v) > Ju— Jyof?
par conséquent,

PT3,0) — T @)> o o — Tyl
},1 — 2.2 2 *
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(Ia fonction A+ g(J.#) comme dérivée d’une fonction concave est bien décrois-
sante). D’autre part,

0<p(ds,2) — p(Ja2)<{Ar 2, Jro— Js 2>
<V Al As,

(puisque |J2 4 — J; #|<|h— A|-|42,2]); on conclut en remarquant que Ia fonction
Avr> |42 est localement bornée sur 10, 4+ oof.
Reste & montrer que ’application A+ Apa(x) se prolonge en zéro:

Apale) = Ap(Jaw) + o — Jazl?.

Tenant compte du fait que %i_])l(”l J,x = projp—(qﬁ @z, i1 suffit de montrer que
lim Ap(Jaz) == 0:

dey, 6,0 VYoeH o) + ¢lo| + =0,
d’olt

Ap(Jaz) >— Ao aw|— Ae, et (lllm),’up(Jw)
—0,

D’autre part
Vee Dig)  Apld)>Aplaw) + <& — Juw, o — J'a)

et faisant tendre 1 vers zéro
Vée D(p) 0= %1 A(p Jaw) + & — PrOjg &y & — Projzo o)

et faizant tendre & vers projﬁ;} 2, avec & € D(gp), on obtient

0> %i_r)% dp(Jaw) et done  Lim Apldam) = 0.

Nous allons & présent faire quelques remarques a propos du théoréme 1.2; nous
dégagerons ensuite un certain nombre de corollaires.

REMARQUE 1.5. — On pourrait penser (notant qu’une fonction convexe n’est déter-
minée par son sous-différentiel qu’s une constante additive prés) remplacer la condi-
tion (b) du Théoréme 1.2 par la condition plus faible suivante:

(b bis) 0P» — 0B et il existe une suite (u,),on, U, — %, P*(w,) — D(u).
Donnons un exemple ol la condition (b bis) n’entraine pas la convergence au
sens de Mosco de ¢ vers .
De facon générale, si 'on trouve gr 5 ¢ et u, — u tels que ¢™(u,) - o(u) + 4
(4> 0), prenant @ = ¢" et P = ¢ + A, on aura bien trouvé un tel exemple.
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Prenons H = L), 2 ouvert borné de R~, de mesure égale & 1 (m(Q)=1):

o"(f) = “fum(.o)’ olf) = ”f”L""(.Q)-

On a ¢"g, (¢"),.y €6 @ convexes, sci, propres et g» % g.
11 suffit alors de prendre (étant donné 1 > 0), notant y, la fonction caractéristique
d’un ensemble F,

Un = A gy, avec m(H,) =1 et u=0.

REMARQUE 1.6, ~ Soit (4"), .y une suite de sous-différentiels convergente dans
Moy, A» B A5 soit A = By, il existe une suite (¢ wens (9" H = ]— o0, + oo] con-
vexe, sci, propre) telle que pour tout n, A» = do” et telle que (¢"), .y converge vers ¢
au sens de Mosco:

Soit A» = oy, A = 0p et f € Op(u); par hypothése, il existe une suite (u,, f,) € op»
telle que w, —u et f, —f; posons

(@) = p™(@) + p(u) — p™{(u,) .

On a bien dp* = Oy —> 0, f, € dp™(u,), f € dp(u) tels que u, — u, f, —f et Pr{(u,) =
= @(u); par conséquent, ((b) => (a) du Théoréme 1.2) ¢~ converge vers ¢ au sens de
Mosco.

A partir de Péquivalence (a) <> (b) du théoréme 2.1, on retrouve trés simplement
un résultat de Mosco [22] établissant la continuité de la transformation de Young-
Fenchel (¢ — ¢*) pour la M-convergence:

COROLLAIRE 1.5. — Soit (¢"),.y, ¢ une suite de fonctions convexes, sci, propres
de H dans J-— oo, + ool il ¥ a équivalence entre

D) on = g
if) gn K g

DEMONSTRATION. — Tenant compte du fait que (¢*)* = ¢, il suffit de montrer
(i) = (ii): soit (f, ) € 9p*; on a donc (u, f) € (Op*)~* = dp; puisque ¢ % ¢ il existe
(Uny 1) € O™ tels que w, ~>u, f, —F, o™u,) — gu) et = (f,) — ¢*(f); on a alors
(Tny Un) € (0p™) ™1 = 8™, fo—>f, s —u b @'(f,) — @*(f); par conséquent g»° % ¢*

On aurait pu également démonstrer ce résultat en se servant de P’équivalence
{a)<=>(d) du théordme 2.1: on utilise alors la formule

Vi>0, YeeH (p*)i(w) = Q}}T []2 — @i ({;) .
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Noug allons & présent interpréter le Th. 1.2 dans le cas ou les fonctions ¢ sont
des fonetions indicatrices de convexes fermés non vides; on notera I, la fonction
indicatrice d'un tel ensemble K.

COROLLAIRE 1.6. — Soient K,, K une suite de convexes fermés non vides dans H
espace de Hilbert; sont équivalents:

Vee K, dx, e K,, ©, — 2,
(a)

V(n(k)) ey suite extraite, V(@ ey 2,6 K, 4y (@, — %) = (w€ K).
(b) Vo e H projp ® — projga.

Vo e H, proj; @ —="> proj, x,

da,e K, € K, #, — .
(d) VecH, dz, K,) — d{z, K).

DEMONSTRATION. — On considére la suite " = I, , ¢ = I; il suffit de remarquer
que: YA>0, Vo e H, (I 4 Adpr)'w = proj, «, @i(») = (1/21)d*w, K,) (ot d(», K,)
désigne la distance de # & K,), et d’appliquer le théoréme 2.1.

Nous allons & présent ébudier plus en détail’équivalence (b) <> (¢) du théoréme 1.2,

4 savoir Péquivalence entre la convergence forte et la convergence faible des résol-
vantes pour une suite de sous-différentiels.

Lien entre convergence forte et faible des résolvantes.
ProPOSITION 1.4, — Soit (0¢™),.n, Op une suite de sous-différentiels dans H Hil-
bert; sont équivalents
(i) YA>0, Vee H, (I + A0p™tw — (I + Adp)ta.
(ii), YA>0, Yo e H, (I + Adp") o 2= (I + A0p) =,
(i)
(i), I(u, v) € 0@, (U, v,) € 0@", U, — % et v, — .
DEMONSTRATION. — (i) = (ii). L’implication (i) = (i), est évidente; l'implica-
tion (i) = (ii), résulte du Corollaire 1.1.
(ii) => (i). Comme dans la Remarque 1.6 posons p"(x) = @™@) — ¢"(%,) + p(u);
on a alors
[ VAi>0 VeecH (I-4 Aoy te—"%(I+ A0p) e

A, 0)€0@ Uy, 0,) € 0P® Uy —> Uy, Vy—> 0, PUy) ~> P(%)

Qoti, daprés implieation () = (a) du théoréme 1.2, y» 5 ¢ et dyr = dg~ 5 dg.
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REMARQUE 1.7. — La condition (ii); n’entraine pas & elle seule (i): il suffit de pren-
dre dans un espace de Hilbert H une suite (»,),.y convergeant faiblement et non
fortement vers , et poser:

) =& anp,  @8) =& 0>

Dans le cas de sous-différentiels linéaires, la condition (ii), de la Proposition 1.4 est
automatiquement vérifiée puisque 0p™(0) = 0p(0) = 0; I’énoncé prend alors 1a forme
plus simple suivante; on constate d’autre part que la propriété d’équivalence entre
convergence simple et convergence forte des résolvantes n’est pas propre au cas
auto-adjoint:

ProposITION 1.5. — Soit (4"),.n, 4 une suite d’opérateurs maximaux monotones
linéaires univoques auto-adjoints, (resp. anti-adjoints); il y a équivalence entre
(i) YA>0, Veec H, (I 4 24" te - (I + A4) s,
(i) VA>0, Yoe H, (I + A4ty -="Es (I + 24) 1o

DEMONSTRATION., — (i) = (ii) évident.

(ii) = (i). Nous allons redonner (dans le cas auto-adjoint) une démonstration
directe de ce résultat, la démonstration dans le cas anti-adjoint étant voisine quoi-
que, plus simple. Puisque par hypothése Jiw ——2~ J,w, il suffit de montrer pour
obtenir la convergence forte des résolvantes que |J%z|——s |J,|; or

N—>4
Whal* = <Jhe, Jha) = {a, (J)*T32>
et ((I + A4A»)~1)* = (I -~ A4"")~?; on est done amené 3 montrer que
VA>0 VoeH (I4 24%) I 241 22 (I 4 4% I + A4) s,

A cet effet on utilise I’équation résolvante; notons g(4) ensemble des e R tels
que (I + A4)~* soit une contraction partout définie sur H (puisque 4 est maximal
monotone g(4)> R*); dans le cas linéaire ’équation résolvante (lemma 1.4) s’écrit

Vieo(dr), Vueo(dr) Jiw=J, (%w + (1 ~%) J;.w) = %JZ&O + (1 —’“—/{) JrTr
soit
Vieo(d®) Vueo(dr) Miw— pdiw= A—p)d,Jiz

et

d
Viep(4n) i (AT3(@)) = 2w = (J3)2 .
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a) Cas auto-adjoint: on a Av = A»; il g’agit done de montrer que
Vi>0 VYeeH Jidie-"2sJ,J,2.

Soit & e H fixé; on est amené a poser f,(A) = {AJ}(»), &, f(A) = (AJ (@), £>. Mon-
trons que la suite (F.) ey Satisfait aux condltlons du théoréme d’Ascoli sur tout inter-
valle de la forme [Z,, 4,1, 4,> 0;

fold) = {(I2P2, &, F(A) = (T )%w, £ .

D'autre part, g.(A) = f.(1/1) = f@"“{Sn(t}s\c, E>dt ot (8,(1)),5, est le semi-groupe en-
gendré par A~; par conséquent °
+ oo

g('7) = f 12648, (1) w, £ df
0
et

V/‘i 1S [3«9; 211 ) V’!’& € N ;gﬁ x>}< ftz —-ﬂ.qtdt <

On en déduit immédiatement gue la snite (g;)”ezv et done la suite (f?g,)'n,elv est rela-
tivement compacte dans C,([4,, 4,]; R); or

fn )"'>:f(ﬁ VZE[ZD, Al]

fm ~ uniformément sur [, 4,1;

d’aprés le théoréme de dérivation, on conclut que f, converge vers f uniformément
sur tout intervalle compact de 10, - oof, ce qui est le résultat cherché.

b) Cas anti-adjoint: on a (A")* = — A=, ce qui entraine que — A4” est maximal
monotone et donc que J% = (I -~ 1A~ est défini peur tout A€ R — {0}; par con-
géquent

Vijue R— {0}, Mie— pye= (A—upwJ,d52;

d’autre part (I*= (I 4 A4 " N* = (I + 24™)" ' =J*,; soit & montrer que
J? e Es g, J,m; faisant u = — A dans Péquation résolvante précédente, on
obtient

Vie R\{0} ty L I a = 2J TG

or étant donné £c H, <J” i, & = ((JIP*m, &) = (&, J1&> — {, J2E) = T 32, &),
et done, Jiw -+ J" 0 —2Es J, 5+ J_,x, ce qui entraine que J" ,Jiw ——> J_;J,m.

(n—>+00}

RumArQUE 1.8. — Soit H == L2(0,1; C) muni du produit scalaire {u,v) = j u(t)-
-o(?) df, qui en fait un espace de Hilbert complexe.
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Soit
Aru=a,()u, DA") = {ueL*0,1; C)la,(-}ueL¥0,1;C)},

ol Von suppose a,(-) mesurable et Re a,(-)>0.
IPopérateur A" est maximal monotone linéaire dans H:

Yue D(A") Re A u, u>>0

et

1
- Mgy — n\—1lgp —

VoeH, VA>0 Jio=(I+ Ad~)v 1+an

appartient & H: on vérifie en effet que

1
T F oA Rea, ¥ A=

I 1

1574, " PP

puisque Rea,>0.
Dautre part;

(A =a,(-)u, DAY)={ueL¥0,1; O)fa,(-)ueL*0,1; C)} = D(A") .

Dans le cas a,() réel, A* est auto-adjoint, dans le cas a,(-) imaginaire pur A~
est anti-adjoint; supposons & présent que a,(-) ne prenne que deux valeurs « et f
complexes (Rewa >0, Ref > 0):

« 81 # appartient & un intervalle de la forme [g-lf , 2k + 1] ,

a,(2) = n 7

£ ailleurs.

On 2 alors:

Voell, V>0 (T4 idmipzrstf L 1 T 00
31+ 7a "1 4B

Nous allons vérifier que la famille (f(4,-)),., est une famille résolvante si et seule-
ment si la convergence précédente est forte: supposons qu’il existe 4 maximal mono-
tone tel que YA >0, Yoe H, (I -+ A4)*v = f(4,v); on a alors

@t f+2haf
20+ 7)1 + 76)

Az = % [o—f(4, v)]—

et done Av=1lim 4,0 = ((«+ f)/2) »; par conséquent:

1

Yi>0, YoeH f(l’v)zl—l—l((oc—i—ﬁ)/,?)@’
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et

12t Metp) 2
V=0 S F It 2 F At h)

en développant
Viz>0 2B+ a)?=4A%af, soit (f—a)=0 et f[=ua;

la suite a,{-) est done stationnaire et Ia convergence est forte, A» = 4; cet exemple
contient le cas auto-adjoint et le cas anti-adjoint étudiées précédemment; il apparait
naturel de conjecturer de facon générale, pour toute suite (4"%),.v, 4 d’opérateurs
maximaux monotones dans un espace de Hilbert et tels que A%030, 4o 3 0, I’équi-
valence entre

() VA0, Vee H, (I + AA" 12w (I + JA)'w et
(i) YVA>0, Yoee H, (I + 24" ——> (I + A4) o

REMARQUE 1.9. — On a vu (lemme 1.3) que si (4"),.y est une suite d’opérateurs
maximaux monotones tels que:

Vi>0 VeecH -+ 4" —>f(4,5),

alors (]‘(},,')) 150 €86 une famille résolvante et il existe un unique opératenr maxima-
monotone A tel que pour tout 4> 0, f(1,-) = (I + A4)™; c’est ce résultat qui perl
mettait de montrer que A muni de la structure uniforme associée & la famille d’écarts
(Jd+ 24) 0 — (I 4+ AB)~1#)),., 6tait complet; exemple de la remarque 1.8 montre

weH
que ces résultats tombent en défaut si I’on remplace convergence forte par conver-

gence faible, ce qui explique la moindre intérét pratique de la topologie sur AG as-
sociée & la convergence faible des résolvantes; ceci explique aussi la formulation du
probléme posé dans la remarque 1.8:
si la suite des résolvantes converge faiblement, et s¢ la famille limite est une

famille résolvante, y-a-t-il alors convergence forfe des résolvantes (la réponse, on
I’a vue est affirmative pour les linéaires auto-adjoints et anti-adjoints)?

Nous allons revenir sur I’exemple de la remarque 1.8, dans le cas auto-adjoint,
i.e. a,(-)0, (ce qui correspond & o et §>0).

Dans H = L30,1; R), A"u = a,(+)u est alors le sous-différentiel de la fonction-
nelle ¢~ définie par:

1
prw) = Ffanuerar.
0

On a:
Uy

Yi>0, YoeH A%(v) =17 s

v
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et done
1

1 ay, .
i{v) = §f1 T Zanwz(t)dt,
]

par conséquent,
1

Yi>0, VweH 2(v) o %( o + p )fvg(t) dt = g*v) .

14 7a 1L 28
0
Soit
1 . 1 :
p = supgrs glo) = 3 -+ ) forat et W(’U):é’% W2at.
0

"On a done si as=f, ¢; #(pl (ce qui confirme les conclusions de la remarque 1.8);
on constate cependant une relation entre g, et ¢* & savoir p*<g,; (on vérifie que

L& B\ L1 atp
4(1+Aa 1+,1,3)\22+z(a+ﬂ)‘

Cette relation est générale; en effet suppons de fagon générale que Von ait une suite
de fonctions convexes, sci, propres (¢"),.y ayant une minorante affine {en fait qua-
dratique suffit) eommune et telles que:

Vi>0 YeeH o) =o' @);
posons ¢ = sup (,pZ et montrons que
VAiz>0 VYzeH ¢' o)<

(si @ n’est pas propre la relation est évidente); la suite (¢*);. , croit vers ¢ lorsque A
décroit vers zéro et donc-

A
(P (1‘},9) ¢7

par conséquent Vu > 0, Vo e H, (¢') (@) —5> ¢ (@) et

@ulr) = sup Min {W(y) + % w—y [2} ;

i>0 yeH
or

1 . 1
WeH  gy)+ o=yl =lim o) + - b —o]

> lim Min {(p;{('y) + | --yl?} > lm (¢, (@)

n*>+oo veEH B>+ oo

5 — Annali di Matematica



66 HEDY ArrovcH: Familles dopérateurs maximaux monotones et mesurabilité

d’our

k3

Min {w"(y) + g’; lz—y kz} >

lim ¢}, (2) = ¢***(a)
veH -+ oo

Vu>0, VoecH  ghx)>Sup p*te(z) .
A>0

Or D'application A1+ ¢*(z) est déeroissante continue sur 10, 4- oo, déeroissante
comme limite simple de fonctions décroissantes et continue car limite simple d’une
suite de fonctions équicontinues sur tout compact de 10, -+ oof: de facon équivalente
la suite 4172 Agl(x) est équicontinue sur tout [Ay, 4] 0 <y << A, < oo car f(4) =
= "(J3%) <@i(@) < ¢}, (@), Pinégalité dans Pautre sens résultant de I'existence d’une
minorante affine commune aux fonctions (¢") .y; on obtient finalement Vu > 0,
Vo e H, ¢,(2)>¢" ().

A Taide du théoréme 1.2, nous allons pouvoir définir une topologie sur ’ensem-
ble des fonections convexes, sei, propres de H dans ]— oo, -} o], telle que les suites
convergentes soient précisément les suites M-convergentes.

Topologie de la M-convergence suy Uensemble des fonctions convexes.

On notera G le cOne convexe des fonctions convexes, sci, propres de H dans
]— oo, + o], Bt le cbne positif de G.

DEFINITION 1.5. — On munit le edne B de la structure uniforme associde & la

famille d’écarts (¢, ,):0 €6 (f1o)1>0°
el zeld

(0, ) = (I + A0p)" '@ — (I 4 A0yp) " «]
Fialey p) = (@) — w, ()] -

On notera G, le cone G muni de la topologie associée a cette famille d’écarts; cette
topologie sera dite topologie de la M-convergence.

PROPOSITION 1.6. — G muni de Ia structure uniforme associée 4 la famille d’écarts

(610 Fra)iso €56 complet; si H est séparable, cette strueture uniforme est agsociée
weH
4 une famille dénombrable d’écarts et G,, est un espace polonais (métrisable, sépa-

rable, complet pour une métrique induizant la topologie); de plus

g —>p dans Gy <> @ 2 @
< [ 9g» 5 0p

34, >0, HdweH, ¢ijo-—>@; @
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DEMONSTRATION. — Soit (¢"),.y une suite de Cauchy dans (G, e,,; /;,); alors

YAi>0, VYeeH, (I+4 Adp") 'z -—>jf(4, )
et

VAi>0, VYeeH, ¢Yo)—o'@);

par conséquent, op” converge dans M, vers un certain oy et @7 (#,) converge dans R
vers un certain g(4, > 0 et , € H arbitrairement fixés); posons ¢(#) = y(@) + (0 —
— 1,(%)); on obtient que

dpn 0, @hiwy) >0 = @, (%) .

Montrons que g» converge alors vers ¢ au sens de Mosco: on a
P 7

Oph,—> Ops, et @i (@) — @5, (%)
ce qui d’aprés le théoréme 1.2 appliqué a la suite (¢} ), v entraine que ¢f > @,
et done ¢ % g,
Si H est séparable, notant (), .y une suite dense dans H, 1,> 0 et x, H étant
fixés, la structure uniforme est définie & I’aide des écarts (e, ),cv et f; ,; Gy est
alors métrisable, en prenant comme distance par exemple

@, p) = 193, (®0) — v3,@0)| + 2 1/2, Inf (1, (T 4 8p) @, — (I + 0p)a,)) .
=0
On termine comme dans la proposition 1.1 en notant que application
@ — (0, @, (€))  est injective;

en effet (Op = 0y) = (p = v | cste) = (g, = p,, + oste); si @, (@) = v, (&) cette
constante est néeessairement nulle.

REMARQUE 1.10. ~ La topologie induite par la topologie de la M-convergence sur
le cOne T peut étre définie, d’aprés le Th. 1.2, uniquement 4 ’aide de la famille d’écarts

(f1,0)1>0; mais la strueture uniforme associée, d’aprés la remarque 1.9, n’est plus
weH

compléte. Remarquons enfin que I'application ¢ > ¢* est un homéomorphisme de G,
sur lui-méme.

Nous allons & présent examiner le lien entre la convergence au sens de Mosco
et la convergence simple.
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Convergence au sens de Mosco et convergence simple.

a) Donnons tout d’abord un exemple montrant qu’en général la convergence
simple n’entraine pas la convergence au sens de Mogco:
Dans H Hilbert, soit #, —~Z~ £ 0, 2, ne convergeant pas fortement vers z;
posons g(&) = 1§, x,>% et (&) == }(&, #)>2; les ¢*, ¢ sont convexes, continues (par-
tout définies) positives et méme de clagse C*; de plus

VieH g&) —@(§);

montrons que ¢ ne converge pas au sens de Mosco vers ¢; nous allons méme consta-
ter que les résolvantes ((I - 19¢~)~1),., ne convergent pas faiblement vers les résol-
vantes ((I + A9¢)~1),., (ce qui est bien en accord avee la proposition 1.4, puisque
og(0) = 2¢(0) = 0).

Seit 1> 0 et fe H et u, = (I -+ 10¢")'f:

Uy b A Uy Ty @y, = f .
Multipliant scalairement par x,:

<un7 "I"n>(1 ']L anlz) = <:f7 wn>7

d’ott

g B
(I + 2297y = f— A s

(I + Adg"y*x ne converge pas faiblement vers (I + A0p)~'x, car on aurait alors

@ 2upt di
14 Az, P " 14 Aol

et done |z,| — |#| (car x3£0), soit x, — &, ce qui est contraire & 1'hypothése.

b) Donnons & présent un exemple o, la convergence au sens de Mosco d'une
suite de fonctions convexes, sei, de méme domaine, n’entraine pas la convergence
simple.

Soit H == L*0, 1) Pespace de Hilbert des fonctions de carré sommable sur 2 =
= (0,1) et @", @ les fonctionnelles convexes, sei, sur L) de domaine Hy(£2), défi-
nies par

1
) % f an(®) (%)de si we HiQ)
0
-+ co ginon
1
olu) — %fa(w) (%)2 dr si weHE0,1)
0
~+ co sinon
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avee

o sidk tq @ e[% ZLZ'I]

(o et B constants strictement

anlx) = positives données),

] f sinon

et a définie par 1/a” —1/a dans L7 faible, soit

of

1
“=2atp

a moyenne harmonique de « et §);

la suite (a,),.v converge dans L faible vers la fonction constante (x4 £)/2 5= -
“(#f/(e + B)); par conséquent,

1oq8

1
(1]

Pégalité n’ayant lien que si # == 0.
Montrons & présent que @~ > p (cf. L. TARTAR [30]), soit d’aprés le Th. 1.2:
Vie INQ) (I 4 dpn)f LB (1 + ap)if .

Fixons fe L¥Q2), u, = (I 4 dpr)-1f vérifie

1) Uy + Op™(u,) = f
801t
(2) u,p—%( () CZ;") =f avec u,cHLQ) eta—i-(a lfg”) I2(0).

Multipliant (2) par », dans Z3(Q)
Iun]2 + <a(pn(un)9 M’n> == <fy un>

et tenant compte de I'inégalité {(Op,(w.), 4,) > @, (1,) >3 inf («, B)|Vu, 2., on conclut
que (u,),.y reste bornée dans HY); soit u une valeur d’adhérence faible de
(uy)en dans H(Q); posons v, = a,(du,/ds); (W ey €8t bornée dans HY Q) et
done dans L*(0); soit v, =%, v; il $’agit de montrer que v = a(du/dz). Par défi-
nition de wv,,

(3) Yo e D(L2) % —-f——fvn(p,
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L®taib}
or l/an—‘—i—ga-l/a et (v,9),.n est bornée dans H}J(.Q) done relativement compact
IR

dans L3(£2); on a done v, —~—> v @ et passant & Ia limite sur (3) on obtient:

du, 1 . du
Yo e D(82) @(p—f&@tp soit v=aoes
Q

par conséquent,
d a@
de\ dx

):f et ueH(}(.Q),———(—z-(ad—%)zf—ueLz(Q);

v dzx\ dx

on a donc u = (I + 8p)f et (I + dp~)1f 2L (I + dg)-1f.
¢) Dans Vexemple 1, les ¢~ n’étaient pas coercives, mais leurs conjuguées ¢
étaient uniformément coercives; en effet
Py > <@, o) — gMa) = pP— F, @t or Fa mp <F ]t 4 § w7,
d’olt
7 (@)> blof*— § o> ol — o
Dans ’exemple 2, les @» étaient uniformément coercives, mais leurs conjuguées

¢™ ne Pétaient pas (car ¢™ coercive =- 9¢™ surjectif = (0p™)~' sujectif = Jo»
partout définie =~ @~ partout définie, or les g~ sont définies sur Hj ¢ I?).

A

On est ainsi amené & étudier les suites de fonctionnelles (¢"),.y coercives
ainsi que leurs conjuguées: (on dira que les ¢, sont uniformément coercives
Cae _ . ) !

Sllxlxgr&oqo (#)/|#] = 4 couniformément en n e N).

ProposiTIoN 1.7. — Soit ¢, ¢: H —]— oo, + oof convexes continues uniformé-
ment coercives ainsi que leurs conjuguées; il y @ équivalence enfre

(@) 9"~ @;
(i) Vo€ H, ¢™(@) — ¢(@),
(i) Yo e H, ¢"™(x) - ¢*(x).

DEMONSTRATION. ~ (@) = (b). Nous allons montrer que la convergence au sens
de Mosco de la suite (p"),on € Puniforme coercivité des ((¢")),en ontraine la conver-
gence simple des (p,)pen-

Soit € H fixé; puisque ¢* — ¢, d’aprés la propriété (w-ses)

o(z) <lim g () ;

d’aprés la propriété (s-sci) il existe x, — o dans H telle que

(@) >1im gr(®,) .
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Ecrivons que (1) ¢™®,)>¢™o) 4 {op™w), , — x> et montrons que {2) YB borné

de H, sup sup [0p™x)| < -+ oo: supposons en effet que Pon ait une suite (en faib
neN xeB
une sous-suite) (z,)e B, B borné de H, telle que

[0@™(@n)| 5 + 005

notons y, € op"(w,) telle que |y,| — -+ oo; soit x, fixé dans H et u, ., — 4, ¢*¥*(@s) —>
> @*(@,):
¢7*n(wo,n)>99n*(?/n) 4 {Zo,n= Yny Tny

puisque , € (0p™)~X(y,) et que (Op*)~* == 9(py*; divisant cette inégalité par [y.|,
faisant tendre n vers - oo, et tenant compte de 'uniforme coercivité des p**, on
arrive & une contradiction.

Revenant & (1), on obtient lorsque » —> -+ oo

g(@) >1lim ()
et donc @@} — @(w); utilisant I'uniforme coercivité des (¢"),.n et la M-convergence
de (pm)* vers ¢* on obtient de méme la convergence simple de (p»)* vefs ¢™*.

b) == a). D’aprés le th. 2.1, il suffit de montrer que dg» — dp: en effet, étant donné
{u, f) € Op il existera (u,,f,) & op® tels que w, —u, f, = f;

lp™(wa) — @) | < l@™(un) — @(u)| + |@(w) — @(u)]
<Sup {[0g™(&)]} - |un— u| + g™(u) — @(u)] &€ Bu, o) .

Or, pour établir (2) nous avons utilisé I'uniforme coercivité des (p™)* et la convergence
d’une suite (¢ (2,), #,),en; DOUs sommes bien dans cette situation, et par conséquent,
() — (1) < Clttn— w] + gn() — ()]~ 0.

Soit done (u, f) € 0p donné; de facon équivalente:

p(u) + ¢*(f) — <fup =0

et done

e™(u) + (")) — <y u> =&, avec ex—— 0.

D’aprés les propriétés du sous-différentiel & s-preés, il existe (u,,[,) € op* tels
que [, — u]<Ve, et [f* — f| < Vs, ; par conséquent, u, 2 U, o fet o 2 Dgp.

REMARQUE 1.11. ~ Boit (¢"),,.v une suite de fonctions convexes uniformément coer-
cives ainsi que leurs conjuguées; on n’a pas équivalence pour une telle suite entre
M-convergence et convergence simple: pour remonter de la convergence simple &
la M-convergence il faut supposer en centre la convergence simple des conjugués.
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ExEMPLE:
g(§) = <& @y + HEP ol @, o
pl&) =& x>+ 362 (et x, ne converge pas dans H).
Les (¢™),.n sont continues, uniformément coercives:
PE) > P — ClE[>-[5— 402
Les (¢"y¥.x sont uniformément coercifs:
((P")*(é‘) == Sug {<5a ?/> - <y7 Xnp % !?/ Iz}
YE.
= sup {<&—aa, > —E Y[}
veH

> 1[4 [EP—B .

On a bien V&e H, (&) — @(f) mais ¢» ne converge pas vers ¢ au sens de Mosco,
sinon, d’aprés la proposition précédente, on aurait

VéeH  (pM)*(&) —o*(&),
et done
Vee H j&——mn}e]&mx‘;

prenant £ = 0, |»,| - |#| et x, —x, d’olt la contradiction.

REMARQUE 1.12. — En dimension finie, compte tenu des propriétés de relative com-
pacité des bornés, on a « équivalence » entre les deux notions (cf. SALINETTI et
WeTs [29]).

Soit ¢, @ convexes continues de H dans ]— co, 4 oof; alors

gL g < VoeH o(x) — o)

donnong une démonstration de ce dernier résultat.

<= Soit B une boule de H; B est contenue dans un N-simplexe de sommets (,);-7";
soit B Clay, ..., ay,,] (H de dimension N); étant donné ¢ convexe et € [ay, ..., @y 1]
N1 N+1
P@) = <p( > Zkak) <2 hpla) < sup ola) .
k=1 k=1 ISkSN+1

La suite (¢"),.n convergeant en chaque point de H est done localement unifor-
mément majorée; soit & € B(w,, o)

Gg>‘}’n(§)>¢n(%) + KE— @y, Op™wy)>  eb  @™(@o) — @lo) 5
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il existe done €0 telle que Yu € H, |u| << o {0p™(x,), u)> < C; cela entraine que

Vee H, sup |op™z)| <+ oo

neN

Pour montrer que ¢" - @, compte tenu de ’hypothése, il suffit de montrer que

(@ — ) = (@) <lim p™(2,)

éerivons que

P@n) > @M(@) -+ {Zp— @, a@n{$)> P@a) > p™{(@) — Cixﬂ- 4
et done

him gn(w,) > lim p™(@) = @) .

Remarquons que la suite ¢ converge vers ¢ uniformément sur les bornés de H;
en effet, puisque g -5 @, cela entraine Pexistence d’une minorante affine commune
aux @,; reprenant ’argument précédent, on montre que (0¢"),.n est localement
uniformément bornée; la suite (¢"),.y, d’aprés Ascoli, converge alors uniformément
vers ¢ sur tout borné de H.

= On suppose que ¢ M-converge vers ¢; soit B(x,, g) une boule dans H et [a,, ...,
ay,;] un N-simplexe de H tel que B(x,, 0) C B(w,, 29) C [ay, ..., ¢x]. Par hypothése
Ve, k=1,..,N +1, 3D, 25 — a, et ¢"(@") — ¢(a,); & partir d’un certain rang,
on aura B(z,, o) C[@),..., 7" T'] et comme précédemment on conclut que la suite
(¢")nen ©56 localement uniformément majorée; d’autre part, la suite (¢"),.n étant
M-convergente admet une minorante affine commune (Lemme 1.5), et la suite (¢"), .y
est localement uniforrmément bornée; comme précédemment, on montre alors que
les (0¢"), .y Sont localement bornés et par Ascoli, on conclut 4 la convergence uniforme
sur tout borné de la suite (¢"),.ny Vvers g.

3.2. Lien entre la convergence des semi-groupes 8°7'(t) et la convergence des "

Soit g: H — ]— oo, 4 oo] convexe, s.c.i, propre; rappelons que pour x ¢ D(dp),
{Op)®(x) désigne Punique élément de norme minimum du convexe fermé non vide
oplx).

Soient a,, 4y, ..., a,_; dans D(3p) et z € H;

o) >pla,_y) + & — oy, (09)°(@4))
P(@1) > @(a_s) + {0_1— s, (09)%th_g))

@(01) > @lay) + {a;— ay, (09)*(a,)>
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d’oli, en additionnant membre & membre

1~1
(@) > play) + {r— a1y, (a¢)o(“z_1)> +721<a%_— @1y (OQ)o(@e_y))
(1) 1 -
@(@) >Sup {‘P(a'o) + 21<0/7c - Qp_1y (a¢)o(ak_1)>}

k=
ot ’on a posé &, = @, le sup étant pris sur les chaines de longueur finie joignant a, & .

THEOREME 1.3. — Soit ¢: H —]— oo, -+ oo] convexe, §.c.i, propre; on pose
7
VoeH @@ = Sup {p(a) + 3 {@— ar_y, (0@)o(a:_1)>}
k=1

ou a, est fixé dans D(d¢), le sup. étant pris sur ’ensemble des suites finies
{ag, @y .oy 03, &= ; Yk <1, ayc D(0p); le N} .

Alors, @, est convexe, sci, propre, ne dépend pas du point a, choisi dans D(dp) et

P = Puin SUr D(p); de plus:
YueH  @Proj;— )< @um(u) <g(u) .

DEMONSTRATION. — Soit a, fixé dans D(dg); la fonetion ¢, définie comme enve-
loppe supérieure de fonctions affines continues est convexe, s.c.i; d’aprés (1)

VoeH o@)>pu,«@)
et @, est propre; d’autre part:
Prinl @) > (@) A0 P(ag) = @y (ap).
Montrons que (dg)°C Og,,,; cela revient a montrer que
(2) VoeD(0p) VéeH  @uy(é)>eun(@) + {09 @), §— o) ;

d’aprés la définition de ¢, (#), cela équivaut & montrer que

4
Vée H Pminl&) > @(a,) + Z Oy — Ap_yy (09)(@r_y)> + <&~ @, (0p)°(@)>
Toe=1

pour toute chaine finie ay,..., @,_;, a; = @ (L € N); tenant compte de x € D(dp), cela
découle de la définition de ¢, ().
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Par conséquent Vz € D(0p), V& € H, (P + L;)(8) > (@i + I55) (@) -+ {(09)°(2),
&— z) et (09)° C Oy + Ig); or d’aprés H. BrEzIS [8], si deux maximaux mono-
tones A et B sont tels que A°c B et D(A)c D(B)c D(4), alors A = B; les deux
opérateurs op et (@, -+ IE@) satisfont & ces deux propriétés, et par conséquent,

0p = 0Py + I5;) et tenant compte de Tégalité ola,) = @ ula,)

(3) P = Prin + IB‘({,T) '

Soit gL, et ¢, deux «primitives » de (d¢)°, définies respectivement & partir de
deux points ay et ay, de D(0p);

Voe H ‘P}mn(w)>¢(a01) + E {op— iy, (09)(ar_a))> + z by = by_1, (0@)*(be.1))>

@pr”” A2 Ghoa”” N

Loty Vo € H, ¢,(®) > @rusn(Bo2) + Prun(®) — Craldos)-

Or ¢l (a,,) = @lag,) et ¢l (@) = plag,), puisque ay, € D(d¢), et donc Yo e H,
Prin(®) > @2 (2); par symétrie, on obtient Pégalité.

Prenons & présent dans (2), # = J.& € D(0p):

VEeH Vi>0  @u(8)>eu(d,8) + (&— I, (09)°(J,6));

or (pmin(Jaf) = (P(JZE) et

(E—da&, (P)(d28)> = 5 {(0p)a(d), (2@)o(J2E)> >0 (car (3g)u(é) € (0p)(J1£))5

Dol

par conséquent,
VEcH Vi>0 @@ >, E)>ed,E)
et faisant tendre 4 vers zéro
VEcH (&)= @um(é) > p(projz £) .

TaROREME 1.4, — Solent ¢, ¢: H —> ]— oo, -~ oo] convexes, s.c.i, propres; sont
équivalents:
(@) @ converge vers ¢ au sens suivant:
(W-SC8) V(n(k))pen suite extraite, V(@,)yen (@ ———> #) = (@pn(@) <lm ¢ (z,)).

(8-8CI) Vo e D(p) 3(#,)pew #,€ Dig™): @, — 2z et p(x) >Ti—r;1 pM®,).

(b) VAi>0 VYoeD(p) I+ A0p™)tzx — (I -+ Adp)~tx
Jur —u, (0p")°(w") — (0p)°(u) et @™(u") — p(u).

(0) VA>0 VoeDp) ¢F—q ).
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On a alors, Yo D(dgp), Ju, € D(0p™), a* — x, (0p™)°x, — (0p)°w et @(w,) — p(z).
DEMONSTRATION. — Nous allons montrer les implications
(@) < (b) = (o) = (b)

(@) = (b). On montre tout d’abord, comme dans le lemme 1.5, 'existence de con-
stantes ¢, et ¢, positives telles que

VYneN VeeH L@ + cfol 4 >0 et, puisque ¢">¢p, ,
YneN VYeeH oMa) -+ ale] -+ 6>0.

Soit # € D(¢) fixé; posons ¥, = (I 4 0p")~'x et montrons que y, —> (I 4 op)*a.
Soit 2, fixé dans D(g); il existe (2,),en, 2, — % €0 @™{(2,) — @(2):

97“(5n)>(}9”(?/n) + <zn — Yuy & — yn>
= Glzyng — 0+ {8, — Yny T— Yny

ot Pon déduit que la suite ("), v reste bornée; soit y,(k) ——> y; notons n(k) =
Etant donné & e H, il existe & —> &, p(&)>1lim ¢*(&*); de Pinégalité

PHE) > () + & — Y, @ — Y
on déduit, par passage a la limite:
1) VéeH ¢é)>unly) +<E—y,2—19>.
Prenant & = J,y et tenant compte de l'inégalité ¢ . (y)>@(J,y), on obtient

Yiz>0 (Jwy—y,2—y><0;
faisant tendre A vers zéro
Projz ¥ — 4, # — Y <0

et tenant compte du fait que # € D(g), on en dédunit que y € D(g).

Revenant & (1) et tenant compte, puisque y € D(@), de I'inégalité ¢(y) = @uin(¥),
on obtient

VéeH @&z +-<E—ypo—1y>.

Par conséquent, y = (I + o)~ et (I 4- dpm)~tow ~=Z> (I 4 dp)~ts; on montre alors
comme dans le th. 1.2 gue la convergence est forte.
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La convergence des résolvantes sur D(p) entraine la convergence des sections mini-
males; pour tout xe D(d¢) il existe w, —>», (9p™°(w,) —> (0p)°(x); on vérifie alors
(ef. th. 1.2) que o*(@,) — @(x).

b) = a). 1) Vérifions que la propriété w-scs est satisfaite.
Soit @, — o; montrons que g, (#) <lim ¢i&(x,,,); notons n(k) = n.

Soit (u, f), (%1, f), ..., (4, f;) une chaine finie d’éléments de (9¢)°; par hypothése,
pour tout ¢ (i =1,...,1) il existe une suite (u}, f?) telle que:

VneN fi= (09" ), 52w, fi= 09" = fi = (09)'(w) ;

de plus, il existe u* — u telle que (Jp")°(u?) — (8¢)°(u) et @™{u") — ¢(u). Par défi-
nition de ¢f, :
Pran(@,) > @"(u") + (ut — w”, (99™)°(u")) 4 ... 4wy — wfy, (09" (upy)> +
+ <@, — u, (09" (u))
et par passage & la limite inférieure: '
Hm g (2,) > @) 4 Cus— %, (09)°(w)> + ... - i~ %_q, (09) (%)) -+
+ & — 1w, (09)°(w)>

et passant & la borne supérieure sur les suites finies:
H_II} (p:znin(mn) >(pmin(m) .

2) Montrons 4 présent la propriété s-sci,

Il suffit de montrer que Vwe D(dp), 3w, D(0p™), %, — = et @w)>Hm ¢(z"):
remarquant que si # e D(g) J 2% ——>x et ¢(J,®) — ¢(x) on concluera & Paide du
lemme 1.6.

Soit done # € D(0p) fixé; la convergence des résolvantes sur D(¢) entrainant la
convergence des sections minimales (an sens des graphes)

2, € D(Bg™), w@,—>x et (Op")(z,) — (0@)°(x) ;

montrons que @™, — p(w).
Soit (s, 1), ..., (4, f,) une chaine finie d’éléments de (dp)° et (u}, f) les suites
approchantes correspondantes: «} —u,; et (0¢™)°(uf) — (0p)°(u;). Berivons

P} > ¢"@,) + L(0g"(,), up — @,>
PM(up_ ) > (u}) - (0" (u)), up_, — ui>
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et ajoutons membre 4 membre:

@)= ¢"@,) + (0¢") (@), u — @,> + (0¢™)°(uD), up_, — ul> 4+ ... +
+ (09" °(u), w,— u .

Passant & la limite supérieure (n —+ - oo):

plu)>Tim go(er,) - {(P)(@), 1 — 2> + (BPP(w), w2 — 1> + ... +
+ L(09)° (1), u — ur>
et prenant le sup sur les chaines finies allant de » & u

p(u) >1m g™@,) 4 @u(v) — @)

Or @,(¥) = @(u) puisque u € D(op) et done g(z)>lim pr(w,).
(4, b) = {(¢). Compte tenu de P’égalité
1

@) = g™(J4w) - 37

o — Tyl
il suffit de montrer que: Yo e D(¢), ¢"( 30) oo (J @) soit we D(g) fixé; on a
d’une part, puisque J4z — J,», d’aprés la propriété (w-ses):

P(J,2) = Pp(J,2) <lim "(J}2) .

Soit, compte tenu de la propriété (s-sci), une suite &» ——> Jx avee p*(E") — (J1x);

(n—>}0)
¢"(&") > ¢"(Jiw) + <& — Jiw, Ajz)

Q’ou, & la limite @(J,2) >lim ¢"(J3z}; on a donec bien ¢™(Jix) — @lJ,x).

(¢) = (b). Soit w e D(¢p) fixé; nous allons dans une premiére étape, montrer que:
V>0, ¢"(Jiw) —@(J,2); la démonstration de ce résultat est en tout point semblable
4 celle du théoréme 1.2: on montre tout d’abord, utilisant la majoration

Vo<id<p ¢h@)— gul@)>%(u— 2) |A5(x)}?

que: Yi,> 0, sup |A}2]| < 4 oo; on en déduit que la suite de fonctions A — ¢™(J5x)
Ao A
nelN

est relativement compacte dans C,(10, + oof; R) muni de la topologie de la con-
vergence uniforme sur les compacts. Compte tenu de la relation (d/dA)(Agi(x)) =
= ¢g*(J3®), Q’aprés le théoréme de dérivation, on conclut que @"(Jix) —> @(J,x)
uniformément sur les compacts de ]0, + oof; de I’égalité

A2 | 435l = @) — ¢"(J32) ,
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on déduit alors que

Vi>0, VoeD(p) |ALx]—|4,2].

Soit & présent 1> 0, v € D(p) et &e D(¢p) fixés; posons
fritef0,1] = fo(t) = A%z + t(§ — @), E— x> .

La suite (f*),.y est relativement compacte dans C,([0, 1]; R):
a) [f"O<§ — 2| [|43@)| + 1/2l§ — =[]

et done Vie [0, 1] sup |f»(f)| << + oo;
nelN

1
b) Vs,1€[0,1]  |f)—f(s)|< 5 [E—ap [t—s]
et (f"),n satisfait aux conditions du théoréme d’Ascoli.

Posons k,(t) = g}(« + (& — @), h(t) = g)(x + (€ — @)):

Vie[0,11 o+ t(é—x)=tf4- (1—t)ocD(p) et done h,(t) — h(t).

D’autre part, h.(f) = (AN - (& — ), & — @) = [,(8); Laprés le théoréme de dé-
rivation, on conclut que

Vie[0,1] <(di@ + UE— @), E— ) 5z (Ay(w - HE— @), E— @),

n—>+c
cette convergence étant méme uniforme en ¢; prenant ¢ = 0, on obtient

V2>0, VoeDlp), VEeD(p), <(A30), £~ > = (A,(@), E—a);

(n~>+w)

prenant £ = J,x:
{Ajwy 4,8) =z |4yafP 5 or  |Aja] — |40 ;
par conséquent

lie — Ao = |Ajol* 4 |40 — 2{A%w, 4,8) =72 0

n—>+00

et
VeeD(p), Vi>0, (I+ Aop")'o—= I+ A0p)w.

(R—>+00 )

1 reste & montrer l'existence d’une suite y, —y telleque (dg")°y, — (9p)°y et
P"(Y¥a) = @(y); soit y e D(3p), on a vn que

(J:{y, AZ?/, ‘Pn(ng) i (JA.% Al% QD(J/‘L?/)) ?

n—>+co
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tenant compte du fait que

(729, 419, 9(T29)) —5> (¥, (09)°®); @) »

on déduit d’aprés le lemme 1.6, existence d’une suite A(n) (A(n) = 0) telle que

(Jib(n)yy Ag(n)% ‘Pn(J:IL(n)y)) ke (?/7 (a?’)o?/a 90(?/)) .

Posons Yo, = Jg(n)y) g, = (aq)n)O(yn)’ on a lzn] < I'A;L(n)y'< C.
Soit 2, —=*>z; on a d’une part |¢|<lim 2, | = |(9p)°(y)]|, Aautre part

Yoe D(0p) <(Ajv—z2,,J5v—y,o>0 dou

Yoe D(Op) <{4,0—z,J,0—y>>0 et faisant tendre 4 vers zéro

Yoe D(dp) {(0p)°v— 2, v—y)=>0
et done 2z € dp(y) puisque y € D(0p) et que (0p)° est une section principale de dp; des
deux relations (z€ dg(y)) et [2]<|(0p)°(y)| on déduit que

2= (0)(y) et  (3g")°(ya) —T> (39)°(y) ;

or

N

(B0 W< 4kwmyl, @ott (9 )|>lim [(3em)°(y,)]
et on a bien

¥y (BP™ W), 0"(W0)) oz (4 (09)°(®), () -

REMARQUE 1.13. — De 1a méme fagon que dans le théoréme 1.2, on montre P’équi-
valence, étant donnée une suite de sous-différentiels (0¢,),.n, Op tels que 0p»(0)3 0,
op(0) > 0, entre

(@) YVA>0, YzeD(p), (I Aog"y 7w —(I-+ Aop)w
&
(6) YA>0, VweD(p), (I+ Adpm)-taw-—"5 (I -+ Adp)'w.
En effet, pour adapter la démonstration du théoréme 1.2, on a uniquement besoin

pour remonter de la convergence faible 3 la convergence forte des résolvantes, d’une
condition de normalisation du type:

ey, — u, (0@™)°(ws) — (0@)°(w) ,  @™(u,) — plu),

pour un « tel que YA> 0, u 4 A(0p)°(u) € D(dp).
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RuMARQUE 1.14. ~ La propriété (w-scs) entraine

(%) (2.—=2> 2 et 2€ D(g)) = (p(@) <Lim g™ (ay)) .

Mais cefte propriété, plus la propriété (s-sci) n'entraine pas (b) en général:

— si— I+ 1
prendre H =R o¢"x)=—2 et ¢@)=
-+ oo ginon.

On pourrait penser que si on impose en outre aux fonctions (¢"),.y de rester
positives, on peut affaiblir la condition (w-scs) en la condition (#); il n’en est rien:
Soit ¢ convexe, continue, positive, ¢(0) = 0 et K un convexe fermé contenant ori-
gine; posons y* =@ et =@ + Ip:

1) VoeD(y) y™x) — p®),
2) Vo, "> limyp (@) = p(0) = p(0) + Loa) si we K = Dp).

Montrons que en général, la suite constante ¢ ne converge pas vers ¢ + I, au
sens (a): raisonnons par 'absurde, on aurait alors d’aprés le th. 1.3 d’aprés la pro-
priété (w-ses)

Vue H (@ + Ig)(projg u) <{p + Ig)un(w) <plu),
soit
VueH  g(proj; u)<g(u).

Or cette propriété est fausse en général: prendre H — R? muni de la norme eucli-
dienne

K = {(x,, @) € R*w,— 2, = 0} et px) = mg

on n’a pas en général

7 AL
(252 <

REMARQUE 1.15, — La recherche d'une topologie sur 'ensemble des maximaux
monotones telle que les suites convergentes sont celles pour lesquelles les semi-groupes
(ot de fagon équivalentes les sections minimales) convergent ne semble pas fres
intéressant, cette topologie n’étant pas séparée: une méme suite peut avoir une
infinité de limites!

6 — dAnnali di Matematicn
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Caarrrre 11

MESURABILITE D'UNE FAMILLE D'OPERATEURS MONOTONES

1. — Lien entre les différentes notions de mesurabilité pour une famille d’opérateurs
maximaux monotones.

Dans toute cette partie H (resp. X), sauf spécification explicite, désigne un espace
de Hilbert séparable (resp. Banach séparable), Ay (resp. &) Pensemble des maxi-
maux monobones (resp. des m-accrétifs) muni de la topologie de la R-convergence
(ef. Définition 1.1). On désignera par (T, G, u) un espace mesuré, u >0, o-finie, avee G
u-complete.

THEOREME A (Castaing [15], Théoréme 30). — Soit (T, G, u) un epsace mesuré,
u>0 o-finie, G u-compléte, X un espace métrigue séparable complet et I' une multi-
application & valeurs fermées non vides de T dans X ; ¢ly a équivalence:

a) Y U) € G pour tout ouvert U de X.

by IYF)c G pour tout fermé F de X.

¢y I'"YB) e B pour tout borélien B de X.

d) Le graphe de I' appartient & GR B ot B désigne la tribu borélienne de X.
¢) Pour tout x de X, Vapplication t — d(, I'(t)) est mesurable.

f) La multiapplication I' posséde une famille dénombrable de sections mesurables
(0,)en telles que pour tout t de T, I'(t) = U {e.(0)}.
aeN

Ce théoréme est 'outil principal dont nous nous servirons dans les problémes
de mesurabilité. Citons en outre les travaux DEBREU, IOFFE and LEVIN, ROCKAFELLAR
relatifs & ce théoréme.

TakoREME B. (Théoréme de projection). — Soit (T, B, ), >0, G u-compléte et 8
un espace souslinien; st G appartient & B R B(S), sa projection pry(G) appartient & .

Sous cette forme ce théoréme est dit 3 M. F. Sainte BEUVE [28]; il généralise
des énoncés précédents de Aumann, Valadier, Von Neumann.

DEFINTTION 2.1. — Soit (7, 6, x) un espace mesuré, avee u>0, o-finie, T u-compléte
soit X un espace métrique séparable complet; nous dirons qu'une multiapplication
& valeurs fermées de 7 dans X est mesurable si T, = {te T; I'(¢) = 0} appartient

Y

4 G et si I restreint & 7T, posséde une des propriétés équivalentes du Théoréme A.
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Lemue 2.1. — Soit (T, G) un espace mesurable, et A une application de T dans &
il ¥ a équivalence:
(i) t — A(t) mesurable de T dans &y.
(ii) VA> 0, Yo H, t — (I 4 2A(t))~*w mesurable de T dans X.
(iii) 34> 0, Yo H, t — (I 4 A, A(t))""& mesurable de T dans X.
({iv) 4> 0, (), dense dans H, t — (I + A, A(t)) @, mesurable de T dans X.

DEMONSTRATION, ~ (i) = (ii). L’application ¢ — (I 4+ AA(?))"'@ est la composée
de Yapplication ¢ — A(¢f) mesurable et de Papplication A — (I - 24)-'z continue
de gz dans X; 1a composée est donc mesurable.

(i) = (iii) = (iv) évident.

Soit d la distance associée & 1, et (2,),.n, induisant la topologie de la E-convergence
(cf. Proposition 1.1); étant donné B élément de & on a

d(A(®), B) = § 1/2 inf (1, (I 4 2o Alt)) ", — (I + ZGB)“M?“])
=1

et done pour tout B dans @, Papplication ¢ — d(A(t), B) est mesurable; 'espace A
étant un polonais (en particulier tout ouvert est réunion dénombrable de boules
ouvertes) on en déduit immédiatement que Papplication ¢ — A(f) est mesurable
de 7T dans &5z.

THEOREME 2.1. — Soient (T, G, u) un espace mesurd, u>0 o-finie, G u-compléte;
soit A une application de T dans &; il y a équivalence:

() YA>0, Yee H t — (I 4+ AA(@t))w est mesurable de T dans X.
(i) t — G(A(t)) (graphe de A()) est multivoque mesurable de T dans X x X.

DEMONSTRATION. — (i) = (ii). Notant que la graphe de A(Z) est fermé dans X x X,
nous allons montrer, suivant le Théoréme A, que la multiapplication ¢ — G(A(?))
posséde une famille dénombrable, dense, de sectionsg mesurables.

Boit (#,),.n une suite dense dans X; posons ¢,(t) = (J'w,, 4'2,). Compte tenu
de la relation A}« e AYJ%x) et de hypothése i), o,(f) est une section megurable
de la multiapplication ¢ — G(A(?)); montrons que pour ¢ fixé dans T, {0,(f)},cy st
dense dans G(A?).

Soit (w,y)edl, on a 2 =J (x4 y), y = Al(x -+ y) dou

o — Jiw,| = [T + y) — T, <@ + y) — =,
ly — Alw,| = |Ai(w + y) — Az <@+ 9)—a,].

Choisissant n € IV tel que & 4 y — »,/<e on obtient le résultat désiré.
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(ii) = (i). La multiapplication ¢ — G(A(f)) étant mesurable posséde une famille
dénombrable dense de sections mesurables, ¢ — 0,(8) = (w.(f), ¥.(t)). L’application
(#, ¥} — (# + 9, #) étant un homéomorphisme de X XX sur X XX et transformant
le graphe de A en le graphe de (I 4 A)~ on déduit que ¢ i w. () = (w.() + ¥.(0),
2,(t)) est une famille dénombrable dense de sections mesurables de Papplication
t — G((I + A%1); la multiapplieation ¢ — G((I + A%)™") est done mesurable de T
dang X X X (d’aprés le Théoréme A); montrons que cela entraine que pour x fixé
dans X, ¢ — (I + Atz mesurable.

Seit B e B{X) donné:

{te T: (I + A 'w N B0} = {te THI + AN {g} x B0} .

Or ce dernier ensemble appartient & 6 d’aprés I'équivalence f) <=-¢) du Théoréme A.

REMARQUE 2.1. — On a montré en fait nn résultat un peu plus général, & savoir:

Soit (T, G, p) un espace mesuré avec x>0, o-finie, G y-compléte et A une multi-
application mesurable & valeurs dans les parties fermées de X x X ot X est un Fréchet
on 2 leg implieations (i) <= (ii) =~ (iii):

(i) ¢t — G(4(#)) multivoque mesurable.
(i) ¢ — G((I -+ A(t))”l) mulfivoque mesurable de G dang X X X.

(iii) Yoe H, B, ={t:oe D((I + A(t)-")}e Bet te B, — (I + A(t)® mesu-
rable. ‘

Si 'on suppose en outre que Vi€ G, (I 4+ A(t))~* est univoque continue partout
définie, on a les éguivalences (i)~ (ii)<=-(ili): en effet on voit alors que si {#,),.n
est une suite dense dans X, { — (a:ﬂ, I+ A(t))‘lmn) forme une famille dénombrable
denge de sections mesurables de la multiapplication t—%G((I -+ A(t))—l).

Nous sommes donc amenés & poser la définition suivante:

DirinrrioN 2.2. — Soit (7, G, u) un espace mesuré, avee u>0, o-finie, T y-com-
pléte et X un espace de Banach séparable; on dira gqu’une famille (A(i))m, d’opéra-
teurs m-acerétifs dans X est mesurable si I'une des propriétés équivalentes du Théo-
réme 2.1 est vérifide.

Jusqu’a présent nous sommes intéressés au lien entre la mesurabilité des résol-
vantes et Ia mesurabilité des graphes des opérateurs; le probléme qui se pose natu-
rellement est de voir si ces notions sont équivalentes & la mesurabilité pour tout »
de X de P’application ¢ — A{f)w.

PROPOSITION 2.1. ~ Soit (A(f)),.p une famille mesurable d’opérateurs maximaux
monotones; alors, 1’application # HE(-,Z(;)—) est multivoque mesurable et pour toute
sélection mesurable £ — x(f) de la multiapplication ¢ — D(A(?)), la multiapplication
> A(t, x(t)) est mesurable ainsi que application ¢ i A°(¢, #(t)).
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DEMONSTRATION. — a) Soit B un borélien de H; montrons que {¢te T/D(A(t)) N
N B =} appartient 3 G.

{te TID(A(®#)) N B+ 0} = proj, {(£) N (G x B x H)}

G(#) = {(t, @, y) € T x H xH|(w, y) € A1)} .

Or G{#4) appartient & TR B(H x H) puisque par hypotheése ¢ > A(f) est mesurable,
de méme B X B X H appartient & TX B(H X H); on conclut & 'aide du théoréme de
projection; la multiapplication ¢ r-—»D(A(t)) est done mesurable (en ce sens); on en

déduit immédiatement la mesurabilité de la multiapplication ¢ — D(A(t)), puisque,
8i B(wz, r) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon »,

{te T:d(w, D(AW)) < r} = {te T: D(4A®) N B(z, ) = 0}
qui appartient bien & B d’aprés ce qui précéde. Done, pour tout » de H, Papplication
i d(w, D(A(t))) est mesurable et I'on conclut 4 ’aide du théoréme A.
b) Soit & présent ¢ r»x(f) une section mesurable de la multiapplication ¢ —
> D(A(t)). Posons I'(t) == A(t, x(t)); on a ’égalité
G(I') = {(t, y) € T x H: (t, a(t), y) € G(4)}
= oY G(A))

olt a: (t,y) — (1, #(f), y) est mesurable de (7T xXH, G® B(H)) dans (I xHxH, TR
® B(H)® B(H)) puisque z(-) est mesurable; tenant compte du fait que G(A) ap-
partient & GR B(H) R B(H), on en déduit que G{I") appartient & TR B(H), et done
que la multiapplication I" est mesurable.

D’autre part, pour tout 1> 0, Papplication (f, ) — A.(¢, ) est de Carathéodory;

on en déduit, que application ¢ — 4., #(2)) est mesurable et par passage & la limite
(2 = 0) la mesurabilité de P’application & — A4°(t, #(7)).

REMARQUE. — Nous avons montré la mesurabilité de la multiapplication £ > D(A{i))
au sens suivant:

VBe B(H) {teT:D(A(H)) NB+#0}cT.
Par conséquent, étant donné x e H,
B,={te T: D(A(t)) N {z} #0}c G

et la multiapplication ¢ — A(t, #) ainsi que ’application ¢ — A9, ) sont mesurables
de B, dans H.
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Le probléme gui se pose & présent et celui de la réciproque & la proposition précé-
dente: étant donné (A(t))m. une famille d’opérateurs maximaux monotones, Ia
mesurabilité de la multiapplication ¢ — D(A(#)) ainsi que pour tout # de H de Pap-
plication ¢ — A°(t, #), entraine-t-elle la mesurabilité de la famille (A(?),,? Pour
Pingtant nous ne connaissons la réponsge que dang le cas ot les domaines des opéra-
teurs A{#) sont d’intérieur non vide; pour montrer ce résultat, nous aurons besoin
de guelgues lemmes préliminaires.

Levmwe 2.3. — A maxvimal monotone, D dense dans D(A).
VeeInt D(4) Az = Conv{w— limy,; y, = A'®,, , —> &, #,€ D} .
DiMONSTRATION. — 1) De facon générale Vo e D(4)

Conv {w — Him y,; ¥ € 4,; #, > @; v, D} C Aw .

En effet A est demi fermé et Vo € D(A) Ax est un convexe fermé.

2) Supposons z e Int D{4); alors Ax est borné et done Awx est un convexe
faiblement compact dans H; raisonnons par I’absurde.
Soit y ¢ Aw, y — Br = Oonv {w — imy,; ¥y, = A°@.; @, — @; #,€ D}. Daprés le
Théordme de Hahn-Banach, on va pouvoir séparer strictement y du convexe fai-
blement compact Bx:

dzeH <{&y)>sup<lz &)

£eBx
soit

Gyy—E>0 YeéeBxr (%).

Construisons une suite », € D, 2, — 2 telle que (z, — »)/|jv, — @] 2.

Soit 2, = + (1/n)z, pour » suffisamment grand, x étant dans Pintérieur de
D(4), on pourra trouver un &, c.D N B(z,, 1/n*); on vérifie immédiatement qu'une
telle suite (x,),.n satisfait & la condition précédente.

La suite @, pour n suffisamnment grand sera dans Pintérieur de D(4) et done
{A’x,}, .y est borné; soit A°x, — w.

D’aprés la monotonie de 4:<{A°x, — ¥y, @, — ) >0; divisant par |z, — »| (# 0)
et faisant tendre % vers I’infini on obtient <z, ¥ — 4> <0 pour un « € Bz d’on la con-
tradiction avee (k).

LEMME 2.4. — A mazimal monotone, Int D(A) == @; D dense dans D(A); alors

A= {my) e DA)XH; y— A%, 06— >0 VéeDj.
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DEMONSTRATION. — L'une des inclusions étant évidente, il s’agit de montrer que
((m,9) e DAY xH et <(y— A%, 02— >0 VieD) = yedo;
d’aprés le Lemme 2.3 on se raméne & monter que 4 = M ou
M= {@y)eDA)xH;{y— A%, z— >0 YécIntD(4)}.

a) Ac M évident,
b) M est monotone; tenant compte de la maximale monotonie de 4, il §’en

suivra bien Végalité A = M.

Soit (@, ¥1), @, ¥:) € M; notant & = (2, + %,)/2 on a @, = & + (B, — 2,)/2 eb
Wy = & — {0y, — @,)[2:

{yy— A%, 0, — E5>0
{Yo— A%, 0, — £>>0

d’olt, en ajoutant

Ly — &y

2

<?!1+?/2"2Ao§,$“‘§>+<?/1—‘?/2y >>O

1
‘2‘<?/1’“'y25 By — X > Y1+ Yoy E—2) F2CA%, 0 —§&> VEeIntD(4).

Tout revient & montrer quege&]itlg( A)<A°§, z—&>>0.
[

JR———

Boit & € Int D(4) = Int D(4); si 2z € Int D(A) = Int D(4) c’est. terminé; sinon
YO <t<l @-+i&—2) = (1—#ta -+ t&eInt D(4)
Prenons &, = o -+ t,(6— #); 1.)0, on a bien &, — z:

1) (4%, — A0§n+17 &, — En+1>>0 goit

(tn - tn-{-l} I<-A0§n; 5{)'— (E> . <A0§n+1y 50_ m>]>0 -

Done {4°%,, &— z> est une suite décroissante.
Supposons lm (4°¢,, #— £.> = « < 0 on aurs alors

CA%,, —ta(bo—)) < g (pour » suffisamment grand)

(A%, & — o) >— (n suffisamment grand)
ot &
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et done (A%, §,— o> >+ oo ce qgui est contradictoire avec la déeroissance de
cette suite.

2) Nous sommes en mesure 4 présent de démontrer le théoréme suivant:

THROREME 2.2. — Soit H un espace de Hilbert séparable et (T, G, u) un espace
mesuré, avec >0, o-finie, Gu-compléte. Soit (A(f)),., une famille d’opérateurs
maximaux monotones tels que Yie T, Int D(A(f)) = 0. Il y a équivalence:

(i) La famille (A(#)),, est mesurable.

(ii) L’application ¢t — D{A(#) est mesurable (i.e. VB e B(H), {te T: D(A(t)) N
N B ﬁ} € "G) et, pour toute section mesurable x(-) de cette application,
¢ > A°(t, 2(t)) est mesurable.

(iii) L’application ¢ D(A(t)) est mesurable et, pour tout « de H, ¢ — A°(¢, x)
est mesurable.

DEMONSTRATION. — i) =>ii). Résulte de la proposition précédente.

i) = iii). I1 suffit de noter que la mesurabilité de la multiapplication ¢ r— D(A(t))
entraine I’existence d’une section mesurable ¢(-); étant donné » dans H, B, = {t el
€ D(A(t))} appartient & G et Papplication »(-) définie par

{ ® te b,
z(l) =

o(t) t¢ E, est une section mesurable de ¢ — D(A(f))

Par conséquent, I'application ¢ — A°(t, #(3)) est mesurable et Papplication ¢ — A°(f, »)
est mesurable de E, dans H.

iii) =>i). Nous allons construiré une famille (mn('))neN de fonctions étagées telles
que, pour tout ¢ de 7, la suite (#,(2)),cn soit dense dans D(A(?):

Soit (#,),.x une suite dense dans H; par hypothése, 'ensemble E, = {te T:
asneD(A(t))} est mesurable et te E, — A% x,) est mesurable; (notons que
Int D{A(-)) 50 entraine quengJNE’n = T).

Posons
z, tekl,
&Ly te El\En

2,(t) = @, teB\(E,U E,)

Ty tEEk\(EIU Ez ..U Ek_l U En)
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Alors x,(-) est mesurable étagée et, pour tout ¢ de T, »,(f) appartient & D(A(?));
pour tout » de N, t = A°(#, #,(f)) est mesurable, ceci découlant directement de hypo-
theése et du fait que x,(-) est mesurable étagée.

De plus, pour tout t de T, (1,(1)) .~ est un sous-ensemble dense de D(A(#)): D(A(2)
étant d’intérieur non vide, on a D{A(f)) = Int D(A()) (cf. [8]) et D(A(H)) N (#,)pen =
= (%, )ren €5t dense dans D{A(1)); A’autre part, ¢ appartient a ¥, ,,, et done, x,,,(f) =
= %,4, Par construction des (x (-))%N.

k{2
D’aprés le lemme 2.4, on a:

A(t) = {(#, y) € D(A(1)) x H: Yn e Ny — A°(t, ®.(8)), # — ,(8)>>0}

et done

(#) = {(t, @) e T xH: we D(A(0)} x H [ {(t, 2, 9) €
€T XHXH: {y— A%t, 1,(t)), #— @a(1))> 0}

appartient & TR B(H) ® B(H), ce qui entraine la mesurabilité de la famille (4(8)),ep-

COROLLAIRE 2.1. — Soit H un espace de Hilbert séparable et (T, B, u) un espace
mesuré avec u>0, o-finie, G p-compléte. Soit (A4(f),., une famille d’opérateurs
maximaux monotones dans H tels que, pour tout ¢ de 7, D(A(f)) soit I’intérieur
relatif (?) non vide; sont équivalents:

(i) L'application ¢~ D(A(f)) est multivoque mesurable et pout toute section
mesurable de cette application, 'application ¢ — A(t, #(t)) est multivoque
mesurable.

(ii) La famille (A(f)),., est mesurable.

DEMONSTRATION. — On se raméne tout d’abord au cas oi Vie T, D(A(P) 3 0;
notant ¢ - g(f) une section mesurable de la multiapplication ¢ — D(A(f)) il suffit de
remplacer la famille (A(f)),.; par la famille (B(t)),., ol B(, ) = A(t, 2 4 o(t):
Vte I B(t) est maximal monotone et de la relation (I + AB(#))~ = (I + 14(1))*-
‘(% + o(t)) — o(t) on déduit que la mesurabilité de la famille (B(f)),, est équivalente
& la-mesurabilité de la famille (A(f)),.p; on suppose donc que Vie T, D{A(f)) > 0;
on se rameéne alors au cas ol Int D(A(¥) s« 0 en décomposant A(f) comme suit:
Etant donné A maximal monotone (D(A)> 0), notons D(4) le sous-espace fermé
engendré par D(4) et [D(4)]* le sous-espace orthogonal; on a:

Vue D(A) Au = {projy -+ projyfly € Au};
(AN (4t

() 11 s’agit de l'intérieur relatif au sous-espace affine engendré.
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Or, Au = Au -+ [D(A)]* d’aprés la maximalité de 4, et donec:

VueD(A) Awu =projdu + [D(A)]"
(4

L’opérateur défini par Aw = proj Au de domaine égal & D(A4) est maximal mono-
tone dans [D(A)]: [F]03]

a) Yu,, use D{A) {proj Au,— proj Au,, u;— u,> =
= {proj Au, — Au, -+ Au,— proj Au,, u,— 4> + {Auy— Auy, 4, — u,>>0

(le premier terme du second membre étant nul).

) Soitf e [D( )] et 2 > 0; d’aprés la maximalité de A dans H, il existe w € D(A)
tel que

w-+ Adusf;

par conséquent,

Auaz;—“e[D(A)] et Aus!=%,
soit, w 4+ 1Au>f.

Montrons que D’application ¢ —>[D(A(#))] est mesurable. Soit (#.(*)),.v une fa-
mille dénombrable dense de sections mesurables de la multiapplication ¢ — D(A(t)).
I’ensemble des applications de la forme ¢ —0,(t) = 3 A4.,@,(t), ou 4,€Q, forme

il fini
une famille dénombrable dense de sections mesurables de la multiapplication ¢ —
— [D(A( )], cette derniére est donc mesurable.

D’aprés le lemme 2.4, puisque l'intérieur du domaine de D(A(#)) = D(A(t)) rela-

tiverment au sous-espace fermé engendré est non vide,

A@) = {(w, y) e[D(A@)] x[D(A®)]: Yne Ny — A°(t, (1)), ©— m”(t)>>0} ;
(en effet (@,(f)),en ©8t dense dans D(A(F) = D(fi(t))).

La multiapplication ¢ — A(t, #,(t)) est multivoque mesurable par hypothése; il
en est de méme de la multiapplication ¢ — A(¢, 2.(8)) = A(t, 2.()) N [D{A( [D(A®)],
comme intersection des deux multiapplications mesurables ¢ — A(z, @,(t)) et t >
> [ D(A( )] Par conséquent, P’application tr—>A°(t #,(t)) est mesurable, et I'on
en dedult comme dans la démonstration: du théoréme 2.2, que la multiapplication
t — A(t) a son graphe dans TR B(H) R H(H) ce qui exprime sa mesurabilité; reve-
nons a l’expression

Ayu = A@)w - [D(AD) ;5  [DAG) ] = {weH:Vne N {u, 0,(t)) = 0}
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et donc ¢ —>[D(A(#))]* est mesurable. On en déduit I'existence d’une famille mesu-
rable de sections mesurables de Papplication ¢ — [D(A®))]*: [D(A®)) ] = U {aa(t)}-
neN

Notant par ailleurs A(#) = U {y.(t), B.(1)}, avec p,() et f.(-) mesurables, on a
nelN

Aty = U {yal?), Balf) + an(t)}, puisque A(f) est fermé dans H x H; par conséquent,

t — A(t) est multivoque mesurable,

2, — Familles mesurables de sous-différentiels et intégrandes convexes normales.

Nous supposons a présent A(f) = d¢* ol ¢! est convexe, sci, propre de H dans

1— o0, + ool

TrEOREME C. (Rockafellar [27]). — Soit H un espace de Hilbert séparable et (T, G, u)
un espace mesuré, u=0 o-finie, G u-compléte; soit @: T X H ~>]— oo, | oo] telle que
pour tout t de T, Vapplication x — p(t, x) est convexe, se¢i, propre, il y a équivalence:

(i) @ est G B mesurable (B tribu borélienne de H);
(ii) La multiapplication t — Epip(t,-) est mesurable (ot Epig(t, ) = {(x, 1) e
€ HXR: 2> q(t, 2)}).

On dira que ¢ est une intégrande convexe normale si I'une des propriétés équiva-
lentes ci-dessus est vérifiée; on désigne toujours par A, le cdne des sous-différentiels
de fonctions convexes, sci, propres de H dans }— oo, - oo et par Ay, e sous-cone
de A, formé par les fonetions positives nulles & Porigine.

TaEORBME 2.3. — Soit (T, G, u) un espace mesuré, u>0 o-finie, G u-compléte et
(@')en une famille de fonctionnelles convewes sci, propres de H dams ]— oo, -+ ool
il y a équivalence

(i) ¢, 2)e TXH — olt, x) est une intégrande convewe normale;

(i) VA>0, Vwe H, ¢ - (I 4 Aop*)~'x mesurable ot il cwiste t — my(t) mesu-
rable ainsi que 1 — p(t, 1,(1);

(iil) VA> 0, (resp. 32), (t, ®) > ga(t, ©) est une intégrande convewe normale.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.3. — i) =ii). Le graphe de la multiapplica-
tion t — ot est égal 4

G(op) = {(t, v, y) e T x H x H; o(t, #) + ¢*(t, y) — <&, y> = 0} .

Or ¢ étant une intégrande normale, ¢* Iest également: la démonstration de ce résultat
repose sur la remarque suivante: soit ¢ — (r,(f), 0,(¢)) une famille dénombrable dense
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de sections mesurables de I'application ¢ — Epip(t); alors

@*(t, ») = sup {<&, 0.(1)) — ra(t)} et ¢* est une intégrande normale;
neN

Papplication (¢, z, y) = @(t, @) 4 ¢*(t, y) — {&, y)> est done G B(H x H) mesurable,
(tenant compte de P'égalité B(H)® B(H) = B(H X H) car H est séparable).

L’application ¢ — op? étant de graphe mesurable, est done mesurable.

D’aprés le Théoréme 2.1, les résolvantes dépendent mesurablement de fe 7T
de plus posant z,(t) = J'z, et y,(t) = Alw, on a bien ¢ — zy(t), t — y,(f) mesurables,
pour tout ¢ de T yo(t) € dg(¢, %(t)), et t = p(t, 2,(¢)) est mesurable comme composée
d’applications mesurables.

ii} =1i). Nous allons passer par l'intermédiaire des approximations Yosida.
Soit 4> 0, ¢ H et t € T fixés; écrivons que Papplication 7 — @a(t, 70 - (1 — 7) 2o(1))
est 1'intégrale de sa dérivée:

1
#alty ) — @ty 30(®) = [<Aalt, 70 + (1 — Dalt)), @ — m(t)) dv
0

ou A, est la différentielle Fréchet de ¢i. Remarquant que Pintégrale ci-dessus est
limite simple de sommes de Riemann, on conclut & la mesurabilité, pour tout 4> 0
et tout # dans H, de Papplication ¢ > ga(t, #) — @a(t, 4,(¢)) ; compte tenu de la conti-
nuité de Papplication # — @i(t, #) pour tout ¢ de T, Papplication (¢, ) — @a(t, 2) —
— @a(t, z4(t)) est de Carathéodory; elle est done mesurable de 7'x H muni de la tribu
TR B dans R (cf. [15]). En passant & Ia limite lorsque A tend vers zéro, on en déduit
la mesurabilité de application (¢, #) ~> (4, ) — @(¢, 2,(t)) ; tenant compte de la mesu-
rabilité de Lapplication (t, x) > (2, #,(t)) ; on conclut que I'application (t, #) — ¢(t, »)
est T® B mesurable et donc que ¢ est une intégrande normale.

1) <=-iii). Compte tenu de la relation

2 :((pVElZ |.[z)** :(¢*+g ! ]2)*

on conclut que si @ est une intégrande normale, g, 'est également.

D’autre part @ = sup @y.; 81 @i est une intégrande normale pour tout 4, ¢ Uest
nelN
donc également. Cette conclusion reste vraie si Pon suppose que g, est une inté-

grande normale pour seulement un A, > 0: cela découle immédiatement de la relation

==z )

A Paide du théordme 2.3, nous allons définir, dans la proposition suivante, d’une
nouvelle fagon, la notion d’intégrande convexe normale, cette présentation se révé-
lant d’un emploi assez souple dans de nombreuses questions (corollaires 2.2, 2.3, 2.4).
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PROPOSITION 2.2, — Soit (7, B, u) un espace mesuré, ;>0 o-finite, uy-compléte.
Soit @ une intégrande convexe. Il y a équivalence:

(i) @ est une intégrande normale.

(if) L’application ¢ — P(t,-) est mesurable de I’ dans T, (cf. DéL. 1.5).

DEMONSTRATION. — (i)<=-(ii). On suppose que @ est une intégrande normale;
d’aprés le théoréme 2.3, les applications ¢ — 0P(t,-) et ¢ — Dy(t,2) (1 >0,z H)
sont mesurables ee qui entraine, par définition de la topologie de la M-convergence,
la mesurabilité de Papplication ¢ — &(1,-) de T dans G,,.

(iiy = (i). Soit 1,> 0 et @, H fixés; par hypothése, les application ¢ s 20P(,-)
et ¢ > @, (f, z,) sont mesurables; il en est de méme des applications ¢+ 0D, (t, x,)
et t > @, (t, z,), ce qui entraine d’apres le théoréme 2.3, ((ii) = (i)) que Papplication
(t, ) > @, (t, ) est une intégrande normale. Toujours d’aprés le théoréme 2.3,
((iil) = ()}, on déduit que (¢, ) — D(f, ) est une intégrande normale.

COROLLAIRE 2.2. — Soit (t, #) € T X H —> ®(t, v) une suite d’intégrandes convexes
normales et (@(t,")),., une famille de fonctions convexes, sci, propres; on suppose

upp.tel &*1,-) > D) au sens de Mosco.

Alors (, ) — @(t, #) est une intégrande convexe normale.

DEMONSTRATION. ~ D’aprés la proposition 2.2, les applications £ — @(t,+) sont
mesurables de 7' dans T,,, et, presque pour tout s, Pr(t,) converge vers (¢, ) dans G,
lorsque » tend vers -+ oo; par comséquent, lapplication ¢ — @(¢,-), comme limite
simple d’applications mesurables, est mesurable, ce qui signifie, d’aprés la proposi-
tion 2.2, que l'application (¢, ) > ®(t, ) est une intégrande normale.

COROLLATRE 2.3. — Soit T compact, u mesure de Radon positive sur T et @ une
intégrande convexe sur T X H, il y a équivalence

(i} @ intégrande normale;

(ii) Ve > 0, K. compact, K. c T, u(T\K:)<e et (I, - ¢ dans Ke, #, —> 1) =
= (D(t, 2) <lim &2, z,)).

DEMONSTRATION — (i) = (ii). On suppose que @ est une intégrande normale;
d’aprés la proposition 2.2, 'application ¢ — @(t,-) est mesurable de T dans G, ; ’aprés
Ia propriété de Lusin pour tout ¢ > 0, il esiste K,c 7, PN He) < e tel que Papplica-
tion ¢ — &(f,-) soit continue de K. dans B,,; par conséquent, sit, — ¢ dans K., D(t,, ")
converge au sens de Mosco vers @(f,-) ce qui entraine (ii).

{ii) = (i). Evident.
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COROLLAIRE 2.4. — Soit 7' compaect muni d’une de Radon positive yu; soit ¢ — I'(¢)
une multiapplication mesurable de 7 dans H, & valeurs convexes, fermées non vides;
Alors pour tout ¢ > 0, il existe K. compact, K. c T, p(T\K:)<e tel que Papplica-
tion ¢ — I'(t) soit de graphe séquentiellement fermé dans K.xw— H (i.e. si ¢, - ¢
dans K., @, - dans w— H, @, I'(t,) pour tout ne N, alors =< I'(?)).

D#iMONSTRATION. — Posons D(t, #) = Ipy(®) ol I, est la fonetion indicatrice
de I'(t); notant que Epi @(t,-) = [0, + oo X I'(t), la mesurabilité de la multiappli-
cation # — I'(¢) entraine, d’aprés le théoréme C, que @ est une intégrande normale;
il guffit alors d’appliquer le corollaire 2.3 pour conclure.

Nous allons donner par ailleurs nne démonstration directe de ce résultat:

Puisque la multiapplication ¢ — I'(f) est mesurable, pour tout «# de H Papplica-
tion ¢ +> d(w, I'(t)) est mesurable et 'application

t = Projpg @ = (1) N E(m, a(w, F(t))) est mesurable

(cf. [14] pour le résultat concernant la mesurabilité de ¢ — [) ]’i(t)); étant donné
iel

(,),en dense dans H, par application de la propriété de Lusin, pour chaque &> 0,
on pourra trouver K. compact, K. K, m(K\K:}<¢e tel que:

VYneN &~ projp,®, est continue de K, dans H .

Or Y(n, m) e NxN, Vt, [projry @, — projry, ,|< |z, — @,| et par conséquent Pappli-
cation ¢ > projp, # est continue de K, dans H pour tout « de H; soit alors ¢, —1
dans K, et o, — =, v, I'(t,); puisque x,e ['({,), Ve H

<& — Projry,y & Projpg, & — #,0>0;
par passage & la limite Vée H
(& — projry &, projryé— #>>0;

prenant & = x, on obtient # = projp, #, soitz € I'(Y).

3. — Somme de familles mesurables.

Dans ce paragraphe on étudie le probléme suivant: étant données deux familles
mesurables ¢ — A(t) et £ — B(t) d’opérateurs maximaux monotones dans un Hilbert
séparable H, V'application ¢ —> A(f) + B(f) est-elle encore mesurable? Pour rester
dans le cadre ol nous sommes placés, nous ferons I’hypothése 4(¢) -+ B(f) maximal
monotone.
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Dans le cas ol A(f) = d¢p* et B(t) = 0y* sont des sous-différentiels de fonctions
convexes sci, la condition A(f) + B(f) maximal monotone se traduit par 'égalité
Ot + Oy’ == o(p* -+ p!). D’aprés le Théoréme 2.3, Remarque 2.4 on peut supposer
que ¢ et y sont des intégrandes normales; il s’ensuit que ¢ + p est une intégrande
normale et toujours d’aprés le méme Théoréme que la famille (9¢* - 2y?), te T,
est mesurable.

Dégageons tout d’abord le lemme suivant:

LeMME 2.5. ~ Sodent A, B, A | B des opérateurs maximaux monotones. Alors
A4+ By—>A-+ B dans Mp.

DEMONSTRATION, — On sait déja que B; — B; soit @ = (I + 4 -+ Bi)"lyouy
est donné dans X; on a done x4 Az -+ Biracy; or d’apres le Théoréme de
Brezis-Crandall-Pazy, la condition 4 4- B maximal monotone entraine que z; tend
vers 2 solution de # 4 Ax 4+ Brey, soit x = (I -+ A + B)'y.

THEOREME 2.4. — Soit (T, G, p) un espace mesuré, >0 o-finie et G u-compléte et
s0it {A(1))ep € (B®))eq deuw familles mesurables dopérateurs mozimaus monotones
telles que pour tout ¢t de T, A(t) -+ B(t) soit encore maximal monotone; alors la famille
(A(®) + B@))er est mesurable.

DEMONSTRATION. — Soit 4 > 0 fixé; montrons que la famille (A(f) 4 B,(t)),cr st
mesurable: soit (o,(t)),.y une famille dénombrable dense de sections mesurables de
Papplication ¢ — A(t), 0.(t) = (#a(t), ¥.(1)) ; on vérifie que (@.(+), ¥u(*) + Ba(*, #ul*))pen
est une famille dénombrable dense de sections mesurables de Papplieation t — A(f) +
- Ba(t); en effet soit (x, y) € A(t) + Ba(t) alors y— B,;(#)xz € A(t)x et I’on peunt trou-
ver un indice n tel que |r— x,(1)|{<e, ly— Balt) s — y.(t)|<e.

Par eonséquent

ly —yau(t) — Ba(ty 2a(t)) |< ly — yult) — Bult, @)| + |Ba(t, @u(t)) — Bult, @)

<s+%}m—wn(t)§<s(l —1~%)

Toujours d’aprés le Théoréme A, on en déduit la mesurabilité de la famille d’opéra-
teurs maximaux monotones (A(f) 4 B,(#)),.r, ¢’est-2-dire la mesurabilité de Pappli-
cation ¢ — A(f) 4+ Ba(t) de T dans Mp; et done d’aprés le Lemme 2.5, Papplication
t — A(t) -+ B(t) comme limite simple d’applications mesurables, est mesurable de T
dans AGg.

Nous dégageons de la démonstration du Théoréme 2.4, un lemme général dont
nous nous servirons par la suite:

LeMME 2.6. — Soient (A%),cn, (B™)eny 4% B® m-acerétif. On suppose que A" — A
¢t B* — B dans Qg; alors YA>0, A® + B} - A + B,.
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DEMONSTRATION. ~ Soit (¢, y) € A + Ba, y — Bix e Ax; il existe done (27, 27) € A7
a" = x, & >y — By,
Posons y, = "+ Biz, e (A" + Bj)w,; on a d'une part z* —x et d’autre part
lyn—y| =" + Bﬁwn—y{
< |#" — (y — Biw)| -+ |Bix — Biw| + |Biw — B,

A

|#* — (y — Bax)| + |Baw — Bia| -+ % 2, — 2|

ot done
Yn =Y.

REMARQUE 2.2. — 1) La démonstration du Théoreme 2.4 ne ge généralise pas directe-
ment au cas accrétif car la premiére partie utilise le Théoréme de Brezis-Crandall-
Pazy qui sous sa version acerétive (cf. BENILAN [6]) ne permet pas de conclure ici;

2) Le résultat du Théoréme 2.4 se généralise trivialement en prenant (4,(t));_, .,

une suite de familles mesurables d’opérateurs maximaux monotones et (a,);_; ., une
w

suite de réels >0; alors la famille » «,4,(¢) est encore mesurable (sous réserve que

=1
soient encore dang M toutes les sommes partielles).

CHAPITRE IIT

APPLICATION A I’ETUDE D'EQUATIONS D’EVOLUTION

Dans ce chapitre, on se propose d’établir le théoréme abstrait 3.2 établissant
Pexistence de solution forte au probléme

(I) — () + A(t, u(®) + B(t, w(t)) 3 £(1)

ol (A(t))er0,y Aésigne une famille d’opérateurs maximaux monotones et (B(?))e,m
désigne une famille d’opérateurs monotones, dépendant mesurablement de ¢ en un
sens que Von précisera, chaque B(f) étant « dominé » par le A(f) correspondant. Ce
modéle est celui auquel conduit ’étude dn probléme de la chaleur non linéaire dans
un domaine variable (ef. [3]).

Lia méthode congiste & prolonger chaque B(f) en un opérateur maximal monotone
B(t) tout en préservant la mesurabilité de la famille prolongée (B(t))ism’m (théo-
réme 3.1); on étudie alors le probléme (I) en passant par Vintermédiaire de

{@ du + A(t, u@) + B, u(t) 2f(t) .
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1. — Prolongement mesurable de familles mesurables d’opérateurs monotones.

Dans cette partie, on s’attache au probléme suivant: étant donnée nne famille
(BY),cp Lopérateurs monotones, dépendant mesurablement de 7, en un sens & préeiser,
peut-on la prolonger en une famille mesurable (Et)m, d’opérateurs maximaux mono-
tones; c’est Pobjet du Théoréme 2.5, & I’élaboration duquel ont activement parti-
cipé P. Bénilan et A. Damlamian.

DErFINTIION 3.1. — 1) Soit (7, B) un espace mesurable et I" une multiapplication
4 valeurs non vides de T dans un espace topologique X'; on dira que I' est mesurable si

YO ouvert de X, {el:I')NO%£0eT.

2) Une famille de multiapplication (I'(#)),., de X dans X est dite mesurable
si la multiapplication ¢ > @G(I'(f)) est mesurable de T dans X xX; (G(F(t)) =
={zy) e XxX; yef(t)x}).

Remarquons que cette définition est compatible avec la définition 2.2,

REMARQUE 3.1. — Soit (7, G, u) un espace mesuré, y positive ¢-finie, G y-compléte
et ¢ — I'(t) une multiapplication mesurable de T dans X espace métrique séparable
alors ¢ — I'() est mesurable (et satisfait & toutes les conditions équivalentes du
Théoréme A).

En effet, soit @ € X fixé, d(w, I'(1)) = d(=, ['(#)) done

{te T: d(w, (1)) < r} = {t € T: d(w, I'(t)) <7}
={teT: I't)NBx,r)~0} €T

ce qui signifie ¢ — d(w, I'(#)) mesurable et donc ¢ — I'(f) mesurable (Théoréme A).

LeMME 3.1. — Soit (T, G, u) un espace mesuré, p positive o-finie, G u-compléle et
(X, d) espace métrique séparable complet, On se donne une famille &’ applications con-
tinues (F(t))teT, F(t): Dt —> X, D* fermé dans X. On a les implications:

(i) La famille (F(1)),, est mesurable.

(ii) L’application t — D(1) est mesurable et pour toute application b univoque
mesurable de T dans H telle que pour presque tout ¢, h(t) € D, Vapplication
i — P(t, h(t)) est mesurable.

(ili) L'applicaiion t —> D(I) est mesurable ef pour tout x de X, Uapplication
t — F(t, ) est mesurable (i.e. B, = {tc T: x € D% est mesurable ¢t t — P(t, )
est mesurable de E, dans X).

(i) <> (i) = (iii) .

7 — Annali di Matematica
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DEMONSTRATION, — (i) = (ii). Notons tout d’abord que, D! fermé, entraine que
Ft est de graphe fermé dans H x H; soit O borélien de X:

{te T: D*N O 50} = proj, {G(F) N TxO xX}

et d’aprés le théoréme de projection eet ensemble appartient & G, ce qui exprime la
mesurabilité de la multiapplication ¢ — D¢ (d’aprés le Théoréme A).

La famille (F(f)),., 6tant mesurable, il existe une famille dénombrable ¢ — (#.(t),
Y1) pen Lapplications mesurables de 7' dans X X X telles que pour tout ¢ de T

G(E(®) = U (@a(0), yal?) -
neN
Soit b une sélection mesurable de la multiapplication ¢ D¢ = dom F(f}; pour
tout n € N posons

A= {te T: A(h(1), w(1)) < %} :

On a T = U 4,,; par un procédé standard, on fabrique & partir des (4, )y, une
keN
partition mesurable (C; ).y de T, avee

Ve Oy (D, ult)) < -

Posons #,(t) = o) 81 t€ Cpu:

Alors Vie T, d(h(t),2.(t))<l/n et par conséquent Vie T, z,(f) —h(f) dans X;
d’autre part pour tout ¢ on a z,(f) € D* et F(f) étant continue sur DY,

Ft, b(t)) = lim F(i, 2.(t)) .

Ty 4 00

La fonection ¢ F(¢, h(t)), comme limite simple de fonctions mesurables, est done
mesurable.

(if) = (i). La multiapplication ¢ — D* étant mesurable & valeurs fermées, il existe
(®,),en famille dénombrable d’applications mesurables de 7' dans X telles que Vie T,

Dt = Uum,(t); les applications ¢ — F(t, #,(t)) sont mesurables par hypothése et
t > ha(t) = (#a(8), F(t, @.(t)) est mesurable de T dans X x X; tenant compte du fait

que G(F*) = | hy(t), on déduit la mesurabilité de la famille (F(1)),cr:

(i) = (ili). Par définition E, = {te T: D* N {a} = 0} et donc (Théoréme A), I,
appartient & B; soit d’autre part ¢ — h(f) une section mesurable de ¢ — D*; 1a fone-
tion g, qui vaut k(t) sur [E, et # sur H,, est donc mesurable de T’ dans X et g,(f) ap-
partient & D¢ pour tout ¢ de 7T'; la function ¢ — F(i, g.(t)) est donc mesurable; sa
restriction & B, soit ¢ — F(t, ), est done mesurable.
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REMARQUE 2.7. — 1) Dans le cas out Vi € T, Int D*=£ @, ol dans le cas D = D indé-
pendant de ¢ on & (i) <> (il) <> (iii); il suffit de reprendre le début de la démonstra-
tion du Théoréme 2.2: on met en évidence une famille (xn( . ))%N d’applications mesu-
rables de 7T dans H telles que

VieT, Dt=J{z.)} et YneN, t—F(t,x,() mesurable .

On en déduit la mesurabilité de la famille (F(?))er.

2) Dans le cas olt les (F(t)),., sont continue partout définies, on a (i) <= (ii) <
<-VYre X, t - F(t, ) mesurable.

3) L’implication (iii) = (ii) est fausse en général: prenons X == R, et P(1) la
fonction constante égale & «(f) sur un domaine rédunit & deux points {I, ¢ -+ 1}, avee
t — a(f) non mesurable.

L’application ¢ — dom F(f) = {¢, ¢ + 1} est bien mesurable; pour tout » de R
Vapplication ¢ — F(t, #) est définie sur un ensemble réduit & deux points {z, x — 1}
et est donc continue; prenant h(f) = t, b est bien une section mesurable de ¢ — dom F(%)
et pourtant — F(t, h(t)) = «(t) n’est pas mesurable,

ProrosrTION 3.1. — Soit (T, G, u) u positive o-finie, G u-compléte, H un espace
de Hilbert séparable et soit (F(t))tﬂ, une famille mesurable de contractions (non partout
définies) de H dans H. Il existe alors une famille (F(t)),.p, mesurable, de contractions
partout définies telle que pour tout t de T, F(t) soit un prolongement de F(t).

DEMONSTRATION. — Tout d’abord pour xe D(F()) = D* on pose F(t)(x) =
=yelDit’nyl_)mF(t)a; qui est bien définie.

On a G(F() = G(F(t)) et d’aprés la remarque 2.6 la famille (7'(#),., est une
famille mesurable de contractions, prolongeant la famille (F(f)),.,; on se raméne
done au cas olt F(t) est de graphe fermé.

Soit (#,),ey dense dans H; il suffit de prolonger la famille (F(f)),ep & (2,),en de
telle sorte que Yu € N, ¢ — F(3, #,) soit mesurable; on se donne donc un %, fixé dans X.

Néeessairement la valeur prise en @, par un prolongement de F(f) doit appartenir

4 Uensemble
Ut(mo) = {z€ H: d(z, F(t, &) <d(w,, &) VEe DY,

D’aprés le Théoréme VALENTINE-KINZBRAUN [18], 'ensemble Ut(x,) est non vide;
notre probléme consiste & montrer Pexistence d’une section mesurable 4 la multiap-
plication ¢ — Ut(x,), ce qui revient 3 montrer, remarquant que Uz, est un fermé,
que la multiapplication ¢ — Ut(z,) est mesurable (Théoréme A). Or la famille (F(1)),.p
étant mesurable, et F(f) étant de graphe fermé pour tout, il existe une famille (#,(+)),en
d’applications mesurables telles que les applications ¢ — F(t, #,({)) soient mesurables,
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plus généralement, on peut considérer une famille mesurable (7T(#)),., d’applications
o-h6ldériennes d’'un espace métrique séparable complet X dans un espace métrique
séparable complet ¥, pour lesquels on ait la propriété de prolongement (cf. référence
communiquée par C. CASTAING, L. Wirriams, J. H. WELLS et J. L. HAYDEN [31]).

TEHHOREME 3.1. (H. Attouch, P. Benilan, A. Damlamian). — 8Soit (T, G, u) un
espace mesuré, u positive o-finie, G yu-compléte et H un Hilbert séparable. Soit (BY).p
une famille mesurable d’opérateurs monotones (dans H); il ewiste alors une famille (E Ve
mesurable, d’opérateurs mawimaur monotones (dans H), telle que pour tout ¢ de T, Bt
soit un prolongement de B*.

DEMONSTRATION. — On se raméne tout d’abord au cas B’ fermé, en prenant sa
fermeture, opération qui conserve la monotonie et la mesurabilité de la famille B¢
(Remarque 2.6); on utilise alors la méthode de Minty, (ufilisant la transformation
de Cayley); on pose

Fi= {(&+ y, x— y)/(z, y) € BY} .

On vérifie aisément que F* est, pour tout #, une contraction de graphe fermé définie
sur R(I -~ BY). La famille (F?),, est mesurable: soit (w,(-), Y,(* ey une famille
dénombrable d’applications mesurables de T dans H xH telle que

VieT Bi=U{(#.(t), y.(1)};

neN

Posons 2,(+) = (za(*) + ¥al*); #al() — ¥a(*)); les applications 2,(-) sont mesurables et:

VieT Fi= U {z)}.
neN

D’aprés la Proposition 2.2, il existe une famille (F’*)te,ﬁ mesurable de contractions
partout définies telle que pour tout ¢ de T, F* prolonge F*. On pose

Be— {(%(u+ﬁtu), L (u— F*u)); uEH} .

On vérifie que Bt est un opérateur monotone et que pour tout ¢ de 7, (I + Bt)—l =
= 1 F#. Dapres le Théoréme 2.1, 1a famille B* est une famille mesurable d’opé-
rateurs maximaux monotones; enfin Bt prolonge B! puisque

(w,y)eB* = (@ +y,x—y)c F’
=> @ty x—y ek

= (o, y)egt.
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2. — Théorémes de perturbation.

DEFINITION 3.2. — 80it (A(£));e0, 7y e famille d’opératenrs maximaux monotones;
on dira que u est solution forte de dufdt 4 A(t)u>f; w(0) = u, ot fe L0, T; H)
et u, € H siwe C([0, TT; H) N Wii(10, T[; H), u(0) = w, et p.p. ¢ € 10, T[ (du/dt)(t)
- A(t) u(t) €#(t). Le graphe de ’opérateur solution faible est défini comme étant
la fermeture du graphe de I'opérateur solution forte dans ([0, T; H) x L*([0, T1; H).
Nous utiliserons Pestimation suivante (cf. BREZIS [8], Lemme 3.1).

Soient # et » solutions faibles de du/dt -+ A({t)usf, do/dt 4+ A{F)v>g; on &
i
() — ()] < Juls) — v(s)] + j 1) — g(v)|dv  Vo<s<t<T.

On établit cette estimation pour des solutions fortes, et ensuite on passe triviale-
ment & la limite. Nous allons tout d’abord énoncer un résultat concernant les per-
turbations lipschitziennes, qui sera utile pour la suite.

PROPOSITION 3.2. — 8ot (A(1)e0.m une famille dopérateurs mawimaus monotones
dans H, espace de Hilbert réel et w, donné dans H tels que

H,) Vfe LY([0, T1; H), il ewiste w unique solution forte (resp. faible) de

du
T + A usf;  u(0) =1u,.

Soit dawtre port (B(1)) 0, une famille @ applications de H dans H telles que

H,) Pour presque tout t € [0, T1, D(B(t)) = D(A(?)), et il ewiste k € L0, T) telle
que |B(t)o — B(t)y|<k(t)|z — y| p.p. €10, T[, Y, y € D(A(?)).

H,) L’application t — B(i) est mesurable.

H,) dwe L>(0, T; H), o(t) € D(A() p.p.t, et t — B(t, o(t)) € L0, T; H).
Alors Yfe L0, T'; H), il ewiste w unique solution forte (resp. faible) de
du
T = TAQOu+Busf;  w.0)=u.

REMARQUE 3.4. — On a supposé D(B(t)) = D(A(f) et ¢ — B(t) mesurable; on
aurait pu supposer, ce qui parait plus naturel: Hé) B(t) est lipschitzien de rapport k(t)
sur un domaine D(B(})) contenant D(A(f)) et Papplication ¢ — B(t) est mesurable;
mais cebte hypothése se rameéne en général & ’hypothése T,) puisque (1) est équivalent &

%;f + A(t)u 4 B(t)[D{A)usf
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et que le graphe dans [0, T]X (H x H) de B(f)[D(A?) est la trace du graphe de B(f)
sur le graphe de ¢ — D(A¢Y) x H dans [0, TIxH xH.

Done lorsque ¢ — D(A?) est mesurable (ce qui est le cas lorsque ¢ — A(¢) est mesu-
rable) hypothése Hj), H,) se raméne & 'hypothése Hy), Hy).

Remarquons enfin, compte tenn du Lemme 2.7, que H,) équivaut a:

Yz:[0, T] - H mesurable univoque, telle que p.p. t€]0, IT[ x(f) e D(A(t)),
Papplieation ¢ — B(t, #(f)) est mesurable.

Dans le cas ot D(A(1)) = D est fixe, Hy) est équivalent a:

Yz e D t — B(f, #) est mesurable, et donc la Proposition 3.6 apparait comme
une généralisation partielle de la Proposition 1.12 P. BENILAN [5], et du Théoréme 1.20
A. DAMLAMIAN [16].

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.2. — On utilise une méthode de point fixe
dans Vespace B = {ue C([0, T1; H): p.p. t€ [0, T], u(t) € D(A(#))} muni de la mé-
trique de la eonvergence uniforme; soit § I'application de E dans F qui & % associe
1a solution forte (resp. faible) de

dv

¥ + Aoz —B@)ut); u(0) =,

(on remarque que ’on peut se ramener au cas f = 0); cette équation a bien une golu-
tion puisque ¢ —> B(f)u(f) est mesurable (d’aprés H; et le Lemme 2.7) et est majoré par:

|B(8) u(t)| < |B(t, w(®) | + k(t)u(t) — ()] .

11 s’agit de montrer que P’application § admet un point fixe unique:
Soient #,, 4, E, on a

i
|Suu(t) — Sus(t) < [B(z, (1) — B(r, us(x) | dr
0

12
< f 5(7) |ua(7) — ua(7)| d

0

et done par un argument classique

1%]%
n

187, (1) — 8" ug(t) |< [ty —ua| ;= V[0, TT.

11 existe done n e N tel que 8» soit lipschitzienne de rapport strictement inférieur
% un, de Pespace métrique complet ¥ dans lui-méme; d’olt la conclusion.
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TahoREME 3.2. — Soit H un espace de Hilbert véel et (A(t)),er0,1y une famille &opéra-
teurs maximaus monotones dans H, tels que:

H,) Il existe une mesure dm = pdi, p majorée et minorée par des constanies
strictement positives, et w continue lelles que:

Vg e L¥([0, T1; H), Vuoe D(A(0)),

il ewiste v unique, solution forte de

dv

= T Al o@)290);  v(0) = u,

avec en outre

dv

o < g |ztamm ~+ @ ([#ol, |4(0) %) -

L*(dm:H)

On se donme dautre part une famille (B(1)),eo, ¢ @ opérateurs vérifiant:

H,) Pour presque tout ¢ de [0, T, B(f) est un opérateur hémicontinu, de domaine
conveve et il ewiste ke L¥0, T; R*) telle que:

p.p.te[0,T1, Vo,yeDBY) <(Bl)z— Bt)y,z—y> + k(t)lo—y|*>0.

H,) L'applisation t — B(t) est mesurable.

H,) On suppose enfin B(t) dominé par A{l):
Il ewiste o << 3, e € L*(0, T'; RY) et d numérigue croissante telles que
pp.1€[0,T], VoeD(4) [Bi)a|<ald'(t)s|+ et)d(l]) .

CoNoLUsion. — 1) Pour tout fe L0, T'; H) et uoeD(A(O)), il existe # unique,
solution de

du
. =+ Au(t) + Btyu(t) 3 /(1)

u(0) = u,
De plus du/di e L0, T'; H).

2) Supposons en outre gue pour le probléme non perturbé, il y a effet régula-
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risant i.e.:
Il existe une mesure dm; = p,dt, avec p; positive bornée, minorée sur
tour [6, T], 6> 0 telle que:
Yge L0, T; H), Vv,eD(A(0)), 3FveC(0,T];H)
telle que v(0) = v,, (dv/dte L%.(10, 1[; H))
: dv
) W+ AWewo90)  DpEE, T)

et
dv
= < g sdmy; v
dit Lz([O,T];dm,;H) *Q‘L (10, 73:dm;i ) + wl(i OD

{w; continue fixée).

Alors pour tout fe L0, T; H) et u,c D(A(0)) il existe w unique solution de (I)
avee du/dt e L¥dm,).

DEMONSTRATION. — 1) On se raméne tout d’abord au cas B(¢) monotone: on éerit (I)
gous la forme

g’% -+ AQ) w(t) + B() w(t) + k() w(t) 3 F(8) + k() u(t)

et notant By(f)@ = B(f)x + k(t)x, appliquant la Proposition 3.6, on se raméne 3
étudier
du
7 TABu) + B, (t, u(t)) (1) -
La famille d’opérateur (Bl(zl))semm est une famille d’opérateurs monotones vérifiant
encore H,), H,); montrons que H;) est encore satisfaite: on note tout d’abord que
B,() = B(D) -+ k(t) L.
En effet (z,y) e B,(t) < 3(@., ¥.) € Bi(t) @, > @,

Yo =Y <> (@, 2.) EB{E) ®, >,

e
2=y — k()2 < (2, y — k(t)a) € B(t) < (»,y) e B(?) + k(I .

D’autre part Papplication ¢ — B(#) - k(t) I est mesurable (puisque si {ma(+),
Yu(* Vnen €5t une famille dénombrable dense de sections mesurables de Papplication
t — B(t), la famille (@.(+), yu(*) + k(+)%,(*)) ey forme encore une famille dénom-
brable dense de sections mesurables de P’application t — B(#) -+ k{t)I).

2) On suppose donce B(¢) monotone; Papplication ¢ — B(#) étant mesurable,
on peut d’aprés le Théoréme 3.1 la prolonger en une famille mesurable B(), dopé-
rateurs maximaux monotones.
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3) On va étudier le probléme (I)

. Wy Attt + Byut) 31()
I dat

w(0) = uy

et montrer Vexistence et I'unicité d'une solution # & (I); on vérifiera ensuite que u
est bien solution de (I); nous allons tout d’abord montrer la partie (1) de la conclu-
sion. (On a dm=pdt avee 0 <e¢,<p(t)<¢, Yic[0, T1) u, est fixé dans D(4(0)).
A cet effet nous allon nous placer dans Pespace 3 = L*([0, TT; E) le probléme (I)
8'éerit:

An 4+ Busf

ou les opérateurs £ et B de J€ sont définis par

du
@) (u,g)e A<>ue W20, T; H) |
#(0) = 4,
by (u,g9)e B<>pptel0, T g@t)e B ult).

(&) -+ A@)u)29() p.p.t;

L’unicité est évidente d’aprés la monotonie des opérateurs A(t), B(f); il s’agit de
montrer que opérateur £ - B est surjectif dans J; & cet effet, nous allons montrer
que cet opérateur est maximal monotone, d’inverse localement borné; d’aprés H.
BrEz1s ([8], Théoréme 2.3) on concluera & la surjectivité de cet opérateur.

1) A est maximal monotone: soient (u,,f;)e A (1 =1, 2):

F T
f(}‘z —fry Uy = Uy dt>f <§_t (s — 1), up— u,> di  d’aprés la monotonie de A(f)
] o

> 5 (D) — (D)

et A est monotone.
Soit f € J€; on cherche u e 3, u - Au = f, soit u + dujdt - A{t)ucf; u(0) = u,.
On éerit du/dt + A(3)u € f(f) — u que Pon résoud par point fixe toujours d’aprés
la Proposition 3.6.

2) & est maximal monotone.

B est évidemment monotone; soit feJe, on cherche ue ¥, u -+ Bu = f soit

pp.te[0, TT  w(t) -+ B, ult)) 37(t) .
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Nécessairement u(? (I -+ B , "))/ (8) et u(t) est mesurable; pour vérifier que u €38
il suffit en fait de montrer que 35 est non vide; puisque si g, € Boy, v, - B, 3 g, + v,
ie. (I4 B) g+ v) =1, Von aura p.p.t€[0, T1 |u(t) — vo(d)|<|f(2) — (go(t) +
4 vy(t))] et done u sera dans J€. Or d’aprés H,) il existe be W40, T'; H) et he
e L¥0, T; H) tels que p.p.t<[0, T] h{t) € A®)b(?). Il suffit de prendre h = — db/dt
out db/dt -+ A(t)be0; d’aprés H,) on aura
|Be(t, b(t) 1< IB(t, )I
<o A (#)°b(t)] + ot) d([b].o)
<0¢1h(t)1 + oty d(fp]..) -

Or i »E“(t, b(t)) est mesurable (comme limite lorsque A - 0 de ¢ — B}(t, b(t))).

3) A 1 B est maximal monotone ($H est dominé par #£).

On ne peut pas montrer directement que $ est dominé par £ dans I = L0, T; H),
ceci & cause de la généralité des hypothéses H, et H,): si on suppose dm = dt et d
lipschitzienne, étant donné f e A, on aura:

Tout d’abord on note que (B0w)(t) = H(t) u(t) p.p. ¢ € [0, T] et done p.p. £ € [0, T,

()| = |Bot)u(t)|< [B(t)u(t)| puisque w(t) e D(A(t)) c D(B(t))
< ajdYB)ult ] + o(t)d{|u@)]) d’aprés H,)

a f(t) — ﬁ‘c Ya(lu@)) -
On obtient alors en intégrant et tenant compte de H,):

[Boulse<2alflye + duljule) Vie dw
et done
|BOu|ge < 20| A° wlge + o |use) -

Sinon, dans le cas général on montre que (B,u,),., reste borné dans J o

wuy —+ Ay -+ Bruasf.
pp-t€0, T, |Balt, uat)(|< 1B, wal?)) |
< |B(#, ua(t)) | (pulsque ux(t) e D(A(2)) c D(B(t)) p.p.‘u.)
<alA°(t, ua(t)) |+ oft (luz(t )
1)) — Ba(t, wat)) “% (1) —ualt) 1 + o(®) d(ua(t) )

1
it ||+ = ematumo)

<o

Balt, ualt s

L1+ o+
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Or (dusjdt) + A(t, ua(t)) 2 f(£) — ua(®) — Bit, wal(t)) et d’aprés H), (w, réel fixé):

dua

= <|f—ua—Bi(-, wa(*)) lsamy + o

LA(dm)

B2t wa(®)) |pxam < ii—a[‘? Flzaam + 21 lzaamy + 1Balt wa (1)) looamy + wo]

1
+

1—u

[0( Y (ua(*)]) zoam -
Soit

1
12

fe(+)a@(lua(+)|)

& Ba(t, ua(t)) lre< 1%2& [2flzeam + 2%alzam + wo] + L(dm) -

Reste & montrer que {u,(t)}, ; reste borné: notant toujours, be Wo2,

A>0
dab
i + A@#)b20
b(0) = u,,
on a
% % [ua(t) —b(8) |2 4+ <A, ualt)) — A2, b)), walt) —Bb(E)D -+

+ <Balt, ua(®)) + ua(®), walyt) —b(6)> < [1(2) [lua(t) — b(1)|
d’ou utilisant la monotonie de A(f) et Bi(f)

5 7 a0 — b0 < [ua)— D) [0 + Bale, bo) |+ pio)]

et 'on conclut en notant

db |

1Ba(t, b)) |< |Bo(t, b(0)) |< e

+ e(t)d(pply) -

4) (£ + Byt est loealement borné.

Soit done Au 4 Busf; il s’agit d’obtenir une estimation sur |ulpe ne faisant
intervenir que |f|s: il suffit de reprendre le caleul précédent

— = Aty w(t)) + B, u() 5()  u(0) = u
%—z + A(t, b(2)) 30 B(0) = u,

d
g W0 — b + AL, u() — A, b()), w(?) —b(t)> +
+ <B(t, u(t)) — B(t, b(#)), w(t) — (1)) < |u(t) — ()| [[f®) | 4 Bt b®) 1] -

DO bt



108  HueDY ATTOUCH: Familles d’opérateurs mazimaus monotones et mesurabilité

Soit

DO b

2 Ity (0 < fut) — 50 19 +

%bi’ +e(t)d(fp im)] .
D’ou

olas Bl i+ | (0L el

On conclut done que #4 -+ B est surjectif dans J€ = L*([0, T']; H) et pour tout f
dans L*([0, T; H), on trouve donc u € W40, T’; H), u(0) = u,, unique solution de

9 4 At ) + Bl ult) 100

5) On revient au probléme initial et 1’on conclut & Iaide du lemme suivant:

LEMME 3.2. — Soit A maximal monotone ¢t B monotone hémicontinu de domaine
convewe, D(B) > D(A). Alors pour tout prolongemeni monotone B de B on a A + B =
= 4 4 B.

DEMONSTRATION. — On a A 4+ B> A -4 B; montrons Pinclusion inverse; soit
H ’

ve D(A) et ye Az + Bx; alors y = y1 + 4, %1€ Aw, y, € B
D’aprés le monotonie de B

{yo— Bé, z—§>>0 VEe D(B).

Posons & = 2 |- {(§;, — &) ol & € D(B); remplacant & par sa valeur et divisant par
t>0,

o— Bw 4t — ), s— &>>0 V& e D(B)
et faisant tendre ¢ vers zéro
(Y~ Bo, & — £&>>0 V& eD(B);
d’antre part, d’aprés la monotonie de A
Gr— 1, #—E0>0 V&, m) e D(4);
ajoutant ces deux inégalités, d’aprés la maximalité de A, y € Az 4 Ba.
REMARQUE 3.5. — a) On trouve u € W20, T; H) telle que p.p.?e [0, T'7 du/dt +-

+ A(t, u(t)) - B(¢, u()) 2 f(t). Mais a priori on ne sait rien sur Papplication ¢ — B(t,
u(t)); il y a cependant un cas olt 'on peut affirmer que cette application est dans
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120, T'; H): sil’on suppose que presque pour tout ¢, B(f) est de domaine dense dans H
alors p.p. ¢ B(t, u(t)) = B(t, u(t)). En effet soit » € D(B(t) et ye B(t)a: Laprés le
calcul précédent {y — B()@, »— &»>0 pour tout &e D(B()), si D(B(f)) est dense
cela entraine y = B(l)x.

Sinon dans le cas général si Pon veut que Vapplication ¢ — B(t, u(t)) soit dans
L0, T; H) il faut faire hypothése supplémentaire:

H,) Yu e Wb*(0, T'; H), telle que presque pour tout ¢ de [0, T u(t) € D(A()),
Papplication ¢ — B(t, u(t)) est mesurable. En effet, on a en plus Iestimation

1B, u(t)) |< el A9(t, u(®)) | - e(t) (]
<] 0] + 1B wi) + | G || <5 [0+ | 5

—x

b) L’hypothése H,) est assez facile & vérifier dans la pratique: il suffit de montrer
P'existence d’une famille dénombrable dense de sections mesurables 4 Papplication
t — B(?); dans la pratique (cf. [3], ATTOUCH-DAMLAMIAN; probléme de la chaleur non

linéaire) on prendra souvent H = L2(Q) et des applications constantes & valeurs
dans D(Q).

6) On fait done en plus hypothése H{).

Soit u, € E(A(O)) et o, € D(A(0)), 4o, — u, dans H; soit u, la solution de

%@% + A(t)ualt) + Blt)ua(t) 1(2) -
u,,,,(O) == Uon

Utilisant 1a monotonie des opérateurs A(f) et B({) on obtient

8, — U] oo < U — W]
et done
4, —u dans C([0, T]; H) .
D’autre part

l
e+ AOu) 31— Byuntt)

un(O) == Won

Reprenant le caleul du 3), notant @ = sup d(|u.(?)]) et w, = sup o,(|4e.]), on obtient
eN

nelN 7
£€[0,T1

< |f(8) — Bty tnlt) le2(amy + @1

L¥dm, )

du,,
dat
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et
~ o d
1B #al®) | < T3 [2]f]+ o]+ oy Olram
d’olt
Ldu, | {du, |
—= <€ et done <C.
{ dt ffﬁ(dml) } dt |e(te,1:8)

On termine alors de facon clasgique en wutilisant la demi-fermeture de Popérateur
prolongement & L#([8, T7; H) de la famille de maximaux monotones (A(t) -+ B(t)) 0.1,

REMARQUE 3.5. — Comme dans la Proposition 3.6, on aurait pu faire hypothése
H,) t — B(t)/D(4% mesurable; la démonstration aurait été en tout point identique;
on remarque encore que Hy) est conséquence de Hy) lorsque ¢ — D(A?) est mesurable.
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