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HEDY ATTOL~CIt (Pa, ris, France) 

S u m m a r y .  - This paper is devoted to the study o] ]amily o] maximal monotone operators in 
Hilbert spaces. The ]irst part deals with convergence o] such sequences in resolvent's sense, 
the second one with the study o/different notions oJ measurability one can put  on such ]amilies. 
We look with particular attention to the case oj subdi/jerentials. This problems are looked, 
with in mind, applications to the study o] convergence o] solutions oj variational inequalities 
and to the stitdy o] evolutions equations with time dependant operators. 

C I-IAPITI~E 0 

I N T I ~ O D U C T I O N  

1) A l'origine de ce travail, on trouve un certain hombre de probl6mes soulev6s 
par l'6tude des solutions fortes d'6quations d'6volution du type 

(I) d---[(t) + A( t ,  u(t)) ~ t ( t ) .  

L'op6rateur A ( t , - ) ,  ( te  [0, T]), est maxima,1 monotone dans un esp~ee de Hitbert 
H;  on cherche u continue de [0, T] darts H, ~ d&iv6e distribution clans L~(0, I ' ;  H). 

Une m6thode g6n6rale pour 6tudier (I) consiste ~ l'approcher pa, r 

(1)4 d--..u,~ (t) + A~(t,  ud t ) )  - -  ](t) 
dt 

off Az(t,  ") est l 'approximation Yosida de A(t ,  -); l'op6rateur A~(t, .) est lipsehitzien 
et pour r6soudre (I)~ par le th6or6me de Cauchy-Lipschitz, on est a~men6 natt~rel- 
lement ~ faire une hypoth6se de mesura.bilit6 sur ]a famille (A(t,  "))t~r0.W~, ~' Sa~voir: 

(0.1) Vx e H , V~ > 0 ,  t~> A~(t, x) est mesttrable. 

~ais  clans la pratique, les (A~(t, "))teE0,rj ne sont pas des donn6es du probl6me (I). 
Le ehapitre I I  est eonsaer6 ~ l'6tude des diff6rentes notions de mesurabilit6 portant 
sur des familles (A(t ,  "))t~o,z~ d'op6rateurs maximaux monotones dans un espaee 
de HAlbert s6parable H;  on montre tout d'abord (Th6or6me 2.1) que la mesura.bilit6 
des r6solvantes (0.1) est 6quivMente ~ la mesur~bilit6 des graphes des op6rateurs 

(*) Entrata in R~d~zione il 4 ~gosto 1977. 
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A(t, -) au sens de C. CASTAISG [12]; on fair 6galement le lien, en mont ran t  l '6quiva- 
lenee dans le cas o~ les op6rateurs A(t, .) sont de domaines d'int6rieurs relatifs non 
rides,  a v e c l a  mesurabilit6 des sections minimales Ao(t, ") (th. 2.2). 

Dans le cas oi~ les (A(t, "))t~Eo,z~ sont des sous-diff6rentiels de fonctions (~o(t, "))tsm.Z~, 
Off ~v(t, ") est convexe, semi-continue inf6rieurement, propre de H dans ]-- c~, d- c¢], 
on montre  (Th6orgme 2.3) l '6quivalence entre la mesurabilit6 de la famille (O~s(t, "))t~[0,r~ 
(aU sens pr6c6dent), et la propri6t6 d~int6grande normale au sens de R. T. :ROCKA- 
~5LA~ [27] de l 'application (t, x) ~-> ~0(t, x). 

2) Dans de nombreux cas, il arrive que l 'on air £ 6tndier non pas (I) mais nn  
probl6me ~ perturb6 ~> 

(II) du ~---{ (t) + A (t, u(t)) + B(t, u(t)) ~ ](t). 

Si B(t, .) est maximal  monotone,  on approche (II) par 

( I I h  du~ dt (t) + A(t ,  u~,(t)) + Bz(t, u~(t)) 9/(t) 

que l 'on r6soud par  un th~or~me de per turbat ion lipsehitzien (cf. [8]), les hypothgses 
faites par  ailleurs su_r A e t  B pe rmet t an t  de passer ~ la limite torsclue 2 --> 0. 

Dans le Ch. I I I ,  on ~tend eette m4thode au cas off B(t, • ) est seulement monotone,  
en mont ran t  (Th6or~me 3.1) que l 'on peut  prolonger une famille mesurable (au sens 
des graphes) 4'op4rateurs monotones,  en unc famille mesurable d'op6rateurs m~xi- 
maux monotones;  on en d6duit un  th6or~me de perturbat ion (Th6orgme 3.2) s'appli- 
quant  directement au problgme de la chaleur non lin6aire dans un domaine variable 
(c~. [3]). 

3) On est naturel lement  amen6 ~ consid6rer une famille mesurable d'op6ra- 
teurs maximaux  monotones (A(t, "))ts~o.r~, comme une application mesurable de 
[0, T] dans ~lgn, off Jlt~s d4signe l 'ensemble des maximaux  monotones muni  de la 
topologie de la convergence des r6solvantes (cf. D6finition 1.1); appl iquant  la pro- 
pri4t6 de Lusin, on se ramgne h 6tudier (Ch. I) la convergence, au sens des r6sol- 
vantcs, des suites d'op6ratcurs maximaux monotones (notion introduite par H. 
B~AzIs [10]). Cette notion de convergence sur les suites d'op6rateurs max imaux  
monotones recouvre la notion de G-convergence introduitc par De-Giorgi dans l '6tnde 
des suites d'op6ratcurs elliptiques uniform6ment cocrcifs, ce qni justifie par ailleurs 
son importance. Dans le cas off les op6rateurs (A'~)~N sont des sous-diff6rentiels 
(~q0")~N, on montre  (Th6or6me 1.2) l '6quivalence entre la convergence de ~q~" vers 8~ 
dans ~i~ et la convergence de ~ vers ~o au  sens de Mosco (D4finition 1.4); ce Th6or~me 
met  clairement en 6videnee, la continuit~ de I~ t ransformation de Young-Fenehel 
(~v~->~*), et le r6sultat parall~le concernant la stabilit6 de la. notion d ' int~grande 
norm~le par passage g la fonction conjugu6e. 

Cette approche permet de d6finir simplement une topologie sur rensemble des 
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fonctions eonvexes pour  laquelle les suites convcrgentes  sont les suites convergeant  
au sens de ~osco  (Proposition 1.6). 

On 4tudie par  ailleurs, 4tant  donn~e une suite ( ~ ' ) , ~ ,  ]a not ion de convergence 
correspondant  ~ la convergence des semi-groupes ~ssoci4s ( S ~ ( t ) ) ~ ,  et le lien avee 
l~ not ion pr~c~dente de convergence (dans ~{~) de la suite ( ~ ) ~ e ~  (Th. 1.4 et  Th. 1.1). 

Je  t iens ~ remercier  P. BENILAN~ Ch. CASTAING~ A. DA~I~A~IAI~- pour  tou t  ce 
qu'ils ont  pu  m 'appor te r  au cours de ce t ravai l  et je remercie tou t  part icul i~rement 
Yiaim BBEzIs potu ~ les conseils et les encouragements  constants  qu'il  a bien voulu 
me prodiguer.  

CHAPITt~E I 

T O P O L O G I E  D E LA R-COI~VERGEI~CE 

1. - D~finition et propri~t~s de la topologie de la R-convergence. 

Soit X un  espace de Banach;  un op4rateur  mul t ivoque A de X dans X est dit 
acer~tif si V~ > 0 ( I  -~ ~A) -1 est une contract ion de R(I  ~ ~A) dans X ;  A est dit 
m-accr~tif si en outre  ~/~ ~ 0 R(I  -~- .~A) ~ X.  

Si X est un  g i lbe r t ,  nccr4tif e t  monotone  sont dcux notions 4quivalentes. Tou t  
d 'abord  4tablissons un lemme g~n~ral qui comme corol laire  donne un  r~sulta.t dfi 

tI .  Brezis concernant  le lien entre  lu convergence d 'op4rateurs m-~ccr~tifs ~u sens 
des graphes et la convergence des r~solvantes. 

J~E)~E 1.1. -- X espace vectoriel topologique rdel. 

(A~)~eN, A opdrateurs multivoques de X dans X .  

II y a dquivalenee ; 

(i) ¥(x, y) c A ,  3(x ~, y~) eA~: x~-->x, y~--~y; 

(ii) V~ > 0, V(x, y) ~ (I -~ ~A) -~, 3(x ~, y~) ~ (I -~ ~A'~)-~: x ~ - .  x, y~ -> y;  

(iii) 3~ > 0, V(x, y) ~ (I ~- ~A) -~, 3(x ~, y~) e (I Jr- ~A'~)-~: x' .-*x, y~--*y. 

COBOLLABY 1.1. -- X Banach que~conque. 

(A"),~N, A opdrateurs m-accrdtifs dans X .  

I1 y a dquivalence; 

(i) V(x , y )~A ,  3(x~,y~)eA~, x~-->x, y~-->y; 

(ii) V).> 0, VxEX,  (I -4- ~A~)-lx--> (I -~ ).A)-lx; 

(iii) 3 ~ > 0 ,  Vx~X,  ( I -~ ~A~)-~x- . ( I -~-~A)- ix .  
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D]~OSTSTRATION DU COI¢OLLAIRE 1.1: 

(ii) ~ (iii) 6vident. 

(iii) ~ (i) d6coule de l ' implieation (iii) ~ (i) du lemme 1.1. 

(i) ~ ( i i )  Soit 4 > 0 ,  x ~ X  fix6s; d'apr~s (i) ~ { i i )  du lemme 1.1 il existe 
(x ~, y~)e (I + 2A~) -* tels que x~--->x et y ~ - + ( I +  2A)-~x. 

I(I + 2A.) - Ix  - (I + 2A)-*x< 1(I + 2A.)-*x -- (I + 2A.)-~x.[ + 

< ]x-  x.[ ÷ [y . -  (I ÷ 2A)-~xl 

et 4onc (I ÷ 2A~)-~x--~(I ÷ 2A)-~x. 

D~MOlgSTI~ATIO~ DU LEMM_E 1.1: 

(i) ~ (ii) Soit (x, y) e (I ÷ 2A) -~ i.e. y E (I ÷ 2A)-Ix 

x -~Y ~ A y .  

D'~prgs (i) 3(y~,z ~) ~ A  ~ (i.e. z ~ A ~ y  ~) tels que 

x - - y  
y" -~ y et z '~ -~ z -- 

Posons x " :  2z~÷  y~ alors x ~ e ( I ÷  2A~)y ~ i.e. y ~ e ( I ÷  2A~)-~x~ et y~-->y, 

(ii) ~ (iii) 6vident. 

(iii) ~ (i) Soit (x, y) c A ;  alors xE (I ÷ 2oA)-~(x ÷ 2oy); (2o donn6 pal" (iii)). 
D'apr~s (iii), 3(z ~, x ~) e (I ÷ 2oA~)-~: x~-+x et z~-->x ÷ 2oy. 

Zn - -  X n  Zn  - -  X n  
x~ ~ (I ÷ 2oA~) -~ z~ ~ ~ e A ~ x~ posons Y~ -- 2o 

On n (x~,yn)~A~; x~-~x et y~--~(1/2o)EX÷ 2oy-- x J : y .  

1.1. Ddfinition de la topologie de la R-convergence. 

On notera A l 'ensemble des op6rateurs m-accr6tifs d 'un  espace de Banach X. 

D]~FINITION 1.1. -- La topologie de ]a R-convergence sur A est la topologie ]a 
moins fine rendant  continues les applications (T';.,~)~H,a> o de A darts X:  

I"a,,(A) = (I + 2A) - l x .  



I~ED¥ ATTOUCK: ~amilles d'opdrateurs maximaux monotones et mesurabilitd 39 

On notera  A~, A muni  de la topologie de la, R-convergence et A ~ - ~  A d6siguera, 
la convergence de la suite ( A ~ ) ~  vers A duns A~. 

Duns le cadre hitbertien (X ~ H tti lbert)  on notera ~i~ (6ga,1 £ A) l 'ensemble 
des ma,ximaux monotones et ut(~., cet ensemble muni  de la, topologie de la, R-con- 
vergence. 

PBO~OSI~rIO~ 1.1. - On suppose X sdparable. 
Aa est un espaee polonais (sdparable, mdtrisable~ complet pour une mdtrique induisant 

la topologie). 

D]~O~'S~B).~ON. - Soit (x,)n~ ~ dense duns X et d la, distance sur ~4~ d4finie pa,r 

1 
d(A, B) = ~__~ inf (1, I(I + A)-~zo--  (± + B)-~x~l) . 

ZVIontrons que 1~ topologie de la R-convergence cst a,ssoci~e ~ cette m4trique 
(par exemple). 

La  topologie associ~e ~ d est la topologie la moins fine sur A rendant  continues 
les applications (FI .~) .~ :  A --> (I -~ A)-~x~; on ~ done 

i: A~-~ (A, d) continue 

Montrons que i: (A, d) --> &a est continue; il suffit de montrer  que si d(A "~, A) --> 0 
a,lors Y~,:> 0, V x E X  F~,~(A ~) I~,~(A) (i.e. A ,~ - ~ A ) ;  Soit donc (A~)~N, A: Y k ~ N  
(I --[- A*)-Ix~ ~ (I ~ A)-~x~; on en d4duit  imm~diatement  que Vx ~ X (I -[- A~)-~x -+ 
--~(I-{-A)-~x et, t enan t  compte de 1'implication ( i i i ) ~  (ii) du  corollaire 1.1, cela, 
entralne que V~ > O, Vx ~ X (I -~- 2A~)-~x --> (I -~ ,~A)-~x, i.e. A ~ -> A. 

Soit j :  A -+ X ~ 

j(A) = ((I -~ A ) - l x ~ ) ~ .  

L'appliea,tion j e s t  injective, ca,r V n E N  (I + A ) - l x n  : ( I  -j- B)-lx,~ entr~ine Yx e X 
(I + A) - lx  = (I  + B) - lx  et done A ~ B;  j est une bijeetion de A sur j (A);  d 'aut re  
part ,  par  d~finition de la topologie de la R-convergence, j est un hom~omorphisme 
de AR sur j(A), oflj(A) est muni  de la topologie induite  par  la topologie produi t  sur XN; 
AR s'identifie done £ un sous ensemble de X N muni  de la topologie produit ;  
AR est done s~parable (X m~trique s6pa,rable est £ ba`se d~nombrable, done X Nest 

base d~nombrable, done AR est ~ ba,se d~nombrable, done A~ est s@rablc). 
Montrons que (A, d) est complet:  
Soit (A~)k~N une suite de Cauchy duns (A, d) 

V n e N  I(Z+A~)-~x~--( I -~AE)-~x. t - ->O quand k et k ' -+  -~ ~ .  

On en d~duit ]a m~me propri~t~ pour un x queleonque da,ns X, et X ~tant eomplet, 

Yx ~ X (I + Ak)-lx -~ F(x) lorsque k --> + c~. 
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L'appl iea t ion  F :  X -~ X est une cont rac t ion  p a r t o u t  d6finie de X duns X. Posons 

A = / ~ - ~ - - I ;  ~lors ( I + A )  - I = F  et  donc ( I ÷ A ~ ) - ~ x ~ ( I ÷ A ) - ~ x  duns X. 

D'aprSs  le l emme 1.1, Y(x, y)e A, ](x~¢, y~)e  A ~, x~ -~ x et  y~ -~ y;  or l 'accr6t ivi t6 
se conserve pour  l~ convergence au  sens  des graphes ;  l 'op6rnteur  A est  done m-ae- 
cr6tif  et  1~ suite A ~ converge vers  A duns A~: 

1.2. _Propridtds de la R-convergence. 

Nous a l lons  t o u t  d ' a b o r d  pr6ciser le lien en t re  la convergence  des r6sotvantes  et  la 

convergence des graphes~ pour  une suite d 'op6ra teurs  m-accr6tifs.  

D]~ I~ ITI0~  1.2. - Soit X un espace m6tr ique ;  6 taut  donn6e une suite (A~).e~ 

de par t ies  de X,  on d6finit 

l i m A  ~ -= {x ~ X ;  il existe (x~),~N, x~c A,,,, x~ ->x} 

l i m A , s =  { x e X ;  il existe (X~(k))k~N , x,(~)~A~(~)~ x ~ ( ~ ) ~ x }  

(on notera ,  de fagon g6n6rale, l ' inclusion l im A ~ a  l im A ~, et  le fa i t  que l im A ~ et  

lira A *~ sont  deux ensembles  ferm6s;  cf. [6]). 
On dira. que A ~ converge  vers  A e t  l 'on  no te ra  A"  -+ A, si 1'on a Ia double inclu- 

sion: l im A ~ c A c li__m A ~. 

I~t~)i)ft~ 1.2. - Soit X B anach  et A ~ - ~ A  duns ~R; soit y,~A~x~, y,~-->y et  

x~ -~ x;  alors y e Ax. 
Supposan t  ce l emme d6moutr6,  on d6duit,  t enan t  du corollaire 1.12 le r6sul ta t  

su ivant  (on no te ra  G(A) = {(x, y) e X ×X/y ~ Ax}, le g raphe  de A duns X × X ) :  

COI~OLLAIIgE 1.2. -- Soit X B~nach;  sont  6quivalents  

(i) A ~ - ~ A  duns A~; 

(ii) G(A ~) -> G(A) (i.e. ]im G(A ~) a G(A) a li_m G(A~)). 

D]~MO~STICATION DU LEI~I)IE 1.2. - Soit  ($, ~])~ A e t  ~ > 0; on a 

= (I  ÷ ).A)-~(# ÷ )~) et  ~ = ( I  + ).A~)-*(~ + ~.~7) ~ ~ ; , ,-->+ea 

d ' a u t r e  pa r t ,  x , - -  (I ÷ ~A'9-1(x~ ÷ .~y~,); t e n a n t  compte  de Paccr6t ivi t~ de A" 

et ~ la l imite 
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Z 'op6ra teur  A U (x, y) est donc accr6tif  et  t e n a n t  compte  de la maximali t6  de A,  
on ob t i en t  que y ~ Ax .  

RE)[~RQUE 1.1. -- Soit X Banach  tel  que l 'appl icat ion de duulit~ W: X--> X '  
soit univoque  cont inue;  on u u]ors un  rdsultut  un  peu plus for t  que celui du lemme 1.2 : 
Soit A ~ - ~ A  duns A , ,  y~eA~x~ ,  x ~ - > x  et y~ ~-'> y;  alors y e A x .  E t a n t  donn~ 
(~, ~) ~ A,  il existe unc  suite ( ~  ~ ~.) e A ~ telle que ~. -> ~ et ~. -> ~; d'pr~s l'~ccr~ti- 
vit~ de A ~ 

( v . -  y., w ( # . -  x.)~/> 0 

et  par  pussuge ~ I~ timite,  W 6rant  ~mivoque continue,  

V(~,v) eA ( v - y ,  W(~-x))>o 

ce qui d'apr~s la muximulit4 de A ent ra ine  quc y ~ Ax.  
Du corollaire 1.2 on d6duit  le rdsul ta t  suivunt:  

CO~0Lr,AII~E 1.3. -- Soit X Banach;  l 'applic~tion A ~-~ A - I e s t  un hom6omorphisme 

de ~R sur lui-m~me. 

])]~MO:NSTRATION. -- Si A a~ppartient £ A, A -~ appar t i en t  aussi ~ A; de fu~on ~vi- 
den te  si G(A ~) -+ G(A) alors G(A ~-~) --> G(A -1) d~ofi le rdsul ta t ;  on uuruit  4galement 
pu  conelure en r emarqu~n t  que:  

off A_~ est r app rox ima t ion  ¥os idu  de .A_. 
Nous allons /~ prgsent  nous int~resser ~ l '~tude de sous-cnsembles p~rticuliers 

de AR; auparavan t ,  d~gugeons de la dgmonstra t ion de la proposi t ion 1.1 le r~sultat  
suivant,  et,  introduisons la not ion  de famille rgsolvante:  

LE)f~[E 1.3. -- Soit X Bunuch quelconque et  (An)~,~N une suite d 'op6ruteurs  m-uc- 
cr6tifs duns X ;  on a l e s  6quivalences: 

(i) 3 4 o >  0, 3(x~)~e X dense duns X tels que, pour  tou t  i de I ,  ]a suite 
((I  ~- 40A'~0-1x~)~N converge duns X. 

(ii) Y d >  0, Y x ~ X  la suite ((I-4-) ,A~)-lx) ,~N converge duns X;  (on note  
f(4, x) s~ limitc). 

(iii) It  existe A dans A tel que A ~ -~ A duns A~. 

l~emarquons que A est 6vidcmment  unique et  que Y4 > O, Yx ~ H, (I  -[- 4A) -1 x = 
=/ (4 ,  x). 
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On auruit pu pur aillem's montrer (ii) ~ (iii), en remarquunt que lu famille (](2, • ))~<o 
est 1me fumille r6solvunte; celu d6eonle du lemme suivant (el. [11] par exemple). 

I~E~E 1.4. - Soit X Eunuch quelconque et A un op6rute~lr m-ucergtif duns X;  
notons Jz = (I + ~A) -~ lu r6solvante d'indice ~ >  0 de A; l~ fumille r6solvunte 
(J~)a>0 sa.tisfait alors ~ l'6quution r6solvante 

l~6ciproquement, 6rant donn6e (](),')~a>o une famflle de contractions purtout d6fi- 
nies de X da, ns X satisfuisa~nt g l'6quution pr6c6dente, il existe an unique A ~ A 
tel que ~/~ > 0, (I @ ~A) -~ = ](~,.). 

1.3. Etude de quelques sous-ensembles de A~: 

1) Le sous-ensemble des m-aecrdtifs lipsehitziens partout ddfinis est dense dans An. 

Soit A~ = ( 1 / ~ ) ( I -  (I @ ~A) -~) l 'approximution Yosidu de l'op6ruteur A; A~ est 
m-uccr6tif, lipschitzien purtout d6fini et A~ ~--~5+o A duns A~; en effet, (Az)~ 

Az+~ ~ A~ puisque ). ~-> A~x~ ou, de fagon 6quivMente, 2 -~ Jzx, est continue 
de ]0, + co[ duns H:  

d'ofl, 

V,~0> 0, V),, # e  [~o, + co[ iJ~x--J~xl< I ~ - - # i "  tAz°xl • 

2) Ze sous-ensemble des m-aecrdti]s tindaires multivoques est ]erred duns AR. 

Un op6rateur A de A est dit ]in6uire si son gruphe est un sous-espuce vectoriel 
(ferm6) de X x X ;  il est clair que cette propri6t6 est conserv6e pax convergence des 
gruphes. 

Par contre, ]e sous-ensemble des m-acerdti]s lindaires univoques n'est pus ferm6 
duns AR: prenons duns X Eunuch quelconque l'op6r~teur A de graphe G(A) = {0} × X 
(i.e. JO(A)-----{0} at A ( 0 ) =  X);  A est bien un m-uccr6tif lin6aire multivoque; ses 
r6solva, ntes sont identiquement raffles et 

W >  0 Az = ~ I (~-Ty~W)-o) A duns AR, (d'apr~s 1) ,  

ce qui donne un exemple d'une suite d'op6rateurs m-accr6tifs tin6Mre nnivoques 
convergeunt vers an op6ruteur m-accr6tif lin6uire mttltivoqlle. 

On peut donner une curuet6risution commode des op6ruteurs univoques duns 
l'ensemble des m-accr6tifs ]in6aires multivoques, lorsque X est an Ba.nuch r6flexif. 
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Duns le cus H Hi lber t  ce r6sultat  est d6montr6 par  H.  B ~ z I s  [10]; duns le cas X 
r6flexif, lqmplieation (A m-acer6tif lin6uire univoque) ~ (D- -~  = X) a 6t6 montr6e 
pa r  P. BENILAN [5]). 

P!~OPOSlTIO~ ~ 1.2. - Soit X un  Bunach r6flexif; soit A un op6rateur  m-aeer6tif 
lin6aire; il y a 6quivalenee ent re  

(i) A est univoque;  

(ii) D(A)  = X .  

(ii) ~ (i) est  vrui da, ns un  espuee de Banach  queleonque. 

D]~ONSTI~ATION. -- (i) ~ (ii). Montrons en fair le r6sultut un  pen plus for t  sui- 
r un t .  Soit A un  op6ruteur lin6aixe univoque duns un Banaeh  r6fiexif tel  qu'i l  existe 

(),,)~N)~, -+ 0 ,  2,,>0 et  sup I(I ÷ ~A)-~I < ÷ ~ ; alors D(A)  = X .  

Soit ] e X '  tel  que <], x> = 0 Vx ~ D(A);  montrons  que ] ---- 0; il suffit, de mont re r ,  
t enan t  coml)te de R ( I  ÷ )~oA) = X ,  que 

Vx ~ D(A)  <], x ÷ 2oAx> =- O, 

ou, de fagon 6quivalente, 

Vx e D ( A  ) <], Ax> -~ O . 

P~r hypoth~se,  Vn~IV,  3 x ~ X ,  x ~ ÷ ~ A x ~ = x  ( x ~ D ( A )  fix6) d'ofl A x ~ - ~  
÷ 2~A2x~ ~ A x  i.e. Ax~ ~ ( I  ÷ ~ A ) - ~ ( A x ) .  

Pa r  cons6quent  sup IAx~I < ÷ ~ et  lx~-- x I ~--- ~tAx,~} - - - - >  0; soit x ~  - ~ x  et  

Ax,~ ~ l; A &ant  lin6uire e t  de graphe ferm6 (c~r (I  ÷ ZoA) -~ est une contrac- 
tion) on en d6duit que 1 ~ Ax ,  i.e. Axe, ~ Ax .  Or <f, Axe}  = (1/~)</,  x - -  x~} ~ 0 
et  donc <], Ax> = O. 

(ii) ~ (i). lqotons que A univoque 6quivaut  5 A(0) = 0; montrons  tou t  d ' abord  
que si A est un  m-uccr6tif da.ns un  espace de Bunach  quelconque X ,  V x e D ( A ) ,  
~im ° J~x  = x. 

Soit x ~  D(A)  ~ -~ x: 

[J~.x- x}< rJ~.x- J~.x~I + [J~.x.- x~l ÷ [x~- xi 

Or J ~ x , ~ x ~ ,  puisque Ix~--J~x~l<A Inf  [y]; par  cons6quent J~x  ~ o  x. 
yeA(xn) 
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Soit ulors y e A(0); on ~ 0-}-2A(O) ~ ,~y i.e. J~(),y) ---- 0; ,I~. 6rant  lin6Mre, on 
ob t ien t  Rue V), > 0 J z ( y ) ~  0; p~r hy~oth~se / ) ( A ) =  X, il s 'ensui t  que V z ~ X  
Jz  z ~ z; on en d64uit  que y = l~im ° J~(y) ----- 0; on re t rouve  Mors le r6sulta, t suivant :  

COI~OLLAII~E 1.4. -- Soit X un espuce de Banaeh  quelconque, (J~)~<o une f~mille 
d 'op6rateurs  lin6Mres continus, ilJ~,II <1 ,  sa, tisfa, isant ~ l'6qua~tion r6solv~nte e t  tels 
que R(J~) = X;  il existe a.lors an  unique op6r~teur A m-accr6tif lin6Mre univoque 

te l  que V2 > 0 J~ = (I  + ,~A)-L 

I={E/~IAI~QU]B 1.2. - Lorsque X n 'es t  pus r6flexif a n  op6ruteur m-accr6tif lin6aire 
univoque n 'es t  plus n6cessa~irement de domMne dense: 

EXE~PLE. -- X = C([0, 1]; R)  A u  -.~ u' ~vec D(A)  ---- {u e C~([0, 1]) ; g(0) ----- 0}. 
A est m-~ccr6tif ma.is D(A)  = {u ~ X 3 u(0) = 0} ~ X. 

3) Prenons X = H Hilbert rdel, nous allons mont re r  que l'ensemble des sous 
di]]&entiels de /onetions eonvexes, s.e.i, propres sur H est /ermd dans ~ .  

E t a n t  donn6 ~v: H - - > ] - -  c% -[- c¢] convex% s.c.i, p ropre  ( ~  + ~ ) ,  on d6finit 
son sous-diff6rentiel 

89 = { ( u , / ) e H × H ;  W e t /  9(v)>~(u) + (/ ,  v - -  u}} 

---- {(u,/) e / ~ × H ;  ~ ( u ) +  ~* (1 ) -  (/, u} = 0} 

off ~* d6signe 1~ fonetionnelle eonjnguge de ~: 

~*(t) = sup {(/, v } - ~ ( v ) } .  
vEH 

On d6finit ]u r6gularis6e Yosid~ d 'une  fonct ion convexe s.c.i, propre  ~ p~r 

(~)~ = ~V 2~ ]" 12 soit  (9)~(x)= Min I ~ ( Y ) +  1 } 

:NOTATmNS. -- On notera  2 ~  l 'ensemble des sous-diff6rentiels de fonctions con- 
vexes sci, propres  de H duns ]-- c~, + c~]; 2£~ est sous-cbne de ~ ensemble des 
maxim~ux nonotones  de H duns H.  

PI~OP0SlTIO~ 1.3. -- ~dL~ est s6quentiel lement ferm6 duns ~ pour  Ia, topologie de 
la R-convergence. 

D ] ~ o ~ s ~ l ~ I O . ~ .  - Soit A ~ ---= ~0 ~ eonvergeant  vers A duns dtLR; fixons-nous une 
suite (x,)~= o x~ ~ x o et  (Y~)~=I Y~ ~ Axe; d'apr~s 1~ d6finition de la convergence duns ~ ,  
pour  tou t  i, 1 < i  < l on va  pouvoir  t rouver  une suite (x~, y~ ~)~eN telle que y ~  A~x~" 
et x~ -+x~, y~--~y~. L 'opdrateur  A" 6rant cycl iquement  monotone  

5 (x~ - x,=~ ~ , v,D > o  
i - -1  
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et p~r passage £ la limite 

~, <x~- x~_~, y~> >O ; 
t = l  

l 'op6rateur A 6rant cyctiquement monotone et 6taut  maximal  monotone,  est doric 
un sous-diff6rentiel. 

I~E~vrA~QuE 1.3. - a) On peut  montrer  que ~1~¢ 
une convergence plus faible que la R-convergence. 

Soit A" ( ) ~ ,  A " ~ 2 ~ ,  A ~  tels que 

est s6quentiellement ferm6 pour 

V 2 > o  V x z H  ( 1 4 - 2 A - ) - , x ~ ( l d - 2 A ) - ~ x  (clans w - - H ) .  

Montrons que A gppart ient  g Jl(~: ~ cet effet, puisque A ~ - ~ A  (2 -~0)  dans ~C~, 
et t enan t  e0mpte de la proposition 1.3, il suffit de montrer  qu% pour tout  2 stric- 
t ement  positif, A~ a, ppart ient  g ~ ;  soit ( ~)~=o un cycle (x~ xo) et 2 > 0 fix6: 

l 

V n e N  - A x >>o 
'~=I 

et par passage ~ la limite lorsque n tend vers d- c~ 

~, <x~- x~_~, A~x~>>O 

puisque par  hypoth6se A~x~A~x . z  (n--> "Jr- ~ ) ;  A~ appar t ient  done ~ z ~ :  

b) Un sous-ensembte de Jt(~ poss64e lui-mgme cette propri6t6 de fermeture:  
notons Jt(~ l 'ensemble des sous-diff6rentiels de fonctions indicatrices de convexes 
ferm6s non rides de H ;  on note I K la f onction indicatrice dn convexe K. Soit (K,)ns N 
une suite de convexes ferm6s non vides de H e t  A un 616ment de ~ tels qne V2 > 0, 
Vx6H,  ( I~) .~Is~)-~x ~,-B> (I-d-2A)-~x; d'apr6s le a) on salt que A appar t ient  

3{,v; d 'autre  part ,  puisque (I -4- 2 ~IK~)-~X = projK~ X, on a 

Vx e H V2, At > O (z + 2A)-lx = ( / +  sA)-ix 

= (z + sA)- x 

= p r o j ~ )  x 

et done, A = 3/~-?i5; (on sait que D(A) est un  convexe ferm6 non vide}. 
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2 .  - C o n v e r g e n c e  d e  s e m i - g r o u p e s .  

Duns ce pa rag raphe  X -~ H Hi lber t  r~el; 4 tant  donn~ A e ~ (A max ima l  mono- 
tone),  on notera  A ° la section minimale  de A et S~(t) le semi-groupe engendr~ par  A. 

l~appelons le r~sul ta t  suivant~ qui, sous ce t te  form% est  dfi £ H.  Blu~Z~S [9], et  
qui g4n~ralise de n o m b r e u x  r~su]tats obtenus  pr~e~demment .  

T r I ~ O I ~ E .  - Spit (A')n~N, A u n e  suite d 'op6ra teurs  m a x i m a u x  monotones  duns H 
Hi lbe r t  r6el; sont  6quivalents:  

(i) Vx e D ( A ) ,  V). > 0 (I  + 2An)-~x ---> (I  + XA)-~x .  

(ii) V x ~ D ( A ) ,  3xn~D(A~) ,  x ~ - + x  et  (An)°x . -+A°x .  

(iii) Vx ~ D(A) ,  3x~ ~ D(A~), x~ -+ x et Vt>~ 0 S(t) x~ --> S(t) x .  

Lorsque l 'une  de ces trois propri6t6s 6quivalentes est sat isfai te  on dira que A" 
converge vers  A au sens des semi-groupes et  Fon no te ra  S A~ --> S~, ou bien que (A')  ° 

converge vers  A ° et  l ' on  no te ra  (A~) ° -> A °. 
I1 convient  de no te r  que si A est  m a x i m a l  mono tone  non univoque,  A ° n ' e s t  pus 

m a x i m a l  monotone ;  d ' au t r e  pa r t ,  une  m~me suite (An)heN peu t  converger  vers une 

infinit4 de l imites ~u sens des semi-groupes:  

EXAI~IPLE. -- H -~ R,  An -~ O, A ~- ~I[~.~j (~, fl ~ R) ,  on a bien (An) ° -> (A) °. 

On cons ta te  4galement ,  sur cet  exemple  que (A~)°-~ A ° mais  que A ~ ne con- 
verge pa.s vers  A duns ~ R ;  pour  r emon te r  de la convergence des sections minimales  

la R-convergence des op6rateurs ,  il f au t  ra jou te r  une condit ion de convergence 

des domaines:  

D~PI~ITIO~ 1.3. - Spit (A~)~e~ une  suite d 'opSra teurs  m a x i m a u x  mono tones ;  

on pose 

w - -  ~ l i m D ( A  n) = ( x e H / x  = w - -  l imx,~ ;  sup [(A~")ox,~[ < + oo}. 
.KeN 

TIn'ORiOlE 1.1. - Soit (A,),~N une suite d'opdrateurs maximaux monotones dans un  

espace de Hilbert H;  il y a dquivalence 

(i) A~--> A duns ~ R ;  

(ii) A ° -> A ° et w - -  J tL l imsup/ ) (A~)  c D ( A ) .  

DI~O~STlCATIOY¢. -- ( i ) ~  (ii). Pou r  que l 'expos4 spit complet ,  mont rons  le pre- 
mier  point ,  A ° --> A ° (cf. [10]) : suit  u ~ D(A)  ; puisque A n --> A, il existe ( ~ ,  ~%) e A ~ 

~n --> ~, ~ -~ A°u. 
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Or 1A°2,[< I~,I et  la suite ( ,~2,),zN reste born6e;  soit A ° 2 , .  ~ V. Puisque 
2nK --> u, on en d6duit  ~ a Au  (t~emarque 1.1) ; pa r  passage ~, la l imite sur IA ° 2,1 < I~]~ I 
on obt ient  

]VI< lim IA°2~]-<li--- m I~,1 = IA°ul et  done ~ / =  A°u;  

la suite o ~--~ A~2~ ~ Aou et  de l 'in6gafit6 l im lA°2.1-<lim l~]nl = IA°ul on d6duit  la 

convergence forte.  
~ o n t r o n s  ~ pr6sent  que s i x .  ~ x et  sup IA°x.t < ~- co alors x e D(A) .  Soit 

(2, ~) e A e t  (2~, ~ )  e A~, 2~ --> 2 et  ~ -+ ~; 6crivons la monotonic  de A - a u x  points 2 ~ 
- - A ~ . ,  2~--x~>~>0 d'o~ et  x~: @~ o 

o 2~> + <x., v~> <v~, 2~> <a~x~, x~>> <x ° x~,  - . 

Or <X°x~, w~>< IA°x~l • Iraqi< o, c constante positive. 
Soit z un  point  l imite de o (A~x~)~N, passant  ~ la limite on obt ient  

V(2, v) e A ¢~> <z, 2> + <V, ;~-- 2>. 

P r e n a n t  2 = J zx  et U = Azx et  mul t ipl iant  par  2 > 0 

W. > o ~ [ c  + IzI'lJ~xl]>~ I x -  ~r~.xl ~ . 

Or (J~x)z>o reste  born6 et  l 'on obt ient  I x - - J s x [ <  C~.~/~ d'ofi l ' appar tenanee  de x 
b~ D(A) .  

(ii) ~ (i). Soit f donn6 dans H e t  u,~ = (I  @ A,~)-I]; montrons  que u~ --> (I  + 
-}-A)-~]; soit x~-->x et  A°x~-->A°x fix6s; l 'op6rateur  ( I  @ A~) -I 6rant  une  con- 
t rac t ion  

] u ~ -  x~l < I / -  w ~ -  A°x~l et (u~)~ex reste  born6e. 

Soit u.~ ~o-H u; puisque o IAn~u,~,l < If - -  u~I d'aprgs l 'hypothgse de (( convergence des 
domaines ~), u e D(A) .  

Soit 2 ~ D ( A )  et 2~-+2,  o An2~-~A°2 ;  4crivons la monotonic  de A,~ aux  points 
%~ et 2n~: 

0 

et  ~ la l imite 

V2 e D(A) ( ] - -  u - -  A°2, u - -  2 > > 0 .  

Tenan t  compte  du fair que u appar t ien t  ~ D(A)  et  que A ° est une section principale 
de A,  on dgdui t  J -  u e A u  i.e. u = (I  -}- A) - I] ;  par  consgcluent u~ ~ (I  -}- A)  -1] 
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et  p r e n a n t  duns l ' a r g u m e n t  pr6e~dent  $ ~- (I -I- A) -~] (qui appur t i en t  bien h, D(A)) 

on ob£ient l im tu,~l~<~ ](I -~ A)-~]I ~ et  done 

(I + A,)-~/--> (I -b A)-~f . 

3. - Topolog ie  induite  sur l ' ensemble  des  sous-diff~rentie ls .  

D~ns ce t te  pa r t i e  X --~ H espaee de t t i l be r t  r6el; on ~tudie sur les suites (~) ,eN 
de fonctions convexes,  semi-continues inf6r ieurement ,  propres  de H duns ] - -  c~, ~ c~], 
pour  ehaque not ion de convergence (convergence duns ~ e t  convergence des semi- 
groupes) des sous-diff~rentiels ( ~ ) n e ~ ,  la, not ion de convergence correspondunte  

pour  la suite ( ~ ) ~ ;  (pour un r6sum4 de ces r6sultats  cf. [2]). 

3.0. Convergence au sens de Moseo. 

D]~Fi~i'rio~ 1.4. - Soit (~),~N, ~ convexes,  sci, propres ,  d 'un  Bunach X duns 

] - -  c~, -{- c~]; on note  

]~pi ~ = {(x, ~) e x × R/~ > ~ ( x ) } .  

On dira que ~ converge vers  ~ et  r o n  no te ra  F~ --> ~ si 

Ep i  ~= -~ Ep i  ~ duns X × R et  e) - -  (X × R ) .  

Cette convergence u 6t6 6tudi6c en d6tail  pa r  Mosco  [21], nous ruppelons quelques 

r6sultats dont  nous uurons besoin pa r  la suite. 

A ~ A ~ Soient ( )~sN, c X ;  no t an t  s-l im et  co-lim les l imites associ6es r e spec t ivemen t  

aux  topologies fortes et  f~ibles sur X on ~ les inclusions 6videntes:  

s-lira A" c s-lim A ~ c eo-lim A s 

s-l im A ~ c ~o-lim A ~ c o)-lim A ~ . 

L'6galit6 entre  ces quutre  ensembles est done 6quivalente g l '6galit6 ent re  s- l im A" 

et o>lim A n e t  done 

~n _> ~o ¢:> o)-lim Epi  ~0 ~ c Epi  ~ c s-li__m Epi  ~ ' .  

On v6rifie i m m 6d i a t em en t  que ~" -+ ~ si e t  seulement  si les deux conditions su ivantes  

sont  v6rifi6es: 

(s-sci) VxED(q~) 3(xn)~N, x ~ D ( ~ ) : x ~ - + x  et  ~ (x )~>l im~(xn) ;  

(co-scs) V(n(k))k~N, suite extra i te ,  V(xk)ke N xk---'x => ~(X) 41i___m~(k)(Xk). 
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LE~U:M:E 1.5. -- Soit (~Pn)neN,  ~P convexes, svi, propres de X Banach rd]lexif dans 
]-- ~ ÷ ~]  telles que q)~--> q9 (au sens de Mosvo); il existe alors deux eonstantes ~, 
fl positives telles que pour tout x de X ,  pour tout entier n, 

~(x) ÷~IxI÷fl>o. 

D ~ o ~ s ~ A ~ o ~ .  - Raisonnons  pa r  l ' absurde ;  pour  1~ ~ N, il existe n(k )~  N i l  
existe x ~ X  tel~ que ~(~:)(x~) ÷ Ic(tx~ I -4- 1) < 0; on p e u t  6v idemmen t  supposer  la 
suite n(k) eroissante,  car  si pour  n sup6rieur ~ n(k) et  pour  t ou t  x de H ~ ( x )  q- 

÷ (k + 1)(Ix [ ÷ 1)>~0 on pour ra  t rouver  deux nombres  a e t  fl tels que pour  tou t  

n ~ N  et  t ou t  x e X ,  ~ ( x )  ÷ alx I ÷ f l>0 .  
D e u x  cas se pr6senten t :  

a) la suite ( x e ) ~  est  born6e;  soit z une  vMeur d 'adh6rence  faible de ce t te  sui te ;  

on notera, encore x~ ~ z; on ~ d 'apr6s  la propri6t6 (eo-scs) 

~ ( z )  G l i ra  ~0~)(x~)  K l i ra  [ - -  k ]x~,.l - -  k]  = - -  co  

d'o/1 la contradic t ion;  

b) 1~ suite (Xk)k~ x est  non  born6e;  riotous encore (X~:)keN 1~ suite telle que 
[x~] ~ ÷ ~ ;  soit ~o ~ D(~), d 'npr6s In propri6t6 (s-sci) il existe une suite (~:~)~N 

k-->+co 

l~osons 

z,~ = t,~x~ ÷ (1 - t,~)& = & ÷ t~(x,~- &) 

et ehoisissons tk de telle sorte que zk --> ~o, tk -~ 1/(%/][lx~, -- ~l)  par exemple.  (Notons 
que 0 ~ t~o ~ 1 pour  k suff is~mment g rand  puisque [xk - -  ~1 ~ ÷ c~) ; ut i l isant  

k- ->+  co 

la convexit6 de ~(~) on obt ien t  

< - t ~ .  k[tx~t ÷ 1] ÷ (1 -t,~)~o(~)(&) 

÷ 
< -  V)i.  fx~ 

et  doric ut i l isgnt  ~ nouveau  la propri6t6 (co-scs) 

~(G) < - -  ~ d'ofi  I~ con t rad ic t ion .  

I~E~AI~qV~ 1.4. -- On utilise en fa i t  duns ce t te  d6mons t ra t ion  la propri6t6 (eo-scs), 
e t  1~ propr i6t6  (s-sci) sous une  fo rme  beaucoup  plus faible ~ savoir :  

3xo E D(~) 3(x~)~N x" e D(~ ~) : x" -~ x0 et  + c~ > lira ~ ' ( x  ~) . 

- A n n a l i  d~ 21lalematica 
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Pour  terminer  ees pr61iminaires montrons  le r~sultat suivant :  

I~EI~/~ 1.6. - Soit (X,  d) un espace mdtrique et (a,~,,~)(,,~) × N× ~ une suite double telle que 

Vn ~ N a~ ~ ~ a,  et a~ -~ a .  , (m-->+c~) 

II  existe alors une application m -~ l~(m) de N clans 5f croissante (non strictement crois- 
sante en gdndral) telle que 

a k ( m )  m ~ a 

D £ ~ o ~ s ~ o ~ .  - Oa construi t  par  rgeurrence deux suites 4 'entiers  s t r ic tement  
croissantes (Zr~)~e~ et  ( M ~ ) ~  de la fapon suivante:  

~ >  2~ gn>~32~ la-- a~I<~1/2~ et  ~M~> M~ Vm>~M~ Ia~,-- as,.~al<~1/2 ~ 

Posons k ( m ) =  Zr~ si M~+I> m > M ~ ;  on a alors si M ~ < m <  M~+I 

<1/2 ~ + 1/2 ~ 

et done g m > M ~ ,  I a -  %(~1,~1<1/2~-1; la suite (%(m),~)~N converge done vers a. 
l~emarquons que eet te  d6monstrat ion revient  ~ mont re r  qu 'une l imite inf6rienre 

d 'ensemble est ferm6e. 

3 .1 . .L i en  entre la R-convergence des (~q)~)n~N et la convergence des (pn)n~N. 

Nous allons mont re r  le rds~ltat  suivant:  

T I ~ o ~ s m  1.2. - Soient (~)~N~ ~ une  suite de fonctions convexes~ s .c . i ,  prol0res 
de H Hi lber t  rgel duns ]-- 0% @ oc]; sent  ~quivalents: 

(a) La suite (~)~sN converge vers ~ an sens de Mosco. 

(b) 3 ( u , v ) ~ %  3 ( u ~ % ) E ~  ~, n~--~u,  v~-~.v  et  ~,~(u~) - ~ ( u ) .  

(c) ~(u, v) ~ ~ ,  ~(u~, %) ~ ~cf '~, u~ -->u, v~ -~v  et ~o~(u~) -~ ~(u). 

(d) > o, Vx g ,  (1). 

(~) Je remercie P .L .  L~ONS pour l'am~liora~ion qu'il a apImrt~e en supprimant darts (d) 
l'hypothgse selon laquellc les (9~)ne~V poss6daicn* une minorante quadratique commune. 
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O n  u u l o r s :  

V(x, / )e~o,  3(Xn,/n) e ~  ~, X~,--~X, i n ~ !  et ~'(xn)--~cf(x). 

])]~2¢IONST~ATION. -- NOUS allons mont re r  les implieutions 

(a) <=> (b) ~ (e) ~ (d) => (b). 

(a) ~ (b). Soit x c H  fix6; posons y~ = (I  q - ~ ) - ~ x  et  montrons  que y~-+  
-+ (I  q- ~ ) - ~ x ;  il s 'en suivru, d'~pr6s le corollaire 1.1, que ~q0 ~ --~ ~ duns v~. ;  par  
d6finition de y~, x - - y ~  &f~(y~) et  done: 

(1) Vz ~ H ~'(z)  > ~ ( y ~ )  if- <x --  y~, z - -  y ~ } .  

Soit zo fix6 duns D(~); il existe (z~),~, z ~ -~ z0 et. ~ ( z  ~) --> ~(zo): 

(2) ~(z~)>~(y~)  + < x -  y~, z ~ -  y~>. 

Or lu suite ?~ conyergeant  vers q0 uu sens de Mosco~ d'apr6s le lemme 1.3~ il existe 
deux constuntes :¢~ fl telles que pour  tou t  ~ de H~ pour  tou t  n de N:  

r epor t an t  duns (2) 

?~(z~) >~ - ~IY~I - fl + ( x  - y~, z ~ -  y~} 

d'ofi Pon d6duit  imm6dia tement  que la suite (Y~),~N est born6e;  soit done y~<~) -~ y;  
riotous n ( k ) =  k, on a done y ~  y. 

E t u n t  donn6 ~ duns H,  d~upr6s lu propri6t6 s-sci, il existe une suite (~)ker~" telle 

que ~k __>~ et  ~ ( ~ ) > l i m ~ ( ~ ) .  Ecr ivan t  (1) uvec z = ~. et pussant  ~ lu limite inf6- 
r ieure:  

lira ~(~7~)>lim [~0~(yk)q- < ~ - - y ~ ,  x- -Yk}]  

et t enan t  compte  de la propri6t6 ¢o-ses 

qD(~) > ~(y) q- <~ -- y, x --  y> V~ ~ H et  done y = (I ÷ a~)-l..  

La suite route  enti6re converge done fuiblement  et  y ,  = (I  @ a ~ ) - l m  --~ y = (I  q- 
q- a~)-Ix. }Iontrons que lu suite converge fo r tement :  ut i l isant  la condition (s-sci) 
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il existe une  suite (~)n~x, £~ -> Y et  ~o(y) ~>lim ~ ( ~ ) ;  d ' au t re  pa r t  

d'ofi 

n~ 

lira q~(~-) q- lim [-- ~(y~)]  -- (y, x -- y )  @ (x, y ) > l i m  ty~I" 

o r  

D'oh 

tim [-- ~(y~)]  : --  lira ~.(y~) K - -  q(y) (~o-scs). 

[ yp> l im  ly~] ~ et done y .  -+ y .  

On a donc montr6  que 3 ~ ' - *  ~q~. 
Soit (f, u) e 3~, il existe donc (u n, ]-) e 3 ~  tels que u ~ -~ u, ]~ -+ ]. 
D'apr6s la propri6~6 (~o-scs) on a ~(u)~<lim~(u~).  i~ 
D'apr6s la propri6t6 (s-sci) il existe $ - e D ( ~  -) ~ - - ~ u  et  ~(u)>~lim ~-(~) .  

q~(u) > l i ra  q~'~(~) > l i m  q~(u~) 

ce qui entralne que ~0n(u,) -~ ~(u). 

De l'6galit6 ~*(f . )  = ( ] . ,  u . )  -- ~(u~) on d6duit  que ~*(/~) -~ ~*(1). 

(b) ==> (a). I1 s 'agit de r emonte r  de la, convergence des sous-diff6rentiels & 1s con- 
vergence des fonctions ; ~ cet effe~, on doit ulitiser un  proc6d6 d ' int6grat ion qui donne 

7 • r • . en fonct ion de 3~; on peu t  passer par  1 mtermedla l re  des ~z et 6crire (~pr6s s 'dtre 
ramen6 & ~(0) ~- Min ~ --~ 0) que 

1 

q~(x) ---- j(A~('cx), x > dr (off A~ = ~ ) ,  
o 

et  ntiliser ensuite le lemme 1.6, et  le f~it que ~v~dx) t end  vers ~o(x) lorsque A-+ 0 
(cf. [0]). Nous allons utitiser ici une aut re  m6thode as6e sur le lemme suiv~nt dfi 

1~. T. I~OCKAPELI,AI~ (el. [8]). 

I~]~MlWE 1.7. -- Soit ~: H - * ] ~  ~ ,  -~ ~ ]  convexe, s.c.i, propre;  on a la formule 
(( d ' int6gr~tion ~: 

c t 

Vx E H ¥a0 D(~o) = s u p  + 
k = l  
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le sup. ~tant pris sur l 'ensemble des suites finies 

{ao, a~, ..., a~_~, a~ = x; V k <  l a ~ <  l a ~  D(~9~); l ~  N} , 

la notat ion {y, ~ ( x ) }  d4signant l 'ensemble des vuleurs {y, z} pour  z ~ 3q~(x). 

1) Montrons tout  d 'abord que la propri6t6 co-ses est v6rifi6e: 

Soit x~(~) --~ x; montrons  que ~o(x) < t i m  ~o~(~)(x.u~) ). 
Iqotons, pour  simplifier, x,(~)= x~, ~o=(~)= ~o~; on a donc x~--~x et a?~--> a~o. 
Soit (u, f), (u,, ]~),..., (u~, ]z) une chalne finie d'~14ments de ~o. 
Par  hypoth~se, pour  tout  i (i = 1, ..., l), il existe nne suite ~u" ~) .~, ]~ ~ telle que: 

~"(x,,)>~"(u ~) + <uT- u ~, p> + .., + <u~- u~%~, t~-1> + < x . -  u?, l~> 

et par  passage g la limite in~4rieure (n -+ q- c~), 

li_m_m ~on(xn)>~(u) q- {ul - -  u, ]} Jr- ... q- {u~-- us_,,]z-~} q- <x--  us,/~} 

et  passant  g la borne sup@ieure (snr les suites finies), d'apr~s le lemme 1.7 

lim ~o'~(x,~) > ~o(x). 

2) ]~[ontrons £ present  la propri4t~ s-sci. 

Remarquons  tou t  d 'abord  que Vx ~ D(cf), J~x = (I  ~ ~ ~ ) - ~ x  (z~_~o) x, J~x 
D(~0) et cf(Jax) --~ of(x). Tenant  compte  du lemme 1.6, on se f a m i n e  g montrer  que: 

V x e D ( a ~ ) ,  3(x,~),~, x~eD(aq~') ,  x~ -->x et ~(x) >l i ra  ~ ( x , ) .  

Soit donc x ~D(a~)  fix~ ainsi qu 'un  y e a~(x). D'apr~s le coroltaire 1.1, iI existe 
une suite {~,,, Yn)neN, Y ~  ~ ( x . )  telle que x , - + x ,  y~--~y. 

Soit (uz, ]z) ... (u~, ],) nne chalne finie d'~16ments de ~ et (u~, ]~)~N les suites 
approchantes  correspondantes ]~ e a~ (%), ]~ -+ f~, % --~ u~. Ecr ivant  

>qo (u~) {/~, . 
@ l - -  1 - -  

~ ( u ~ )  > n( ,,,, u ~ . _  

et a jou tan t  merabre g membre  on obt ient  

' I t  ~ n q~ m q~ 
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Pass~nt ~ 1~ limite sup6rieure en n ~ N 

~(u)> l im ~"(x~) -~ <y, u~-- x} ÷ </~, u~_~-- u~} -~ ... ÷ </~, u - -  u~> 

et prenunt  le sup sur les chulnes finies d'616ments de 3~ on obtient 

~ (u )> l im ~"(x.) ÷ ~ ( u ) -  ~(x) 

(b) ~ (e) 6vident. 

(e) ~ (d). Soit 2 > 0 fix6; posons 

u . ÷ ~ v ~ = z ~  soit 

Par  hypoth6se z ~  u ~ ~v = z~; d'~utre o~rt, 
n + 

~(z~) = ~( (z  + ~ ~)-~z~) ÷ ~ Iz~- (z ÷ ~ ' ) -~z~l  ~ 

par cons6quent, 

Soit x ~ H:  

o r  

t~uisque 

q 

soit ~(x) > lim ?"(x.) .  

~(z~) ~_~+~ ~( ) ÷ ~ 

1 

~I(x) = mi(zl) + f<.¢~[< + ~(x - zI)], x - zD ~v; 
0 

A~[< + ~(x-- z~)] ~ A~.[z~ ÷ ~(x -- z~)] 
(n-+÷co } 

1 
]A~[z~ + ~(x--z~)]--A~[z~ ÷ ~(x--z)]l< # lz~--z~l. 

D'~pr6s le th6or6mc de convergence domin6e 

1 

0 

(d) ~ (b). Soit x ~ H fix6; raisonnons tout  d 'abord ~ ~t > 0 ]ix6 et montrons que 

J~x  ~ - ~  J~x ou, de fagon 6quivalente, A~x ~-~> A~x. 

A ce~ effet, montrons que 1~ suite (A~x)~N reste born6e. 
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De l'in4galit~ I~0~(x)- ~ ( y ) -  (A~x, y -  x}l<-..(1/4)ty- xI~ , on d~duit grace au 
Th.  de Banach-Steinhauss que I~ suite ( A ~ x ) ~  est bornge dans H ;  on peu t  ob- 
tenir  des renseignements plus precis, en uti l isant  le lemme 1.8 ci-dessous: 1~ fonction 
4 ~-> p~(x) est de classe e t sur ]0, @ ~ [  et sa d4rivge (en 4) est 6gale ~ _  ~lA~.(x)l , 1  ~, ~. 
par  eons4quent:  

2~ 

< 4 ° <  4~ ~°(:e) - %.:(x) = ½ J l A ~ ( x ) f a ) . > l ( 4 ~ - -  ).o)IA~Jx)l ~ . VO 

On obt ient  done que la suite (A~x)~e~ reste  born4e. Soit z un point  limite faible 
de 1~ suite (A~x),~eN ie A~(~)x ~ z; de l megahte  

(lc--~-+~) 

passa~nt ~ la~ limite ( k - +  @ o¢) 

V~ e H ~fz(~) > ~0x(x) -~ <z, ~ -  x> et  done z = Xz x .  

w--,~ Par  consequent  V4 > 0, Vx ~ H,  A~x ~ Azx. 
Pour  mon t re r  1~ convergence for te  des r~solva,.~tes, nous allons util iser le fair 

que toutes les approximat ions  Yosida ~0~ convergent  s implement;  nous utiliserons 

de nouveau le lemme suivant:  

L E ~ t E  1.8. - Soit ~ convexe,  s.c.i, p ropre  de H duns ]-- c~, @ oo] et 0~ fix6 duns H.  
La, fonct ion 4 ~-~ 4~0;.(x) est  concave, de classe C ~ sur ]0, -}- oo[; sa, d6riv6e premi6re 
au poin t  2 est  6ga.le ~ ~0(J~x); la fonct ion 4 ~-> ~(J~.x) est Ioealement l ipschitzienne 

sur ]0, + oo[: VZ0> 0, V4, ~ e [40, + ~ [  l~o(J,x) - ~ ( J ~ x l <  1 4 -  ~l" IX~°xi~; de plus, 
l im 49~(x ) = l d(x, ~ ) ~  off d(x, D(~) d6signe la distance de x ~ Dqv). 
3,---~0 

Supposons le lemme 1.8 d6montr6 et aehevons la d6monstrat ion de (d) ~ (b): 
De l'6galit~ ~ ( x )  = ~(J~w) + (~./2)lA~xl ~, on d6duit  que si t 'on arrive ~ mofitre r 
que e2~(J~x) ~_.+:o~ qz(J~x), il s 'en suivr~ que ~' ' IAzxl; t enan t  compte  de ta 
convergence faible A~x ~---~:~ A;x, on coneluera A~x----~A~.x. Or, d'aprgs le 

n--> +¢o n-->+co 

lemme 1.8 qzn(J~x) est la d5riv~e par  rappor t  £ 4 de 4 - +  2~o~(x). 
Nous sommes done amends ~ introduire,  a y a n t  fix~ 40 et 4~ (0 < 4o < )~) les suites 

de fonctions num6riques:  

D'apr6s le lemme 1.8, pore" tou t  n ~ N f=(.) est l ipschitzienne; m~ntrons que la suite 
(f,,)n~x satisfait aux conditions du th6or~me d'Aseoli: 

a) g~ ~ [)-0, 41] la suite (/~(4))~N est born6e: 

iAT(x) I ~. 
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On a vu  auparavant  que la suite (A~x)s~,. reste born6e pour  ), fix6 (et m6me mni- 
form6ment born6e pour 4 s [2o, ~1]). 

b) D'aprgs le lemme 1.8~ 

w e N v;~, ~ e [;~o, ;~1] II~(4) - l ~ ( ~ ) l <  1 4 -  ~I-IAXo(X)t ~ • 

Lg suite (A~o(x))~N 6t,~nt born6e, il r6sulteque les fonctions (/~(.)),~N ~dmet tent  
une m~me constante de Lipschitz. 

L~ suite (]~)~sN est done relat ivement  compaete  dans C,([~o, )~]; R) ;  il existe 
une sous-suite (fa~)~sN et une fonction f telles que f,,,0-~] uniform6ment  sur [40, 2~]. 

On est done duns tu si tuation sui~ante:  

V4 e [40, 4,] h.~()~) - - - +  h(4) (off h(4) = ~.(x))  (k-++~) 

h~'~ = / ~  -->] uniform6ment  sur [40, 41]. 

D'apr~s le th6or~me de d6rivation ] = h ~ et done 

9~(J~(.)) --~ 9(Ja( .))  uniform6ment  sur tou t  compact  de ]0, -~ oc[. 

I1 ne reste plus qu'£ d6montrer  le lemme 1.8. 

D~MO:NSTRATION DU LE~I~IE 1.8. - -  Soit x ~ H fix6. De l'~galit6 

(1) ),qJ~(x) ----- inf {~(y )  + ½1x- y[2}, 
y~D(~) 

on d6duit que l~apptication )~ ~-> ~ ( x )  est concuve s.c.s~ comme enveloppe inf6rieure 
de fonctions affines continues. 

Soient 4~, 4~ > 0 

(2) A~q~(x) = 4~q~(J~ x) ~- ½ I x -  J~ xl~ 

(3) , ~ .  (x) = 4~q~(g~ x) ~- ½Ix -  J~..xl ~ 

d'ofi, t enant  compte  de (1) 

4~q~(J~. x) -~ ½Ix -- Jj. x l ~ -  ~q~:(x) >/2lq~.(x) -- X~q~(x) > 

et t enant  compte  de (2) et  (3) 

(4) (4~-- 4~) q~(J~, x) > ~ .  (x) - -  ).2%(x) > (4~-- 4~) q~(J~, x) ; 
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par  cons6quent 

(5) V;~, ;t~> 0 

z'Ciontrons que l 'applic~tion .~-->cf(J~.x) est co1itinue sur ]0, + c~[: de l'6galit6 

q)(Jzx) = q~z(x) -- ~ lx -- J~x I °', 

on d4duit  qu' i l  suffit de mont re r  la conti1itlit~ des applications 2 ~ J~x et  )~ ~-~ ?~(x) 
sur ]0, + ~ [ ;  or 

(6) 

d'ofl la cont inui t6 de 3. ~-~ J;.x; pour  mon t r e r  ]a continuit~ de 2--~ ~(x) ,  off de 
fapon ~quivalente de 2. ~ )~.(x), il suffit de reve1iir ~ (5) en not~nt  que l'~pplica.tio1i 
)~ --> q~(J~x) est born4e sur les compacts  de ]0, -]- cx~[: 

V),> 2o> 0 -- c~[J~x]-  c2<cf(J;.x)<cf~(x)<q~.o(X) 

or A -+ [Jxx] rcste bien born6e d'apr~s (6) sur les compacts  de ]0, ~- c~[; rcve1iant h (4), 
divisant  par  ,~ -- 2~ (avec),~ > 22, puis ),1 < ,~:) et faisa.nt t endre  2~ vers ~ ,  on obt ient  
que l 'applicat ion Z ~ ~z (x )  est d6rivable sur ]0, -~ o~[ et  

La fonct ion ~ ~ q~(Jxx) 6rant continue sur ]0, + c¢[, on conclut  que l '~pplication 
~-~ ~ ( x )  est de classe C ~ sur ]0, -+- oo[. 

Montrons $ pr6sent  que l'a.pplicatio1i ). ~-~ c#(Jxx) est localcment lipschitziennc 
sur ]0, + ~ [ .  

Soit 0 < 2 ~  e~ x e H  fixes: 

~(J~. x) - -  ~(J~. x) > <A~x,  J ~ x  - -  J~.lx} 

Or, de fa~on g6n6rale, la monotonic  de A entra.tne que J~. ~ (I  ~ ).A) -1 v6rifie: 

Vu, v ~ H  <J~,u-J~v,u-v>>tJ~.u-J~.v ? 

par  consequent ,  

1 
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(la fonct ion 2. ~-> cf(J~.x) comme  d6riv6e d 'une  fonct ion concave est  b ien d6crois- 

sante) .  D ' a u t r e  pa r t ,  

O-<<(p(J~ x ) -  cf(Jx x)<<A.x x, Jx x - -  J~ x> 

(puisque I J ~ x - - J ~ . x I <  I~.-- 2~]" IA~x]); on conclut  en r e m a r q u a n t  que la fonction 

~+ [A~.x] est  localement  born6e sur ]0, -~ ~ [ .  
l~este ~ m on t r e r  que l 'upplicat ion X ~+ X~vx(x) se prolonge en z6ro: 

~ ( x )  = ~ ( J ~ x )  -~- ½ I x -  Jzxt~.  

T e n a n t  compte  du fair  que 
= o :  

d'ofi  

D '~u t re  p~r t  

l i m J . x  " il snffit de mon t r e r  que ~.->o ,. = proj~-~ x, 

~c,, c~>0 VxeH ~o(x) +c~lx [+  c~>0, 

~q~(J~x) > -- 2c~IJ~x 1 -- )~c~ et  I im  )~(Jzx) > O . 
( ;~--->o ) 

et  faisunt  tendre  ). vers  z6ro 

V~ e D@) O>(~imo)Zq~(J~x ) @ <~-- p r o j ~ x ,  x - -  p r o j ~ x >  

et  fa isant  tendre  ~ vers  p r o j ~  x, avec  ~ ~ D@), on obt ient  

Iqous ullons g pr6sent  f~ire quelques remurques  ~ propos  du th6orgme 1.2; nous 

d6gugerons ensuite  nn  cer ta in  n o m b r e  de coroll~ires. 

I~EMAX~QUF, t . 5 .  -- Oll pour ra i t  penser  (no tan t  qu 'u~e  fonct ion convexe n ' e s t  d6ter- 
min6e pa r  son sous-diff6rentiel qu 'g  une constunte  gddit ive prgs) r emplacer  la condi- 

t ion (b) du Th6orgme 1.2 pgr  la condit ion plus fuible suivgnte:  

(b bis) ~05~-+ ~ b  et il existe une  suite (u~)~N, u~->  u, @~(u~) -+ ~b(u). 
Donnons  un exemple  off la condition (b bis) n ' en t ra ine  pus 1~ convergence a u 

sens de Mosco de ~ vers  ~. 
De  fagon g6n6r~le, si l 'on t rouve  ~ ~{> ~ et  u~ -+ u tels que ~(u~)  --> ~(u) -~- 2~ 

(~ > 0), p r e n a n t  q~" = ~ et  ¢ = ~v -[- ) ,  on au ra  b ien  t rouv6 un  tel  exemple.  
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P r e n o n s  H = Z~(D), /2 o u v e r t  born6  de R ~, de m e s u r e  @ale  g 1 ( m ( D ) =  1):  

= F ( t )  = 

On a F ~ ' %  (~'F)~s e t  F eonvexes ,  sei, p r o p r e s  e t  F '~2~ F- 
I1 suffit  Mors de p r e n d r e  (6ran t  donn6 2 > 0), n o t a n t  Zn Ia  fonc t ion  ca rac t6 r i s t i que  

d ' u n  ensemb le  E ,  

u., = 2"~/a~ a v e c  m ( E , )  == 1/~ e t  u = 0 . 

]~ESIAt~QUE 1.6. - Soi t  (A') ,~N tree su i te  de sous-dif f6rent ie ls  c o n v e r g e n t e  duns 

JC . ,  A ~  A ;  soi t  A = 09, il ex i s te  u n e  sui te  (F~)~m (~v'~: H - + ] - -  c~, d- ~ ]  eon- 
vexe ,  sci~ p r o p r e )  te l le  qne p o u r  t o u t  n, A ~ = ~F ~ e t  te l le  qae  ( F ' ) ~  conve rge  ve r s  F 
au  sens  de Mosco:  

Soit  A ~ = 0~o ~, A ---- 0 F e t  ] ~ 0~o(u) ; p a r  h y p o t h ~ s e ,  il ex i s t e  une  sui te  (u . ,  ],~) ~ 0~o ~ 
tel le  que u ~ - + u  et  ]~ , -+ / ;  posons  

F-(x) = ~-(x) ÷ F ( u ) -  V , ' ( u , , )  • 

On a b ien  OF ~ = O~f ~ _2~ 0% ]~ e OF~(u,), ] ~ OF(u ) te ls  que u .  -+ u, f~ --> ] e t  F-(u~) = 
= F(U); p s r  cons6quen t ,  ((b) ~ (a) du  Th6o r6me  1.2) F ~ conve rge  ve r s  F a u  s ens  de 
) Iosco .  

A p a r t i r  de l ' 4qu iv~lence  (a)<=> (b) du  th4or~me  2.1~ on r e t r o u v e  tr~s s i m p ] e m e n t  
u n  r~su l tu t  de 3 I o s c o  [22] 4 t~b l i s san t  la  eon t inu i t6  de 1~ t r ~ n s f o r m u t i o n  de Y o u n g -  
F e n e h e l  ( F - > F * )  p o u r  1~ M - c o n v e r g e n c e :  

COROt;LAnCE 1.5. - Soi t  (F ' )~N,  F une  sui te  de fone t ions  convexes ,  sci, p rop re s  
de H duns ] - -  c% d- c~]; il y a 6qu iva lence  en t r e  

i) F . -~> F;  

ii) ~p~* - ~  9*. 

D]~O~S~ATZOr¢.  - T e n a n t  c o m p t e  du  fa.it que  (F*)* = % il suff~t de m o n t r e r  

(i) ~ (ii): soit  (/, u) ~ 0F*; on a donc  (u, ]) ~ (0F*) -1 ---- 0F; pu i sque  F ~ -~-~ F il ex is te  

(us , /~)  ~ 0F" tels  que u . - > %  /~- ->f ,  F~(U,,)-> F(u) e t  F~*(]~)->F*(] ) ;  on ~ ~]ors 
n* t (].,  u~) E (OF~)-I= 0 F , ~ -~ ], u~---> u e t  ~o~*(f.~) --->F*(/); p~ r  c o n s e q u e n t  F ~* ~ F* 

On ~ura.it p u  ~gu lement  d@monstrer  ee r@sultat en  se serva, n t  de l ' 4qu iva lence  
(a) <=> (d) du  th4or@me 2.1:  on  nt i l i se  a lors  l~ f o r m u l e  

V~> 0, V x e / /  (¢*h(x) = [xl~--F1/~ ~ . 
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Nous Mlons ~ pr6sent  in terpr6ter  le Th. 1.2 duns le cas off les fonctions ~* sont 
des fonctions indiea,trices de convexes ferm6s non r ides ;  on notera, I K la fonct ion 
indica,trice d 'un  tel  ensemble K. 

CO~OLI._XI~E 1.6. - Soient K . ,  K une  suite de convexes ferm6s non vides d~ns H 
espa,ce de Hi lber t ;  sont  ~quivMents: 

{ Vx ~ K, ~x~, ~ K~, x .  --> x, 

(a) V(n(/~))~ suite extrMte,  V(x~)~ x ~  K~(~) (x~--~ x) ~ (x a K).  

(b) Vx a H projK ~ x -+ proj~: x. 

Vx e H,  p r o j ~  x ~ - ~  projK x, 

(c) -~xoe K, ~ x ~  K~, x~-+ x. 

(d) Vx ~ 1t, a(x, K~) -+ ~(x, K). 

:I)]~MO~STI~ATION. -- On consid6re la suite ~n : I~ . ,  ~ ---- IK; il SUffit de remarquer  
que: Y ~ >  0, V x e H ,  (I -+- 2~q~")-~x = prOjg X , ?~(X) "-= (1/2i)d"(x, K~) (off d(x, K~) 
d6signe la distance de x ~ K.) ,  et  d'a,ppliquer le th6or6me 2.1. 

Nous Mlons £ pr6sent  6tudier plus en d6tail l'6quiva.lenee (b) ¢=> (c) du th6or~me 1.2, 
savoir t '6quivMence entre  la convergence for te  et  la convergence fMble des %sol- 

vantes  pour  une suite de sous-diff6rentiels. 

Lien entre convergence/orte et /aibIe des rdsolvantes. 

PZOPOSITmN 1.4. - Soit ( ~ ) ~ N ,  3~ une suite de sous-diff4rentiels da,us H Hil- 

ber t ;  sont 4quivMents 

(i) ¥i  > o, Vx ~ t t ,  (I + ; . ~ ) - ~ x  -+ (I + ~9)-~x .  

[ (ii h Vi > 0, Yx ~ H, (I + ~q~,,)-~x ~-~. (I + t~q~)-~x~ 
(ii) 

l (ii)~ 3(u, v) a a~, 3(u~, v~) ~ ~'~, g~ --~ u et  v, -+ v. 

DI~}~OSISTgATION. -- (i)=>(ii) .  5 ' impl ica t ion  ( i ) ~  (ii}~ est 4vidente;  l'implica,- 

t ion (i) ~ (ii)2 r(~sKlte du Corolla, ire 1.1. 

(ii) ~ (i). Comme dans la l~emarque 1.6 posons V"(x) = ~"(x) -- ~(u~)  + ~0(u); 

on a, alors 

Vi > 0 Vx ~ H (I + i ~ ) - ~ x  ~=~-~ (I + )~)-~x 

3(u ,v )~q~  3(u~,v~)~q~ '~ u~-+u,  v~->v,  ~ ( u ~ ) - ~ ( u )  

d'ofi, d'apr~s l'implica,tion (c) ~ (a) du th~or~me 1.2, V~---M> ~ et ~f~ ~ ~ ~ ~ .  
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~[~EI~IAI~QUE 1.7. - Lu condit ion (ii)~ n~entruine pus ~ elle seule (i) : il suffit de pren- 
dre duns un  espuce de Hi lber t  H une suite ( x , ) , ~  convergesnt  fs iblement  et non 
fo r t emen t  vers x, et poser:  

¢~(~) = (~, x~}, ~(~) = (~, x} .  

Duns le cus de sous-diffSrentiels lin4uires~ ls condit ion (ii)~ de ]u Proposi t ion 1.4 est 
uu tomut iquement  v~rifi4e puisque ~ ( 0 )  --= ~ ( 0 )  = 0; l~nonc~ prend  ulors ls forme 
plus simple suiv~nte;  on constute d~sutre purr  que lu propri4t5 d~4quivulence entre  
convergence simple et  convergence for te  des r~solvuntes n 'es t  pas propre  uu c~s 
auto-udjoint :  

PROPOSITION 1.5. -- Soit (A~)~N, A une suite d~op6ruteurs msx imuux  monotones  
lin6uires univoques suto-udjoints ,  (resp. anti-udjoints);  il y a 6quivslence entre  

(i) V~ > o, Vx e H, (I 4- ,tA~)-~x -+ (I 4- ,~A)-~x, 

(ii) W > O, Vx e H, (I 4- ,~A*)-~x ~-"'. (I 4- )~A)-~x. 

D]~MONSTRATIOI~. -- (i)==> (ii) ~vident. 

(ii) ~ (i). !qous ullons redonner  (duns le cus suto-udjoint)  une  d6monstrut ion 
directe de ce r6sultut,  l~ d6monstrut ion duns le cus unti-udjoint  6tgnt  voisine quoi- 
que, plus simple. Puisque ps r  hypothgse J~x w-a  J~.x, il snffit de mont re r  pour  
obtenir  ls  convergence for te  des r6solvuntes que [J~x]------+ [J~x]; or 

z t - ->+ oa 

I J ~ x l  ~ - (J~x, J~x} -~ (x, (J~)* J~x} 

et ((I  4- ~A')-~) * = (I 4- ~A~*)-~; on est donc smen6 ~ mont re r  que 

V,~ > 0 Vx e H (I 4- ,~A'~*)-I(I 4- ~A'~)-~x (,~-R) (I 4- ,~A*)-~(I 4- 2A)-~x. 

A cet effet on utilise l '~quution r6solvsnte;  notons  ~(A) £ensemble des 2 e R tels 
que (I  4- 2A) -~ soit une contract ion pur tou t  d6finie sur H (puisque A est maximal  
monotone  #(A)3  R+); duns le cus lin6uire £dquution rdsolvunte (lemmu 1.4) s~dcri~ 

V). e e(A~), V~ e ~o(A-) 

soit 

W e e(A n) 

et  

V). e #(A,,) (~J~(~)) = J ~ J ~ x  = (J~)~x.  
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a) Cas auto-adjoint: on a A ' * =  A~; il s 'agi t  doric de m o n t r e r  q~te 

~ > 0 Vx ~ H J~J~x ~-~> JzJ~x  . 

Soit ~ ~ H fix~; on eat umen~ ~ poser  ]~()0 ---- (2J~(x), ~), ](2) ---- (2J~(x), ~). Mon- 

t rons q~e 1~ suite (f'~)~;~ s~tisf~it a ux  conditions du th~or6me d'Aseo]i sur tou t  inter-  

valle de ]a ~orme [2o, 2~], ~0 > 0; 

f(; t)  = <(J~)*x, ~ ) ,  f(~)  = <(J~)~x, 2 ) .  
+ c o  

gendr~ pa r  A_~; pa r  consequent  ~ 

'0 

et  
-{-oo 

le:(~)I < ixi" i~:i" f*~ e -~°~t < + ~ .  
0 

On en d~duit imm~di~tement  que la suite (g '~)~  et done 1~ suite (]j~),,~en eat rel~- 
t i vemen t  c o m p l e t e  d~na ~([~0,  ~ ] ;  R) ;  or 

f ~, --> un i fo rm~ment  sur [Zo, )~]; 

d 'apr~s le th4or6me de d6rivution,  on conclut  que fr converge vers  ] '  un i fo rm6ment  

aur tou t  interval le  compac t  de ]0, ~- ~ [ ,  ce qui eat le r~aultat  cherch6. 

b) Gas anti-adjoint: on a (A')  * ~ - -  A ", ce qui ent ra ine  que - -  A" eat max ima l  
mono tone  et  donc que J~ = ( I  ~ 2A~) -~ est  d6fini pour  tou t  ~ e R --  {0} ; p~r con- 
a6quent 

V)., ff e R - -  {0}, ).J~x -- ItJSx -~ (2. -- i t) JSJ~x  ; 

4 ' a u t r e  p a r t  (J~)* ---- ( ( I  ~ gA~)-~) * = ( I  ~ ~A~*) -1 = J ~ , ;  soit £ m o n t r e r  que 

J~_ ,J~x  ~ - ~  J_~J~x; faisunt  ff : - -  ~ d~ns F~quat ion r6solvante  pr6c~dente,  on 
obt ient  

et  done, J'~x -j- J"  ;x  ~ J~x -~  J ~x, ce qLui ent ra lne  que J~ ;J~x  ~'-H¢. J ~J~x. 
- -  (n--->+co) 

1 

I~E~I~QUE 1.8. - Soit H ~ L2(0, 1; C) muni  du produi t  scal~ire (u, v) : fg( t) .  
• v(t)dt,  q ai en fair  un  espuce de Hi lber t  complexe,  o 
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Soit 

A " u  -= a . ( . ) u ,  D ( A  ~) = { u e L 2 ( 0 , 1 ;  C ) / a . ( ' ) u e L z ( 0 , 1 ;  C)},  

off l 'on suppose a~(.) mesurabte et  Re a~(-) > 0. 
I2opgrateur  A" est maximal  monotone  lin6aire dans H :  

Vu e D ( A  ~) I~e <A"u, ~> > 0 

et 

Vv ~ 1t, V,~ > 0 J~v = (I  4- ~A~)-~v - -  - -  

appar t ien t  ~ H :  on v6rifie en effet que 

1 
V 

1 ~ 1 
1 + 2a~ "1 + 22 ~ea, ,  + 2~la,~p < [vp, 

puisque t~e a .  > 0. 
D~autre pa r t ;  

(A~) * u = am.(') U, D(A"*) = {u e Zz(O, 1 ; C)[ '~( ' )  u e L~(O, 1 ; C)} -= D ( A " ) .  

Dans le cas a , ( . )  r6el, A" est auto-adjoint ,  darts le eas a~(.) imaginaire pttr A ~ 
est ant i -adjoint ;  supposons ~ present  que a~(.) ne prenne  ctue deux valeurs ~ e t /7  
complexes (I~e e > 0, 1%/7 > 0) : 

a~(x) = 

s i x  appar t i en t  g ~n interval le  de la forme - 

/7 aillenrs. 

On a alors: 

V v ~ H ,  V 2 > 0  v = ](~, v). 

:bTous allons vgrifier que la famitle (](2,-))~> o est une  famille r6solvante si et  seule- 
merit si la convergence pr6e6dente est for te :  supposons qu' i l  existe A maxima,1 mono- 
gone tel  que V2 > O, Vv ~ H, ( I  + 2 A ) - l v  = ](2, v) ; on a alors 

1 ~ 4-/7 4- 22~/7 
Axv = -~ [v--](2,  v ) ] =  2(1 4- 2~)(1 4- 2/7) 

eg donc Xv = l imA;,v = ((e 4- fl)/2) v; par  cons6quent:  
A -->0 

1 
V;t>0, VveH ](;t,v) = 1 - - 2 " ' ~ - -  ~ " 2 ~ v '  ± ( ( ) t P ) /  
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et  

en d6veloppant  

1 2 + ).(c~ + ~) 2 
V2> 0,  

2 (1 + 2~)(1 + ~/~) = 2 + ~(:, + /~)  ; 

V2 > 0 22(fl q- a)~ = ¢2~afl, soit (fl - a)~ = 0 et fl = a ; 

t~ suite am(" ) est donc stat ionn~ire et  la, convergence est forte ,  A" = A;  cet exemple 
cont ient  le cas auto-~djoint  et  le cas anti-a, djoint  6tudi6es pr6c6demment ;  il appara i t  
nuture l  de conjectm'er de fapon g6n6rMe~ pollr route  suite (A ~) ~2v, A d'op6rateurs  
max imaux  monotones  dana un  espaee de Hi lber t  et  tels qne A ' o  ~ o, Ao ~ o, l '6qui- 

valence entre  

(i) ¥.~ > O, Yx e H,  (I  + 2A'~)-~x ~'-~:. (I  + ~tA)-lx et 

(ii) V 2 > 0 ,  V x e H ,  ( I + 2 A ~ ) - ~ x  > (I  + 2A)-~z. 

I~EYfAI~QUE 1.9. -- On a vu  (lemme 1.3) c~ue si ( )~ex est une  suite d 'op6rateurs  

max imaux  monotones  tels que: 

V2>0 VxzH (/+2_4~)-~x-+1(4, x), 

alors (](2,.))4>o eat une famille r6solvante et il existe un  unique op6rateur  maxima- 
monotone  A tel  que pour  t ou t  2 > 0, f(~,-) ~ (I  -}- 2A)-1; e 'est  ee r6sul tat  qui per l  
me t t a i t  de mon t r e r  que J~ muni  de ta s t ruc ture  mfiforme associ6e £ la fa, mflle d '6carts 
(](I q- 2 : A ) - l x -  ( I  q- 2B)-lxl)z>0 6tait  complet ;  l 'exemple de ]~ rema, rque 1.8 mont re  

x s H  

que ees r6sultats t omben t  en 46faut  si l 'on remplaee convergence for te  par  conver- 
gence fa, ible~ ce qui explique 1~ moindre int6rgt pra t ique de la topologie sur ~L as- 
soci6e ~ 1~ convergence faible des r6solv~ntes; ceci explique aussi 1~ formulat ion du 

probl6me pos6 d~ns la rem~rque 1.8: 
si la suite des r6soIvantes converge fa, ibtement,  e t  si la, famflle l imite est une  

famille r6solvante,  y-a-t-il  Mors convergence for~e des r6solvantes (la r6ponse, on 
l 'a r u e  est gffirmative pour  les lin6~ires auto-~djoints e t  anti-adjoints)? 

Nous allons revenir  sur l 'exemple de la remarque  1.8, dans le ca s auto-adjoint ,  

i.e. a,( . )>O,  (ee qui correspond ~ z¢ et  f l>0) .  
Dans H ~ Z~(0, 1 ; R), A~u ~ an(') u est alors le sous-diff6rentiel de la fonction- 

nelle 9 ~ d6finie par :  
t 

q~(u) = ½ja~,(t) u(t)'~dt. 
0 

On a: 

a m  
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et done 
1 

f~(v) = 1 -}- .~a. 
0 

par  consequent,  

V)~ > 0, YveH 

8oit 
1 

1 iV 
0 

1 

0 

dt = q~.(v). 

et 

1 

0 

O n  a done si ~ ¢ f l ,  ~0~. ¢ ~ a  (ce qui confirme les conclusions de la remarque 1.8); 
on constate cependant  une relation entre ~0a et ~a g savoir ~ < ~ a ;  (on v~rifie que 

Cette relation est g4n6rale; en effet suppons de fagon g4n6rale que Pon air 1me suite 
de fonetions convexes, sei~ propres (~'),,~N ayan t  une minorante  affine (en fair qua- 
drat ique suffit) commune  et  teltes que: 

Va>o V x e H  ~ ( x ) ~ 0 a ( x ) ;  

posons ~o = sup ~ et montrons que 

W > 0 Vx e H ~(x)  < q~.(x) 

(si ~o n 'est  pus propre la relation est 4vidente); la suite (~0~'),>0 croit vers ~0 lorsque ), 
d4croit vers z4ro et  done.  

par  cons4quent V# > O, Vx ~ H, (~a)t,(x) ~ %,(x) et 

o r  

Vy e H  

1 

a>o v ~  1 2# j ; 

1 
~*(y) + -~ ix--y] ~ = lim 

~--> + oo 

>n-~+ oolim Min~H {~0~(y)q- ~ l l x - - y J ~  } > lim (q~),,(x) 
n---> q- oo 

5 - A n n a l i  d i  2 1 I a t ~ m a t ~ c a  
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d'o/1 

Min{q)~'(Y)+l--lx--Yt~} > v e ~  2 u ~--,lim+ ~ ~v~+,(x) = ~o~+z(x) 

V#>0, Vx~g ~(x)>Sup@+s(x). 
4 > 0  

Or l 'applicat ion 2 ~ ~o~(x) est  ddcroissunte cont inue sur ]0, -1-c~[, d6croissante 
comme limite simple de fonctions ddcroissuntes e t  continue car limite simple d 'une  
suite de fonctions 6quicontinues sur t ou t  compact  de ]0, + ~ [ :  de fapon 6quivalente 
la suite 2 I~> 2~(x)  est 6quicontinue sur tou t  [~o, ~ ]  0 < 2o < 2~ < c~ cur ]'~(~) = 

?'~(J~x) <q/~(x) <-<9~J ), l 'indgalit6 duns l ' au t re  sens rdsul tant  de l 'existence d 'une 
minorante  affine commune  aux fonctions ( 9 ~ ) ~ ;  on obt ient  f inalement g/~ > 0, 

Vx z It, %(x) > 9qx). 
A l 'aide du th6or~me 1.2, nous allons pouvoir  ddfinir une topologie sur l 'ensem- 

ble des fonctions convexes, sei, propres de H duns ]-- ~ ,  -]- ~ ] ,  telle que les suites 
convergentes soient prdcis6ment les suites M-convergentes.  

Topotogie de la M-convergence sur l'ensemble des ]onetions eonvexes. 

On notera  ~ le c6ne convexe des fonctions convexes, sci, propres de H duns 
]-- 0% + oo], ~g+ te c6ne positif de ~.  

DEFINITIO~ 1.5. -- On muni t  le cdne ~3 de la s t ruc ture  uniforme associde $ la 

famille d'dcarts (e~,z)x> o e t  (f~,~)x>o: 
xEH xeH  

{ ea,~(9, V') = [(I + 2~9) -xx- (I + ~ . ~ ) - ~ x [  

h,~(9, '~') = [q~(x)-  V'~(x)i • 

On notera  ]3 M le cdne ~ muni  de la topologie associ6e ~ cet te  famille d'dc~rts; cet te  

topologie sera dire topologie de la MJconvergence. 

PtCOPOSlTI0XN" 1.6. - ~ muni  de la s t ruc ture  uniforme associ6e ~ la famille d 'gcarts  
(e;,~; f;..~)~>o est complet ;  si H est s@arable,  ee t te  s t ruc ture  uni forme est associ6e 

~v~H 

une faraille d6nombrable d'gc~rts e t  ~gM est un  espace polonais (m6trisable, sgpa- 
ruble, eomplet  pour  une  m6tr ique induisant  la topologie); de plus 

M 
~s ~ -* ~0 duns ~gM <=> 9 ~ "---> 9 

l 32 o > O, 3x o ~ H,  (p]°x -> (hox. 
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et 

D ] ~ _ ~ o ~ s ~ o ~ .  - Soit ( ~ ) ~  une  suite de Cauchy darts (~,  e~.,~;/~,~); a, tors 

V ~ > 0 ,  V x e H ,  ( I +  ; ~ ' ~ ) - ~ x ~ l ( ~ , x )  

VZ>O, Vx~H, ~ ( x ) - ~ ? ~ ( x ) ;  

n par  consSquent, ~ converge duns ~t(~ vers un  certain ~y~ et  ~ ° ( o )  converge duns R 
vers un certuin e(~o > 0 et  x0 ~ H arbi t ru i rement  fixes) ; posons ~(x) ~- ~(x) -{- (~ -- 
--~0z,(Xo)); on obt ient  que 

~ - ~  ~q~ , ~(Xo) -+ ~ = ~,o (%). 

~ o n t r o n s  que ~" converge ulors vers ~ ~u sens de )Iosco:  on 

R n 
0 ~ ° - +  0~° et  ~°(Xo) ~ ~o (%) 

ce qui d'apr~s le th6orbme 1.2 uppliqu~ ~ la. suite (?~o),e~" entrulne que ~0~,-->~** ~ 
et  doric ~- ~ - - - >  (~.  

Si H est s@a, ruble, no t~nt  ( x ~ ) ~  une suite dense duns H, ~o ~ 0 et  xo ~ H ~tunt 
fixes, 1~ s t ruc ture  uniforme est d4finie ~ l'~ide des ~curts (e~,~)~x et f;~0,,o; ~M est 
alors m4trisable, en prenunt  comme distunce par  exemple 

2~=0  

On termine  comme duns l~ proposit ion 1.1 en no tun t  que l 'applic~tion 

~-~ (3% ~o(Xo) ) est injective;  

en effet ( ~  = 3~) ~ (~ = ~ -~ cste) => (~° = ~f~o ~- cste) ; si ~o(Xo) = ~o(xo) ce t te  
const~nte est  n6cessuiremeut nulle. 

]~E~A~QUE 1.10. - Lu topologie induite par  tu topologie de lu M-convergence sur 
le c6ne ~ peu t  8tre d~finie, d'upr~s le Th. 1.2, un iquement  ~ l 'aide de lu fumille d'~,c~rts 
(/~,,)~>o; m~is l~ s t ruc ture  uniforme ~ssociSe, d'~pr~s la rem~rque 1.9, n 'es t  plus 

complete,  l~emurquons enfin que l 'applie~tion ~ ~-> ~* est un homSomorphisme de ~M 
sur lui-mSme. 

Nous allons £ present  examiner  le lien entre  1~ convergence ~u sens de Mosco 
et 1~ convergence simple. 
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Convergence au sens de Moseo et convergence simple. 

a) Donnons tou t  d 'ubord  un  exemple mo n t r a n t  qu 'en  g6n6ral la convergence 
simple n 'ent ruine  pus la, convergence au sens de Mosco: 

Duns H IIflbert ,  soit x~ ~-~* x # O ,  x~ ne eonvergeunt  pus fo r t emen t  vers x;  
posons ~v~(~) = ½(~, x~> ~ et  ~o(~) = ½(~, x}~; les p~, 9 sont eonvexes,  continues (par- 
t ou t  d6finies) positives et  mgme de clusse ~ ;  de plus 

V~ e / /  ~,~(~) -~ ~(~) ; 

montrons  que ~o ~ ne converge 1)~s an sens de Mosco vers ~; nous allons m6me constu- 
ter  que les r6solvuntes ( ( I  + 2 3~v~)-~)~>o ne convergent  pus fa iblement  vers les r6sol- 
vuntes  ( ( I  -~ 2~q~)-1)~.>o (ce qui est  bien en accord uvec In proposi t ion 1.4, puisque 
a ~ ( o )  = ~ ( o )  = o). 

Soit ) . >  0 et  / ~ H  et  u~ = (I  -~ 2~9~)-~/: 

Multipliant  scalairement par  x , :  

< ~ ,  ~,,>(1 + ~lx~l ~) = <1, xo>, 

d'ofl 

o (I, x~} x 
(z + ;. ~q~)-t! = ) ' - ' ~  1 T ~ I  ~ ~; 

(I + ~ ~0~)-tx ne converge pus fuiblement  vers (I + 2 3qo)-~x, car on uurai t  ulors 

<x, x~>~ ~ IxI' 

et done I '~1-~ I~1 (ear ~ # 0 ) ,  soit ~ - ~ x ,  ce qui est cont~'aire ~ rhypoth~se. 

b) Donnons ~ pr6sent  un exemple off, l~ convergence ~u sens de Mosco d 'une  
suite de fonctions convexes,  sci, de m~me domaine,  n ' en t ra tne  pus lu convergence 
simple. 

Soit H -=- L~(0, 1) l 'espuce de Hi lber t  des fonctions de carr6 sommable sur Q 
---- (0, 1) et tv ~, q0 les fonctionnelles convexes, sci, sur Z2(Q) de domaine Ho~(Q), d6fi- 
nies par  

~ ( x )  = 

~(u) = t  

1 

g a~(x) \ax] ax si u eH~(g)) 
0 

-~ c~ sinon 

1 

(X) ~x dx si u~g~(O, 1) 

~- c~ sinon 
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a v e c  

a A x )  - -  
a si ~k tq x ~ l n  ~, 

fl sinon 

2k + !]  (z~ et fl constants strictemen~ 
n J positives donn~es), 

oo e t a  d6finie par 1/a ~----~ 1/a dans L.  faible, soit 

2 ~ + ~  (a moyenne harmonique de ~ et fl); 

la suite (a~)~ x converge dans L ,  faible vers la fonction eonst~nte (g ~-fl)/2 =/= ½. 
• (~fl/(~ + fl)); par cons6quent, 

Vu e H~(9) 

1 1 

(u) ~+-4-~ ~ j ~ -  atx~ ~(x)~ = 
0 0 

l '~ga~l i t6  n 'ayant  lieu que si u ~ 0 .  

Montrons ~ present quc ~ 2~ ~ (el. L. TAICTAt~ [30]), soit d'apr~s le Th. 1.2: 

Fixons ] ~ L2(Q), un ~ (I ~- ~o'*)-~-/ v6rifie 

( I )  u,, + a~(u~) = i 

soit 

(~) d t du~\ ~ ( du,A 

Multipliant (2) par u~ dans L~(E2) 

et tenant  compte de l'in6galit6 (~cf~(u,~), un} >~ q~(u~) >~ ½ inf (% fl)IVu~I~:, oll conclut 
que (U~,)n~N reste born~e dans Ho1(~); soit u une v~leur d'adh~rence faible de 
(u~),e N dans Hol(E2);-posons v~-~ %~(du~/dx); (v~),~ N e s t  born6e dans H~(S2) et 
done dans L~(/2); soit v. ~-~:, v; il s'agit de montrer que v ~-a(du/dx). Pe~r d6fi- 
nition de v,~, 

(3) V~oeD(sg) fdu~ f 1 
D D 
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LC°f~ibl e 
or 1/a~ * > 1/a et (%9)ne~ eat born5e dana /i~(Y2) done re la t ivement  compact  
darts Z~(X2); on a done v .9 -~ ' ( e~  v. 9 e t  puasant ~ la l imite  sur (3) on obt ient :  

par  consequent,  

f du f I du V 9sD(sg )  ~ 9 =  ~ v . 9  soit v - - a d x ;  

u d x \  dx] = ]  et u~H°~(~) '  --e-~ a~xx = l - - u ~ Z ~ ( ~ 9 ) ;  

c) Dana l 'exemple 1, lea 9 ~ n '~taient  pas eoereives, mais leura eonjugufiea 9 ~* 
6taien~ uniformgment  eoereivea; en effet 

1 / ~  $ \ 9 " ' ( x ) > ~ < x , x ) - 9 " ( x )  = Ixl ~ -  ½<x,x~>~ or  ~ \  , o / < l l x l ~ +  ~ l x ~ P ,  

d'ofl 
s* 1 9 ( x ) > ~ l x l  ~ -  ½1x~I~>~½Ixt ~ -  ~. 

Dans l 'exemple 2, les 9 '' 6taient uni form6ment  eoercives, mais leurs conjugu6es 
9 ~* ne l '6t~ient pa.a (c~r 9 ~* coercive ~ ~9 ~* aurjectif  ==> (~9~) -~ sujeetif  ~ ~9 ~ 
pa r tou t  d6finie ~ 9 ~ pa r tou t  d6finie, or les 9 ~ sent  d6finies sur H~ gt Z2). 

On est ainsi amen~ ~ 6tudier les suites de fonctionnelles (9~)~N coercives 
Mnai que leura conjugu6es: (on dira que lea 9 .  song uni form6ment  coercives 

sit)limg'~(x)/lx I = + c~uniform~ment  en n e N). 

P~OPOSlTIO~ 1.7. -- Soit 9 ~, 9:  H - - > ] - -  o% + oo[ eonvexes continues uniform6- 
merit coercives ainsi que leurs conjugu6es; il y a 6quivalence entre 

(a) 9~ -> 9;  

(i) Vx ~ H,  9~(x) -~ ~(x), 

(b) (ii) Yx ~ H,  9~*(x) -~ 9*(x). 

D~5[O~STm~Io~-. - ( a ) ~  (b). Nous aliens mont re r  que la. convergence au sens 
de Mosco de la suite (9'~)~N et I'uniforme coereivitg des ((q0~*))~N entra~ne la conver- 
gence simple des (%),~N. 

Soit x e H  fix~; puisque 9 '~ -+9 ,  d'aprgs la I)ropri~t~ (w-scs) 

9(x) <li_m 9'~(x) ; 

d'apr~s la propri~t~ (s-sei) il existe x~-~  x darts H telle que 

~(x) > lira 9~(x~). 
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Ecr ivons  que (1) ~ " ( x . ) > ? ~ ( x ) ÷  @q0~(x), x ~ - - x >  et  montrons  que (2) VB born6 
de H,  sup sup laq'~(x) l < ÷ ~ :  supposons en effet que l 'on s i t  une suite (en fair 

n~N xeB 

une sous-suite) (x~)¢ B~ B born6 de H,  tetle que 

I ~ ( x ~ ) l  ~ + ~ ; n-->+co 

notons y~ e 3~o~(x~) telle que lY~l -+ ÷ oo; soit Xo fix6 duns H e t  Xo.. -~xo, ~*~(Xo~) -> 
-> ~o*(Xo) : 

99*'(Xo,~)>q/~*(y~) + <Xo,~-- y~, x,~> 

puisque x~e(3q~)-*(y~) et que (a~)-~ = a (~)* ;  divisant  ee t te  in6galit6 par  ly=l, 
faisant  tendre  n v e r s  ~ c% et  t enan t  compte  de l 'uniforme coercivit6 des ? '* ,  on 
arr ive g une contradict ion.  

l%evenant g (1), on obt ient  lorsque n -> ÷ c~ 

~(x) > l i ra  ~o~(x) 

et  doric ~ ( x )  --> ~o(x); ut i l isant  l 'uniforme coercivit6 des (~)~z< et  la M-convergence 
4e (~o~) * vers ~o* on obt ient  de mgme la convergence simple de (~)*  vefs ~*. 

b) ~ a). D'apr6s le th.  2. t ,  il suff~ de mon t r e r  que ~o ~ -+ ~o: en effet, 6tan~ donng 

(u, J) ~ Oqo il existera (u~, f~) ~ ~o ~ tels que u~ --> u, ]~ -> ]; 

I~(u~)  - ~(u)  l <  I~n(u~) - ~ ( ~ ) 1  ÷ I ~ ( u )  - +(u) l 

<sup {1~(~)1} • lu,~- ut + 1~(~ , ) -  ~(u)l ~ s B(u, Q). 

Or, pour  6tablir (2) nous avons utilis6 l 'uni forme coercivit6 des (~ )*  et la convergence 
d 'une  suite (~*(x,), x~),ex; nous sommes bien duns eet te  situation, e t  par  cons6quent~ 

Soit donc (u, ] )~  ~o donn6; de f~con 6quivalente:  

et  done 

q~(u) + , p * ( / ) -  <f, u> = o 

~n(u ) ÷ @*)n(/) __ </, U> = =n 3 J v e c  C n - - - ~  0 . 

D'apr6s les propri6t6s du sous-diff6rentiel g e-pr6s, il existe (u,~,].)c ~q~ tels 

que Iun -- u] < %/~ et If ~ --  ] l <  ~¢/G; par  cons6quent,  u~ - - >  u, f~ - - >  f e t  ~v ~ ~ ~v. 
~1-++¢0 n-->q ¢O 

/~E~A~QUE 1.11. -- Spit (~ )~N  une suite de fonctions convexes uni form6ment  coer- 
cives ainsi que leurs conjugu6es; on n 'a  pus 6quivalenee pour  une telle suite entre  
M-convergence et  convergence simple: pour  r emonte r  de la convergence simple g 
]a M-convergence il fau t  supposer en centre  la convergence simple des conjugu6s. 
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E XEMPLE : 

9~(~ :) = 4~, x .>  + 1.i~17 0 l l  Xn w - ~ >  X 

(et x~ ne converge pas darts H).  

Les (9 " ) ,~  sont continues, uniform6ment  coercives: 

9~(~) > 1t~l~- clot >- l~l  ~ -  ~c~ 

L e s  n $ (9),eN sont uni form6ment  coercifs: 

(9")*(~) = sup {<$, y> - <y, x,~} - ½ ly ?} 
ye l t  

= sup { < ~ - x ~ ,  y > - ~  Ivl9 
yel l  

X, " 

On ~ bien V~ e H,  9"(~) -> 9(~) mais 9" ne converge pas vers 9 a~u sens de Mosco, 
sinon, d'apr~s la proposit ion pr6c6dente,  on am'ait  

et donc 

V~ e H (9")*(~) -+ 9"(~) ,  

p renan t  ~ ~- 0, Ix~I --> lxl e t  x ,  -> x, d'ofi 1~ eontra, diction. 

I~Ei~AlCQUE 1.12. - En dimension finie, compte  tenu  des propri6t6s de relat ive com- 
paeit6 des born6s, on a <( 6quiv~lenee ~> entre  les deux notions (cf. SALINETTI et  
WETS [29]). 

Soit 9 5  9 eonvexes continues de H clans ]--  c~, + c~[; alors 

M 
9" --> 9 ¢=~ Yz e/~ 9"(x) -+ 9(x) 

donnons une d6monstrat ion de ce dernier r6sultat.  

l ~N+I. Soit B une  boule de H ;  B est contenue d~ns un N-simplexe de sommets ~av~= i , 
soit B c [al, ..., a~+l] (H de dimension N);  6rant donn6 9 eonvexe et x e [al, ..., a~-+t] 

[N+I  ~ N+I 

9(x) = 9~ Z ~,~a~j < X ~,~9(a,o) < sup 9(a~) • 
~ k = l  " k = l  l.-~.k~ N + 1 

La suite (~9)~N convergeant  en cheque point  de H est done localement  unifor- 
m6ment  m~jor6e; soit $ 6 B(xo, p) 
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il existe donc C>~0 telle que Vu ~ H,  ]u I < ~ <O~o~(Xo), u ><  C; cela entrah~e que 

Vxz//,  sup I~o.(x)]< + ~.  
n~N 

Pour  mont re r  que ~n ~ --> ~0, compte  t enu  de l 'hypothbse,  il suffit de mont re r  que 

(x~ --> x) ~ ~o(x) 4 lira ~'(x~) 

6crivons que 

et  donc 

~-(x.)>~'~(x) ÷ <x~- x, ~ ( x ) >  q~"(x.)>q~.(x)- ¢tx~- xI 

lira ~'(x=) ~> lim ~'~(x) = ~(x) . 

l~emarquons que la suite ~" converge vers ~ uni form6ment  sur les born6s de H ;  
an effet, puisque q- z~ --> % cela entraine l 'existence d 'une minorante  affine commune 
aux ~n; reprenan t  l ' a rgument  pr6c6dent, on mont re  qua (@'~),~ est localement 
uni form6ment  born6e;  la suite (?~).~x, d'aprbs Ascoli, converge alors uni form6ment  
vers ~ sur t ou t  born6 de H. 

On suppose que ~ M-converge vers ~; soit B(xo, ~) une boule duns H e t  [al, ..., 
a~+~] un N-simplexe de H tel  que B(xo, Q) c B(xo, 2~o) c [al, ..., a~.+~]. Pa r  hypoth~se 
Vk, k = 1, ..., 2( + 1, 3(x~),~N , x~ ---> % et  ~'(x~) -+ ~(ak) ; ~ pa r t i r  d 'un  cer ta in  rang, 
on aura  B(xo, O) ¢ [x~, _z¢+1~ . . . , ~ ,  j et  comme pr6c6demment  on conclut  que 1~ suite 
(~'),~N est localement  uni form6ment  major6e;  d ' au t re  par t ,  1~ suite (?~)~¢N 6taut  
M-eonvergente  admet  une minorante  affine commune  (Lemme 1.5), e t  la suite (c2"),~e N 
est localement  uuiform6ment  born6e; comme pr6c6demment,  on mont re  alors que 
les (~q0~),zN sour localement  born6s et  par  Ascoli, on conclut ~ la convergence uniforme 
sur t ou t  born6 de la suite ( ~ ' ) ~  vers ~. 

3.2. Zien entre la convergence des semi-groupes S~v"(t) et la convergence des ~n. 

Soit ~0: H - > ] - -  0% + c~] convexe,  s.c.i, p ropre ;  rappelons que pour  x ~ D ( ~ ) ,  
(~0)°(x) d6signe l 'unique 616ment de norme min imum du convexe ferm6 non vide 
~(x). 

Soient ao, al,  ..., a~_l da.ns D ( ~ )  e t  x ~ H ;  

~(x) ~>~(a~_~) ÷ < x -  a,_~, (~v)o(a,_~)> 

q~(a~)~q~(ao) ÷ <a~-- ao, (~)°(ao)> 
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d'ofl, en uddi t ionnunt  membre  ~ membre  

I¢=i (i) 
~(x) > Sup {~(ao) + ~ <a~- a,o_~, (~)o(a,~_~)>} 

k=l 

o/~ l 'on u pos6 a~ ~ x, le sup 6rant pris stir les chuines de longueur finie joignunt a~ ~ x.  

T ~ 0 ~ C E  1.3. - Soit ~: H - ~ ] - -  0% ÷ ~ ]  convexe,  s.c.i, propre;  on pose 

1 

w e H ~ . ( x )  = Sup {~(ao) ÷ ~: <a~-- a~_~, (~)o(a~_~)>} 
k = l  

off ao est fix6 duns D(~o), le sup. 6tant  pris sur l 'ensemble des suites finies 

Alors, ~0~:. est convexe,  sci, propre,  ne d6pend pus du poin t  ao choisi duns D ( ~ )  et  

~ ~m~. sur D(~);  de plus: 

Vu e H ~(proj~-~i u) < ~ ( u )  < ~(u) .  

D : ~ o ~ s ~ A ~ o ~ .  - Soit ao fix6 duns D ( ~ ) ;  lu fonction ~,da d6finie comme en-ce- 
loppe sup6rieure de fonctions uffines continues est convexe,  s.c.i; d'~prbs (1) 

Y x e H  

et  ~ n  est propre ;  d 'uutre  par t :  

~n(ao) > ~(ao) 

q~(x) > ~ ( x )  

d'ofl ~(ao) = ~i.(ao).  

~Iontrons que (~0)°c ~0min; eela revient  ~ mont re r  que 

(2) Vx e D ( ~ )  V~ e H ~min(~) >~m~(x) ÷ <(~)°(x), ~- -  x> ; 

d'apr~s lu d6finition de %~i~(x), celu 6quiv~ut ~ mont re r  q ue 

l 

V~ e H ~ . (~ )  >~(ao) ÷ ~ <a~- a~_~, (~)°(a~_~)> ÷ < ~ -  x, (~)°(x)> 

pour  route  ehaine finie ao, ..., a,_z, a~ = x (1 e N) ;  t enan t  compte  de x E D(8¢), celu 
d6coule de lu d6finition de ~0~in(~ ). 
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Par  consequent Yx e D(3~), V~ e H,  (%.i, +/~-~)(~)  ~> (~Omin -~- I~-~,)(X) -[- <(~9)O(x), 
-- x} et (~)o c ~ ( ~ i .  ~ / ~ - ~ )  ; or d'apr~s I t .  ]3~,z~s [8], si deux maximuux mono- 

tones A e t  B sont tels que A ° c B  et D(A) c D ( B ) c D ( A ) ,  alors A ~--B; les deux 
op~r~teurs ~ et  ~ (%~i . - [ - I~ )  satisfont ~ ees deux propri4t~s, et par  cons4quent, 

~ = ~(~mi. ~ / ~ i )  et t enan t  compte de l'4galit4 ~(ao) --  ~ . ( a o )  

(3) ~ ----- ~Omi~a -]- J [ ~  • 

Soit ~ ? ~ ,  et 9 ~ .  4eux (( primitives ~> de (~)o, d6finies respectivement ~ part i r  de 
deux points ao~ et ao~ de D(~o); 

d'o~, Yx e / / ,  ~ , ( x )  - -  q ~ . ( a o ~ . ) .  

Or (~min(a02)l : ~(a02 ) e t  (flmin(aoo)e : ~(ao2), puisque ao~ ~ D ( ~ ) ,  et done Vx e H, 
~ ( x )  ~ • >~,~.(x),  par sym~tri% on obtient l'~galitS. 

Prenons ~ pr4sent dans (2), x --~ J ~  ~D(~?):  

or ~o~i~(J~ ) = ~ ( J ~ )  et 

1 
<~ - -  , I ~ ,  ( ~ ) o ( J ~ ) )  = i <(8~)~'(~)'  (~ )o (Jz~ ) )  ~ 0 

par consequent, 

V ~ e H  

(car (~o)z(~) e (~)(J; .~))  ; 

et faisant tendre ), vers z~ro 

T ~ o ~  1.4. - Soient ~ ,  qp: H - ~ ] - -  ~ ,  -[- c~] convexes, s.c.i, propres; sont 
6quivalents: 

(a) ~ converge vers ~ au sens suiv~nt: 

~-~ < lira ~ml~(Xk)). (W-SCS) V(n(k))ke N suite extraite,  V(Xk)ke x (X k ) X) ~ ( ~ ( X )  ' ~(~) 

(S-SCI) Vx ~ D(~) 3(x~)~e N x~, ~ D(~'°) : x~ --> x et ~(x) ~>tim 9"(x~). 

(b) V g > 0  Vx~D(~) ( I - F  A ~ ) - l x - > ( Z - t -  A~o)-lx 

3u~ -~ u, ( ~ ) ° ( u . )  -~ (~)°(u) et ~"(u ~) -~ ~(u). 

(e) V~ > o Vx c D(~) ~ --> ~ ( x ) .  
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On a, alors, V x e D ( ~ ) ,  3 x ~ D ( ~ ¢ ) ,  x ~ ->x ,  ( ~ ) ° x ~  -* ( ~ ) ° x  et  q~(x.) --+q~(x). 

D~O~STI~A~IO~. - lqoua a,llona mont re r  les implications 

(a) <==> (b) => (v) => (b) 

(a) ~ (b). On mont re  tou t  4'a,bord, comme da`ns le lemme 1.5, l 'existence de con- 
atantes c~ et  c~ positives te]les que 

V n e N  V x ~ H  ~ n ( x )  -~ (~I]Xl-~ (?2>0 et, puisque ~¢>~i~, 

Vn ~ N Vx ~ I t  ~ ( x )  + cdx] + e~>o. 

Soit x e D(~) fix6; posons y~ = (I  + ~ ) - ~ x  et  montrons  que y~ -* (I  + ~ ) - l x .  

Soit zo fix6 da,ns D(~) ; il existe ( z ~ ) ~ ,  z~ -* z 0 et  ~(z~) -+ ~(z0) : 

?~(z,) > ~'(y,,) + <z~ --  y . ,  x --  y . )  

d'ofi 1'on d4duit  que la suite (y')~e~ reste born6e;  soit y~(k) "-"  > y; notons n(k) = k 

Et~n t  donn6 } e H,  il existe }~-*  }, ~(})>l i ra  ~(}~); de l'in6ga,lit6 

~ ( ~ )  > ~(y~) + < ~ - -  y~, x -  y~> 

on d6duit,  paar pa,ssage ~ ]a, l imite:  

(1) V~ e H ~(~) > ~ ( y )  + < ~ -  y, x -  y> .  

Prena,nt } = J~y e t  t enan t  compte  de l'in6ga,lit6 ~ . ( y ) > ~ ( J z y ) ,  on obt ient  

Wl > 0 <J~y -- y, x - -  y}<O ; 

faiaa.nt t endre  )~ vers z~ro 

< p r o j ~  y -- y, x --  y> < 0 

et t enan t  compte  du fair que x ~ D(~), on en d6duit que y e D(~). 
l~evena,nt ~ (1) et tena,nt eompte,  puisque y e D(~), de l'in6galit6 ~(y) = ~m~.(Y), 

on obt ient  

V~ e H ~($) > ~(y) + <~ -- y, x --  y ) .  

Pa r  cons6quent,  y = (I  + 3~)-1x et  (I  -[- ~ ) - l x  . - z>  ( / +  ~ ) - l x ;  on mont re  a,lora 

comme daans le th.  1.2 que la, convergence eat forte.  
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La  convergence des r4solvantes sur D(~o) entra ine  la convergence des sections mini- 
males;  pour  tou t  x e D(~o) il existe x .  -> $, (~ : ) ° (x . )  -> (3~o)°(x); on v4rifie a]ors 
(cf. th.  1.2) que g:(x.)  --> ~0(x). 

b) => a). 1) V6rifions que la propri6t6 w-scs est satisfaite. 

Spit xn(~) --> x;  montrons  q~m ~min(2) ~-< lim ~(~):~ _ _  ~m~.~(~)/; riotous n(k) ---- n. 
Spit (u~/), (ul,/1)~ ..., (ut, f~) une ch~ine finie d'41~ments de (~?)0; par  hypoth~se~ 

pour  toug ~ (i----1, ..., l) il existe une suite (u~, ]~,) telle que: 

~b 

de plus, il existe u~->  u telle que (8~)°(u  ") -> (~)°(u)  e t  ~ ( u  ~) - ~ ( u ) .  P a r  d6fi- 
ni t ion de ?~i=: 

~0min(X,)>~O,(Un ) n  ÷ <U~-- Un, (~n)O(un)> ÷ ... ÷ <itS-- UT_ 1, (0~ ")0(ul_l) > .  ÷ 

+ <x~,- uT, @~")°(uD> 

et  par  passage ~ la l imite inf4rieure: 

t im ~0~m(xn)>~o(u) ÷ <u~-- u, (3~)°(u)> ÷ ... -~- <u~-- u,_~, (~)°(u~_~)> -}- 

+ <x- u~, (~)°(u~)> 

et  passunt  ~ la borne sup4rieure sur les suites finies: 

l im ~ ( x , )  > %ran(x) . 

2) Montrons ~ pr6sent  1~ propri6t6 s-sci. 

I1 suffit de mont re r  que VxeD(~o) ,  3 x . ~ D ( ~ : ) ,  x~-->x et  9 ( x ) > l i m g " ( x ' 9 :  
r emarquan t  que s i x  ~ D(9) J~x ~ x et  9~(J~x) --> of(x) on concluera $ l 'aide du 
lemme 1.6. 

Spit doric x e D(3~) fix6; la convergence des r6solvantes sur / )(9)  en t ra lnant  la 
convergence des sections minimales (au sens des graphes) 

3x,, e D(~q:), x~ --> x et  (~')°(x~,) --> (~)°(x)  ; 

montrons  que ~"(x,)-->~(x).  
Spit (uz,/z), ..., (ul,/1) une chalne finie d'61~ments de (~ )o  et (uT, f~) les suite~ 

approchantes  correspondantes:  u 7 -+u~ et  (~'*)°(u~) --~ (8~)°(u,). Ecrivofis 

~(uD>~"(x~) ÷ <@~D°(x~), u~-x~> 
n ~n ~ ,gn n 

n ~ n ~n 
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et  ajoutons membre  ~ membre:  

¢(%)>¢(x,)  + <@¢)°(x,), u ? -  x,,> + <@¢)°(uD, uL~-  u~> + ... + 

+ <@¢)°(uD, % -  u~>. 

P~ssant  ~ lu limite sup6rieure ( n - ~  + ~ ) :  

$~(u)>lim ~o~(x~) + ((~o)O(x), u~-- x> + <(~)°(u~), u~_~-- u~> + ... + 

+ <(~)°(u~), u -  u~) 

et  p renan t  le sup sur les chaines finies ull~nt de x ~ u 

~(u) ~> liln ~ ( x , )  @ ~0~i.(u ) -- ~(x) 

or ~o~.(u) ---- ~o(u) puisque u e D(~o) et  done ~ (x )> l i m  Ip~(x~). 

(a, b ) ~  (c). Comptc t enu  de l'6galit6 

¢(J~x) + ~ Ix-J~xl o q)~(x) 

il suffit 4e mont re r  qne: VxeD(cf), q ~ ( J ~ x ) ~ q ~ ( J ~ x ) ;  soit xeD(~o) fix6; on a 
d 'une par t ,  pttisque J~x-+ J~x, d'~pr~s la propri6t6 (w-scs): 

~(J~ x) = ~min(J~x) < lim q¢(J~x). 

Soit, compte  t enu  de la propri6t6 (s-sci), une suite $" -----> J~x avee ~ ($ - )  -~ cf(J~x) ; 
(n--~+¢o) 

¢(}D > ¢(J~x) + <~- J~x, A~x) 

d'ofi, £ lu limite q~(J~x)>limq¢(J~x); on a 4onc bien q)'~(J[x) -~ q~(J~x). 

(c) ~ (b). Soit x e D(~v) fix~; nous allons duns une premigre 6tape, mont re r  que:  
~/~ > O, q~(J~x) -+ 9)(J~x) ; la d6monstra t ion de ce r6sultat  est en tou t  point  semblable 

celle du th6or~me 1.2: on mont re  tou t  d 'abord,  utilisunt lu majorut ion 

V0 < ,~ < /~  ~ ( x )  --  ~o~(x) > ½ (/~ -- ,D • ]AS(x)] ~ 

que: V~o> 0, sup IA~x] < + c~; on en d6duit  que la suite de fonctions )~ -+ ~o'(J~x) 

est re la t ivement  compacte  d~ns C~(]O, + c~[; R) muni  de 18 topologie de la con- 
vergence uniforme sur les compacts .  Compte t enu  de Ia re la t ion (d/d2)().q)~(x)) = 
= q¢(J~x), d'apr~s le th6orbme de d6rivation,  on conclut  que ~0~(J~x)--~co(J~x) 
uni form6ment  sur les compacts  de ]0, + c~[; de l'6galit6 

~12 IA~xl ~ = ~ ( x ) -  ¢ ( J ~ x )  , 
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on d~duit ~lors que 

V~>O, V~eD(~) IA~xl~lA~xl. 

Soit ~ lor6sent g > O, x e D(~) et ~ ~ D(~) fixes ; posons 

/~: t e [ o ,  1] -~ l~(t) = <A~(x + t(~-- x)), $ - -  x> .  

L~ suite (]').~N est re la t ivement  eomp~cte d~ns C~([O, 1]; R) :  

a) I/'(t)l< I ~ -  xl.[IA](x)l ÷ 1/~1~- xl] 

et  donc VtE [0, 1] sup ]f~(t)r < + ~ ;  
n~N 

1 
b) Vs, t e [0, 1] I I , ( t ) - l , ( s ) l<x t~ -xp . [ t - s  I 

et (I~)~N satisfait ~ux condit ions 4u th~or~me d'hsco]i. 

Posons h.(t) = q~(x Jr t(~-- x)), h(t) ---- ~ ( x  Jr t(~-- x)): 

Vt e [0, 1] x -~ t ($--  x) ~-- t~ -~ (1 -- t) x e D(~0) et doric h=(t) --> h(t). 

D'au t r e  par t ,  h'~(t) = <A~(x + t ($- -  x)), ~ - -  x> = f,(t);  d'aprbs le th6or~me de d6- 
r ivat ion,  on conclut que 

Vte [0, 1] <A~(x + t(~-- x)), ~-- x} ~ <A~(x Jr t(~ -- x)), ~ -- x } ,  

eet te  convergence 6tent  m6me uniforme en t; p renun t  t ~ 0, on obt ient  

VZ > O, Vx ~ D(cf) , V~ e D(q~) , <A'~(x), ~-- x> ~ <A~(x), ~-- x> ; 

prenan t  $ : J~x: 

par  consequent  

I A ] x -  A~xl~ -~ ]A]xp Jr- I A ~ x p -  2<A]x, A~.x> - - ~  o 

et  

Vx e D(~), V~ > 0, (Z ÷ ] ~ ) - ~ x  ,._~+A ([ ÷ ]~) -~x .  

I1 reste  ~ mont re r  1'existence d~une suite y ~ - ~ y  telleque (87.)Oy~ __~ (~o)Oy et  
q~(y~) --> q~(y); soit y ~ D ( ~ ) ~  on a vu  que 

(J]~, ~ ,  ~(J]~)) ~ (z~, A~,  ~(J~)) ; 
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tenant  compte du f~it que 

(&y,  A~y, ~(&y)) ~ (y, (~) ' (y) ,  ~(y)),  

on d6duit d'~pr6s le 1creme 1.6, l'existence d'une suite 2(n) ( ) ~ ( n ) ~  0) telle que n-->+v0 

(JG)u, C(JG)u)) (y, 

Posons y~-~  J~(~)y, G~-(~°~)°(Y~); on a ]G,I<~[A~(~)yI<~C. 
Soit G~ ~ -%z ;  on a d'une I)~rt IzI~<lim z~ I : t(~)°(y)[, 4'autre p~rt 

Yv ~ D(~cf) (A~}v-- z~, J ~ v - -  y~} > 0  d'ofl 

Yv ~ D(~F) ( A ~ v --  z, J~ v --  y}  >~ 0 et faisant tendre ~ vers z6ro 

Vv ~ D ( ~ )  ( (~o ) °v -  z, v -  y } > 0  

et donc z e ~F(Y) puisque y ~ D(~o) et que (~F) ° est une section principale de ~o; des 
deux relations (ze  ~(y) )  et [zl~< ](~F)°(y)] on d6duit que 

z = (~)O(y) et (OF,)O(y~) ~-~) (~)O(y) ; 

o r  

](Oq~)O(y) ] > lim l(O~")°(y.)l I(~G~)°(y~)l ~< tA~(~)yl, d'oh 

et 1'on a bien 

(y~, (~)O(y~), ~(y~)) ~ (y, (~)O(y), ~(y)) 
(n--~+cv) ° 

]~E~CIARQUE 1.13. - De la mdme fa~on que duns le thdor6me 1.2, on montre t'6qui- 
va.lence, 6rant donnSe une suite de sous-diff6rentiels (~F~),eN, ~F te]s que ~?~(0) ~ 0, 
~F(0) ~ 0, entre 

(d) W > 0 ,  Vx~D(~), ( I - i - ) . a ~ " ) - ~ x - + ( I ÷  ~q~)-~x 

(e) V2 > O, Vx~  D(q~), ( I  -}- ] ~ 0 n ) - - l x  'W-/~¢~ ( I  -d F 2 ~ ) - - ' X ,  

En effet, pour ~dapter la d6monstr~tion du th6or6me 1.2, on ~ uniquement besoin 
pour remonter 4e la convergence faible ~ 1~ convergence forte des r6solvantes, d'une 
condition de normalisation du type: 

3u~ -+ u ,  (~)°(u~)  --~ (~)°(u) ,  ~(u~) -+ ~(u), 

pour un u tel que V2 > 0, u :b ~(3F)°(u)~ D ( ~ ) .  
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R,E)I~Q~E 1.14. - La  propri~t~ (w-scs) entra lnc  

(*) l im -'{~) (x,0 ~="> x c t  x ~ D ( ~ ) )  ::> (~o(x) < _ _  w (x ~ ) ) .  

iViuis ce t te  propri&6, plus ta propri~t4 (s-sci) n~entruine pus (b) en g~n4ral: 

p rendre  H : R et ?(x) : I -- x si -- l<x<+ 1 ~ ( x )  X 

| -}- c~ sinon. 

On pourra i t  penser  que si on impose en outre  aux fonctions (~')n~N de rester  
positives, on peu t  affaiblir l~ condit ion (w-scs) en lu condit ion ( . ) ;  il n ' en  est r ien:  
Soit ~0 convexe,  continue,  positive, ~(0) = 0 et  K un convexe ferm6 con tenan t  Pori- 
gine; posons yJ~= ~ et W = ~ q- I x :  

1) Vx e D(~f) VJ~(x) -> VJ(x), 

2) Vx,~ ~-~> x lim ~v"(x) ---- ~(x) = q~(x) q- IK(x ) s i x  E K : J)(~). 

l~ontrons q u e e n  g~n6ral, la suite constunte  ~ ne converge pus vers ~0 + I x au 
sens (a): r~isonnons pa r  l'a, bsurde,  on aurai t  ators d'upr~s le th.  1.3 d'apr~s l~ pro- 
print4 (w-ses) 

Vu e H (~ + I~)(proj~ u) < (~o + IK)mln(U ) ~.~ ~(U), 

soit 

Vu e H ~(pr0jg u) < ~o(u). 

Or cet te  propri4t6 est fausse en g4n4ral: prendre  H - - - - R  2 muni de l~ norme eucli- 
dienne 

K =  { ( x ~ , x 0 e m / x ~ - - x ~ =  o} et  ~(x) = x~ 

on n'u pus en g~n6ral 

I~E~A~qUE 1.15. -- La  recherche d 'une  topologie sur l 'ensemble des maxim~ux 
monotones  telle que les suites convergentes  sont  celles pour  lesquetles tes semi-groupes 
(o~ de f~9ou 4quivulentes les sections minimules) convergent  ne semble p~s tr~s 
int4ressant,  ce t te  topologie n '4 tan t  pus s4par6e: une m~me suite peu t  avoir une  
infinit4 de limites! 

6 - A n n a l i  d i  M a t e m a t i c a  
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C~A~E II 

MESUI~ABILIT]~ D'UNE FA~ILLE D'OPEI~ATEUI~S ~OI~OTONES 

l .  - Lien entre les diff~rentes notions de mesurabilit~ pour une famil le  d'opSrateurs 

max imaux  monotones .  

Dans route cette partie H (resp. X),  sauf sp6eification explicite, d6signe an  espace 
de t t i lber t  s4parable (resp. Ba.nach s~pa.rable), ~t~, (resp. 5t.) l 'ensemble des maxi- 
maux  monotones (resp. des m-~ecr~tffs) muni  de l~ topologie de la R-convergence 
(cf. Ddfinition 1.1). On d~signer~ par  (T, ~ ,  ~) un  espace mesur~, /~>0,  (r-finie, avec "6 
/~-eomplSte. 

T~£O~g~E A (Castaing [15], ThSorgme 30). - Soit (T, ~, ~) un epsaoe mesurd, 
# ~ 0  (r-]inie, ~ #-complete, X un espaee mdtrique sdparable completet F une multi- 
application ~ valeurs ]ermdes non rides de T dans X;  ily a dquivalence: 

a) I~-~(U) ~ 7~ pour tout ouvert U de X .  

b) F-l(/v) ~ ~ pour tout ]erred ~ de X.  

c) I~-~(B) ~ ~ pour tout bordlien B de X.  

d) Ze graphe de F appartient ~ 73 @ ~ ot~ ¢~ ddsigne la tribu bordlienne de X.  

e) Pour tout x de X,  l'application t--> d(x, F(t)) est mesurable. 

]) ~Sa multiapptication F poss~de une ]amille ddnombrable de sections mesurables 

((r.)~ N telles que pour tout t de T, /~(t) = [J {o'.(t)}. 

Ce thSor~me est l 'outil  principal dont  nous nous servirons dans les problSmes 
de mesurabilit~. Citons en outre les t ravaux  I)EBI~EU, IOFFE and LEVIN, I~0CKAFELLAI~ 
re]atifs a c e  th~or~me. 

T H ~ 0 ~ E  B. (Th~or~me de projection). - Soit (T, ~, #), #>~0, ~ #-complete et S 
un espace souslinien; si G appartient ~ ~ Q  3~(S), sa projection prT(G ) appartient ~ 7~. 

Sous cette forme ce th~or~me est dfi ~ M. F. SAINT~. BEVVE [28]; il g~n~ralise 
des ~none~s pr~c4dents de Aumann,  Va.]adier, Von Neumann.  

D]~FINITION 2.1. -- Soit (T, ~,/~) un  espace mesur~, avec # ~ 0, a-finie, ~ #-complSte 
soit X un esp~ce m~trique sSp~rable complet;  nous dirons qu'une multiapplie~tion 

v~leurs ferrules de T dans X est mesurable si To = (t e T ; / ' ( t )  ¢ 0} appar t ient  
~ et si F restreint  ~ To possSde une des propri~t~s 6quivalentes du Th~or~me A. 
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L E ~  2.1. - Soit ( T, 73) un espace mesurable, et A une application de T darts ¢2 
il y a dquivatenee: 

(i) t--> A(t) mesurabte de T dans ~ .  

(ii) ~/2> 0, Vx ~ H, t - ~  (I ~- ~A(t))-~x mesurable de T dans X.  

(iii) 3~o> O, V x ~ H ,  t --> (I  -~ ~oA(t))-~x mesurable de T dans X.  

(iv) ~ o  ~ 0~ ~(x~)nex dense d~tns H, t --> (I  -~ ~oA(t))-~x~ mesurable de T da~s X.  

D ~ o ~ s ~ h ~ o ~ .  - ( i ) ~  (ii). L'upplieation t - -~(I -~  ~A(t))-~x est l~ compos6e 
de l 'applic~tion t-->A(t) mesuruble et de l 'applie~tion A - >  (I ~ -~A) - l x  continue 
de ~la duns X;  la eompos6e est donc mesurable. 

(ii) => (iii) ~ (iv) 6vident .  

Soit g 1~ distance ussoci6e ~ ~o et (xn),~N, induisant  la topologie de lu R-convergence 
(cf. Proposition 1.1); 6rant donn6 B 616ment de ~ on a 

d(A(t), B) - -  ~ 1/2~ inf (1, I(I-~ ).oA(t))-~x.-- ( I -~  ~oB)-~x~l) 
n = l  

et donc pour tou t  B dans ~t, l 'application t ~ d(A(t), B) est mesm~able; l'esp~ce ~t~ 
6rant un  polonais (en particulier tou t  ouvert  est r6union d6nombrable de boules 
ouvertes) on en d6duit imm6diutement  que l 'applieation t--~A(t) est mesurable 
de T d~ns c2a. 

TII~OI~:~E 2.1. - Soient (T, ~,[~) ~n espace mesurd, [~>~0 (~-]inie, ~ #-complete; 
soit A une application de T dans ¢2; it y a dquivalenee : 

(i) V2 > O~ Vx ~ H t --> (I ~- ~A(t))-~x est mesurable de T dans X.  

(ii) t --> G(A(t)) (graphe de A(t)) est multivoque mesurable de T darts X × X .  

D~ONS~:~ATION. - (i) ==> (ii). Notan t  que la graphe de A(t) est ferm6 duns X × X,  
nous allons montrer ,  suivant  le Th6or6me A, que la multiapplication t - ~  G(A(t)) 
poss6de une famille d6nombrabl% dense, de sections mesurables. 

Soit (x~)ne N une suite dense duns X;  posons (~(t) -~ (Jltx~, A~x~). Compte tenu 
de l~ relation A~x E A~(J~x) et ~ de l 'hypoth6se i), (~(t) est une section mesurable 
de la multiapplic~tion t --> G(A(t)) ; montrons  que pour t fix6 d~ns T, {~(t)}~n est 
dense duns G(At). 

Soit (x, y ) e A  ~, on ~ x -~ J~(x -~ y), y ---- A~(x -~ y) d'ofl 

Ix-- j t  x~[ : ]Jt(x ~- y ) - -  J~x~I<I(x + y)- -  x~t 

Choisissant n ~ N tel que Ix ~ y -- x~ [ ~ e on obtient  le r6sult~t d6sir6. 
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(ii) ~ (i). La mult igpplieat ion t --> G(A(t)) 4rant  mesurable poss~de une famille 
d4nombr~ble dense de sections mesur~bles, t ~a~(t)----(x~(t) ,  y~(t)). L'appl icut ion 
(x, y) -+ (x -]- y, x) ~tgnt  an  hom4omorphisme de X × X  sur X × X  et t r ans fo rman t  
le grgphe de A en le gra.phe de (I  d- A) -~ on d4duit  que t ~ o).(t) = (x~(t) ~ y.(t), 
x,(t)) est une  famille d6nombr~ble dense de sections mesurables de l 'applieat ion 
t---> G((I ~- At)-~); la mult i~pplicat ion t---> G((I d -A t )  -~) est doric mesurable de T 
dgns X × X  (d'apr~s le Th~or~me A); montrons  que cel~ entraine que pour  x fix~ 
d~ns X~ t ---> (I d- At) -~x mesurable.  

Soit B ~ 3~(X) dormS: 

Or ce dernier ensemble appar t ien t  £ ~ d'~pr~s l '6quivalenee/ )  <=> e) du Th6or6me A. 

I~E~iARQUE 2.1. -- On ~ montr~ en f~it un  r~sultat  un peu  plus g~n~r~l, ~ savoir: 
Soit (T, °6~ #) un espace mesur5 ~vec # ~ 0 ,  a-finie, ~ #-complete  et A u n e  multi- 

application mesm~a, ble ~ valeurs duns les part ies ferrules de X × X off X est un FrSehet  
on ~ les implications ( i ) ~  (ii) ~ (iii): 

(i) t---> G(A(t)) mult ivoque mesurable.  

(ii) t--> G((I d-A(t))  -~) mult ivoque mesur~ble de ~6 duns X × X .  

(iii) V x ~ t I ,  E , = { t : x ~ D ( ( I  @ A(t))-~)}~ G e t t ~ E ~ - - ~ ( I  q- A(t))-~x mesu- 

r~ble. 

Si l 'on suppose en outre  que Yt ~ ~, (I  d- A(t)) -~ est univoque cont inue pa r tou t  
d~finie, on ~ les ~quiv~lences (i) <=> (ii) <=> (iii): en effet on voit  alors que si (x,)~e~ 
est ~ e  suite dense darts X, t --~ (x,~, (I  + A(t))-~x~) forme une famille d~nombrabte 
dense de sections mesttr~bles de la multi~pplic~.tion t-->G((1-4-A(t))-~) • 

Nous sommes donc ~men6s ~ poser  1~ d6finition suiv~nte:  

DI~FINITION 2.2. -- Soit (T, ~,  it) un espace mesur4, nvec # > 0 ,  a-finie, ~ #-com- 
plete  e t  X un espace de B~n~ch s~p~rable; on dir~ qu 'une  f~mille (A(t))t~ T d'op~ra- 
tents  m-accr~tifs d~ns X est mesur~ble si l 'une des propri~t~s ~q~ti~alentes du ThSo- 

r~me 2.1 est v~rifi~e. 
Jusqu '£  pr4sent  nous sommes int4ress4s au  lien entre  l~ mesurabilit4 des r~sol- 

v~ntes et  la mesurabilit5 des graphes des op~rateurs;  le probl~me qui se pose natu-  
rel lement  est de voir si ces notions sont ~quivalentes a lu mesurabili t4 pour  tou t  x 

de X de l '~pplie~tion t--> A(t)x. 

P~0P0SITION 2.1. -- Soit (A(t))~ Tune  famille mesur~ble d'opSr~teurs m~ximaux  

monotones;  ~lors, l 'applic~tion t ~-~ D(A(t)) est mnl t ivoque mesurable et  pour  route  
s~leetion mesnr~ble t ~-~x(t) de l~J multi~pplieation t ~ D(A(t)), la mult i~pplieation 
t ~ A(t, x(t)) est mesuruble ainsi que l 'application t ~ A°(t, x(t)). 
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D ] ~ o ~ s ~ I O ~ ' .  - a) Soit B u n  bor6]ien de H;  montrons que {t e T/D(A(t)) n 
n B ~ 0} appartient ~ 23. 

{t e T/D(A(t))  rh B @ O} : proj~ {G(A) n (23 x B  ×H)} 

o~ 

G(A) = {(t, x, y) e T x H x H I ( x ,  y) e A(t)}. 

Or G(A) appartient ~ 23@ 5~(H ×H)  puisque par hypothgse t ~ A(t) es~ mesurable, 
de m8me ~ × B × H appartient ~ 23 @ :~(H × H) ; on conclut £ I'aide du th6or~me de 
projection; la multiapplieation t ~ D ( A ( t ) )  est done mesurable (en ce sens); on en 

d6duit imm6diatement la mesurabilit6 de la multiapplicution t ~ D(A(t)), puisque, 
si B(x, r) d6signe lu boule ouverte de centre x et de rayon r, 

qui ~ppartient bien ~ 23 d'apr~s ce qui pr6c~dc. Donc, pour tout x de H, l'app]ication 
t -  d(x, D(A(t))) est mesurable et ron conclut ~ l'aide du th6or~me A. 

b) Soit ~ pr6sent t ~ x ( t )  une section mesuruble de la multiapplication t 
D(A(t)). Posons F(t) -~ A(t,  x(t)); on ~ l'Sgalit6 

off ~: (t, y) ~ (t, x(t), y) est mesur~ble de ( T × H ,  23@ 3~(H)) duns ( T × H × H ,  23@ 
@ ~ ( H ) @ ~ ( H ) )  puisque x(.) cst mesurable; tenant compte du fait que G(A) ap- 
partient £ ~ @  $ ( H ) @  5~(H), on en d6duit que G(F) appurtient ~ 23@ :~(H), et done 
que la multiapplication F est mesurable. 

D'autre part,  pour tout  2 > 0, l'application (t, x) ~-~ A~.(t, x) est de Carath6odory; 
on en d6duit, que l'application t ~, Aa(t, x(t)) est mesurable et par passage £ la limite 
(). -~ 0) la mesurabilit6 de l'application t ~-~ A°(t, x(t)). 

R E ) I A R Q U v , .  - Nous avons montr6 lu mesur~bilit6 de ta multiupp]ic~tiol¢ t ~ D(A(t ) )  
a u  s e n 8  s u i v a n t :  

VB ~ ~(H)  (t ~ T: D(A(t)) N B ~ 0} ~ 23. 

Par  cons6quent, 6tant donn4 x e H, 

E~ -~ {t ~ T: D(A(t)) (~ (x} :/: 0} ~ "(3 

et la multi~pplieution t ~ A(t, x) ainsi que l'application t ~ A°(t, x) sont mesur~bles 
de E~ duns H. 
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I~e probl~me qui se pose ~ presen t  et  ce]ui de t~ r4ciproque ~ la proposi t ion pr~c~- 
dente :  ~t~nt  donn~ (A(t))~e r u n e  famille d~op~rateurs m a x i m a u x  monotones ,  l~ 
mesurabi l i t~ de 1~ mul t iuppl ica t ion  t ~-* D(A(t))  ainsi  que pour  tou t  x de H de Yap- 
p]ic~tion t ~ A~(t,x), entraine-t-el le  l~ mesurabi l i t~ de lu famille (A(t))~r? Pou r  

l ' i n s t an t  nous ne  connaissons ]~ r~ponse que da, ns le cas off les dom~ines des op~ra- 
teurs  A(t) sprit d ' in t4r ieur  non vide;  pou r  m o n t r e r  ce r~sultat~ nous uurons besoin 
de que]ques lemmes  pr~liminaires.  

I ~ E ~ E  2.3. -- A maximal monotone, D dense dans D(A).  

Vx e I n t  D(A)  A x  = Cony {~o --  lira y~; y~ = A ° x . ,  x~ --> x, x~ e D } .  

D]~O~STI~ATIO:~. -- 1) De f~9on g4n4rale Vx e D(A)  

Cony {~o - -  ]im y~; y~ ~ Ax~; x~ --> x; x~ ~ 1)} c A x  . 

E n  effet A est  demi  ferm6 et  Vx ~ D(A)  A x  est  un  convexe ferm6. 

2) Snpposons  x e l n t D ( A ) ;  ~lors Am est  born6 e t  done A x  est  un convexe 

fa ib lement  compac t  dans H ;  raisonnons p a r  l ' absurde.  
Spit  y C Ax,  y - B x  = Conv{o~--  ] imy~;  y~ -~ A° x~; x~ -> x; x~ E D). D'apr~s  le 

Th~or~me de Hahn-Banach ,  on v~ pouvoi r  s6parer s t r i c t ement  y du convexe fai- 

b lcment  compac t  Bx: 

3z e H <z, y> > sup <z, ~> 
~eBm 

spit 

< z , y - ~ > > O  V ~ e B x  ( . ) .  

Construisons une  suite x~ e D, x~ -+ x telle que (x~-- x)/Ix~-- x I ~ z. 
Spit z~ -~ x -{- ( l /n)z ,  pour  n suff i samment  grand,  x 6 ten t  dens  l ' in t6r ieur  de 

D(A),  oll pour ra  t rouver  un x .  e D (~ B(z . ,  1/n2); on v6rifie imm6d ia t emen t  qu~une 

telle suite (x~)~eN sat isfai t  ~ la condit ion pr6c6dente.  
I~a suite x~ pour  n suffisanlment grand  sere dens Yint6rieur de D(A)  et  done 

{ A ° x ~ } ~  est born6;  spit A°x~-~  u. 

D'~pr~s 1~ monotonie  de A:  <A°x~ - y, xn~-- x}~>0; divis~nt pa r  Ix.~-- x] ( ~  0) 
et fa isant  tendre  k vers  ] 'infini on ob t ien t  <z, y --  ~} ~< 0 pour  un ~a e B x  d'ofi la con- 

t radic t ion avec ( . ) .  

LE~a-~IE 2.4,. - A maximal monotone, I n t  D(A)  V: 0; D dense dens D(A);  alors 

A : ( (x ,y )  e D ( A ) × H ;  <y-- A°~, x - -  ~>>~0 V ~ e D } .  
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Dg~O~STI~A~IO~. - L 'une  des inclusions 6rant 6vidente, il s 'agit de mont re r  que 

((x,y) e D ( A ) x H  et  <y- -  A°t,  x - -  t > > 0  V t e D )  ::=> y e A x ;  

d'aprbs le Lemme 2.3 on se r~m~ne ~ monte r  que A ----- M off 

M = {(x, y) e D(A) ×t t ;  <y -- A°t ,  x - -  t > > 0  V t e  I n t  D(A)}.  

a) A c M 6vident.  

b) M est  mono tone ;  t enan t  compte  de la max;male  monotonie  de A, il s 'en 
suivra bien l'6galit6 A = M. 

Soit (x~, y~), (x,~ y~) e M;  n o t a n t  x = (xz + x,)/2 on ~ xx = x + (x~-- x2)/2 et  
:~2 = x -  ( x ~ - -  x~) /2  : 

<yl-- A°t, x~-- t>>o 

<y~- A°t, x~- t>>o 

d'ofl, en a jou tan t  

1 
-~(y~--y2, x~--x~>><yl--f-y~, t - - x >  + 2<A°t, x - - t >  ¥t  ~ I n t D ( A ) .  

Tou t  revient  i~ mont re r  que lira <AOt, x - - t >  > 0. 
~¢Int D(A) 

Soit to E I n t  D(A) -~ I n t  D(A);  si x ~ I n t  D(A) = I n t  D(Ai" e'est ,  terming;  sinon 

V 0 < t < l  x + t ( t o - - x ) - - : ( 1 - - t ) x + t $ o e l n t D ( A )  

Prenons  t .  = x + t~( to- -x) ;  t.~O, on a bien t . - + x :  

1) <A°t~-- A°t~,+l, t~-- t.+l>>0 soit 

(t= --  t~+~)[<A°t~, to - -  x > -  <A°t~+~, to - -  x > ] ~ 0 .  

Done <A°t~, to- -  x> est une  suite d6croissante. 

Supposons lira <A0t. ,  x --  t~> ~ a < 0 on aura  alors 

<A%. ~o--X>> 
2t~ 

(pour n snffisamment grand) 

(n suffisumment gr~nd) 
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et doric <A°~,  ~o--x>-+ ~ c~ ce qui est contradictoire a v e c l a  d~croissanee de 
eette suite. 

2) ~qous sommes en mesure ~ present de d6montrer le th6or~me suivant:  

T~OR~}~]~ 2.2. - Soit H un espace de Hilbert  s6p~rable et (T, ~,/~) an  espace 
mesur6, avec /~>0, a-finie, ~#-complgte. Soit (A(t))ts T une famille d'op6rateurs 
maximaux monotones tels que Yt E T, I n t  D ( A ( t ) ) ~  O. I1 y a 6quivalence: 

(i) La. fumille (A(t))t+ r est mesurabte. 

(ii) L'applic~tion t ~ D(A(t)) est mesnr~ble (i.e. YB e :5(H), {t e T: D(A(t)) n 
(~ B :/: 0} E ~) et, pour route section mesurablc x(.)  de cette application, 
t ~+ A°(t, x(t)) est mesurable. 

(iii) I~'application t ~ D(A(t)) est mesurable et, pour tout  x de H, t -~ A°(t, x) 
est mesurable. 

D~IO~STRATION. -- i)==~ ii). l~6sulte de t~ proposition pr6c6dente. 

ii) ==>iii). I1 suffit de rioter que lu mesurabilit6 de la multiapplication t ~ D(A(t)) 
entraine l 'existence d 'une section mcsurable ~(. ) ; 6tant  donn6 x duns H, E: ~ {t E T :  
x ~ D(A(t))} appar t ient  ~ ~; et l 'application x(.) d6finie par 

x t ~ E :  
x ( t )  = 

a(t) t ~ E~ est une section mesurable de t ->  D(A(t)) 

Par  cons6quent, l '~pplication t ~+ A°(t, x(t)) cst mesurable et l~application t ~ A°(t, x) 
est mesurable de E :  duns H. 

iii) ~ i). ~qous allons eonstruire une famille (x~('))see< de fonetions 6tag6es telles 
que, pour tou t  t de T, l~ suite (x,+(t))~Ex soit dense duns D(A(t)):  

Soit (x~)~sx une suite dense duns H ;  par  hypothbse, l 'ensemb!e E .  = {t ~ T: 
x , + D ( A ( t ) ) }  est mesm'abte et  t e E ~ - + A ° ( t , x ~ )  est mesurable; (notons que 
In t  D(A( .  ))+e ~ entralne que ~J E~ ----- T). 

hen 
Posons 

x ~ ( t )  = 

Xn 

xx 

x~ 

Xk 

t e E .  

t e E I \ E n  

t ~ E : \ ( E I  u E:)  

t e E,~\(E1 u E~ w ... W E~_I w E~) 
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Alors x~(.) est mesurable 6t~g6e et, pour  tou t  t de T, x~(t) appar t i en t  ~ D(A(t)); 
pour  tou t  n de N, t ~-~ A°(t, x,(t)) est mesurable,  ceci d6coulant  d i rec tement  de r h y p o -  
th~se et  du f~it que x . ( . )  eat mesur~ble 6tag~e. 

De plus, pour  tou t  t de T, (~.~(t))~,~ est uu  sous-enaemble dense de D(A(t)): D(A(t)) 
6rant  d ' int6rieur  non vide, on a D(A(t)) = I n t  D(A(t)) (cf. [8]) e t  D(A(t)) n (x~,)~N = 
= ($~(~))~:e~ eat dense d~ns D(A(t)) ; d ' au t re  par t ,  t appar t i en t  ~ E~,~), et  donc, %,(~)(t) = 
= x<~) par  const ruct ion des (#~('))~N- 

D'apr~s le lemme 2.4, on a:  

A(t) = {(x, y)~D(A(t)) x H :  V n ~ N { y - -  A°(t, x,,(t)), x - -  x , ( t )}>  0} 

et donc 

= {(t, x )e  i .  x D (A( t ) ) }  x H IS {(t, x, 

e r x H x m   0(t, x -  0} 

appar t i en t  ~ ~ Q ~ (H)  Q #~(H), ce qui entraine la mesurabilit6 de la f~mille (A(t))teT: 

CO~OL~Am~ 2.1. -- Soit H un  espace de I t i lber t  s@arable  et  (T, ~,  #) un espace 
meaur6 ~vec i f > 0 ,  (r-fini% ~ if-complete. Soit (A(t))te ~ u n e  famille d 'op6rateurs  
max imaux  monotones  dans H tels que, pour  tou t  t de T, D(A(t)) soit d~int6rieur 
relat i f  (~) non vide;  sont 6quivalents:  

(i) L 'appl icat ion t ~-~ D(A(t)) est mul t ivoque mesurable et  pou t  route  section 
mesurable de cet te  ~pplication, l'a~pplication t ~ A(t, x(t)) est mul t ivoque 
mesurable. 

(ii) I~a famille (A(t))te r cst mesurable.  

D]~0~ST~A~I0~. - On se ramgne tou t  d 'abord  au cas off Vt ~ T, D(A(t))~ 0; 
no tan t  t ~ a(t) une section mesurable de la mult iappl icat ion t -~- D(A(t)) il suffit de 
remplaeer  la famille (A(t))t~ T par  la famille (B(t))t~ T off. B(t, x) = A(t, x + (r(t)): 
Vt e T B(t) est maximal  monotone  et  de la re la t ion (I Jr- 2B(t))-~x = (I + 2A(t)) -~. 
• (x + a(t)) --  ~(t) on d6duit  que la mesurabil i tg de l~ famille (B(t))te Tes t  6quivalente 

!a mesurabili t6 de la famille (A(t))~f;  on suppose donc que Vt a T, D(A(t))~ 0; 
on se ra.m~ne a,lors au caa off I n t D ( A ( t ) ) ~  0 en d6composant  A(t) comme suit:  
E t a n t  donn6 A maximal  monotone  (D{A)~ 0), notons D(A) le sous-espace ferm6 
engendr6 par  D(A) et [D(A)] ~ le sous-espace or thogonal ;  on a: 

r u e D ( A )  A u =  (projy + p ro j y / yeAu)  ; 
[D(A)] [D(~] ± 

(2) I1 s'agit de l'int6rieur rel~tif au sous-espace affine engendr6. 
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Or, Au = Au ~ [D(A)] ± d'aprgs la maximalit4 de A, et done: 

VueD(A) Au = proj Au + [D(A)] ±. 
[D(A)] 

L'op6rateur d~fini par fl~u-= proj Au de domaine 6gal ~ D(A) est maximal mono- 

tone dans [D(A)]: ~(~)~ 

a) Yu~, u~ ~ D(A) (proj A u i -  proj Au~, u~-- u~> = 

= (proj Au~-- Au~-~ Au~-- proj Au~, u~-- u~> + (Au~-- Au~, u~-- u~>>0 

(le premier terme du second membre ~tant nul). 

b) Soit]  e [D(A)] et 2 > 0; d'apr~s 18 maximalit~ de A dans H, il existe u ~ D(A) 
tel que 

par consequent, 

A u ~ ~ f f~  e [ D ( A ) ] e t ~ u ~ ] --~ u , 

spit, u + 2fl~u ~/ .  
Montrons que l'application t-~'[D(A(t))] est mesurable. Spit (x~('))ne N une fa- 

mille ddnombrable dense de sections mesurables de la multiapplication t - .  D(A(t)). 
L'ensemble des applications de l~ f o r m e t  ~-~ an(t)~ ~ 2~xn,(t), off 2~e Q, forme 

i e I  flni 

une famille d~nombrable dense de sections mesurables de la multiapplication t--~ 

--> [D(A(t))]; cette derni~re est done mesurable. 
D'apr6s le lemme 2.4, puisque l'int~rieur du domaine de D(zI(t)) = D(A(t)) rela- 

tivement au sous-espace ferm4 engendrd est non vide, 

~(t) ~-- {(m, y)e[D(A(t))] × [D(A(t))]: Vn e N ( y -  fl~°(t, xn(t)), x -  xn(t)} > 0} ; 

(en effet (x,(t)),~N est dense dans D(A(t)) =-D(fl~(t))). 
I ~  multiapplicution t-> A(t, xn(t)) est multivoque mesurable par hypoth6se i il 

en est de m6me de la multiapplication t--*~(t,  xn(t))= A(t, xn(t))~ [D(A(t))], 
comme intersection des deux multiapplications mesurables t ~ A ( t ,  xn(t)) e t t  

~--~[D(A(t))]. Par consdquent, l'application t~---~°(t, xn(t)) est mesurable, et i'on 
en ddduit, comme dans la d6monstr~tion du thdor6me 2.2, que la multiapplication 
t--->l(t) a son graphe dans ~6(D ~(H)(~)3~(H) ce qui exprime sa mesurabflit6; reve- 
nons ~ l'expression 

A(t)u = ~(t)u + [D(~t(t))p ; [D(A(t))p= { x ~ H :  V n e N  <x,~n(t)> = 0} 
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et donc t -> [D(A(t))] ± est mesur~ble. On en d6duit 1'existence d 'une famille mesu- 

table de sections mesm~ables de l 'application t --> [D(A(t))]±: [D(A(t))] ± ~- [J {~(t)). 
n~D$" 

Notan t  par  uilleurs ~(t) --~ (_J (y.(t), fl~(t)}, avee 7~(.) et fl~(-) mesurables, on a 

A(t)--~ [J (7~(t), f l~( t )+ ~ ( t ) ) ,  puisque A(t) est ferm6 dana H × H ;  par cons6quent, 

t --> A(t) est mutt ivoque mes~rable. 

2. - F a m i l i e s  m e s u r a b l e s  de sous-di f f~rent ie ls  et  int6grandes  c o n v e x e s  n o r m a l e s .  

No~s supposons ~ pr6sent A(t) -~ ~9 ~ o~ 9 ~ est convexe, sci, propre de H darts 
] -  ~ ,  + ~] :  

TH~O~]~E C. (l~ockufellur [27]). - Soit H u n  espaee de Hilbert sdparable et (T, 7~, #) 
un espaee mesurd, /~>0 a-]inie, ~ ~-compl~te; soit q~: T × H  -~ ]-- ~ ,  + c~] telle que 
pour tout t de T, l'applieation x --> ~(t, x) est eonvexe, sei, propre, il y a dquivalenee: 

(i) 9 est 7£~  B mesurable (B tribu bordlienne de H);  

(ii) La  multiapplieation t--> Epi q~(t, .) est mesurable (o~ Epi ~(t,-) = {(x, ~ ) •  
• ~ × ~ :  ;~> ~(t, x)}). 

On dira que 9 est une int6grande convexe normule si l 'une den propri6t6s 6quiva- 
lentes ci-dessus est v6rifi6e; on dSsigne toujours par  ~L~ le cSne des sous-diff6rentiels 
de fonctions convexes~ sci, propres de H duns ]-- 0% + oo] et pgr Ji(~ w le sous-cSne 
de Ji(,~ form6 par  les fonctions positives m]lles ~ l'origine. 

TH~.O~]~E 2.3. - Soit (T, ~ ,  #) un  espace mesurd, # ~ 0  ¢-]inie, ~ #-complete et 
(~t)teN une ]amille de ]onctionnelles convexes sci, propres de H dans ]-- 0% + oo]; 
il y a dquivalenee 

(i) (t, x) ~ I'  × H -> 9(t, x) est une intdgrande eonvexe normale; 

(ii) VP> 0, V x e H ,  t - ->(I  + ~ t ) - ~ x  mesurable et il existe t -~xo( t )  mesu- 
rable ainsi que t ~-~ ~(t, xo(t)); 

(iii) ~/)~ > 0~ (resp. 3~), (t, x) ~-~ q~.(t~ x) est une intdgrande convexe normale. 

D]~MO~'S~RATIO~ ~ DU T~OR]~)IE 2.3. - i) ~ ii). Le graphe de la multiapplica- 
t ion t --> ~9 t e s t  ~g~l 

G(3~) = ((t, x, y) • T × H × H;  ?(t, x) + ~*(t, y) --  (x, y} = 0}. 

Or 9 6tant  une int6grande normale, 9" l 'est ~galement: lu d6monstration de ce r6sultut 
repose sur la remarque suivante:  soit t --> (rn(t), (~(t)) une famille d6nombruble dense 
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de sections mcsura,bles de l'applica,tion t -+ Epi  9(t); alors 

q~*(t, ~ ) =  sup {{x, a~ ( t )> -  r~(t)} et ~* est une int6~,OTa,nde normale;  
~eN 

l 'application (t, x ,  y) ~ ~v(t, x) -[- cf*(t, y) - -  {x ,  y }  est donc 73~ B ( H  x H )  mesm'able, 
( t enan t  compte  de l'6galit6 B ( H ) ( ~  B ( H )  = B ( H  x H)  ca,r H est s6parable). 

L 'appl icat ion t --> 8~v t 6ta,nt de graphe mesurable,  est donc mesurable. 
D'apr~s le Th6or6me 2.1, les r6solvantes d6pendent  mesura,blement de t e T;  

de plus posant  Xo(t) = J~xo et yo(t) = A~xo on a, b i e n t  ~ Xo(t), t -+ yo(t) mesurables, 
pour  tou t  t de T yo(t) e 8~(t, xo(t)), e t t  ~ q~(t, Xo(t)) est mesurable comme compos6e 
d'a,pplic~tions mesur~bles. 

ii) ~ i ) .  Nous allons passer par  l ' interm6diaire des a,pproxima,tions ¥osida .  
Soit ), > 0, x ~ H e t  t E T fix6s ; 6crivons que l 'applicat ion v ~ ~.(t, ~x ~- (1 --  T) Xo(t)) 
est Fint6grale de sa, d6ri-c6e: 

1 

~(t, x ) -  ~(t,  no(t)) = j<~(t ,  ~x + (1 _ ~)xo( t ) ) ,  x -  zo(t)>aT 
0 

off A~ est la diff@entielle Fr6chet  de ~ .  l~ema,rquant que l ' int6grale ci-dessus est 
limite simple de sommes de Riema,nn, on conclut £ la mesurabilit6, pour  tou t  ~ > 0 
et tou t  x darts H,  de l'~pplica,tion t ~ q:~(t, x) - -  ~ ( t ,  xo(t)) ; compte  tenu  de la, conti- 
nuit6 de l'a,pplication x ~ 9~(t, x) pour  tou t  t de T, Fapplica.tion (t, x) ~ ~z(t, x ) -  
--  ~ ( t ,  Xo(t)) est de C~rath6odory;  elle est donc mesura'ble de T x H muni  de la t r ibu 
~ ~ dans R (cL [15]). En  pa,ssant ~ la limite lorsque Z tend  vers z6ro, on en d4duit 
la mesur~bilit6 de l~ppl icut ion (t, x) ~ ~(t, x) - -  q~(t, xo(t)) ; t enunt  compte  de la, mesu- 
rabilit6 de l 'applicat ion (t~ x) ~ 9(t ,  Xo(t)) ; on conclut que l'a,pplic~tion (t, x) ~ ~(t, x) 
est ~ ) ~  mesurable et donc que 9 est une int6gra,nde norma,le. 

i) ¢:>iii). Compte t enu  de la relat ion 

~. = (~V~ ,. [~)** = (~ * +~ , '  

on eonclut que si ~ est une int6gra,nde norma,le, ~ l 'est 6g~lement. 
D'a,utre pa r t  ~ = sup ~ / . ;  si ~ est une int6gra,nde norma,le pour  tou t  ~ 9 l 'est  

n~N 

donc 6galement. Cette conclusion reste vra,ie si l 'on suppose que ~. est une iut6- 
grande norma,le pour  seulement un ~o > 0 : cola d6coule imm6dia,temcnt de la, rela,tion 

A l 'aide du th6or~me 2.3 7 nous allons d6finir, d~ns la proposi t ion suiva,nte, d 'une 
nouve]le fagon , la not ion d'int6gra,nde eonvexe normale,  cet te  pr6sentat ion se r6v6- 
lant  d~un emploi assez souple dans de nombreuses questions (corolla,ires 2.2, 2.3, 2A). 
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P ~ o e o s ~ o ~  2.2. - Soit (T,  ~ ,  #) un espace mesur~, # ~ 0  (r-finite, tt-compl&e. 
Soit q~ une int4grande eonvexe. I1 y a ~quivalence: 

(i) q~ est une int~grande normale. 

(ii) L 'applicat ion t ~-. q~(t,-) est mesurable de T duns ~6~± (el. D~f. 1.5). 

Di~I~O~-STI~ATION. -- (i) ¢=> (ii). On suppose que ~ est une int6grande normale;  
d'apr~s le th6orSme 2.3, les applications t ~-~ ~q)(t,.) et t ~ ¢~(t, x) (2 > O, x E H )  
sont mesurables ce qui entraine, par  d6finition de la topologie de la M-convergence, 
la mesurabilit6 de l 'app]ication t --> ¢( t , . )  de T duns ~6~. 

(ii) => (i). Soit ~o > 0 et xo e H fix6s; par  h3~oth~se, les application t ~-~ 3#(t , .  ) 
e t t  ~-. O~o(t, x0) sont mesm~ables; il en est de m6me des applications t e-~ 3q~°(t, xo) 
e t t  ~ ¢~o(t, xo) , ee qni entraine d'aprgs le th6or~me 2.3, ((ii) ~ (i)) que l 'application 
(t, x)~-~ ~b~o(t, x) est une int6grande normale. Toujours d'apr~s le th6or&ne 2.3, 
((iii) ~ (i)), on d6duit  que (t, x) -~ ¢(t ,  x) est une int6grande normale. 

COI~OLLAIICE 2.2. -- Soit (t, x) e T × H  -~ q)"(t, x) une suite d'intSgrandes convexes 
normales et (qs(t, "))t~r une famille de fonetions convexes, sci, propres; on suppose 

# p.p.  t ~ T qb~(t,. ) --> qS(t,. ) au sens de 5/iosco. 

Alors (t, x) ~ qs(t, x) est une int6grande convexe normale. 

DI~MONSTt~ATION. -- D'apr6s la proposition 2.2, les applications t --> q~-(t, .) sont 
mesurables de T duns ~ ,  et, presque pour tout  t, q)~(t,. ) converge vers q~(t,. ) duns ~6 M 
]orsque n tend vers + ~ ;  par cons6quent, l 'application t--~ qi(t,.), eomme limite 
simple d'applieations mesurables, est mesurable, ce qui signifie, d'apr6s la proposi- 
t ion 2.2, que l 'application (t, ¢) -+ ¢(t,  x) est nne int6grande normale. 

CO~OLLAI~E 2.3. -- Soit T compact,  tt mesure de Radon positive sur T et q~ une 
int6grande convexe sur T × H ,  il y a 6quivalence 

(i) q~ int6grande normale;  

(ii) Vs > 0, 3K~ compact,  Ks c T ,  # ( T \ K ~ ) < ~ e  et (t~ -+ t duns K~, x~ ~'-~ x) => 
=~ (O(t, x)<li_m ~( t , ,  x~)). 

D~O~ST~&~IO~ " - ( i ) ~  (ii). On suppose que ¢ est une int6grande normale;  
d'apr~s la proposition 2.2, l 'application t --~ ¢ ( t , .  ) est mesarable de T duns ~ ;  d'apr~s 
la propri6t6 de Lusin pour tou t  s > 0, il esiste K~ c T,  I z ( T \ K ~ ) < e  tel  Rue t'applica- 
t ion t ---> qS(t, .) soit continue de Ks duns °6M; par  cons6quent, s i t .  -+ t duns K, ,  qS(t.,. ) 
converge au sens de ~[osco vers q~(t,.) ce qui entraine (ii). 

(ii) =~ (i). Evident .  
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COBOL~A~E 2.4. -- Soit T compact  muni  d 'une  de l ~ d o n  posit ive/~;  soit t --> F(t) 
une mult iappl icat ion mesurable de T dans H, ~ valeurs convexes,  ferm6es non r ides ;  
Alors pour  to~ t  e > 0, il existe K~ compact ,  K~¢ T, I t ( T ~ K , ) 4 e  tel  clue l 'applica- 
t ion t --> T'(t) soit de graphe s~quentiellement ferm6 dans K~ x o ~ -  H (i.e. si t .  --> t 
dans K~, x~--> x darts a ~ -  H, x~ ~ F(t.)  pour  tou t  n ~ N, alors x ~/ ' ( t ) ) .  

D]~:~ONSTBATION. -- Posons qb(t, x)--~ Ir(t)(x ) off It(t) cst ]a fonct ion indicatrice 
de F(t);  no t an t  que Epi  q~(t,.) ~ [0, ~ c~[ ×F(t) ,  la mcsurabili t6 de 1~ multiappli- 
cation t -+ F(t) entr~ine, d'apr~s le th6or~me C, que q~ est une int6grande normale;  
il sufilt alors d '~ppliquer le corollaire 2.3 pour  eonchre .  

Nous allons donner  par  ailleurs une d6monstra t ion directe de ce r~sultat:  
Puisque la mult iapp]icat ion t --> P(t) est mesttrable, pour  tou t  x de H l 'applica- 

t ion t ~ d(x, F(t)) est mesurable et  l 'applicat ion 

t ~ projr(t ) x = -F(t) n / ] ( x ,  d(x, r(t))) est mesurable 

(cl. [14] pour  le r~sult~t coneernant  la mesurabilit6 de t - >  n $',(t)); 6rant donn6 
ia I  

(X,),~N dense dans H, par  applicat ion de la propri6t6 de Lusin, pour  chaque e > 0, 
on 9ourr~ t rouver  K~ compact ,  K~ ¢ K,  m ( K \ K , ) < e  te l  que:  

Vn ~ N t ~-~ projr(t)x . est  cont inue de K~ dans H .  

Or V(n, m) ~ N x  N, Vt, [ p r o j r ( t ) x . -  projr(t)x~] ,~ I x , -  x,, I et  ]par consequent  t 'appli- 
cation t ~-~ projr(0 x est continue de K~ dans H pour  tou t  x de H ;  soit a]ors t .  --> t 
dans K~ et  x~ -~ x, x~ e / ' ( t . )  ; 9uisque x~ e F(t.) ,  V~ e H 

(~ --  projr(a) ~, projr(tn) ~ -- x.} > 0 ; 

pa r  passage t~ la t imite V~ e H 

(~ --  projr(t) ~, projr(o ~ -- x )  > 0 ; 

p renan t  $ -~ x, on obt ient  x -~ prOjr(o x, soit x e F(t). 

3. - S o m m e  de f a m i l i e s  m e s u r a b l e s .  

Dans ce paragraphe  on ~tudie le probl~me suivant :  6rant donn6es deux  famines 
mesurables t --> A(t) e t t  --> B(t) d'op6~ateurs max imaux  monotones  dans un  l~ilbert 
s~parable H,  l%pplication t--> A ( t ) ~  B(t) est-elle encore mesur~ble? Pour  res ter  
d~ns le cadre o~ nous sommes places, nous ferons rhypo th~se  A(t) ~- B(t) m~ximal 
monotone.  
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D~ns le c~s otk A(t)----- ~q~* et  B( t ) -~  8~t sont  des sous-diff~rentiels de fonctions 
convexes sci, la condit ion A ( t ) ~ - B ( t )  maximul  monotone  se t r~dui t  par  l'~galit4 
~ ~ b ( ~ _  ~t). D'~pr~s le Th~or~me 2.3, l~em~rque 2.4 on peu t  supposer 
que ~ et  ~ sont des int~gr~ndes norm~les;  il s 'ensuit  que ~ -F ~ est une intSgrande 
norm~le et  toujours  d'apr~s le m~me Th~or~me que lu ~amille (~Ft ~- 3~t), t ~ T, 
est mesurable.  

Ddgugeons t ou t  d '~bord le temme suivant :  

L~,~M:E 2.5. - Soient A~ B, A ~ B des opdrateurs maximaux monotones. Alors 

DI~OSISTI~ATIO~. - -  On salt ddj£ que B~ -~ B;  soit xz = (I  ~- A + Bz) -~ y off y 
est  donn6 dans X ;  on a doric x z - ~ A x ~ +  B~x~.ey; or d'upr~s le Th~or~me de 
Brezis-Crandull-P~zy, l~ condit ion A + B m~xima.1 monotone  entra ine  que xz t end  
vers x solution de x + A x  + B x e y ,  soit x = (I  + A -F B) -~y. 

T ~ o ~ I E  2A. - Soit (T, ~ ,  it) un  espace mesurd, t t>O (~-/inie et ~ #-complete et 
soit (A(t))t~ ~ et (B(t))t~ ~ deux/amil les  mesurables d'op~rateurs maximaux  monotones 
telles que pour tout t de T, A(t) -[- B(t) soit encore maximal  monotone; alors la famille 
(A(t) Jr B(t))t~. ~ est mesurable. 

D]~0~ST~AT~O~. -- Soit 2 > 0 fix~; montrons  que 1~ famille (A(t) ~ B~(t))te T e s t  
mesar~ble:  soit (a.(t))~e ~ une  ~amille d~nombrable dense de sections mesar~bles de 
l 'applicution t --> A(t),  a~(t) = (x~(t), y,(t)) ; on vdrifie que (x.( . ) ,  y . ( .  ) + B~(-, x~(-))~eN 
est une  famille ddnombruble dense de sections mesur~bles de Fapplication t --> A(t) -~- 

B~(t); en effet soit (x, y) e A(t) Jr- B~(t) alors y - -  B~(t)x ~ A ( t ) x  et 1'on pen t  trou- 
v e r u n  indice n te l  que I x - - x , ( t ) J<e  , [y - -B~( t )x - -y~( t ) [<e .  

Pax consequent  

l y - y . ( t ) - -  B~(t, x.(t)) I < lY - -~ . ( t ) - -  B~(t, x)l+ IBm(t, x.(t)) - -  B~(t, x)] 

<e+~llx--x.(t),<~(, + ~) 

Toujours  d'a, pr~s le Th~or~me A, on en ddduit lu mesurabilit~ de 1~ f~mille &opera- 
tears  max imaux  monotones  (A(t) -F B~(t))~er, e'est-~-dire la. mes~r~bilit~ de l'~ppli- 
cution t ~ A(t) -Jr Bz(t) de T dans Jt~R; et  donc d'aprSs le Lemme 2.5, ] 'applicution 
t --> A(t) -~ B(t) comme limite simple &applications mesur~bles, est mesur~ble de T 
dans ~{~R. 

Nous d~g~geons de lu d6monstr~tion du Th~or~me 2A, un lemme g6n~r~l dont  
nous nous servirons p~r la suite: 

Z~c~-cm 2.6. - Soient (A~)n~,, (B~)n~N ~ A ~, B ~ m-acc~'~tif. On suppose que A s --~ A 
et B ~ --> B dans ~1~; alors V~ > O~ A '~ ~ B~ --> A -~- B~. 
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D ~ o ~ s ~ I O ~ .  - Soit (x, y) ~ A  ~- Bx, y - -  B ~ . x e A x ;  il existe donc (x~ z ~) e A ~ 
x n --~ x, z n -> y --  B~x. 

Posons Yn "~ z~ -~ B~x~e  (A ~ -~ B~.)x,; on a d~une pa r t  x ~ - > x  et  d 'au t re  pa r t  

e t  donc 

lY~--Yl = ] z~ + B~x,,--yl 

4 ]z ' - - (y - -Bzx)  I + ]Bxx--B~x]-~ ]B~x--B~x~[ 

1 l x~ -x l  

Yn - ' -~Y • 

I~,E)fAI~QUE 2.2. - 1) La  d6monstra t ion du Th6or~me 2.4 ne se g6n6ralise pas direete- 
m ea t  au GaS acer6tif car t~ premibre par t ie  utilise le Th6orbme de Brezis-Crandall- 
Pazy  qui sous sa version accr6tive (cf. B~cILA~ [6]) ne pe rmet  p~s de conclure iei; 

2) Le r6sultat  du Th6or~me 2.4 se g6n6ralise t r iv ia lement  en p renan t  (A~(t)) i = ~,...,,, 
une suite de familles mesurables d 'op6rateurs max imaux  monotones  et (~)~=~,...,, une 

suite de r6els > 0 ;  alors la famille ~ a~A~(t) est encore mesurable (sous r6serve que 
~=1 

soient encore dans & routes les sommes partie]les). 

CHAPITRE III 

A P P L I C A T I O N  A L ' ]~TUDE D ' E Q U A T I O N S  D']~VOLUTION 

Dans ce chapitre,  on se propose d'6tablir  le th6orbme abst ra i t  3.2 6tablissant 
rex is tence  de solution for te  au problbme 

(i) du t -~i ( ) + A( t ,  u(t)) + B(t ,  u(t)) ~](t) 

off (A(t))t~o,z I d6signe une famille d 'op6rateurs max imaux  monotones  et (B(t))t~Eo,z ~ 
d6signe une  famille d 'op6rateurs  monotones,  d @e n d a n t  mesurablement  de t e n  un  
seas que 1'on pr6cisera, ehaque B(t) 6rant  (( domin6 ~) par  le A(t)  eorrespondant .  Ce 
module est celui auquel  condui t  l '6 tude du probt~me de la eha.leur non lin6aire dans 
un  domaine variable (el. [3]). 

La  m6thode eonsiste ~ prolonger  ehaque B(t) en un  op6rateur  maximal  monotone  
~(t)  tou t  en pr6servant  la mesurabilit6 de 18 famille prolong6e (B(t))t~co, z ~ (th6o- 
rbme 3.1); on 6tudie alors le problbme (I) en passant  par  l ' interm6diaire de 

d--[ ÷ A(t, u(t)) ÷ ~(t, u(t)) ~](t) . 
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1. - Pro longement  mesurable  de familles mesurables  d'op4rateurs monotones .  

Duns cet te  purtie, on s 'at t~che an probl6me suivant:  6t~nt donn6e ane famille 
(Bt)t~ 4'op4rateurs monotones,  d4pendant  mesm-ablement de t, en un sens ~ pr6ciser, 
peut-on 1~ prolonger en une f~mille mesurable (~t)t~T d'op~r~teurs m~ximuux mono- 
tones; e 'est l 'objet  du Th6or~me 2.5, ~ l'61aboration dnque] ont act ivement  parti- 
cip6 P. B6nilan et A. Da, ml~mian. 

D~INITIOt~ 3.1. - 1) Soit (Iz, ~)  ~n espace mesm'able et F une multiapplication 
vuleurs non rides de T d~ns nn  espaee topo]ogique X;  on dira que F cst mesurable si 

VO ouvert  de X,  {t ~ T: F(t) r~ 0 ~: 0} e 7~. 

2) Une famille de multi~pplic~tion (F(t))tE v de X d~ns X est dite mesur~ble 
si 1~ multi~pplicution t - ~ G ( F ( t ) )  est mesurable de T d~ns X × X ;  ( G ( F ( t ) ) =  

l~emurquons que cette d6finition eat compatible ~vec la d6finition 2.2. 

I~E~A~QUE 3.1. - Soit (T, ~ ,  #) un  espuce mesu~6, # positive g-fmie, ~; tt-compl6te 
e t t  -+ F(t) nnc mnltiupplic~tion mesurable de T d~ns X espuce m6trique s@arable 
alors t -+T ' ( t )  est mesurable (et satisfait £ routes les conditions 6quivalentes du 
Th6or6me A). 

v , .  eSet,  soit ~ ~ x fi~6, d(~, ? y ~ )  = d(~, r(t))  donc 

(t ~ T: d(~, ~ - ~ )  < r} = {t ~ T: d(~, F(t)) < r} 

= (t e T: F(t) n B(x, r) ~ O} e ~3 

ce qui signifie t - ~ d ( x , F - - ~ )  mesurable et donc t - , - F ( t )  mesur'~ble (Th6or6me A). 

LEM-~IE 3.1. - Soit (T, ~ ,  #) un espaee mesurd, tt positive a-finie, ~ /z-compl~te et 
(X, d) espace mdtrique sdparable complet. On se donne une ]amille d'applications con- 
tinues (F(t))t~T, _~(t): D t --> X ,  D t fermd clans X .  On a l e s  implications: 

(i) La  /amille (E(t)) te T est mesurable. 

(ii) L'application t -+  D(t) est mesurable et pour toute application h univoque 
mesurable de I '  dans H telle que pour presque tout t, h(t) ~ D ~, l'applieation 
t --~ F(t ,  h(t)) est mesurable. 

(iii) L'application t - ~ D ( t )  est mesurable et pour tout x de X ,  l'application 
t -~ ~(t~ x) est mesurable (i.e. E ,  ~- {t E T: x ~ D ~} est mesurable et t -~ 2~(t, x) 
est mesurable de E ,  dans X) .  

(i) ~ (ii) => (iii). 

7 - A n n a l i  d i  M a t e m a t i c a  
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D~tO~STI~A~IO~. -- ( i ) ~  (ii). 2Zotons tou t  d '~bord que, D t ferm6, entr~ine que 
2~ t e s t  de graphe ferm6 dans H × H ;  soit 0 bor61ien de X:  

{t ~ T:  D t ~  0 ¢ 0 }  = proj r {G(/~) n T × 0  ×X} 

et  d'apr~s te th~or~me de project ion cet  ensemble appur t ient  ~ 23, ce qui exprime la 
mesurabilit~ de la mlflt iapplication t - ~  D t (d'apr~s le Th~or~me A). 

La  famille (F(t))te T 5rant mesurable,  il existe line f~mille d6nombrable t -+ (x~(t), 
yn(t))n~ 4'applicat ions mesurables de T dans X × X  telles que pour  tou t  t de T 

G ( ~ ( t ) )  = (.J (x~( t ) ,  y~ ( t ) )  . 
n e w  

Soit h une  sSleetion mesurab!e de la multi~pplica.tion t ~ D ~--  dom 2~(t); pour  

tou t  n ~ N posons 

A~,~ -= {t ~ T: d(h(t), x~(t)) ~ l }  . 

On a T ---- U A~,n; pur un proc~d4 s tandard,  on f~brique ~ p~rtir  des (A~,n)ne~, une 
k e n  

par t i t ion  mesurable (C~,~)~e~r de T, avec 

1 
vt a(h(t), < ; .  

Posons z~(t) : xk(t) s i t  ~ Ck,~; 
Alors Vte T, d(h(t), z , ( t ) )<l /n  et par  consequent  Vt~ T, z~(t)---~h(t) dans X ;  

d '~utre  par t  pour  tou t  t on a zn(t)~ D ~ et  F(t) 6taut  continue sur D ~, 

~( t ,  h(t)) = lira ~(t,  z~(t)) . 
n " ~  + c/z 

La fonct ion t ~--,F(t, h(t))~ comme limite simple de fonctions mesurables, est done 

mesurable.  

(ii) ~ (i). La mult iapplicat ion t -+ D ~ ~tant  mesurable ~ ~Taleurs ferrules,  il existe 

(Xn)n~ N f~mille d~nombrable d 'applications mesurabtes de T d~ns X telles que Vt ~ T, 
D s ----[JXn(t); les a.pplic~tions t---~F(t, xn(t)) sont mesurables par  hypothgse et  
t~-~ h~(t) -~ (x~(t),F(t, x.(t)) est mesur~ble de T dans X × X ;  t enan t  compte  du  fair  

que G(F ~) -~ ~ hn(t), on d~duit la mesurabilit~ de lg famille (F(t))tsT: 

(ii) ~ (iii). Pa r  d~finition E~ = {t e T:  D ~ (~ {m} :# O} et  done (Th~or~me A), E~ 
~ppar t ient  g ~ ;  soit d ' au t re  pa r t  t -+ h(t) une section mesur~ble de t -> Dr; 1~ fone- 
t ion g~ qui vau t  h(t) sur ~E.  et  x sur E ~  est done mesur~ble de T d~ns X et  g~(t) ap- 
p~rt ient  £ D ~ pour  tou t  t de T;  1~ fmletion t->F(t,g~(t)) est done mesurable;  sa 

res t r ic t ion ~ E~, soit t --~ F(t, x), est done mesurgble. 
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I~E~A~QUE 2.7. -- 1) Duns le cas off Vt ~ T, I n t  D t =/= 0~ off d~ns le c~s D t ---~ D ind , -  
pendan t  de t on ~ (i)¢=>(ii)<=~ (iii); il suffit de reprendre  le d~but de 1~ d~monstr~- 
t ion du Th6or~me 2.2: on me t  en ~6denee  une  fa.mille ( z . ( - ) ) ~  d 'applicat ions mesu- 
rubles de T duns H telles que 

Vt e T ,  D t = ~ (x~(t)} et  Vn e N ,  t - .  F(t ,  x~(t)) mesurab le .  

On en d6duit  la mesurabilit~ de lu famille (F(t))t~ T. 

2) Duns le cas off les (~(t))te T sont cont inue pa r tou t  d~finies, on a (i) <::> (ii) ¢:> 
¢:> Vx e X,  t -+/~(t, x) mesurable.  

3) L' implic~tion (iii) ~ (ii) est  fausse en g~nSrnl: prenons X =-- R,  et  _,-v(t) la 
fonct ion constante  ~gale £ ~(t) sur un domaine r~duit ~ deux points {t, t -~ 1}, avec 
t--> a(t) non mesnrable. 

L 'appl icat ion t - ~  dora F(t)~--{t ,  t - [ -1}  est bien mesur~ble; pour  tou t  x de R 
l 'application t --> 27(t, x) est ddfinie sur un  ensemble r6duit  ~ deux points {x, x -  1} 
et  est donc continue;  p renan t  h(t) = t, h est bien une section mesurable de t --~ dora F(t) 
et  pour t an t  t -> ~(t ,  h(t)) = a(t) n 'es t  pus mesurable.  

P~o~osI~O~ 3.1. - Soit (T, ~,  #) # positive c~-]inie, ~ #-complete, H u n  espace 
de Hilbert sdparable et soit (E(t))t~ T une ]amille mesurable de contractions (non partout 
dd]inies) de H duns H. II  existe alors une /amille (F(t))~r,  m.esurable, de contractions 
partout ddfinies telle que pour tout t de ° T, F(t) soit un prolongement de l~(t). 

I 

DI~0NSTI~ATION. -- Tout  d 'abord  pour  x ~ D ( F ( t ) ) ~  D ~ on pose ~( t ) (x ) -~  
= l im F( t )x  qui est bien d6finie. 

yE1) ~y-->~ 

On a G(F(t)) -~ G(F(t)) et  d'apr~s la remarque  2.6 la famille (T(t))~e T est une 
f~mille mesurable de contract ions,  prolongeant  l~ f~mille (F(t))~T; on se f a m i n e  
donc au  cus off T(t) est de graphe fe rmi .  

Soit (x~)~e N dense duns H ;  ii suffit de prolonger  la famitle (F(t))te r ~ (x~)~ N de 
telle sorte que Vn e N, t --~ F(t, x~) soit mesurab]e;  on se donne donc un xo fix6 d~ns X. 

N6cessairement la ~aleur prise en xo par  un  prolongement  de F(t) doit  appar ten i r  
l 'ensemble 

U'(xo) = {z ~ H: d(z, F(t,  ~))< d(xo, ~) V~ ~ Dr}.  

D'apr~s le Th~or~me VALENTIINE-K~ZBI~AUN [1817 l 'ensemble Ut(xo) est non vide;  
notre  probl&me consiste ~ mon t r e r  Fexistenee d 'une  section mesurable ~ la multiap- 
plication t ~ U~(xo), ce qui rev ien t  ~ mont re r ,  r emarquun t  que U~(xo) est nn  fe rmi ,  
que la, mult iappl icat ion t ~ U~(xo) est mest~rable (Thdor~me A). Or la famille (F(t))~T 
4tant  mesurable,  et  ~(t) ~tant  de gra, phe ferm~ pour  tou t  t, il existe une  famille (x~(.))sen 
d~ppl ica t ions  mesurables telles que les applications t --> F(t,  x~(t)) soient mesurables, 
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plus g6n6ralement, on peut  consid6rer une fumille mesurable (T(t))~ T d'applic~tions 
~-hSld6riennes d 'un espace m6trique s6par~ble complet X d~ns un espace m6trique 
s6p~rable complet Y, pour lesquels on uit l~ propri6t6 de prolongement (ef. r~f6rence 
communiqu6e par  C. CASTAIN~, L. ~¥~]~IA~S, 5. H. W]~LS et J .  L. HAYDEN [31]). 

TH]~O~]~rE 3.1. (H. Attouch,  P. Benil~n, A. Damlami~n). - Soit (T, ~,  #) un  
espace mesurd, /z positive g-]inie, ]3 #-complete et H u n  Hilbert sdparable. Soit (B~)~  
une ]amille mesurable d'opdrateurs monotones (dans H);  il existe alors une ]amille ( J ~ ) ~  
mesurable~ d~opdrateurs maximaux  monotones (clans H)~ telle que pour tout t de T, B* 
soit un prolongemen$ de B ~. 

D ] ~ 0 N S ~ I O N .  - On se rnm~ne tou t  d~abord ~u cas B ~ ferm6, en prenant  sa 
fcrmeture,  op6ration qui conserve L~ monotonie et la mesurabilit6 de ]u f~mi]le B* 
(l~emurque 2.6); on utilise ~lors ]a m6thode de Minty, (utflisant la t ransformation 
de Cuyley); on pose 

F~ = {(x + y ,  x -  v ) / (x ,  v)  e B~} . 

On v6rifie Ms6ment que F * est, pour tout  t, une contraction de graphe ferm6 d6finie 
sur R ( I  + B*). L~ famille (/~t)teT est mesurable: soit (x.(.), Y.('))~N une fumille 
d6nombrable d'~pplications mesur~bles de T d~ns H × H  telle que 

n~N 

posons z~(. ) ~ (x~(.) + y . ( . ) ,  x . ( .  ) -- y~(. )) ; les applications z~(. ) sont mesur~blcs e t  

vt ~ T ~ = b {zo(t)}.  
new 

D'a.pr6s la Proposition 2.2~ il existe une famille (-~*)*~T mesur~ble de contractions 
pur tout  d6finies telle que pour tout  t de T, P* prolonge i~ *. On pose 

~ =  {(~(~ + ~u), ½(u- P~)); u~ ~}. 

On v6rifie que/~* est un op6ratenr monotone et que pour tout  t de T, ( I  + j~,)-i = 
~-- ½ (I + _~*). D'apr6s le Th6or6me 2.1, la famille/~* est une f~mflle mesurable 4'096- 
rateurs maxim~ux monotones;  enfin / ~  prolonge B ~ puisque 

(x, y) ~ B ~ ::> (x + y~ x - -  y) ~ F ~ 

=> (x + y, x - -  y) e P* 

(x, y)  e ~ . 
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2. - Th~orbmes  de perturbation.  

D]~FINITION 3.2. -- Spit (A(t))te[o,T ]une famille d'op6rateurs maximaux  monotones;  
on dira que u est solution forte de du/dt ~ A ( t ) u ~ / ;  u ( O ) ~  up off f~JL~(O, :T; H) 
et up e H si u e C([0, T]; H) n W~o~¢(]0, T[; H),  u(0) = up et p.p. t e ]0, T[ (du/dt)(t) 
-{-A(t) u( t )~/( t ) .  Le graphe de l 'op6rateur solution fa.ible est d6fini eomme 6taut  
la fermeture du gr~phe de l 'op6rateur solution forte duns C([0, / ' ] ;  H) X L~([0, T]; H). 

5Tous utiliserons res t imat ion  suivante (cf. Bnv, zzs [8], Lemme 3.1). 
Soient u e t  v solutions faibles de d u / d t - [ - A ( t ) u ~ / ,  dv/dt-]-A(t)v  ~ g; on 

t 

In(t) - v ( t ) I<  I n ( s ) -  v(s)t + f l/(~)- g(~)ia~ 
8 

V O < s < t < T .  

On 6t~blit cette est imation pour des solutions fortes, et ensuite on p~sse triviale- 
ment  ~ 1~ limite. Igous ~llons tou t  d 'abord 6noncer un r4sult~t eoneernunt les per- 
turbat ions lipschitziennes, qui ser~ utile pour la suite. 

P~0P0SlTION 3.2. - Spit (A(t))t~ro,z I une famille d'ope'rateurs maximaux monotones 
dans H, espaee de Hilbert rdel et up donnd dans H tels que 

H~) V] ~ .L~([0, T]; H), il existe u unique solution /orte (resp. /aible) de 

du 
a-7 + A( t )u  ~ /; u(O) = up. 

~oit d'autre part (B(t))t~lO,T ~ une ]amille d'applications de H duns H telles que 

1:I~) Pour presque tout t ~ [0, T], D(B(t)) = D(A(t)),  et il existe k ~ .Lz(0, T) telle 

que ]B(t)x--  B(t)yt<<k(t)tx-- Yl P.P- t ~ ]0, T[, Yx, y e D ( A ( t ) ) .  

Ha) _Uapplieation t--> B(t) est mesurable. 

tI4) 30) ~ L°°(0, T; fir), to(t) ~ D(A(t)) p.9. t, et t ~ B(t, to(t)) z .LI(0, T; ~) .  

(I) 

Alors V/~ L~(0, T;  H), il existe u unique solution forte (resp. /aible) de 

du 
d---{ + A( t )u  --}- B( t )u  ~ ]; u,0) = up. 

X~E~AgQWE 3.4. - On a suppos6 D ( B ( t ) ) =  D(A(t)) et t -+B( t )  mesnrable; on 
aurai t  pu supposer, ee qui parat t  plus naturel :  H~) B(t) est lipschitzien de rapport  k(t) 

sur un domaine D(B(t)) eontena~nt D(A(t)) et l 'application t ~ B(t) est mesur~$1e; 
mais eerie hypoth~se se ram~ne en g6n6ral ~ 1'hypothbse H2) puisque (I) est 6quivalent 

d u  
+ A(t )u  -~- B(t)/:D(At)u ~ J d--~ 
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et que le gr~phe duns [0, T ] × ( H × H )  de B(t)/D(At) est lu trace du graphe de B(t) 
sur le graphe de t -+ D(A~) × H d~ns [0, T] × H × H. 

Done lorsque t -+ D(At) est mesur~ble (ce qui est le cus lorsque t -+ A(t) est mesu- 
r~ble) Phypoth~sc H~), It2) se ram~ne ~ l'hypoth~se H~), Ha). 

l~emarquons enfin, compte tenu du Lemme 2.7, que H~) 6quivaut £: 

Vx: [0, I ' ] - ~ H  mesurable univoque, telle que p.p. t~]O, T[ x ( t ) ~ D ( A ( t ) ) ,  
Fapplication t -~ B(t ,  x(t)) est mesurable. 

Duns le eo~s off D(A( t ) )  = D est fixe, Its) est 6quiv~lent ~: 

Vx ~ D t ->  B(t, x) est mesur~bl% et done la Proposition 3.6 ~pparait eomme 
une g6n6rMisation partie]le de ]a Proposition 1.12 P. B ] ~ I L ~  [5], et du Th6or~me 1.20 
A. DA:MLA:MIA:N [16]. 

D]~O~ST~TI0~ D]~ L~ PgOP0SITION 3.2. - On utflise une m6thode de point fixe 

duns l'espace E = {u e C([0, T]; H):  p.p. t e [0, T], u(t) e D ( A ( t ) ) }  muni de ta m6- 
trique de la convergence uniforme; soit S l'~pplication de E duns E qui ~ u associe 
1~ solution forte (resp. faible) de 

d v  
dt ~ - A ( t ) v ~ - - B ( t ) u ( t ) ;  u(0) = Uo 

(on remarque que l'on peut se ramener au cas / ---- 0) ;ee t te  6qu~tion a bien une solu- 
tion puisque t -> B(t) u(t) est mesurable (d'apr~s I t ,  et le I~cmme 2.7) et cst major6 par: 

[B(t) u(t)[< ]B(t, (o(t)) ] + k(t)lu(t) -- ~o(t)[. 

I1 s'agit de montrer que l'application S admet un point fixe unique: 
Soient ul, u~ ~ E, on a 

ISu~(t) - Sub(t)[ < f lB( , - B(v,  u~(T))ldv 
0 

t 

< - d T  

0 

et donc par un a~gument classique 

Vte [0, T].  

I1 existe done n ~ N tel que S ~ soit lipschitzienne de rapport strictement inf6rieur 
un, de l'espaee m6trique complet E d~ns lui-m4me; d'ofi ]~ conclusion. 
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T m ~ o ~ g ~  3.2. - Spit H u n  espaee de Hilbert rdel et (A(t))t~EO, T ~ une famille d'opdra- 
teurs maximaux monotones dons H~ tels que: 

Its) II  existe une mesure dm ~ p tit, p majorde et minorde par des constantes 
strietement positives, et co continue telles que: 

vg e T]; H),  

il existe v unique, solution ]orte de 

avec en outre 

Vuo e D(A(O)),  

~,,d~ L~(d,~:,) < [glL~(d~;,) + CO([Uo], IA(O)uol) . 

On se donne d'autre part une famille (B(t))t~O.Tl d'opdrateurs vdri]iant: 

tt~) Pour presque tout t de [0, T], B(t) est un opdrateur hdmicontinu, de domaine 
convexe et il existe k ~ Z~(O, T; R +) telle que: 

p.p. t e [ 0 ,  T ] ,  Vx, y e n ( B  t) < B ( t ) x - - B ( t ) y , x - - y )  + k(t)]x--yl2>~O. 

Ha) L'applisation t -> B(t)  est mesurabte. 

It4) On suppose en/in B(t) domind par A(t): 

II existe ~ < ½, e ~ L~(O, T; R +) et d numdrique eroissante telles que 

p.p.  t e  [0, r ] ,  V x e D ( A 9  ]B(t)x]<~o~lA°(t)xl + c(t)d(lxl) . 

Co~cLvsIo~.  - 1) Pour  tou t  ] e L2(0, T ;  H) et  Up ~ D(A(0)),  il existe u mfique, 
solution de 

(I) + A(t)u(t) + B(t)u(t) ](t) 

u(O) = up 

De plus du/dt ~ Z~(0, T ;  2/). 

2) Supposons en outre  que pour  le probl~me non perturb6,  il y ~ effet r~gulu- 

dv 
d-'-[ ~- A (t, v(t)) ~ g(t); v(0) = up 
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risant i.e. : 

(Hi) 

I1 existe une mesure dm~ =p~dt, ~vec p~ positive born6e, minor6e sur 
tour  [($, T], ~ > 0  telle que: 

Vg e.L~(0, T; H ) ,  V%eD(A(O)),  ~ve C([0, T]; H) 

telle que v(0) ---- %, (dv/dteI~¢(]O, T[; H)) 

dv t) - ~ ( + A ( t ) v ( t ) e g ( t )  p .p . t e [0 ,  T] 

et 

< 

(~o~ continue fix6e). 

Alors pour tou t  / e Z~(0, T;  H) et uo ~ D(A(O)) il existe u unique solution de (I) 
~vec du/dt ~ Z~(dm~). 

DI~I~0%STI~ATIOI~. -- 1) On se rum~ne tout  d'~bord au c~s B(t) monotone:  on 6crit (I) 
sous 1~ forme 

~-u + A(t) u(t) + .B(t) u(t) + k(t) u(t) s ](t) Jr k(t) u(t) 

et not~nt  B~(t)x-= B(t)x + k(t)x, ~ppliqu~nt I~ Proposition 3.6, on se f amine  
6tudier 

du + A(t)u(t) + B (t, u(t))  i(t) . 

IJ~ famille d'op6r~teur (B~(t))t~Eo.T t e s t  une famille d'op6ruteurs monotones v6rifiant 
encore g~), t I , ) ;  montrons clue Its) est encore satisfaite: on note tout  d'a.bord que 
B~(t) = B(t)  H k(t)I. 

E n  effet (x, y) eBb(t) ¢:> 3(x~, y.) eBb(t) x .  -> x, 

y~ ~ y  <::> ~ (x~ , z . ) eB( t )  x . - - > x ,  

z~ --> y - -  k(t)x <==> (x, y - -  k(t)x) e B(t) <~z (x, y) e B(t) + k(t) I . 

D'~utre par t  t 'application t ->B( t )  H k(t)I est mesurabte (puisque si (x.( .) ,  
Yn('))mEN est une famille d6nombrable dense de sections mesurables de Fapplication 
t --> B(t), 1~ famille (x~(.), y~(.) -~- k(.)x~('))~N forme encore une famille d6nom- 
brable dense de sections mesurables de l 'applic~tion t -> [B(t) + k(t)I). 

2) On suppose donc B(t) monotone;  l 'applieation t - + B ( t )  6t~nt mesurable, 
on peut  d'aprbs le Th6or~me 3.1 ta prolonger en une famille mesurable/~(t) ,  d'op6- 
r~teurs maxim~ux monotones.  
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3) On va 6tudier le probtbme (I) 

(i) 

du 
-~  -[- A(t)u(t) + .B(t)u(t) ~ ](t) 

u(O) = Uo 

et montrer  l 'existence et l 'nnicit6 d 'une solution u ~ (I); on v6rifiera ensuite que u 
est bien solution de (I); nons ullons tout  d 'abord montrer  la p~rtie (1) de lu conclu- 
sion. (On a d m : p d t  ~vec O<c~<p(t)<~c~, Vte[0, T]) us est fix6 d~ns D(A(O)). 
A cet effet nous ~llon nous pincer darts l 'espace JC = L~([0, Y]; H) le probl~me (I) 
s'~crit: 

~ u  + 53u ~ ] 

off les op6rateurs A et 53 de JE sont d6finis par 

du 
a) (% g)eAc:>ueW~. ' (O,  T; H) --;~dtxtJ 

+ A(t) u(t)~g(t) 

u(O) = Uo 

b) (u, g ) e 5 3 ~ p . p . t e [ O ,  T] g(t)e~(t)u(t) .  

p.p. t ;  

L'unieit6 est 6vidente d'~pr~s la monotonie des opSr~tenrs A(t), B(t); il s 'agit de 
montrer  q ue l 'op6rateur A -~ 53 est surjectif dans ~ ;  ~ cet effet, nous ~llons montrer  
que eet opSr~teur est mgxim~l monotone,  d' inverse loc~lement born6; d'~pr~s H. 
B~EzIs ([8], Th6or6me 2.3) on eonchlera ~ 1~ surjeetivit6 de cet op~rateur. 

1) A est maximal  monotone:  soient (u o ],) e A (i ---- 1, 2): 

T T 

0 0 

> g l u ~ ( f ) - u 1 ( T )  

d'~pr~s 1~ monotonie  de A(t) 

et A est monotone. 
Soit ] e J ~ ;  on eherehe u e ~ ,  u ~ Au = ], soit u + du/dt + A ( t ) u e ] ;  u(O) -= Uo. 
On 6erit du/dt ~ A(t) u e ](t) -- u que l 'on r~sond par  point  fixe tonjours d'apr~s 

l~ Proposition 3.6. 

2) 53 est maximal  monotone.  

53 est 6videmment monotone;  soit ] e JE, on eherehe u e J C, u + 53u----] soit 

p.p. t e [o, T] ~(t) + ~(t, ~(t)) ~ ](t). 
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~6eessai rement  u(t) = (I  d- B(t, .  ))-if(t) et  u(t) est mesaruble;  pour  v6rifier que u e ;E 
il snffit en fuit de mont re r  que :~ est non vide;  puisqne st go e ~Vo, Vo q- ~Vo ~ go q- Vo 
i.e. (I  q- ~)-~(go q- %) = Vo, l 'on ~ura p.p. t e [0, T] lu(t) --  Vo(t)]< I](t) -- (go(t) q- 
q- Vo(t))] et  done u sera duns J¢. Or d'upr6s Hz) il existe b e  W~.2(O, T; H) et  h e  
E L*(0, T ;  H) tels que I).P. t e [0, T] h(t) ~ A(t)b(t). I1 suffit de p rendre  h ~ ~ rib~dr 
off db/dt-}-A(t)b e 0; d'~pr6s Ha) on ~ztr~ 

I~°(t, b(t)) I < [B(t, b(t)) I 
< atlA(t)O b(t) l q- e(t) a( Ibl~) 
< atln(t) l + v(t) a ( IbL) .  

ot, t + $0(t, ~(t)) est mesnrub~e (eomme ~imite ~ors,~ue ~ + 0 de t + A ( t ,  ~(t))). 

3) A q- ,~ est muximul monotone  (~  est domin6 par  A). 

On ne peu t  p~s mont re r  d i rec tement  que 3~ est domin4 p~r A d~ns J¢ ~ L~(O, T; H), 
eeei £ cause de lu g6n6ralit6 des hypoth6ses tt~ et  H~): si l 'on suppose d m =  dt et  d 
lipsehitzienne, 6taut  donn6 ] e A, on uura:  

Tout  d ' abord  on note  que ($°u)(t) ~ ~°(t) u(t) p.p. t ~ [0, T] et  done p.p. t e [0, Y], 

[~5°u(t) I = ]B°(t)u(t)t<~ ]B(t)u(t)[ puisque u(t) e D(A(t)) cD(B(t))  

<~ atlA°(t)u(t)] + e(t)d(]u(t)l) 
dul 

<~ st ] ( t ) - - -~ i  d-e(t)d(iu(t)i) .  

On obt ient  ulors en int6grant  et  t enan t  compte  de H~): 

d'upr6s H4) 

et  donc 

f~°~b¢ < 2atr -~° ~b¢ + g~(l~b¢). 

Sinon, duns le eas g6n6ral on mont re  que (~u~)~> o reste born6 duns J¢ off 

p.p.t e ]0, T[, 

< IB(t, ~(t))l (puisque u~(t) e 9(A(t)) c 9(B(t)) p.p.t.) 

<~ at lA°(t, u~(t)) t d- c(t)d([ua(t)]) 

<~ ] ( t ) - ~ ( t ,  u+.(t)) auk - - - ~  (t) --u~(t) -4- e(t) d( lu~(t) I) 

t~z(t' u~(t)) l< l--ff-X~ I](t)[ -F lu~(t)I d- -dr ÷ e(t)a(lu"(t)l) " 
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Or (du~/dt) -F A(t, uz(t)) ~](t)-- u~(t)-- B~(t, u~(t)) et  d'aprbs t~[1), (coo r~el fix4): 

( ~  L~(d~n ) 

O: 
t/~,.(t, u~(t))IL,(~)< FL~_~[ 2 If ]~(d~) ÷ 2 lu~ f~,(d,~) + 1/~(t, u~(t))tL~(~)+ ~oo] 

Soit 

Res te  ~ mont rer  que {u~(t)}t~:o,~ ~ reste borne:  no tan t  toujours,  b e  W ~,~, 
2>O 

~t + A(t)b~O 

b(0) = U o ,  

o n  

:l d lug(t)--b(t)p 45 (A(t,  u~(t)) - -A( t ,  b(t)), u2~(t)--b(t)} 45 
2 dt 

+ ()B~(t, u~(t)) 45 u~(t), it~(yt) -- b(t)} ~< t](t) I[u~.(t) --  b(t) I 

&off uti l isant 1~ monotonie  de A(t) et B~(t) 

1 d lu~(t)_b(t)p<~ lu~.(t)_b(t)l[i](t)l 45 ]~(t, b(t))t45 ]b(t)]] 
2 dt 

et l 'on conclut en not~n~ 

db ] l~4t ,  b(t))1< It]o(t, b(t))t<~ ~ + c(t)~(Ibl~). 

4) (A ~ - ~ ) - ~  est  loculement borne. 

Soit doric Au 45 ff;u~]; il s'~git 4'ob~enir une est imation sur lul~ ne faisant 
intervenir  que J/I~¢: il suffit de reprendre le cMcul lar~e~dent 

du 
+ A (t, u(t)) + ~(t,  u(t)) ~ ](t) u(o) = Uo 

db + A(t, b(t)) ~0 b(O) = uo 

l d  
2 dt lu(t) --b(t)p 45 (A(t,  u(t)) - -A( t ,  b(t)), u(t)--b(t)} 45 

45 ( B ( t ,  u( t ) )  - -  B (t, b( t ) ) ,  u( t )  - -  b ( t ) }  < Iu(t)  - -  b(t)l [ It(t) l ÷ ]B(t, b(t))1] " 
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Soit 

D'ofi 

~ d~ lu( t ) - -b( t ) l '<  lu(t)--b(t) l  I](t)j + ,  -F v(t)d(Ibl~) . 

I i.< tbl. + lI11 + + 4(lbt.)Ioi . 

On conclut  doric que A + ~ est surjectif  duns J~-~ Z~([0, T]; H)  et pour  tou t  ] 
duns L2([0, T]; H) ,  on t rouve  donc u E WI.~(0, T;  H),  u(0) == uo, unique solution de 

du 
a-T + A(t ,  u(t)) + u(t))  f(t) . 

5) On revient  ~u problbme initial e t  l 'on conclut ~ l 'aide du lemme suivant :  

L E ~  3.2. - Soit A maximal monotone et B monotone hdmieontinu de domaine 
eonvexe, D(B) ~ D(A) .  Alors pour tout prolongement monotone .~ de B on a A + ~ = 
- ~ A + B .  

D~[O~TSTlSATION. -- On a A - ~ / ~  A + B;  montrons  l ' inclusion inverse;  soit 
x ~ D ( A )  et  y e A x +  ~x;  alors y = yl + y~, y ~ A x ,  y2~J~x. 

D'aprbs le monotonie  de 

(y~-- n~, x -- ~} > 0 V~ e D(B) . 

Posons ~ = x - F  t ( ~ -  x) off ~:~ ~ D(B);  rempl~gant ~ par  sa valeur  et divisant par  

t~0~ 

(y~-- B (x  Jr- t ( ~ - -  x)), x - -  ~}~>0 V $ ~ D ( B )  

et  fais~nt tendre  t vers z~ro 

(y~ -- Bx,  x -- ~ }  ~ 0 Y~ ~ D(B) ; 

d 'au t re  part~ d'apr~s 1~ monotonie  de A 

<y~-- ~ ,  x - -  ~ } > 0  V(~, ~ )  e D(A) ; 

a jou tan t  ces deux in,guil t&, d'apr~s la muximalit~ de A, y ~ A x  + Bx. 

I~E~:aQUE 3.5. -- a) On t rouve  u ~ W~,~(0, T ;  H) telle que p.p. t ~ [0, T] du/dt + 
-45 A(t ,  u(t)) ~- B(t ,  u(t)) ~ f(t). l~[ais ~ priori  on ne suit r ien sur l'a, pplication t --> B(t, 
u(t)); il y a cepend~nt  un cas off l 'on 9eu t  ~ffirmer que cet te  applicat ion est dnns 
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Z~(0, T;  H):  si l 'on suppose que presque pour tout  t, B(t) est de domaine dense dans H 
alors p.p. t B(t,  u ( t ) ) =  ~(t ,  u(t)). En effet soit x e D(B(t)) et y e/~(t)x:  d'apr~s le 
ealcul pr6c6dent < y - - B ( t ) x ,  x - - ~ > > 0  pour tou t  ~eD(B( t ) ) ,  si D(B(t)) est dense 
cela entralne y ~ B(t)x.  

Sinon dans le cas g6n6ral si l 'on veut  que l 'application t--~ B(t,  u(t)) soit dans 
L~(O, T; H) il fau t  f~ire Fhypoth~se suppl6mentaire: 

tI'8) Vu e W~,~(O, T; H), telle que presque pour tout  t de [0, T] u(t) e D(A(t)), 

Fapplication t -+ B(t~ u(t)) est mesurable. En  effet, on a en plus l%stimation 

IB(t, u(t))I< ~l.~°(t, u(t)) 1 -b- v(t)d([ulo~) 
I du z¢ 

b) L 'hypothbse It4) est assez facile ~ v6rifier darts la prat ique:  il sufiit de montrer  
Fexistence 4 'une famflle d6nombrable dense de sections mesurables $ l 'application 
t -+ B(t) ; d a n s  la prat ique (cf. [3], AT~:OVCK-DA~_LA~:rA~; problbme de la chaleur non 
lin6aire) on prendra souvent H = Z~(~9) et des applications eonstantes ~ valeurs 
dans D(/2). 

6) On fair done en plus l 'hypothbse tt~). 

Soit uo z D(A(O)) et uo. e D(A(O)), uo. -~ uo darts H ;  soit u .  la solution de 

+ A(t)u.(t)  Jr- B(t)u~(t) ~ i ( t ) .  

un(O) ~- ~On 

Utilisant la monotonie  des op6rateurs A(t) et B(t) on obtient  

et  done 

D'~utre  par t  

Ju,- ~ g <  I~0~- ~0~1 

u.  -+ u dans C([0, Y]; H ) .  

-~ A(t)u~(t) ~ ] ( t ) -  ]~(t)u.(t) 

u . ( O )  = Uo~ 

l~epren~nt le calcul du  3), not~nt  a --  sup d(lu~(t)l ) et col : sup o~l(]uo~l), on obtient  
n~N ~ N  

te[0,T] 

dt s,(d~) < I/(t) --~(t)u.( t) lsqe~) + oh 
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et  

d'ofl 

2 d 

l au .  t l au.  I 

On te rmine  alors de fagon classique en ut i l isant  1~ demi~fermeture de l 'op6ra teur  

p ro longement  ~ La([~, T];  H)  de t~ famille de m a x i m a u x  monotones  (A(t)  + B(t))ts~o,z ] . 

t~n~A~QUE 3.5. - Comme d~ns la Proposi t ion 3.6, on n u t , i t  pu  f~ire l ' hypothbse  
! 

Ha) t--> B( t ) /D(A*)  mesnrab le ;  la d6monst ra t ion  aur~i t  6t6 en tou t  po in t  ident ique;  

on r emarque  encore que tt'~) est eons6quence de H~) lorsque t -+ D(A~) est mesur~b]e. 
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