Operatori lineari ¢ numeri di Stirling generalizzati.

Memoria di LierreErio Toscano (a Messina).

sunto. - I’dutore inizia lo studio degli operafori A. Xu, fali che
AX — XA =1,

e dei polinowi ad essi collegati (numeri di STIRLING generalizzati).

Nella recente Nota « Sull ilerazione degli operatori xD e Dx » (Y), stu-
diando gli operatori D e Dz, siamo pervenuti a delle relazioni che riguar-
dano tali operatori ed i numeri di STIRLING.

D’altra parte il prof. PixcHERLE, nella sua Nota « Operalori lineari e
coefficienti di fatloriali » {*), ha mostrato che lo sviluppo di (xD)" con un
polinomio di # termini in xD, *D*.... x"D", i cui coefficienti sono i nn-
meri di STIRLING di seconda specie, & caso particolare di una proprietd che
si presenta in generale nella teoria degli operatori lineari associativi.

Sarebbe allora facile vedere che le altre relazioni note sugli operatori
D e Dx valgono per i gemerici operatori lineari associativi 4, X.

Ma noi, qui, prendendo le mosse dal risultato del PixcHErRLE, piu in
generale, intendiamo estendere tali relazioni agli operatori 4, X", che appli-
cheremo altrove, ed ai numeri di STIRLING generalizzati.

1. Numeri di Stirling generalizzati. — Chiamiamo numeri di STIRLING

generalizzati di prima specie, i numeri al;, 05%, &, definiti dalle relazioni

\l alh = (— 1)~ e + 1) + 2) ... (0 0 — 2)

/' (L%)“ e

(H

(2] ] .
(l,z/l;,; == GL,(::Liﬁl — [ =4 — 1} — l]ax@“,

|

(*} « Rend. R. Istituto Liombardo », vol. LXVII, fasec. XI-XV, 1984,
(*) « Rend. R. Accademia Lincei », serie VI, sem. 11, vol. XVIII, 1934
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\ bt = (— )"~ — 1)
{2j F b!r?}u =1
( Bl — biﬁ’.1,7-_1 — [ — —1)u — 1)— 1]5321@.,

Onr = (u — L — 2)et — B).oee (0 — 1 + 1)
{2t}

OH k2

ng = C%L it — [ — Hu — 1) — 2]0%_1,1';

o ———a————

e numeri di STIRLING generalizzati di seconda specie (') i numeri

alh ) B, v, definiti dalle relazioni

S aph = u2u — 1)Bu — 2) ... [(n — Lu — (1 — 2)]

(2)
) P

(4)

{ ¢
aﬂmz _ 05:-)—1 i1 -+ H% - 1)4% - 1} -1 Z}%Qi i

ﬁ(m __1 ﬁw)l — 1 S(u
s =~ 1}"m~— )( —3)Bu—4) ... [(h—2)u—(n—1}]. n>2

p—
[wi}
v

{a8}
4,0

% =8, el — [ — 2)(u — 1) — ?:]ﬁ}:ﬂl,i«

{ “{’i@u)l = {— )n—.zm _ 1) (o — 1)7—*
(6) =1

(a,m ==

P = — D~ 1) — i 18

Introduciamo ancora i numeri P, ¢hi, v, definiti dalle relazioni

\’ P = — 1) — 1)
{1t}

(7) ' p” n e
PV =P e — D — 1) pia g,

() I numeri “gf)i si trovano gia nelle Note: L. Toscano, Somma delle potenze simili
fatforiali dei nwmeri noaturali {« Annuario del R. Liceo Ginnasio Galluppi» di Catanzaro,
1920-1980); Sul iriangole di Tartaglia generalizzaio (<« Rend. R. Istituto Lombarde »,
vol. LXIV, fasc. XI-XV, 1931).

Per i numeri di STirRriNG semplici si confronti la monografia, On Stirling's Numbers,
di C. JorpAN (< The Tohoku Mathematical Journal », vol. 87, 1938).
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qﬁf’l = (— 1)~ (20 — 1H30 — 2) ... [(1n — Ljot — (10 — 2}]
(8) ) 1

Qn.n =

g = gl — [ — Dl — 1)+ 15,

=1, 81=1r=
= (— 1)"(t— 2)(2u — 3)3u — 4}....[(n - 2)ju — (n—1)]
() L

Tﬂ n—

P =y — [ — 2)u — 1) — 1wy ..

Tutti 1 nameri introdotti 1i intendiamo definiti per ¢ <"n, menire per ¢ >n
li riteniamo nulli.

Esaminiamo particolarmente gquesti numeri per » uguale a 1 o 2.

Denotando con A, ; i numeri di STIRLING semplici di prima specie, de-
finiti dalle relazioni
Py =(— 1) Yn — 1!
hy,n=1

(10)
f hn,i - h11—~4,i—1 - (” - 1)]/&11—1,1‘-,

e con k, , i numeri di STIRLING semplici di seconda specie, deliniti dalle
relazioni
k,, =1
{11 ky .=1
. kn.i :k?i—q.i—-{ + ikn»“i:
si deducono le relazioni

1 1

(12} a’(n)z — b( )z = C¢z+l i+1 — h'n,
i I
Ry, § — nem“{n-{iz—(l— n, i

Denotando infine con o, la somma dei prodotti a # —14 a n — 4. se-
condo le combinazioni semplici, degli % — 1 numeri

1 S S

definita dalle relazioni

S Cu,y — lilglg . lﬂ*‘
(13} Gﬂ.,n —

( Op.g = Ty, i—y "+ Zn—icw—[.iv
si deduce

pff”, =0,,; con L=jlu—1)

i14) (— 1)t =0, . con L=ju—1)+1 (=123 .,n—1)

(— 1yt =0, , con l=(j — 1)ju—1)—1,



290 1. ToscaxNo: Operatori lineari e nwumeri di Stirling generalizzati

e da queste
(15) p'n ;= ’\ per L\— {_ 1)”“14511’1 = ¥ 541)1’ — (1;[ : i) '

Per v — 2 si trovano i risulfati

9  onlin—1
al=(— 17—t ( : )

it\i—1
‘12)‘: . 3 G 1 ,,n/_' 1 o i e g {%_1)!
bn.,z ( 1; (ﬂ z)‘(’:ml { 1) ‘i%l‘!
1 =W
() ;
Gy, —-—*n—l per {—=n-1
! \(} \<n—1
. nlin—1
(16) “51)1 ={— 1 ta, 'Ef}z ir <& . ])
) S A=
5&2,)1 =di= '-r(;w 1 per 3<<Z~_1
. i —1 1 — 1)1
== = =it (] )= -
pg{’i = (— 1)""”@,@,1;
(—1)"=igl); = oy.; con =j + 1 =128 .,0n—1)
{(— 1}”"’9”(2}@ = Gp,i COn fj=j— 2
2. QOperatori lineari. — Siano 4 ed X due operatori lineari che intende-

remo applicati agli elementi di uno spazio lineare ad infinite dimensioni e che,
secondo una denominazione usata dal PINCHERLE (‘) diremo associati, cio¢ sod-
disfacenti alla relazione

(17) AX — XA =1.
Da questa si deducono le altre
(18} AXN P XUA e uXu—-i7 AuX — XAn —_— %Au—»i’

con # intero.
Se consideriamo ora .gli operatori AX*, X"4, A°X*5, X°4°, ¥ =X"""",
valgono le relazioni (*)

(19 (— 1)r=ranx 5’1— 1= alh (A XY
i=1
(20) ‘___ 1,17A71Xn — O('“' 1) a%+1 1+1{X“A) yi

(£) « Memorie dell’Accad. delle Scienze dell’Istituto di Bologna », 8. 8, T. IX, pag. 40,
1932, (Cfr. id., « Afti Societd italiana per il Progresso delle Scienze », Milano 1931).
(%) Analoghe relazioni si potrebbero dedurre eonsiderando gli operatori 4 X, X A%, A=,
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X4 — 5 c E:f]? }Ti{XL:,A)JL

PE=]

A =S Y AX
=0

%

(— 1) A7 X " =S (= 1B, VX

=0

i==n
XrAd" = 3 b sl AX )Y !

3=0
(= 172X = 3 el ey YA X
Xr4n :Eo oidy, (XA Y
(— 1= {AX ) Y —; 1)i~tal 40X
(= XAy Y = 3 1)l A X

i=wn
Y XuA)y =3 abh X 14

i=1

f=n
Y‘ﬂtAXujn — E 0532{1,54»1Xﬂ4’
=0

4-1)”:&"“(21’“:1»":7‘#1 B d X

=0

(AXu)pr Y =X 'Pn”#)l X td?

3=

==
(— Y HAX") =3 (— 145 d X

i==0

{ l&A } 4 w {nli{} H—inAz

=

1 }”“%AX“)”Y” _——LEH( 1) pg:n} (AX}E

=1
YH(X'[LA)?I :13”1)5:% {XA}Z
}Uz(AXu)n - i [)n+1 it I‘AXV
(— XAy Y = 5 (H 1) pits, i XAY

i=0

(— I}nY@:{AXu}n_i . 1) g(t_);1 i+1(XA)i

i=0
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(40) (Xed) Y " =3 qﬁi”l i A X
(41) LAXH Y =S ) (X)
i==0
(42) (— 1) Y (XA —i(—l P sl AX)

Queste relazioni, verificate per i primi valori di », si possono verilicare
in generale

moltiplicando le {19) e (20} a destra per X —74X"*
> » (21) » (22} a sinistra » X'=14X-"
» > (27} » (35) » destra » — Y- "(A4X¥Y" !
> > {28) » (38} » » > — Y- M Xulg)ynr+!
> > (29} » (86} » sinistra » YrtyXud)y—n
» > (30) » (37) » » > Yy 4XHy—"
» > (31) » (42) » » > — Y XuA)Y
» » (82) » {41} » destra  » Y AXHY "+

» » (33) » (89) » sinistra » — Y"HAX9Y 7
» > (34} » (40) » destra » Y XuA) Y

applicando per le (23) e (25) la relazione

(43) Am X = AXAX - nA" X",
per le (24) e (26) la relazione

(44 XrHigntt = X"4" X4 —nX"A";

e tenendo conto per tutte della prima delle (18) e delle leggi di formazione
) b(ﬂ) () g olw) (4] (14} G (@)

7/0
del numeri [42) [ 011, iy %, iy P, Vn.is pn i QM, iy ¥, i

Le 1ela.z10n1 dalla (35) alla (42), per le (14), si possono scrivere

(AX")" Y =[AX][AX — {1 — 1)JAX —2(u ~ 1)} ... |AX — (5 — 1){»s — 1)]
(36), Y7"(Xud)y" =[X4|X4 + {u — [ X4 4 2(u—1)] .. [ X4 + (v — 1){ss — 1}]
Y"AX")* =[4X + (u— DJAX 4 2(n — 1) 4 X 4+ 3(u — 1)] ...
o [AX + njw — 1)]

(38), (X#4)'Y" =[X4 —{u— D][XA4— 2w — )| X4 —B(u—1)] ...

e [ XA — n{u — 1))
Y "AX)" =[XA+ (w— 1)+ 1][ X4 4 200 — 1) + 1][ XA + 3(u— 1) + 1] ...

[ XA -+ mjw— 1) + 1]
(40), (X#4)*Y" =[4X —(uw—1)— 14X — 2{u — 1) — 1JJAX — Btu — 1} — 1] ...
JAX — n{u — 1) — 1]
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(41, ([AXy Y = [ X4+ X4 —jue— 14+ 1| X4 — 20— 11+ 1] ..
XA —(n— Wy — 1)+ 1]

42y, YXud)t=|4dX— 1}[AX+ — 1) —1[AX 4+ 2{u—1)— 1] ...
wJAX 4+ — e — 1) — 11

E queste, indipendentemente dalle (14), si possono dedurre direttamente
applicando le relazioni

{(45) (AXu) Y = (AX ey Y A X — (n— Ljjw — 1)) per le (3D}, e (41),
{46) Y XvA)y = [XA4 +n—1ju— )Y H{X=4)" > » (36), » (42),
(47} Y”(AX“}“ = [AX 4+ nlu-— 1Y " H{4X ¥ > » (37), » (39),
{H8) (Xudy Y = (X"4y 'Y " X4 —mnly—1)] » > (38), » (40),.

Per u =1 le relazioni assegnate diventano

(19’) (_ 1)71 1A1’1Xn .—t,—”(.__ 1)1 lhn t(AX)
i=1
(20°) (— 1)ndnXn :i{_ 1 1,101 (XA
21) X7 A% = 3 Ty (XA)
i=1
22/ X A" = 3 hoyr, i1 (AX)?
=0
27) (— D HAX) = 3 (— 1)ty X
=1
(28)) (— 1)(X4) = io(""" ik pg i1 A1 X
(29)) (X4 =3 z;;,t i X141
(30) (AX)" =§"kn+1,i+1 X4
(39) (AX)" = ‘( z)(XA)
=0
(40/) (XA)” ____tE”(ﬂ 1);1-1,((;@){1{)()&7
=0
le (197, (20'), (21", (22, dato il significato di %, ;, si possono ancora scrivere
(191, APX "= AX(AX + DYAX 4+ 2) . AdX +n—1)
(20'), A"X" = (X4 + D) XA + 2 XA - 8) . (XA + n)
(21), X"4" = XAXA —1)(X4 — 2) . (XA — n+ 1)
(22)), X"A" = (AX — 1) AX — 2)(4X — 8) ... (AX — n),

Annali di Matemaiica, Serie IV, Tomo XIV. 38
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¢ in questa ultima forma si possono dedurre direttamente con le relazioni
gia applicate (43) e (44)

A"X" = {AX 4+ n — 4" X" XA = XA XAL — e+ 1)

Per u =2 si oftengono le altre relazioni

(19//} A"X " = n 'Zl %(1:/ : 1){AX¢)1X"@
] 7 4, = 1 n\ 2 iy —4
20) AnX '=("”“1“£0(T;ﬁ(@')(’p‘i’ X

{217 (— ) Xr"4r = n!iz.l1 - i 1

[ R AT St ] —_—
(—1) (” 1)X~i(X2A)i

, S S | L
2& ! . nYn An — (, " 1 Z ) i %)
(22°) (= 1) X"4" = (0 + 1) izoﬁ+1)”)a (AX?)
23) AnXn = E’;% XX Ay
24) (— 1) Xndr=n!3 -»—(':. U () x—
A=) .
(25") Xr—idn X" = (AX — n + 1) AX3)r—
(26//) XnAn}Xn—i — (X'.‘A’n—x(XA - — 1)
Ly GOl | Lanb 07 AN
QT 1y 2in ——-n=,y_\_‘€ ixY:
T (=X X =al S (Z._ 1)A b's
oqr 2 f\n v o (— 1) (n\ L,
Q! I R 2 A\ no— (5 13 iY?
28") (— AP =) Y m(@.)A X
1t —1 [ pp— s 1 n— 1 i
(29) X=X dp =nlS (07 1)){%
b=n 1 AV
7’ e 3} 23— e 1 2 41
(307) XX = 1)1 S 1)!<@'>X 4
(317 X-mX: A" = A"~'X"A o meglio (X?4)*= X"4"—*X"4
(321/) (AXz)uX—n — AXnAn—i > > {AXE)” — AXnAn,—LXn
30 = l iY1?
(33") X-MAX) =n!2 - AX
(34°) (— XAy X =n! S __("Z_ 1y ea
$==0 .
(35", (AXX -*=AX(AX — 1)AX —2) .. (AX —n+ 1)
(36"), X—X2A) = XA(XA + 1) XA+2) .. (X4 +n 1)
(877, X—AXY = (AX + 1)YAX 4 (A X + 3) . (AX + n)
(387), (X24)"X " = (XA — 1)(X4 — 2)(X4 — 3} ... (X4 —n)
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{397}, X"AX = (X4 +2)( X4+ 3)X4 + 4 .. (X4 +n+ 1)
(40"), (X4 X" =(4X — 24X —3)4X — 4 ...(4X —n—1)
(417), (AX P X = (X4 + 1) XAX4 — 1) .. (X4 —n+2)
(427), X MXP4)y = (4X — NAX(AX + 1})..(4X +n — 2).

3. Applieazioni. — In questo ultimo paragrafo vediamo come, confron-

tando le relazioni precedenti, sia possibile dedurne altre che legano gli ope-
ratori o i numeri di STIRLING.

Cosi, sottraendo dalla (30} la (29} e sommando la (27) con la (28) si ri-
cavano le

(49) Yﬂ[(AXu}n__(XuA)n] ;.1??["(% 1)+Z]OC” L Xt it
(80) (=1 {AX ) — (X*AP) Y =X (1)~ i — 1)+ ) A X

D’ altra parte si dimostrano le relazioni

f=n—1 i=n
(61) Yt 8 (AX v Xud)i =3 iaﬁf)i Xi—t it
=0 i=1
F=n—1 i=n
(52) (—1p—t X (AX:LV?-—imi{XuA)i. Yrt=23(— 1)1'—1“%)1, A= X,
=0 i=1

e combinando queste con le precedenti si ricavano le

AXU o Xu
(53) (AX’I()M____ (X‘HA)M: ” A ;

i=p—1
nfw — AX~ + B (AX) (X Ay
i=0

[ "o "
{54) (AXu)u — (XMA)W ; {u o 1}(X7:A}97—-i + E (AXu}n—i—-i(XuA)i ; AX — X A,
i=0

che per u—1 ¢ u =2 diventano

fem ]
{b3") AX) —{(X4p = 2 (4Xp—Y XAy
i=0
15324 2 ) A * =1 2 ; y
(53”) (AX* — (X2A) = Xz . — X A{ WAX P 4 Z‘EO (AX'Z)“—"‘(X?A}*E
femgp—}i 2 2
{4} (AXH — (X A)“*—?n(XgA)” e I (44X X A4) éé—{(——‘)—)I—A.
420 Z

Combinando le (19), e (377),, le (21'), e (38"), si ricavano le relazioni

(bb) (AXS):? P Y L €
(56) (XzA)“ S Sy LD €t

che potrebbero pure dedursi dalle (32”) e (317).



296 L. Toscano: Operatori lineari e numeri di Stirling generalizzati

Uguagliando la (30) alla (39) e tenendo conto in quest’ ultima della (29)
si hanno dopo un certo sviluppo la relazione

j=n—i ) )

(b7) b i = JEO (— D@y, njtesFor—iii
con le particolari
= =5
(8{) bnggiv, = ‘2 (-)kﬂ——j}i

=0 \J
p— w4 1)1 fm\  F=n—i
{57 ) ("(m(z>= jEO }?’w}-h ﬂ~f+{k')~—f1‘i'

Sostituendo nel secondo membro della (21) la (29) e sviluppando, si hanno
la relazione

68) T aal =0 (i <)
j=i
e le particolari
(58] 'Sy i =0 (i < n)
j=i
= g 1 /m—1\ji—1 .
/" —_ J e .
(58") Ty n(i T )=0 (i < n)

Gli operatori s’intendano infine applicati al campo di base 1, x, x°,..
e si prenda per A4 la derivazione ordinaria I rispetto ad « e per X la mol-
tiplicazione per x (‘).

() In tal caso particolare aleune rvelazioni sugli operatori Dw, @D, DS, 0sDs, si pos-
sono ricavare con procedimento semplice e rapide che ci ha comunieato gentilmente il
prof. A. MAMBRIANI.

Cosi dalle
L AN N
(DOC)’”QC” — U@ <+ 1);;19041 - ¥ ( . >n‘196” — = ( i >(‘OCD)7OU"
i=0 \ ¢ d=0 \?
= —1 . ) = —1 . .
(Dm}”ix” — {wDyuen = [(n . 1);;3 — ”m}wﬂ — 30 (4l’+ 1);)2—-1——inzxaz — .20 {DJG)’”—E—*{&?D}?CC“
= Pass
i=m . i=m i
Dt = 2 hy, et =2 hy,, {xD)ya",
== i=

si ricavano le relazioni
= Iy .
(ayr =% (7 )wDy
=0 \1?
f=He—1

{Dx) [ — (SCD)”’ = ZO (Dx}’”"f’“i(x]))i

pE=t

i=m .
pnpm— X hm » z'(w‘D)?'
i=1
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Applicando gli operatori (Dav)’, (xD) alla funzione e*—* sostituendo
nella (39) per A =D, X ==, e ponendo

p=1, S = ol 4ol 4l
si ha la relazione
{59) S(‘M} :23‘”(_ 1)«;-—@ () S(})
i nti ;0_ Ant1,4+101 "«
Posto sempre 4 =D, X ==w, applicando la (21} alla funzione x°, si ha
dopo calcolo piuttosto luogo la relazione

h,,, 0 0 v O
vh,, , h, , 0 . 0
2
Y 77'3’4 Vh?hi‘ ]23’3 * O
(60) =1 vi~*hi_,,, Vi hi L, Vi, e O ,
{— 1)”_—1}"?:, 1 (_ 1)”_212'77, 2 (_ 1}“_3]@71, g e hn, ¥
V’ih@'_‘_l” Vi"lhi_,_ilg V’i'—glli+l73 . 0
v *h,,, ViR, Vi, s
con v=u—1; ¢ per u=2 'altra relazione
hy,, 0 0 0
h,, . hy,, 0 .0
}&371 ;2312 h333 " O
T BRI
(60°) 57(@ 1): hi .., hi L, B, e 0
’ (— 1 *he,, (—1)"2h,,, (—1)"h, , . By,
iy Bivy,, My, e 0
h”:l hn 2 hu 3 hn,n

Con analoghi confronti si potrebbero dedurre delle relazioni per gli altri
numeri introdotti, ed altre ancora mediante 1'impiego delle relazioni notevoli

(61) A X" =T (n— 1)l (?>~X@'Aé

62) (1 XA = 3 (— 1) — )1 (?)LAQ'X*'.

=0




