
O p e r a t o r i  l i ~ e a x i  e u u m e r i  (li S t i f l i n g  g e n e r a l i z z a t i .  

5femoria di LETTERIO TOSCANO (a Messina}. 

~unto.  - L'Auto~'e i n i z i a  lo s tudio  degl,i operatori  A .  X u ,  ta l l  che 

A X  - -  X A  = 1, 

e dei po l i nomi  ad  essi collegati  (humer i  di  STI][~L~O general izzat i ) .  

~T~qla reeente Nora ~< Sull'iterazione degli operalori xD e Dx >> ~}, stu- 
di~ndo gli operutori xD e Dx, siamo pervenuti  a delle relazioni che rio'uar- 

dano tnti operatori  ed i numeri  di S~Tm]I~O. 
D'~ltra par te  il prof. PI~Ci~ERL]~, nella sua Nora , Operatori lineari e 

coefficienti di fatloriali >> t2[. ha mostrato che lo sviluppo di (xD)" con un 
polinomio di n termini in xD, x,~D ~, .... x 'D" ,  i eui coefficienti  sono i nu. 

meri di S~InLI~G di seconda specie, 6 ca, so part icolare di una proprieth che 
si presenta in generale nella, teoria degli operatori lineari associativi. 

S~rebbe allor~ facile vedere che le altre retazioni note sugli operatori 
~D e Dx wdgono per i generici operatori  lineari associntivi A, X. 

Ma noi, qui, prendendo te mosse dal risultato del PI~CI-[EI~LE, p i f l  in 
generale, intendiamo estendere tali rela,zioni agli operatori  A, X ' ,  ehe appli- 

cheremo altrove, ed ai numeri  di STaRlike generalizzati. 

1. N u m e r i  d i  St i r l ing  generalizzati .  - -  Chiamiamo humeri  di STIRL[NG 

generalizzati di prima specie, i numeri  al~',~,. ~ ,  1~(~, , c~..A~, definiti dalle relazioni 

(1t i , ju)  (t ¢u) 

, C ~ % i  " "  n - - l , i - - 1  - -  ±Jt~'~--1.i, 

(i) <, Rend.  R. Is t i tuto Lombardo ~,~ vol. LXVII~  fast. X I - X V ,  193~, 
(e) ~< Rend.  R. Aceademia Lincei  ~>; serie VI, sere. II~ vol. X V I I I .  1931. 
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! 

1,(u) 

(al 

.' .(u) 
i ~,,,1 = {U - -  I){U ---  2)~U - -  3)  ....  (U, - -  n, + 1) 

' c {~) 1 
i 

e h u m e r i  di S ~ m ~ , ~  general izzat i  di seconda  specie {'} i 

-,~, t',,,*~ ";,~,i~ de[ini t i  dalle relazioni  

(41 
I (*'J u(2u - -  t)(3u 2) ~ , ~ , , =  - . . . . [ (n - -  l j u  ( n - 2 ) ]  

< : ' ,  = 1 

' n , I .  : g n - - l , f - I  " 4 -  - -  

(5) 
= ( - -  1)"{u--2)(2u--3)(au--4)  .... [ (n--2)u-- tn--1)] .  n > 2  

' ~(m 

v..,~ ~~) = e.-l,i-*~(") -- [ ( n - -  2)~u--- 1) --  i]}}~,,4, 

(6) 

i .(~) 1)"- ,)'-~ 

~..,i = {-- * (n - -  1) l { u - -  
. { m  

. ( m  (u )  
, "r,.,,i : Y~,-* , i -1  ..... [{n - -  1)(U -- 1) - -  i . t -  1]y(U)-,,~. 

l u )  ( m  
Introdueia.mo aneora  i h u m e r i  /&,~; q,,.~ ~"~,~)~, defini t i  da, llc rclaaioni  

(7t 

~ . , 1  = { n - -  1}! ~u - -  

n u m e r i  

({) I n m n e r i  ..0~.1 si  t r o v a n o  g ih  ne l l e  N o t e :  L.  TOSCANO. S 0 ~ a  delle potenze simili 

fattoriali dei humeri  ~atural i  (,, A n n u a r i o  de l  B .  L i c e o  G i n n a s i o  G a l l u p p i  >> d i  C a t a n z a r o ,  
1 9 99 - i930 ) ;  Sul triangolo di Tartaglia generalizzato ( ,  ~ e n d .  R.  I s t i t u t o  L o m b a r d o  'b 
vo l .  L X I V ,  fase.  X I - X ¥ ,  1931). 

P e r  i h u m e r i  di  ST]RLINO s e m p ! i c i  si  c o n f r o n t i  ]a m o n o g r a f i a ,  On Stirl ing's  Numbers, 
d i  C. JORDAN (<< T h e  T 6 h o k u  M a t h e m a t i c a l  J o u r n a l  'b vo l .  37~ 1933). 
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t8t 

(.q) 

i c (~) ( ...... l ) ~ - ~ u t 2 u  1)t3u - 21 [ ( n - -  l l u - - l n - - 2 )  l ~ n ,  1 - - -  - -  ' " "  

~.(~ .(u~ . [ (n l l t u  --- 1 ) +  1 ] q ~ . . L i ,  ~ l ~ . , i  - ' - -  ~ n - - l . i - - ~  - -  - -  . 

'1,~ =-  1, 2,1 : t n,1 : 
t = ( -  1 ) " i - -  .91(Su a } ( a ~ -  ~} ... .  [ (~  - 2),~ - ( n - : t } ]  

- (") I 

: r n , {  - -  ~n--l,/--i . . . .  , • 

T u t t i  i h u m e r i  i n t r o d o t t i  t i  i n t e n d i a m o  d e f i n i t i  p e r  i ~ n,  m e n t r e  p e r  i > ~ 

li r i t e n i a m o  nul l i .  

E s a m i n i a m o  p a . r t i c o l a r m e n t e  q u e s t i  n u m e r i  p e r  u u g u M e  a 1 o 2. 

D e n o t a n d o  con  h~,~ i n u m e r i  di S T I R H N ~  s e m p l i c i  di p r i m a  specie ,  de- 

f in i t i  d a l l e  r e l~z ion i  

(~o~ h ..... = 

I h , , , i  : h, ,_~,  ~_, - -  (n - -  1)h,, _.,, i, 

e con  k..~ i n u m e r i  

r e l a z ion i  

(11) 

si d e d u c o n o  lc r c l a z i o n i  

di  S¢InLINe~ s e m p l i c i  di s e c o n d a  spec ie ,  del ' in i t i  da l l e  

I k . ,~  ---= 1 

k ..... = 1  

a(1) bO) (t) . 

~z{t) ~(1)  ' v{1)  
~ , i  ----- F n ,  i ~ ~ - t - l , i - i  l - - -  k n ,  i - 

D e n o t a n d o  i n f i n e  con  %,~ la s o m m a  dei  p r o d o t t i  a n - - i  a n - - i ,  se- 

c o n d o  le  c o m b i n a z i o n i  s empl i c i ,  deg l i  n - - 1  n m n e r i  

d e f i n i t a  da l t e  r e l a z i o n i  

i %, i ~ Itl~13 """ 1._~ 
(13) ~ ..... : 1 

si d e d u c e  
(u } 

P,,,.i = ~.,~ con  l i = j ( u  - -  1) 

t14) {-- 1 ) " -  ~ ('~ q , , , i = ~ , , , ~  con  l i = j ( u - - 1 )  + 1  

l i,~-%.' u 

{j -= 1, 2 . 3 ,  . . . ,  n -  1) 

c o n  lj. = ( j  - -  1 ) (u  - -  1 ) -  1, 
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e da ques te  

(15) .,1) /:l . / : ~  ~..(1).__(~ . . . .  ~) 
~,..~ = 4 o pe~' ~ \ + ,  (-I}"-'d~,'.~ = . , , -  

(16) 

Per  u ~ 2 si t rovano  i r i su l t a t i  

~(~)~"~----(--1}"-~n!{n--~)i!-\i - -  

bi~i = ( - -  1V'-~(n -- i)! i -- 

O(~ ' / i ./=~, m~,~- -~- - i  per t--=n--] 

0~(~) . itn_i0b(2)" ~, ! (~t - -  : )  

',('~ = 4 ' ) , = : - + , - ~  p+.' i ~ : . - :  
yn, ~ ' "\ 0 <n--1 

y('~) 1.,(~t. __  1),~-i05 __ i), C; - -  11) 

( - - -  U , ' "~ '%-~  con l / = j + l  

1 ~'-- ~r (2)- ( - -  ~ , , , , ~ : ~ , ~  con / ; - - j - - 2 .  

( n - -  1t! 
- ( -  1 ) ' - ~  ti - -  1): 

-= ( -  1) . . . .  ( n - -  i): 
{i -- 1)! 

lj = 1, 2, 3, . . . ,  n =-  i)  

2. 0 p e r a t o r i  l inear i .  S iano  A ed X due  opera to r i  l inear i  che in tende-  
r emo  appl iea t i  agti  e l emen t i  di  uno  spazio l inea re  ad inf in i te  d imens ion i  e che; 
secondo  u n a  d e n o m i n a z i o n e  usa t a  dal  PINCttERLE (~) d i remo  associat i ,  ciob sod- 

d i s facen t i  al la re laz ione  
(17) A X -  X A  --~ 1. 

Da ques t a  si d e d u c o n o  le a l t re  

(18) A X "  - -  X " A  -~- u X " - : ,  A " X  - -  X A "  ----- u A  "-~, 

con u intero .  
Se cons ide r i amo  ora .gli opera tor i  A X " ,  X " A ,  A ~ X  ~. X'~A s, Y - - ~ X - ( " - : ) ~  

va lgono  le re laz ioni  (~) 

09)  ( - -  1 ) " -~A~X"~- -  y, ( - -  1)~-"a~)~{AX'~)~Y ~ 
i ~ 1  

(20) {__ 1F, A , , X ,  _ _ 5 0  ( 1~(~> . ~ v ~ i v ~  

(~) <~ Memor i e  dell 'A_ccad, de l le  Sc ienze  d e ] F l s t i t u t o  di  Bo logna  >>; S. 8, T. IX ,  pag. 40, 
1932. (Cfr. id., <, A t t i  Societ~t i t a l i ana  pe r  il  P rog re s so  del le  Scienze  ~, Mi lano  1931). 

~t u (~t t ) ('~) A n a l o g h e  re laz ion i  si po t r ebbe ro  d e d u r r e  cons ide rando  gl i  opera tor i  A X, XA ,,.A-- - • 
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(21} 

(22) 

~231 

(24} 

(:?5) 

(26) 

(271 

(2S) 

(:?9) 

(30) 

(31j 

(32} 

(33) 

{34t 

~35t 

(36i 

t37} 

(38) 

(39J 

i--'÷t 

/,==1 

X " A "  -= "_i a ~ t , i + t  Y * ( A X ~  ~ 
i-~O 

1 ~ (~0 l u , (--  1 ) " A " X "  = E ( - -  j b.+l , i+lY  ( X  At  
i=O 

= 1,(u) , ~ X , m  y 
X ~ A  '~" E unq:_l, iq_l~Zi ] 

i = o  

(-- I ) ' A " X  ~ : N (--  I)~c~,~+IY~(AX~} ~ 
i-O 

~--0 

i = ~  

t - -  I~ ' -~(AX"9  '' Y'~ = .~v d,-- ~,~ ~*- ~N("). ~ , , ,  ~*~'v'~ 
i = l  

( -  ly ' (x ,~AI";"= Z t-- 1)'d~:}~,,_~_~A'X* 
i = 0  

Y"IX*"A) . . . .  Z c*,,,i X~A ~ 
i - -1  

v . , ~ v ~ , , , _ _  v _('-) v , .  ,,~ 
- -  ~ ~ n + l ,  i41.z,~_ .et 

i = 0  

[=¢t 

I - -  1 V Y " ( X ' A V  = "~ ( - -  l)*i3~:~,<_~A'X* 

( A X . } "  } . . . .  v ,,(~} v ~  .,~ 
- -  - ~  ~ n ~  1,  i + 1  -zx- ~ ' l  

i=O 

v ~ + , ~ F ~ A  3L ( - -  I I , ~ Y " ( A X , I  ,' = , . ,  ( - -  I ) - . L ' )  ~ .  , ~ s  
" / : 0  

tX*'At" Y "  - -  ~ " ( " )  . v ,  ,~ 
i = O  

1 " - - t  t* n " , ,  = 1~ i - -~  n(u'). I-- I (AX ) ?~ E (-- IAXI ~ 
4--1 

g=ll 

Y " ( X " A I "  = X plt'. >, (XA)  ~ 
i = 1  

- -  ~ . / J n - + l . i  t l l z " - ' ~ -  ! 
i : 0  

1-- t ) " (X~A)"  Y " E ( - -  1 "~(*') ~ X A "  = ! p n  +-1, i+11, 
i = 0  

{-- 1 ) " Y " I A X " ) " =  Y_, i --  t)~q~4.,+~(XA} ' 
i = 0  
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(401 ( X ' * A ) "  Y "  - -  ~ ~J~') 
i - . 0  

i ~ n  
(41) I A X ~ 9 , ,  y ,~  _ _  x t,) - -  -~ r ~ < , , <  , ( X A ) '  

i = 0  

i ,,(u) , g 
(421 ( - -  I } ' ~ Y " ( X ~ ' A )  '' = Z ( - -  11 ~ , , + I , i ~ ( A X ~ .  

i = 0  

Q u e s t e  r e l a z i o n i ,  v e r i f i c a t e  p e r  i p r i m i  va , l o r i  d i  n,, si  p o s s o n o  v e r i f i c a r e  

(19) e (20) a d e s t r a  p e r  X - " A X  ~+~ 

>> >> (21) >> (22) a s i n i s t r a  >> X ' - * A X  - "  

>> >> (27) .,, (35) >> d e s t r a  >> - - 7 f - ' ( A X ' + J Y  " - ' '  

>> .> (28) , t38) ,> >> ,> - - Y - " ( X * ' A ) Y  ' '+ '  

.,> ,> (29) >> (36) >> s i n i s t r a  , Y ' + ~ ( X * ' A ) Y - "  

~, >> (30) >> (37) >> >> >> Y ' + ( ( A X ~ ) Y  - ' '  

, >, ( a l ) , ,  (42) ,> >, ,> - ~ ' " + * ( X ~ , A ) Y  - ~  

>> >> (32) >> (41) >> d e s t r a  >> Y - " ( A X ' + ) Y  '*+* 

>> >> 133) >> (39) a s i n i s t r a  >> - -  Y " + q A X " ) Y - "  

>> >> (34) >> (40) >> d e s t r a  >, Y - " ( X " A ) Y ' ~ + * ;  

i n  g e n e r a l e  

m o l t i p l i c a n d o  l e  

a p p l i c a n d o  p e r  l e  (23) e (25.) l a  r e l a z i o n e  

(43) A "  ' ~ X  '~+* = A X A ' ~ X  '' + n A " X " ,  

p e r  l e  (24) e (26) l a  r e l a z i o n e  

(441 X ' + ~ A  '~+~ = X " A " X A  - -  n X " A " ;  

e t e n e n d o  c o n t o  

d e i  n u m e r i  a (% f t !$ ;  

L e  r e t a z i o n i  

(35), IAX**) '' Y '~ 

(3% Y'(X"~A) ~ 

(37), Y " ( A X ~ ) "  

t38h  ( X ~ A ) "  Y "  

(39), Y N A X ~ 9 "  

(40 L IX',~A) ~ y .  

p e r  t u t~e  d e l l a  p r i m a  d e l l e  (18) e d e l l e  l e g g i  d i  f o r m a z i o n e  

b (°~, ~(~). g% '~'). (") ~(~) ~ ' (~  d ~  
d a l l a  ~35) a l l a  (42), p e r  l e  114), s i  p o s s o n o  s c r i v e r e  

-=  [ A X ] [ A X  - - { u  - 1 ) ] [ A X -  2(u  - 1)] ... [ A X  - -  (n  - 1)(u - 1)] 

--= [ X A ] [ X A  + (u  - -  1)][XA ~ 2 ( u -  1)] ... [ X A  + ( n -  1)(u - -  1)] 

= l A X  + (u  - -  1 ) ] [ A N  + 2 ( u  - -  1)JINX + 31u - -  1 )] ... 
... [ A X  + n ( u  - -  1)] 

== [ X A  - ,  (u  - -  1 ) ] [ X A -  2 (u  - 1) ] [XA - -  3(u  - -  1)] . . .  

. . .  [ X A  - n ( u  - -  1)] 
= [ X A  + ( u  - -  1 ) +  1] [XA ~ 21u - -  1) + 1 ] [ X A  + 3 (u  - -  1) + 1] ... 

... [ X A  ~- n ( u  - -  1) + 1] 

--~ l A X  - - { u  - -  1 ) -  1 ] l A X  - -  21u - -  1} - -  1 ] [ A X  - -  31u - -  1) - -  1] ... 

... [ A X  - -  n ( u  - -  1) - -  1 t 
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(41)~ 

(42), 

(AX*~)'~Y ~ = [ X A +  t ] [ X A - -  tu , - -  1 ) +  lJlXA - -  21u- -  l i +  1} ... 
. . . [ X A - - ( ~ - -  1)(u ....... t i + l ]  

Y ' ( X " ~ A )  '', = [ A . X - -  1 ] [ A X + l u  - -  1 ) -  1 ] [ A X - i -  2 ( u - -  1 ) -  t ]  ... 

... l A X  + i n  - -  1) lu  - -  1) - -  1]. 

E queste ,  i nd ipenden temen te  dalle (14), si possono dedur re  d i r e t t amen te  

app l icando  le relazioni  

(45) 

(46) 
(47) 
(58) 

{ A X ~ ' ) " Y ' < =  t A X " ) ' ~ - * Y ' ~ - ~ [ A X - - i n - - l l ( u - - 1 ) ]  per  le (35)~ e {41), 

Y " ( X " A )  '~ = [ X A  + ( n - -  1)(u -- 1 ) ] Y ' ~ - ~ ( X ~ A ) ' - ~  ,> >, (36), ,, (42)~ 
Y " ( A X " } ' ~ =  [ A X + n ( u - - 1 ) ] Y " - ' ( A X U )  " - '  >> ,, (37)~ >, (391, 

(X '~A)  '' Y '~ = ( X " A t  . . . .  Y " -  ' ( X A - - n ( u  - -  1)] ,, ,, (38), ,> (401,.  

Pe r  u--= 1 le relazioni  a s segna te  d iven tano  

(19') ( _  1 ) , - , A , ~ X , ,  __ v ( _  I ) ~ - , h ~ , ~ ( A X ) ,  
i--1 

(20') (-- 1 ) ' A " X  '~ = Z ( - -  lph,.~+~.~+, ( X A )  ~ 

(21'1 X ' A ' ~ =  £ h , , i ( X A )  ~ 
i --1 

(22') X " A "  = £ h,,+l,~-~ 1 ( A X )  ~ 
i = 0  

l l~ -~k  ~ A i X  ~ 127') (-- 1V~-~(AX) '' = E ( - - ,  ,~, 

(283 (-- 1) ' (XA) ' ~ -  Z (-- 1)q~,~+~,~A'X' 
i - -0  

(29') (XA),~ = v k , , , i X ~ A  ~ 
4,=1. 

g=n 

(30') ( A X )  '~ =- E k,~+,, i + , X *A 
i = 0  

i = n / ' 1 ~ \  
(39') t A X ) " - -  Z / . | ( X A ) '  

i = o  t ~ ) 

(40') (X/)'~ = E ( - -  (AX)~ ;  
i = 0  

le (m'), (20% 

(1.% 
i2o'), 
(21'), 
(22')~ 

(21% {22'), dato it s igni f ica to  di h~,i, si possono ancora  sc r ivere  

A ' ~ X  '~ - -  A X ( A X  + 1)(AX -4- 2) ... ( A X  -4- "n - -  11 

A ' X  '~ = ( X A  + 1)(XA + 2 ) i X A  t 3) ... t X A  + "nl 

X " A "  ~ X A ( X A  - -  1)(XA - -  21 ... ( X A  - -  n + 1t 

X % / l "  -= ( A X -  I ) ( A X  - -  2)(AX - -  3)... ( A X - -  n), 

Anna, li di  Mc~tem, a,tica, ;Serie IV~ Tomo Xl .V.  38. 



294 L. ToscAz~o: Operator i  l i near i  e h u m e r i  di  S t i r t i n g  g e n e r a t i z z a t i  

(, in q u e s m  ui~ima 

gig a,pplicate 143) e 

(i9-) 

(2o"t 

(m") 

(22-) 

(23-) 

(24") 

(25") 
(26-) 

(27-) 

(2s") 

(29") 

(aft') 

(31") 
(32") 

(33") 

(34") 

(35"), 
(36"), 
(37"), 
(38")~ 

forma si possono dedur re  d i re t t amente  con |e  relazioni  

t44t 

A . " X  ~ =- l A X  + rt - -  l J A ' ~ - ~ X  ~-~ ,  X " A "  = X ' ~ - ~ A ' ~ - ~ ( X A  - -  n + l j .  

P e r  u - - 2  si o t tengono le a l t re  relazioni  

1 (n-l)  A " X  n - -  n !  ~ ( A X ~ ) ~ X  -~  
,:,~ Ti \  i 

- -  . ( X ~ A ~ X  -~  A ' X ' "  (n  + 1)~ Z 

(--  1 ) u - * X ' A  '~ - -  ,~! Z X - * ( X ~ A )  ~ 
i=1 i ! 

- (r) ( - -  1 ) ' X ' A "  ~ .  (n  4- 1)! E ( -  1)~ X - * ( A X " )  ~ 
~=o(i + 1)i 

A " X  ~' = r~ .T .~" ~.  X - i ( X ~ A ) ~  
/=0t~ I 

i=u (__ 1)' 
( - - 1 ) ' , X ' A " - = n ! ~  ( A X ~ ) ' X - ,  

X ' - ~ A " X  '~ -= ( A X - -  n ÷ IltAX~j "-~ 

X " A n . X  " - '  -= ( X - ' A ) ' ~ - ' ( X A  + n - -  1) 

, :  1), 
( - -  1)'*-*(AX'~)"X -'~ - -  n!  Z ( -  A ' X *  

( - - I ) ' ( X e A ) r ' X - n ' - - ( t I ' - I - 1 ) " Z ~ ' / = o  {i ~-!=l)'l)I ( ' ;) A ~ X '  

i=~ 1 i n -  I ~ X ~ A  i 
X - " ( X ~ A ) "  : n !  ~:,Y' i-i ~, i - -  1] 

X - " ( A X 2 )  '' = (n  + i ) !  E X ~ A  ~ 
~=o (i -v 1) ! 

X - ' 4 X " A )  '~ = A ' - ~ X ' A  o meglio (X'~A) '~ = X ' A ' - ~ X ' ~ A  

( A X ~ ) , , X  -,~ = AX,~A,~-~  ,~ ~ ( A X e )  ,~ - -  A X , ~ A , ~ - ~ X , ,  

, ~ 1  A ~ X ~  X - " i A X : )  '~ - -  n 

7:(1 ( - -  1)'~(X~A)'~X -'~ - -  n t Z )' X ~A ~ 

( A X ~ ) ' ~ X  -'* - -  A X ( A X  - -  1)(AX - -  2~ ... (AX - -  n + 1) 

X - ' ( X ~ A F  = X A ( X A  + 1 } ( X A  + 2 )  ... ( X A  + n - .  1) 
X - ' * ( A X ~ )  '~ = t A X - ~ -  1)(AX -~- 2)(AX + 31 ... IAX + n) 

(X:A)'~X -'~----= t X A  - -  1)(XA - -  2 ) ( X A  - -  3)... ( X A  - -  n)  
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t39"t, 
(40"), 
(41"), 
(42% 

X - ' ~ ( A X ~ )  '~ = ( X A  + 2)(XA + 3 ) i X A  + 4 ) . . .  i X A  + n + ll 
( X  ~ A ) ' X - ' ~  = ( A X  - 2 I ( A X  - -  3)(AX - -  4) ... { A X  - -  n - -  1~ 

{ A X : } " X  - ~  = ( X A  + l i X A ( X A  - -  1) ... t X A  - -  n + 2) 

X - ' ( X 2 A )  " - ( A X - -  1 ) A X I A X  + 1). . .  ( A X  + n - -  2). 

3.  A p p l i c a z i o n i .  - -  In  questo u l t imo paragra.fo vediamo come, confron- 
t,~ndo le re lazioni  precedent i ,  sia possibile d e d u r n e  al t re  che legano gli ope- 
ra tor i  o i n u m e r i  di STIRLING. 

Cosi, so t t raendo dal la  (30) la (29) e sommando  la (27) con la (28) si ri- 
cavano le 

~=:¢¢ 
• ( u )  t - - ~  i--t (49~ P " [ ( A X ~ ' )  '~ - -  ~XuA)  '*] = E [n(u - -  1) + ~],¢~,~ X A 

i=l 

(50) ( - -  1)"-~[IA X'~) " - -  ( X ~ A )  "] Y'~ _.~ E ( - -  1 / -~[n(u  - -  1) + i]e(~'.!~ A ~-'  X ' - t .  

D ' a l t r a  par te  si d imos t rano  le relazioni  

• ( u )  
(51) Y'~-~  ~ ( A X ~ ) ' - ~ - ~ ( X " A /  = E ~o~,~ X ~ - ' A  ~- '  

i~0 i=1 
i=n--1 i=n 

(52) ( - - l )  "-~ E ( A X " ) ' - ' ~ - ~ ( X ' ~ A / . Y ' - ~ =  ~ ( - - 1 ) ~ - ~ i ~ ( 2 ) , A ~ - ~ i  ~-~, 
i=0 i=1 

e combinando  ques te  con le p receden t i  si r i cavano  le 

i i=~¢--1 A X ~ ' - - X " A  n ( u -  1)(AX~') ' -~+ Y~ ( A X " ) "  ~--~(X~'A) ~ (53) (AX")" - -  ( X " A )  . . . .  u ,=0 i 

i i:n--1 i {54) ( A X ~ T  ~ - -  ( X " A ) ' =  n ( u  -- t)(X"A) +~-' + Y, ( A X ~ y - ' - ' ( X " A )  ' A X "  - -  X ' A  
i=O U 

che  pe r  u--~ 1 e u = 2 d iventano  

(5a) 

(53-) 

(54-) 

( A X ) " - -  ( X A ) ' =  "2 (AX)+~-~-~(XA) ~ 

i=n--1 i ( A X e }  " -  (X~A)"  A X ~ - - X ~ A  ~ n ( A X ~ t  " -~  + E ( A X ~ ) ' - ~ - ~ I X ~ A /  
- -  2 ) ~ = o  . 

i~n--I 
( A X e )  ~' - (X~A)"  = I ~(X2A)~*-¢ -+- X ( A X ~ ) ' z - i - I { X 2 A }  i l A X ~ - -  X '2A 

i=O 2 

0ombinando  le (19'), e (37"),, le (21')~ e (38" h si r icavano le relazioni  

(55b (AXe)" = X , ~ - ~ A , X ~ , +  l 

(56) (X~A),~ = X , , + , A ~ , X , ~ - ,  

t h e  pot rebbero  pure  dedurs i  daHe (32") e (31"). 
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Uguagl iando  la (30) alla (39) e tenendo eonto in quest '  u l t ima della (29'I 
si hanno  dopo un  certo sviluppo la re lazione 

j=0 

con le par t icolar i  
j=~  - i / ~ \  

(i + t)! ~=0 

Sos t i tuendo nel  secondo m e m b r o  del la  (21) la (29) e svi luppando,  si hanno  

la re lazione 
j=n  
v ~(~) .(~) 0 (i < n) 

j= i  
(58) 

e le par t ico lar i  

(58') 

(58") 

j=Tt 
Z h,, , jkj,~ = 0 (i < n,) 

j=i  

J~'(__ 1)j ! ( n - - I ) ( ~ -  I ) = 0  ( i ~ n ) .  
J=, ~ tJ 

Gli opera tor i  s ' i n t e n d a n o  inf ine  appl icat i  a l  campo di base 1, x, x-),... 
e si p renda  per  A la der ivaz ione  ord inar ia  D r ispet to  ad x e per  X la mol- 

t ipl icazione per  x (~). 

(0 I n  ta l  caso pa r t i co la re  a lcune  re laz ion i  sugl i  opera to r i  Dx~ xD~ DSx ,~', x,*D,+, si pos- 
sono r i c a v a r e  con p roced imen to  sempl ice  e rap ido  che ci ha  comunica to  gen t i lmen t e  il 

prof. A. M:AS~R~ANI. 
Cos~ da l le  

i=0 i=O 
i--m--1 i~n~-- I 

(Dx)'~x +~- (r~D)~'x~ ~--- [ ( n +  1) . . . .  n.~]x~ = ~ Or+ 1),~-~'--~nix ~ -- ~ (Dx) . . . .  i--qxD)~x~ 

(xmDm)~c +~ = Y. hm. #~iscn = E It,,,, i (xD)ix% 
i=1 i=1 

si r i c avano  le r e l az ion i  

(Dxp~ = ~ (xDF 

i~m--1 
(Dx) . . . .  (xD) . . . .  N tDx) . . . .  +--~(xD) + 

i==0 
i --m 

i= l  
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Appl icando gli operatori  (Dx 'T ' ,  ('xDV alia funzione 

nel la  (39) per  A - - - D ,  X ~ x, e ponendo 

(u/ 
= 1, s !  ") = + .. .  + 

si ha  la relazione 
.¢(u) 

1 ~ - ~  ~(u) S(~) (59), ,,-,n+~ - .  ~ ~,.-- ,, u,,,+:~,~+~ ~ • 
i==O 

e ~-~ sost i tuendo 

Posto 

dopo calcolo piut tosto luogo la relazione 

h~,~ 0 

vh~, ~ h.~, 

v~hs, ~ vhs, 

( 6 0 )  :¢(") - -  

sempre  A - ~  D, X - - x ,  appl icando la (21) al la  funzione x ~, si ha 

O ° • ° °  0 

0 .... 0 

h3, ~ .... 0 

• , . • . • • o , • • • • . • • • , . * • . , . • • , , • 

v~-~h • v i -3hi_~.  = v~-~hi_~, .~ 0 
~ - - 1 ~  { o " ° ' °  

( - -  1 ]~ - ih  { -  l ~ ' - ' h  "-:~" . . . .  ~ j . , ~  { - - 1 )  h , , , 3  . . . .  h . . . . .  

i--~ 0 

• . , . , o * • • o , , • * , • • * • • , • o • • . • , • 

v+'-3h .... h . ,  

h ~  0 0 .... 0 

h._,, i h , ,  ~ 0 . . . .  0 

h~., ~ h3, ~ ha, ~ .... 0 

• • • • • • , • • • • , • • • , • , • • , o , , ° • . • • 

(60") i ' T \ i  ~/ (--1) h,,,~ ( - - l t " - ' h  l t " -~h h ..... 

hi+~, ~ h~÷~,2 h~+~,.~ .... 0 

• • . • • • ° , , . ° o . . . .  , . ° . , • . ° o , , • • 

Con analoghi  confront i  si potrebbero dedur re  delle retazioni  per  gli a l t r i  

numer i  introdott i ,  ed al tre ancora  median te  l" impiego delle re lazioni  notevoli  

(61) A~X '~  - .  E (n  - -  i)? X ~ A  ~ 
i--O 

(62) ( -- 1)"X"A" - .  E ( - 1)i(n - -  i) ? A ~ X  ~. 
4=0 

con v = u - - 1 ;  e per  u - .  2 l ' a l t r a  relazione 


