Sulla geometria d’una superficie poco differente

da un ellissoide con applicazione al caso della Terra.

Memoria di CorrapIinGe Mixnro (a Palermo).

Sunto. - Si assumono come punti corrispondenti, sulla superficie S e sull’ellissoide, due
punti situati su una stessa siormale di S, ammetiendo che I'angolo delle normali alle
superficie in due punii corrispondenti sia uwna piccola quontiti, della quale si possa
trascurare il guadrato. Si confrontano in questa ipotesi gli elementi metrici di S con
corrispondenti ellissoidici, studiando in particolare le trasformate ellissoidiche delle
geodetiche di 8. 8i fa wna applicazione della teoria alla determinazione del « geoide »
per mezzo delle deviagioni della wveriicale, ponendo questa deferminazione su fonrda-
menti pin rigorosi.

Dell’ argomento mi ocecupai in un lavoro del 1911 (!). Pitt recentemente
il TorrorICI vi ha dedicato una importante Memoria, giovandosi di alcune
formole inedite del WEINGARTEN, pubblicate dal BranxcaI (}). Qui c¢i torno,
perché la questione della cosi detta deviazione in azimut va maggiormente
approfondita. Gid il POINCARE aveva richiamato I’ attenzione sull’ insufficienza
della formola comunemente adoperata per I’ anzidetta deviazione (®). In questa
formola, invero, come in quella famosa di LAPLACE, che se ne deduce, la
deviazione in discorso & soltanto una funzione del punto, non dipendendo
dalla direzione uscente dal punto. Ora, se cosi fosse, la rappresentazione
della superficie S (in particolare del « geoide ») sull’ellissoide sarebbe con-
forme: il che non &, salvo che non si trascurino quantitdh che possono andare
fino a qualche decimo di secondo d’arco.

Non basta. Quand’anche la rappresentazione, limitata a una conveniente
regione di S, si potesse considerare come conforme, quella formola non sa-

(1) Vedi Minmo, Sulle formole fondamentali per il confronto della superficie geoidico
con U ellissoide besseliano, « Giornale di Matematiche di Battaglini », Vol. XLIX, Napoli, 1911.

{?) Vedi Torrorici, Eslensione di alcune formole di Weingarten ed applicazione ol
problema della forma della Terra, « Atti della B. Accademia dji Scienze, Lsttere e Belle
Arti di Palermo », Vol. XV, Palermo, 1928.

(%) Cfr. Porvcarg, Sur les déviations de la verticale en géodésie, « Bulletin astronomique »,
Vol. XVTIII, Paris, 1901.
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rebbe per gquesto menc inesatta. Infatti, nella pratica non si eonsiderano le
deviazioni in azimut lungo curve ecorrispondenti, per es. lungo un arco
geodetico della superficie § e lungo il corrispondenfe arco ellissoidico: a
quest’ ultimo arco, invece, si sosfituisce 1'arco di geodetica ellissoidica pas-
sante per gli stessi estremi. La formola, dunque, quand’ anche valga per due
archi corrispondenti, non pud mai valere per due archi che non si corri-
spondono: occorrerebbe per cid che la rappresentazione di S sull’ellissoide
conservasse le geodetiche, cosa che non pud avvenire.

T1 PorNcarg, nello scritto citato, fu condotto, con rapidi cenni, a sta-
bilire una formola pitt esatta per la deviazione in discorso. Per una dedu-
zione rigorosa della formola, & necessario uno studio delle trasformate ellis-
soidiche delle geodetiche di § e un confronto di queste curve con le geode-
tiche stesse dell’ellissoide. Nel mio lavoro citato, questo studio fu fatto e fu
ritrovata la formola del PoOINCARE; ma, nel dedurla, si ammise, con un
ragionamento intuitivo, che le due curve da confrontare (trasformata di una
geodetica di S e geodetica ellissoidica), passanti per due punti dell ellissoide
abbastanza vicing (a un centinaio di chilometri di distanza, sull’ellissoide
terrestre), si confondano linearmenle, nel senso che le coordinate curvilinee
in punti corrispondenti sono eguali (nell’ordine d’approssimazione prefissato):
menfre, come fu dimostrato rigorosamente, gli azimuf corrispondenti non
sono eguali.

Nella presente Memoria la questione & completamente risoluta con uno
stidio pitt approfondito del sistema differenziale del prim’ordine delle tra-
sformate ellissoidiche delle geodetiche di §; sistema i eumi integrali (ottenuti
per serie) ho potuto confrontare con gl integrali delle geodefiche ellissoidiche.
Sono cosi pervenuto a formole pitt approssimate e pilt gemerali: come caso
particolare ho ritrovato la primitiva formola di deviazione in azimut, restando
cosl confermata 1'intuizione che mi servi a stabilirla nel lavoro del 1911.

Dei risultati ho fatto un’applicazione al caso della Terra. giustificando
in parte i procedimenti in uso e mostrando come essi si debbano correggere

al lume della teoria.

1. Supponendo riferito 1’ellissoide di rotazione a coordinate geografiche
9 e w, le sue equazioni parametriche sono
@ COS © CO8 O 0 COS @ Sen ®
s e 1 — e —

(1) [ e ———— —_ .
V1—e*sen®o V1-—e’gen® o

dove a ¢ il semiasse maggiore ed e I’ eccentricita.
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Ne segue che i coseni direttori della normale nel punio {p, v} sono

{2) L-——=cospcosw, M=—cospsenw, N =—senq.

E per il guadrato dell’elemento lineare della superficie si ha la seguente

espressione:
{3) ds® — Hdg® + Gdw?,
essendo
‘ e al(l—e)? efx\* aPcosto
W e =gt =) =y
mentre i coefficienti della seconda forma differenziale quadratica somno i
seguenti
De—_ygboe ol —e)
dp do {1 — e*sen® gf"
oL dx oL 2x
o f o e TN w IO
) ( = 39 3o de dp ’
D,,:thai}gaf:* a cos® @ .
dw dw (1 — e* sen® )’

2. Sia § una superficie poco differente dall’ellissoide, nel senso che ora
diremo. Supporremo che della S sia assegnata la congruenza delle normali,
rispetto all’ ellissoide, preso come superficie di partenza. La retta della con-
gruenza passante per il punto M{y. ©) dell’ellissoide sard ‘individuata dal-
I’angolo ¢ che essa forma con la normale ellissoidica passante per M (de-
viazione ftolale) e dall’angolo y che il piano delle due normali (piano di
deviazione) forma con il meridiano ellissoidico passante per M. Noi sup-
porremo che l’angolo e sia una quantitdh piccola, della quale si possa tra-
scurare il quadrato. Teoricamente si pud dire che ¢ & il nostro infinitesimo
principale o del primo ordine, e che gl'infinitesimi d’ordine superiore sa-
ranno trascurafi.

Chiamiamo M* il punto di S che sta sul raggio della nostra congruenza
passanfe per M: tra i punti M dell’ellissoide e i punti M* di S si stabilisce
cosi una corrispondenza, che supporremo biunivoca, e che si pud chiamare
corrispondenza secondo le normali di S, perché due punti corrispondenti
stanno su una normale di S,

Riferiamo anche la S a coordinate geografiche I e X, rispetto all’asse di
rotazione dell'ellissoide: ! (lafitudine) & i1 complemento .dell’angolo che la
normale alla § in M* forma con Dasse z; X (longitudine) ¢ U angolo che il
piano meridiano di S passante per M* (cio¢ il piano contenente la normale
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a 8 in M e la parallela per M all’asse 2} forma con un piano fondamentale
(primo meridiano) passante per 1’ asse z.

Posto
(6) E=ccosy, 7=¢eseny,

¢ facile dedurre (giovandosi della rappresentazione sferica delle direzioni) le
seguenti relazioni
(7) b=¢+§ A=w-+rsecy,

2

che valgono, beninteso, a meno di &* (e quindi di &, v?, ecc.).

Da un punto di vista affatio teorico, considereremo £ ed 7 come date
funzioni di ¢ e w; le quali funzioni determinanc la nostra congruenza a
partire dalla superficie ellissoidica. Supporremo inoltre che le (7) siano re-
versibili, cio¢ definiscano univocamente ¢ e ® come funzioni di [ e A: la
corrispondenza tra i punti M(p, w) dell’ellissoide e i punti M*(, 2) di S &
allora biunivoca.

Segue quindi dalle (7):
[ o el 2w )
g Sé’zzl”%7 Wr:w%(nseccp),
(8)
o ¥k dw 3 .
{7—-—-«“%, ﬁ’mlm%&:}c\p.

Le funzioni & ed 7 di » e w si possono anche considerare come funzioni
di I e X, composte per mezzo di 9 e w; le quali, per ipotesi, sono fanzioni
di I e 1 definite dalle (7). Indicheremo con £ e n le funzioni di I e X nelle
quali si trasformano le funzioni £ e %, quando ¢ e w si considerano come
funzioni di I e X definite dalle (7).

Si deduce allora

L O 32,”1 ¢ aéﬂo
— Uy

o EEee el
'8&) 0 ~ D=0 ow @ l—1
.énzvqw—gl(nsec)m X a—j\-ﬁ«a}\sec. = 1.

Infine si ha (sempre a meno d’infinitesimi d’ordine superiore):

B 2 & ¥ m_ 9y

(19) A 3’ oA fw ol g’ 9 o

3. Chiamando X, Y, Z i coseni direttori della normale alla superficie §
in un punto M*x* y*, 2%, si ha

(11) X=coslcosr, Y ==coslsenli, Z==senl;
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ovvero, tenendo presenti le (2} e le (7):

P X =L -—Esenqgcosw—7senw,
(12) ) Y =M —Esenpsen v + 1 cos v,
( Z =N +Ecoso.
Indicando con /v il segmento MM* compreso tra il punto Mx, ¢, ) dello
ellissoide e il corrispondente M*x*, o* 2% di S, abbiamo

(13 =z +hX, yY*=y-+hY, #=2+ hZ

E la condizione necessaria e sufficiente affinche la superficie S esista, ov-
vero affinché la congruenza definita dalle funzioni £ e % sia normale, ¢ che
si abbia:

Xda* 4+ Ydy* -+ Zde* =0,
ovvero, per le (13):

tdh = — {(Xdu + Ydy + Zdz).

Tenendo presenti le (1), (5) e (12), si trova

(14) dh = DEdy + D'y sec ¢ dw.
E quindi la condizione

o€ D e 1 dn”
115) -aE——-jé‘-q;(Y) SGCMP)+E%77 sec ¢,

che & necessaria e sufficiente affinché la nostra congruenza sia normale.
Quando si trascurino i termini in Ee?, e’ la (15) si riduce alla condizione

E 0
a'z)_ — a&é (72 Co8 Cp)/

trovata dal VILLARCEAU.
Se la (14) & verificata, esiste una famiglia di superficie parallele, che
ammettono come normali i raggi della nostra congruenza. Noi supporremo che

la S sia wmolto vicina all’ ellissoide di partensa, e anmmetteremo che 5 Sl uno
quantita piccola dell’ ordine di e (un infinitesimo del 1° ordine, dal punto di

vista leorico).

4. Riferifa la S al sistema definito (n° 2) di coordinate curvilinee geo-
grafiche, calcoliamo i coetficienti D,, D, D,” della seconda forma diffe
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renziale quadratica di S; dalla quale forma dipende pitt direftamente la de-
terminazione di § (%)

Si trova:
| 90X dx* ( o€ B
Dy= =355 = D1 =) h
. 0X du* oX ox* )
16 RPN, hei=L A il v — D" (1 sec
{16) D, T 53 Dysveyp —D agom 560 ¢},
. L oX dnc® , . k7 o
| D* = % -‘a“i‘—a')‘: ——-D <1 —-Eta.ng \D'”"'QBSQG CP) — L cos P.

Avuti i coefficienti D, D,, D), quelli E,, F,, G, della prima forma fon-
damentale si deducono dalle formole generali (°)

B, =D, + D,” sec’l,
F,=DJ/(D, + D" sec® ),
G, =D,* + D, sec’ [;
e si trova (nell'ipotesi di h infinitesimo del 1° ordine) (°):
B, =D (1 _2 aﬁ) — 2D,
’ | acp

F, = D'y sen ¢ — D" sec’ ¢ 5%(7} sec ) — DD" sec goi—g,

e Y12 87) 42 5Y 2
G,=D (1—%390@)599 © — 2D"h.

5. Sia ¢* una curva, appartenente alla superficie 8, di equazione

(18) L=
L’ equazione
{19) o = ()

della curva ¢ corrispondente a c¢* sull’ellissoide, si trova eliminando 7 e 2
tra la (18) e le (7); e facilmente si stabilisce la relazione

ar_do( % 3 dm) 3

a = ds\ 3 amseccp——ﬁ—c—ﬁ + = (1 sec ¢).

(20) =

{4} Cfr. Mixgo, Sulle superficie riferife a un sistema geografico ¢ sulla determinazione
intrinseca del Geoide, « Giornale di Matematiche di Battaglini », Vol. XLVIII, 1910.

(%) Vedi Mixgo, ibidem.

%) Si tenga presente che &

sve?l ==sec? ¢ (1 -+ 2 fang ¢).
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Per "angolo 4 che la linea ¢* di S forma con le linee Nord. si ha

D +Dlld}

{21 tang 4 = sec ! gl

D,+ D/ al

E per Vangolo © che la corrispondente linea ¢ forma con le linee Nord del-
1" ellissoide {linee coincidenti con i meridiani o linee w == costante), si ha

D’ do

D) 2
(22) tang O == sec p — D dy’

Con un facile calcolo, che per brevith ometfiamo, si trova, fenendo pre-
senti le relazioni (15), (16} e {20):

: D dD 1 o\
(23} tang 4 = tang 6 + 7 tang cpi 1 'ﬁ(l + T W)(%) % _

I ( D, )dw
— = 008 | 1 — = sec’ 9] ——.

D D dy
E da quesfa si deduce:
hD -CEO- cos®
e? dy
(24) A«@:ntangfp-}—l p Jo ,
ST D D”"( ) sec’ ¢
dy
o anche
{24P1%) A4 — 6 =y tang 9 + _ hde cos® ¢ cos® O,
I—eDdy

Si vede che soltanto se si trascurano le quantita dell’ ordine di ¢? P di %,

le precedenti formole si riducono alla formola solita
4 — 0 = tang ¢.

In quest’ultimo caso la deviazione in azimut & indipendente dalla dire-
zione considerata; e quindi la rappresentazione della superficie S sull’ ellis-
soide & conforme.

6. Dimostriamo I importante proprietd, che, nella corrispondenza (7) tra
le due superficie, al sistema ortogonale dei meridiani e paralleli dell’ ellissoide
corrisponde un doppio sistema oriogonale sulle S.

innaii di Matematien, Serie LV, Tomo XIV. 34
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A questo scopo trasformiamo il quadrato
ds** = B dl* 4+ 2Fdld) + G d)\*

dell’ elemento lineare di S per mezzo delle formole (7) e teniamo presente la
condizione (15). Si trova, con un calcolo che non presenta alcuna difficolta:

(25) ds** = E — 2Dhide* + (G — 2D"h)dw*.

Lia (25) prova la nostra asserzione.
Poiche il quadrato dell’elemento lineare dell’ellissoide & dato dalla (3),
si vede subito che la rappresentazione {7) non & conforme, essendo

D D’
— 2= — 2= h.
1 Eh:}:l 2 Gh
Si ha, infatti,
th,D" -—-,iﬁeos*» '—"‘—76%'*@1—6256]12');00\2 .
2" ) =isr =" ¥ oos"e;

¢ quindi la rappresentazione {7} non & conforme se non quando si trascurino
. Yo o, : . -
le quantitd dell’ ordine di ;, &> come avevamo previsto per altra via {n® 5).

Nella rappresentazione di S sull’ellissoide, i meridiani e i paralleli di
questo sono le linee principali della deformazione (lineare). I moduli prin-
cipali di deformazione sono

E G

Eopn "M T @ 2pn

2 e
My ==

donde, tenendo presenti le (4) e (3):

Wi
=

h{l — e* sen® ¢)? s L
2 PV R S G i ) _ " 2 san? o)F.
{126} iy =1 “ 1o ;s Mo =1—— {1 — e*sen?® ¢)®

In generale, si ha

ds* Edy® + Gdo®
ds** — (F — 2Dh)dg® + (G — 2D"h)dw*’

e ==

dalla quale si trae
D D' dw\?
T \ay)
dﬂ) 22
E+ G (d_9>

27) m=1-+4+h
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e quindi

¥ dw)g

D &—D(@

(28} 8 == S* 4:/ It ___-—*:*—_2 5
]/ E+ G(@>

Pu

essendo v, e p, i valori del parametro ¢ negli estremi dei due archi.

Facilmente si trova la deformazione angolare. Se §* & I'angolo di due
curve di S e B quello delle corrispondenti curve ellissoidiche, si ha

. D D//

(29) 3#—B8= h(E— — —é—> (seny, cosy, — seny, cosvy,),
essendo y, e v, gli angoli che le due curve ellissoidiche formano con il me-
ridiano,

Tenendo conto delle (4) e (5), la (29} si scrive:

. >
(20%1) BF —B= 1—i"g-3 T)lﬁ’ (sen y, cos v, — sen y, cos y,) cos* @,

7. Torniamo ad adoperare snlla superficie S le coordinate geografiche.
Le geodetiche di S veriticano il sistema differenziale di primo ordine

%-—@ e l
" i a
(30) D,/ ~+D,” dx
¥ £ dl
tang 4 =secl ——-—;
= D MD’@,
5 g

dove A (n°® b} & I’angolo che la curva forma con le linee Nord (7).

Per avere il sistema differenziale al quale verifica la curva corrispon-
dente sull’ellissoide, trasformiamo la prima delle (30), giovandosi della {22)
e tenendo presente la (20). La seconda delle (30) si muta manifestamente
nella {22). Si ha:

/ ._@(sen —+Ecos ol . e d{hdo 08 % cos @
(31) | @y =g PTIT e ap\Dag TN )
tallg;@:gec@p__g‘ﬁ.
i D dcg

{9 Ctr. Mixgo, ibidem, § &
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[ questo il sistema differenziale delle curve ellissoidiche corrispondenti
alle geodefiche di S. Com’e naturale, alle geodefiche di § non corrispondono
geodetiche ellissoidiche: queste ultime verificano il sistema

/ gfa—gl—ulsengo
(32) de  dg
tanrrocwsecw-l—)zdm'
E= D dCP’

denotando con « 1’angolo della geodetica ellisscidica con i meridiani.

Ora, si tratta di confronfare una curva del sistema (31), passante per
due punti dell’ellissoide, con la geodetica ellissoidica passante per gli stessi
punti. Noi supporremo che i due punti siano abbastanza vicini in modo che
le due curve si possano ritenere poco differenti nel senso che ora precise-
remo. Supponiamo di partire da una geodetica ellissoidica, cioe da un sistema
integrale
(33) 0 =u(p), «=afp)

delle (32); e cerchiamo un sistema integrale w(g) e Oy) delle (31), molio vicino
al sistema (33); cio® pomniamo

(34) o=04+u =i,

dove 1 e v sono incognite funzioni di ¢ dell’ordine di e (n° 1), o infinitesime
del 1° ordine, dal punto di vista teorico. Allora le funzioni incognite u e v
devono verificare il sistema

l @»——@Egen _{_EZ_&_)&CQS w——-—i a z@—@0—0053 COSQOC)
- de — dep ? dep ¥ 1-—e'2d:p(D dep ¥ ’
(35) .
v 8ec’ o = —I sec @
\ =D Yy

Nelle (35) le funzioni

o, ©), 7o, v), hlp, w)

sono da riguardare come affatto note, perché in esse al posto di o si pud
sostituire senz’altro la prima delle (33), ciod la funzione mota o(p). Non si
dimentichi, infatti, che & 7, b sono del primo ordine; sicche, per es.,

E(p, o) = &g, ol¢)),

a meno di quantitd del second’ ordine.
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B poi quasi superfluo avvertire che nelle (35) il parametro ¢ non deve

.. K3
essere vicino a 5 (peraltro, per le stesse formole (7), restano escluse le re-
-t

gioni vicine ai poli terrestri); né vicino a :g si pud supporre I’ azimut o della
geodetica ellissoidica considerata: mel caso che si traftti di una geodetica
ellissoidica che corra molto vicina a un parallelo dell ellissoide, & ovvio
come si debba modificare il procedimento; ecc., ece.

L’ integrazione del sistemn (25) si riconduce facilmente a quadrature; ma
gl integrali generali si presenterebbero sotto una forma estremamente com-
plicata. Per fare un’applicazione pratica della teoria al caso della Terra,
noi integreremo per serie.

8. Nel caso della Terra, la superficie § & il cosi detto « geoide «, le cui
normali geometriche sono le verticali. Noi supporremo che si abbia sempre

(36) e < 0-0001;

il che equivale a supporre che la deviazione totale della verticale non superi
un angolo di 30”. Non gia che non si siano riscontrate deviazioni maggiori;
ma esse sono assai. rare.
Ne viene che le quantita dell’ ovdine di ee®* non sono trascurabili; giacche
si ha
g0’ < 7> 1077,

mentre sono trascurabili le quantith dell’ ordine di 102,

Nel paragonare un arco di curva del sistema (35), cioé delle trasformate
ellissoidiche delle geodetiche geoidiche, con la geodetica ellissoidica che ne
congiunge gli estremi, ci limiteremo ad archi la cui corda geodetica non
superi i 100 chilometri sull’ellissoide terrestre; il che, tenendo presenti i
valori dei parametri dell’anzidetto ellissoide, ciod

a £ 6377 km, e* » 0-0067,

porta a porre le seguenti limitazioni per le differenze A¢ e Aw di latitudine
e di longitudine negli estremi dell’arco:

(37) A0, |Ae|<00157.

Ne viene che sono trascurabili wel nostro studio, perché dell’ ordine di e,
le quantita dell’ ordine di

(Ao, (o), e(def, c(dof, ee*|Ay

, e® | Aw].
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In quest’ ordine d’ approssimazione, per la geodetica ellissoidica passante
per i punti Me,, o). M, (®iy,, wiq,} dell’ellissoide terrestre, si hanno le

equazioni {*):

»=w; + % tang «; (o — @) +
e’ { 3¢*

1 s . 2
+ 5,7 sen go,-tangoci% 1+ secta; 4 o 008 % g (o — o) +

k3

1tang® o, tang a; l4-sec’a, Ztang’a,

{1-+-sec®a, ) -+ (o — @)%

6 cos @; ! sen® o, COR* o,
(38)
Pi
= oy tang g tang o (¢ — @)+
-+ Les tang o, l'sec? g, 4 £ tang® g secta, 4 2e° : sen®y; ! (9 — @+
9 ZVL z) i Na i i ? a? i i
1 2+ 3sec’a; 1-+4-2sen?ay) .
| = 3. . } iy ] PR I
\ +6tang ¢, tang oc,,? —py cost ‘(CP ?:)°;

dove p;, N;, #; indicano rispettivamente il raggio di curvatura del meridiano,
la gran normale e il raggio del parallelo relativi al punto (p;, ;). Poiché la
geodetica considerata passa anche per il punto (9,.,, ®,,,), i secondi membri
delle (38), per ¢ = o,,,, devono assumere i valori w;,, e ;. Le (38). nel-
I’ approssimazione che ci siamo prefissi, sono integrali della (32).

Per avere la curva (34), passante per i punti (p;, 0, (9iy,, ©iy,), bi-
sogna trovare le funzioni # e v, cioé integrare le (35) con le condizioni

M(%’) = %(CPLH) == 0.
Porremo dunque

(1= X (9 — i) + X,(p — 95f° + Xylo — %),

{39) } T " 2 r 3
Lov=Y,+ Yo — @il + Y,ylo — @ + Yylo — 9

e cercheremo di determinare i coefficienti X , X,, X,, Y¥,, Y, Y,, ¥,, con
la coudizione

{40} Xi{(P'l:’i‘i - ‘?@) —+ X?{(P’i-%-x - r‘?‘t}z + Xs(ip‘i-H - Qpi}g =0.

(%) Ofr. Mixro, Sui problemi della trigonometria sferoidica. « Atti dell’ Accademia Gioenia
di scienze naturali in Catania ». Vol. VII. 1814.
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Ora. nell’approssimazione stabilita, il sistema (3B} si pud scrivere

% = Z—Z [sen g; + (¢ — v cos p;]4-{1 e cos? @;)¢; tang o; +
; % J&\ tang o,
— . oo - — ) = P> .
+ (9 — ) |Eitang o, sec a; + (acp)i«l— (am)?; c08 3, l tang o;
n a7 o\ tang «;
@ (a%>z+ (a—“;); Cos 9y, ’
(41) — €& -+ m; tang a;) cos® p; sen o; COS oy —

— e* o gen ¢; o8 y; tang «;,

v sec® ol 4 2 tang o; tang* o; (¢ — @] =

= 3:: [cos @il + e* cos® 9i) — (9 — @) sen gi];
essendo
oF o€
= . . — = — b ‘
i == E(CPz 3 (i)t,',' (a:p)z (aCP)Cp:C?g:; w==w; eee

Ponendo nelle (41) le espressioni (39) di u e v e identificando, si trova:

/ Y, =X, sen ¢, + {1 — e’ cos® 9;)¢; tang a; — v; —

— e*(E; + 7m; tang «i) cos® p; s8N a; cos #; —

2 ]Zt

— e* o sen 9; c0s @; tang o,
Y sec® a; = X (1 + ¢® cos® ¢;) cos ¢,
{42 2Y, = X, cos ¢; + 2X, sen ¢; +

a' .
-+ [&i tang g; sec’ a; + @‘i) - ( 5 ) tang “‘} tang a;
3 an\ ta :
[y,

ﬁ 9/, \ow/. cos ¢,

| (27, tang ¢; tang® o; + Y ) sec? a; == 2X,(1 + e* cos® ;) cos ; — X, sen ;.

Poiche, per ipotesi, Y, & dell’ordine di ¢, la 2?7 delle (42) mostra che
anche X, & dell’ordine di ¢; ne segue, per la prima delle (42), che Y, & del-
Vordine di e; ecc. Com’era da prevedere, tutti i coefficienti degli sviluppi
di u e v sono (almeno) dell’ ordine di «.

Epperd, essendo trascurabili nella nostra approssimazione i termini del-
Iordine di ¢| Ag|?, bastera scrivere

(43) U = XA{%O - gai)? V= Yo -+ YL(CP - Qpi};
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limitandoei a dedurre Y,, Y,, X, dalle (42). Inoltre, nel calcolo di X, ¢ Y.
si potrd prescindere dai termini dell’ordine di e¢, essendo trascurabili i ter-
mini dell’ ordine di ee?| dg|.
La (40), allora, da
(44) X, = — X,(Piy, — @il:
quindi dalle (42) segue
Y, = — X,(9iy., — @i} cO8 p; co8® o,
Y, = — Xy(Qiv, — 9i) s00 9 + & fang a; — v,
2X (@i, — Pi) sen @ sen® a; + X (piy, — @i) sen @; — Etang oy i 7=
=[— 2X, cos ©; — X,(piy, — @) sen o;] cos® a;.
Dall’ ultima di queste equazioni si deduce

X, —- (i tang x; — 74) sec® &

1
2008 @i |1 + 5 (Pir, — i) tang 9i2 + sen® ;) sec” a;

H

cioe, nella nostra approssimazione:

(& tang «; — 7i) sec®

45) X,= 2 cos o;
Eppero le (43) diventano:
. 1
(46) =0, v= (ao —5lei+ %H))(E@ tang o; — 7).

In conclusione, i due archi (di geodetica ellissoidica e di trasformata
ellissoidica d una geodelica geoidica) passanti per & punti M, vi) e
Miy (Pig, s wis,), 8i confondono linearmente, mnel senso che sono incontrati
dalle curve o = costante in punti le cui differenze di longitudine sono dell’ or-
dine di (Ap)* e quindi trascurabili (u=="0); menire gli azimutl, negli anzidetti
punti,Sdifferiscono per quantita dell ordine di ¢|Ag |, avendosi (%):

1
(47) «—0 = (§ (¥ + Dipy) — ?)(Ei tang «; — 4.

{%) Nel lavoro citato del 1911, mi son limitato a paragonare la curva (31}, passante
per M; e M;t+,, con la geodetica ellissoidica passante per M; e tangente ivi all’ anzidetta
curva. In questo easo, il calcolo precedente & da modificare. Ora, in fatti, si ha

w=Ay(¢ — @) 4y 0=Bye — )+ ooy
come soluzione di (41); e facilmente si deduce
A;=0, B;=§;tang a;— ;.
Dunque, le due curve linearmente si confondono; gli azimut sono ora legati dalla relazione
@ — 8= — (9 — @)(§; tang x; — 13
¢ naturalmente coincidono nell’ origine M, dell’arco (vedi formola (52) del citato lavoro).
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9. Veniamo ora alla formola della deviazione in azimut. Nelle applica-
zioni geodetiche, alla trasformata ellissoidica della geodetica passante per
due punti del geoide M; e M (vertici della rete geodetica) si sostituisce
la geodetica ellissoidica passante per i punti M; e M, dell’ellissoide; quindi
all’angolo © si sostituisce 1’angolo «. La formola (24%") della deviazione in
azimut va dunque modificata, tenendo conto della formola (47).

Siano M,*, M * ALY .. i vertici successivi d’ una poligonale geodetica
{i cui lati sono gli archi geodetici M,2*M,*, M,*M,*, ...) e siano M,, M , M,,...
i punti corrispondenti {n° 2) sull’ellissoide. Considerato un arco geodetico
generico l‘l;ﬁkl‘[:+1 sul geoide, chiamiamo A;;.1 e Aiy1,i1 gli azimut di esso
arco (percorso positivamente da M? a M;H) nei vertici Mf e l‘[:.u. Simil-
mente, consideriamo 1’arco AM;M;,, di geodetica ellissoidica (arco non corri- '
spondente all’arco M;M;,s) e chiamiamo Ciiq1 © %ippiet gli azimut di esso
(contato positivamente da AM; a M;,_ ) negli estremi M; e M;,,. Tenendo
presenti la (24°s) e le (47), si pud scrivere, nell approssimazione presente:

4 — s tang 9; — et 1% cog?
By T Fhyiy 55 N3 NG 9y €7 T COST @ SeN oy COS iy —

1 ,
=5 (Pig s — @ilGi tang aiy — 1),
(48) ¢

— - 2
Ai+x,i+x‘“i+1,i+1—nl+1 tang iy, —e

hi+| 2

TCOS PigySONAi i COBAG 4y i+
1 ( .

g (Fie — @G tang aiiy, —n);

le quali sono le formole generali della deviazione in azimut (nei vari vertici
della rete).
Ora si ha, in generale, per la (14):

?1’/—!—1 d
By — I = | (Dg 4 D'y sec d—";> ds,

o

P

dove I'integrale si pud intendere calcolato lungo 1'arco geodetico M;M;, . .
Si pud anche scrivere

" dw
hiy, — i = (Pig, — %)(DE + D' sec ¢ d,‘o),*,

dove ¢* & un punto dell’intervallo (p;, ¢;y,). Ma poiché, nella presente ap-
prossimazione, i termini dell’ ordine di ee®| Ay | sono trascurabili, e cosi pure
quelli dell’ordine di e(Ag)*, si potrd prescindere dai termini in e* nella pre-

dnnali di Matematica, Serie LV . Tomo X1IV. 35
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cedente: ¢ al punto ¢* della teoria si potra sostituire il punto ¢;,, . Epperod
si pud scrivere

(49) Figy — hi = — ol iy, — 9illGiy 4 Ny, FANG 0y, iy y):

o anche, nella stessa approssimazione, per le (48):

(49bis) Py — by = — al9ip, — @)Eiy, + Ny, tang Aip, o))
Supponiamo che nel punto M, si abbia

(50} in =%, = ho = O'
Si pud allora serivere

hiy, =G |
(51) - = r:1 {9 — @0, )Ep 4+ 7, tang 4,.,.),

per valori, s’ intende, non molto grandi di 4, se non si vuole che 1'aecu-
mularsi degli errori feorici (derivanti dai fermini fraseurati) ci allontani dal-
I’ approssimazione desiderata.

= . . h; | s a4 .
La (51), con le avvertenze fatte, ¢ci mostra che j & dell’ordine di ¢4y

. o R . . .
ne viene che eza’ & trascurabile nella presente approssimazione, essendo del-

I'ordine di e¢* | Ag|. Le (48), dunque, si possono ridurre alle seguenti:

’ 1
\ Ay, — %ig, = Nitang ¢; — 5 (Pig, — P& tang ai iy, — M)
{92) B

| 1
} Ai+1>i+1 — Qg iy T N ta’ng Pigy 1 '2_ {CPZ'-M - CPi)(Ei tang gy igey ™ 7]1)'
E la (24) diventa semplicemente
4 — 6 =y tang o,

cioé la rappresentazione (7) & conforme in quest ordine di approssimazione.

10. Conviene ora paragonare le lunghezze di due archi
Sipr == MiMiyy,  Siga = MiM;a.
corrispondenti nella trasformazione (7). A questo effetto, adopereremo la for-

mola (28), che, nell’ approssimazione presente (n® 8), si pud scrivere cosi:

= *
{53) Sig1 — Sigpy =
1+ cos ¢iy, tang Ai+|,i+§_

Veos® iy, - tang® Aiy iy,

::a’(cpi+( - :Pi)g(gi—i—x + iy tﬂngAi-l—x,Hﬂ) COS Piy, -
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Segue .
Si31 _ Sigy

a (43

b

perche la differenza dei due rapporti ¢ dell’ordine di e{A¢)* e quindi trascu-
rabile (n® 8).

Ma anche i due archi s;,, e Siyr si possono, il pif delle volte, ritenere
eguali, perché, nell’ipotesi che siano compresi dentro i 100 chilometri e con
le avvertenze fatte alla fine del n° 7, si ha

| 8141 — 8iqy | < om 16.

11, Veniamo, in fine, al paragone degli angoli M’fﬂ[ :HM :,':LQ e M;M;, M;,,
delle due poligonali geodetiche (n° 9), situate rispettivamente sul geoide e
sull’ ellissoide, Nel presente ordine di approssimazione, la rappresentazione (7)
¢ conforme (n® 9); ma i due angoli predetti non si corrispondono nella rap-
presentazione in discorso.

Intendendo che 1" angolo M;M;, M;,, venga generato dalla rotazione po-
sitiva che deve compiere la tangente in M;,, al lato M, M; per sovrapporsi
alla tangente in M;,, al lato M;, M;,,. si pud scrivere, con le nostre nota-
zioni (n° 9):

MiMiy Miyy, = iy, iey — T ~ %ig,ig {mod. 2w},
E similmente:
gk o * .
M M; ; 1]‘{;,42 = A;_f.bg,*? T Ai+i’i+{ {mod. 2x).

E quindi per le (52):

et 2 %o F T % 1
{:)4) .Mriﬂi[u_iﬂ:{i.,.? — M ,:ﬂfH 1 ﬁfﬂ_? - 5 (CPLH — %‘)(@' tang T n” 4
- ;5 {'C{Ji+g — QPH.,}(@'_H tang iy gz — ii+1)'

Come si vede, i due angoli hanno una differenza dell’ordine di =|Ag!,
quindi non trascurabile (potendo raggiungere 0”3 e pin).

12. Vediamo, ora, rapidamente, fino a qual punto si possa giustificare il
procedimento pratico con il quale la rete geoidica, determinata con le osser-
vazioni astronomico-geodetiche, si attribuisce e si distende sull’ellissoide.
Qui non tocchiamo il problema della riduzione delle misure al geoide, sup-
ponendo che lati e angoli della rete appartengano addirittura al geocide (come
se la superficie di questo fosse accessibile e su di essa si compissero le
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misure). Ma il modo con il quale guesta rvete si distende sull ellissoide ha in
ogni caso capitale importanza, perché dia luogo a una currispondenza di fatto
tra i vertici della rete geoidica e quelli ellissoidici; e bisogna vedere se e
fino a qual punto tale corrispondenza sia una corrispondenza per normali
geoidiche o per verticali, giusta le (7).

A questo effetto, partiamo dal punto origine M * della rete geoidica, nel qual
punto sono verificate le (50). Dalle (52), per i = 0, tenendo presenti le (50), segue:

(55) Am = Oy, Au:“u'*‘mtﬂng’%-

Dalle (53}, dove ora possiamo intendere che s;,, sia la lunghezza del-
V(6 + 1)m° lato M;M;,, della poligonale geodetica, situata sull’ ellissoide [perché
esso si confonde linearmente (n° 8) con il trasformato ellissoidico dell’arco
M;Mi4 di geodetica geoidical. si deduce, per =0, badando alla seconda
delle (55):
1+ cosy tang 4,

(56) 8, =s8*—alp, — ¢, + 7, tang 4,,)

. cos o, .

/ 3 2
Veos® o, + tang® 4,

Potendosi prendere s, =s ¥ si vede che distendendo il primo lato M *M *

della rete sull’ellissoide, a partire dal punto M,, dove ¢,=1{,, in modo che
nel punto M, 1’ azimut ellissoidico =, coincida con quello astronomico 4,,,
si perviene proprio al punto M,, che & il corrispondente ellissoidico di M %
giusta la (7). Il procedimento pratico resta quindi giustificato, per guesto
primo lato della refe.

Se si dovesse tener conto della correzione da apportare a s * per avere s,
giusta la (56), bisognerebbe procedere per approssimazioni successive: il va-
lore provwvisorio s,* potrebbe servire al trasporto delle coordinate ellissoidiche
lungo 1'arco geodetico M M,; avuti ¢, e w, dal detto trasporto e conoscendo le
coordinate astronomiche /, e A, del punto M *, si dedurrebbero &, e 7, ; ecc. ecc.

Passiamo al secondo lato M, *M,* della rete geoidica. Dalle (54) abbiamo,
per i =0:

(57) MM M, = M*M*M,* + % (0, — @ )(E, tang &, — 7,).

E questa mostra che non & lecito, come si fa in pratica, confondere
I"angolo misurato M, *M*M,* con 1 angolo M,M,M,: il secondo lato della rete
ellissoidica deve formare con il primo I'angolo M M M,, dato dalla (57). Il
termine correttivo possiamo procurarcelo, giacché la (57), nella stessa appros-
simagzione, si pnd scrivere:

(57vis) MM, M, = M*M*M,* -+ % (s — 1) tang 4., — 1.);
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¢ nel secondo membro tutfo & noto, posto che si siano determinati i due
elementi astronomici I, e 4,,. Riportando, sulla geodetica ellissoidica uscente
da M, e formante 1’angolo predetto con la geodetica M M,, un arco di lun-
ghezza s,* ('°), si ottiene il punto M,, corrispondente al punto M,*, secondo le (7).

Cosl continnando, si vede che per distendere convenientemente sull’ ellis-
soide la poligonale geoidica M *M *M *.., in modo che i vertici M,, M,, AM,...
siano, sull’ellissoide, i corrispondenti secondo le (7) dei punti M * M * M,*..,

bisogna ‘avere, da misure geodetiche, gli elementi

8% 8%t MMM MMM, ...,

e, da determinazioni astronomiche, gli elementi

byy hoy Ay; 1,0 Ay, Apysee

1

Quando manchino alcuni di questi dati o quando non siano verificate
sufficientemente le condizioni volute dalla teoria, il procedimento pratico in
uso non costituisce se non una prima approssimazione; sarebbe poi necessaria
una seconda approssimazione della quale non vogliamo qui occuparci.

(1) Riteniamo pure che sia s:+1:sl-+1. Nell’ordine d’ approssimazione fissato, i due
intorni considerati, del geoide e dell’ellissoide, appaiono applicabili e puo sembrare quindi
contradjttorio che le geodetiche non si corrispondano o che gli angoli non siano conservati.
In verita, I’eguaglianza s: 1= 84y & soltanto approssimata e quindi non & lecito dedurne
le conseguenze alle quali porta I’ applicabilita rigorosa. ¥ lecito soltanto fare le seguenti
affermazioni: la differenza di due archi corrispondenti & dell'ordine di me(dg)?; 1 arco
geodetico M;kM;kle e il trasformato ellissoidico dell’arco geodetico ]ll;.kM;:rjt sono incontrati
dalle linee ¢ = cosfante in punti in cui le longitudini differiscono per quantita dell’ oxdine
di =(@sfy — @)% mentre gli azimut negli stessi punti differiscono per quantith dell’ ordine
di &| gty — @5 ece. ece.




