
Sur la loi de l 'a t t ract ion 

par N. NERO~O1)~F (Leningrad - U. R. S. S.). 

1. La reprdsentation du potentie l  de ]a force &attract ion  par une sgrie 
inf in ie  - -  Supposons la loi de l ' a t t rac t ion ayant  telle forme que le potentiel  

de la force &at t rac t ion  agissant entre deux points materiels  de masses M 

(le soleil) et m (une plan~te) s ' expr ime par  la s~rie 

, 

off ~ est lenr distance et f d{~signe une constante. Cette sdrie converge 

absolument  et uniformdment dans F intervalle 

L~ force F d' at traction a l' expression 

(3) F - d U -  ( ~  2), 3~ 4 4v jz ) 
d~ f , ~  +~v+~ ,  ~ + . . . + ~ + . . .  • 

Les coefficients I, ~t, v,... des sdries prdc~dentes peuvent  8tre dgtermin@ si 

nous prenons pour  la fonction F une forme particuli~re admettant  le ddve- 

1 
loppement suivant les puissances enti~res positives de - .  

Si nous conservons la loi de 1' attraction de N]~wTo~ (),~iz-----v ~--- . . . .  0), 

la position relative d 'une  plan~te par  rapport  an soleil se d~termine aN bout  

n = | .  ~ , ~ n ( l - - z ) .  u--esinu=~, 

(4) r = a(1 - -  e cos u), 

w ]//1 d- e tang ~ u ,  p b ~ 
t a n g ~ = |  1----e r - - l _ t _ e c o s l v ,  P a '  

off sont introduites les notations suivantcs:  a l e  demi grand axe de l 'orbi te  

ell iptique de la plan~te; b son demi petit  axe;  e l 'excentr ici t~;  r la distance 
du centre de gravit~ dn soleil ~ celui de la plan~te; n, l~anomalie vraie de 

du temps t par  les 4quations connues 
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la planSte; u l ' anomal ie  excentr ique;  ~ l 'anomMie moyenne;  z le moment 
du passage de la plan~te par  le p6rih61ie. En eonservant les notations de 

la M6eanique c61este et la terminologie correspondante,  introduisons les 
angles suivants d6terminant  la position de la plan~te dans l ' espace  par rap- 

port  au soleil, avec seulement  cette distinction que le plan de l ' 6qua teur  du 
soleil jouera  le r61e du plan de l ' ee l ip t ique  au 1 -e~ janvier  1 8 5 0 : 0  la lon- 

gitude du noeud ascendant  du plan de l 'o rb i te  par rapport  au plan de 

l ' 6qua teur  du soleil;  ~ l ' inel inaison de l 'o rb i te  par rapport  au m~mo plan;  

la longitude du p6rih61ie; v la longitude de la planbte dans son orbite. 

Alors les anomalies vraie et moyenne se pr6sentent  sous la forme 

(5} w - ~ v - - ~ ,  ~ = n t + ~ - - m  

si nous introduisons ~ -  la longitude moyenne de 1' gpoque 

(6) z = o) - -  nx. 

Si la loi de l ' a t t rac t ion est d iff6rente de eelle de 5TEw~o~, les constantes 

a, e, % O, m, ~ dans les 6quations (4) du mouvement  elliptique de la plan~te 

peuvent  ~tre eonsid~r@s comme des fonctions inconnues qn 'on  doit trouver. 

En admettant  que la force d~attract.~on entre deux points mat6riels 

s ' expr ime  par  la s6rie (3), calculons le potentiel  des forces d 'a t t ract ion,  en 

envisageant  le soleil comme un corps continu et la plan~te comme un point 

mat6riel, puisque sa masse est tr~s faible par rapport  ~ ]a masse du soleil. 
Prenons  ] 'e] l ipsoide central  d ' iner t ie  du soleil pour un ellipsoide de 

rotation. Nous avons 

(7) U = f~ + P'=' + _4p~ . . . . . .  P~ t- . . . + ~  + ... dm,  

o+a p, p = PQ, d~signe la distance de la plan~te P h un point arbitraire Q 

du volume du soleil (voir fig. 1). Soit G son centre de gravit6. Comme au- 

paravant,  d6signons la distance P G  par r. Pr6sentons la s6rie (7) dans sa 
1 

nouvelle forme en 1' ordonnant suivant les puissances enti~res positives de - 
r 

M ),M 2~ M +  3~ sin~ (v--  O) sin'~ ~ + r4  
(8t U----- fm 7 + -r T + 2r ~ ' 

off sont in t rodui tes  les notations abr~g6es 

i 
(9) ~ ' = t ~  2 M '  i - - A - - C .  

Enfin, A, B,  C d~signent ]es moments d ' iner t ie  du soleil pal' rapport  aux 
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axes principaux d ' ine r t i e  relatifs au centre de gravit6 G. Les deux premiers 
sont rela.tifs aux axes disposes dans le plan de l '6quateur  du soleil, A 6rant 
6gal /~ B, et te troisi6me C est relatif  ~ l ' axe  de rotation du soleil. 

En appliquant la m6thode des fonctions majorantes, on pent montrer  que 

Fig. 1 

la s6rie (S) sera convergente absolument et uniform6ment  s i ~  lieu l'in6ga,lit¢ 

(10} r ~ ~0 q-  ~max~ 

oil 8~,,ax d~signe le maximum de la. distance du centre de gravit6 G du soleil 
~t sa surface. 

En effet, indiquons par 8 la distance GQ du centre de gravit6 G du 
soleil h, un point arbi traire Q de son volume et par O l 'angle  form~ par les 
directions GP et GQ (voir fig. 1). INous avons 

(11) ~ ~ ¥'r ~ - -  2r~ COB 0 + ~.  

On sai~ que les coefficients du d6veloppement de /-~ suivant les puissances 

enti6res positives de ~ sont les polynomes de LEGENDRE (en Cos 0) dont la 

valeur absolue ne d6passe pas l 'unit6,  quel que soit la valeur de 1 an~,le 0. 

Cette remarque  permet de signaler la fonction majorante  pour le d6velop- 

1 
pement  de P1 et, par  consdquent, celle pour le d~veloppement de ~-3 suivant 

les puissances de 1 

1 1 
(12) ~-3 < < ( r - -  ~,,,x) ~' r > ~m~, j ~ l ,  2, 3 ..... 
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La valeur a b s o h e  du terme g6n6ral de la s6rie (1) convergeant  dans Fin-  

tervalle 9 ~ Po > 0 satisfait ~'~ 1' in6galit6 

t% 3 

off ~'~ d6signe un nombre d6termin6 positif. D ' ic i  

(13) Ix I-< ~ p o  ~. 

Maintenant on peut  t rouver la fonction majorante  pour  Ie d6veloppement 

1 
on - du terme g6n6ral de la s6rie (7) 

(14) dm < <  Ir - -  G,~) 3 
M 

et, par eons6quent, celle pour la m6me s6rie {7) 

(15} 
j= l  r - -  Omax/ 

M 

C'est pourquoi  la condition 

on ta conditio11 

~o < 1  
r - - -  ~max 

r > Po + 8m~x 

est suffisante pour la convergence absolue et nniforme de la s~rie (8). 
De la m~me mani6re on d6montre la convergence de la s6rie obtenue de 

la s6rie (8) par  sa diff6rentiation par  rapport  aux coordonn6es rectangulaires  

de la. plan6te ou h un param6tre dont ces coordonn6es peuvent  d6pendre. 

Dans le cas g4n6ral, la force d' at traction eesse d 'e t re  eentrale. Elle sera 

eentrale si nous supposons que le soleil est limit6 par la surface de la 

sph6re et que sa densit6 en chaque point ne d6pend que de la distance de 
ce point au centre de la sph6re (i==0). Alors darts ce cas part icul ier  le 

potentiel des forces d 'a t t rac t ion peut  etre repr6sent6 par  la s6rie semblable 

~t la s6rie (1), mais les coefficients )~, ~t, v,... seront maintenant  remplac6s 
par  leurs fonctions d6pendant aussi de la loi du changement  de la densit6. 

Darts les deux paragraphes  suivants noas examinons quelques cas par- 
t iculiers de la force d 'a t t rac t ion  centrale quand le mouvement  de la planbte 
par  rapport  au soleil peut  ~tre 6tudi6 "X l 'a ide  des fonctions 616mentaires et 

elliptiques. 
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2. Le premier cas particulier.  - -  Si dans les s6ries (1 )e t  (2 ) tous  les 

coefficients, except6 t, sont 6gaux h z6ro et h, part  cela le soleil et la planbte 

sont consider6s comme des points matdriels, la force d 'a t t rac t ion  6rant cen- 
trale~ on peut  montrer  d~aprbs F intSgrale de la force r ive et celle des aires 

que les 6quations du mouvement  de la piau~te ne diff6reront des 6quations 
du mouvement  ell iptique que par  un facteur 

P 
+ 21 

que 1' anomalie vraie recevra alors (~}. Si le dernier  est un nombre rationnel, 
la trajeetoire de la planbte est une eourbe ferm@ alg6brique. 

Le d6plaeement du p6rih61ie ~ ehaque r6volution de la plan~te autour  

du soleil se pr~sente par  la s6rie enti~re en t ,  dont la valeur  absolue est 
suppos6e petite, 

27: l q  P P + .... 

3. Le deuxi~me cas particulier.  - Tenons le soleil et la plan~te pour 
des points materiels  et supposons qne dans les s~ries (1) et (2) il n ' y  ait que 

les coefficients t et b qui soient diff6rents de z~ro. DSterminons ]e mouve- 

ment  de ia plan~te par  les coordonn6es polaires r et w. L ~int~grale de ia 
force r ive et celle des aires duns notre cas ont la forme 

(16) ~m[(dr) - t - r * \ d t  ] ][~-~]~-- Ud-~,mh ., dw  

mh 
en d6signant par  -~-  et D des constantes arbitraires.  Pa r  l '61imination du 

temps t nous obtenons, apr(~s l ' int6gration, l' 6quation de la trajectoire de la 
plan~te en eoordonn6es polaires 

b0 (17t r = 

off par ~)(w) est indiqu@ c o m m e d '  ordinaire ta fonction ell iptique de WE- 
IERSTRASS ayant  les invariants  

3 1 (3bob,b~ - -  2b~{ - -  b~b3) , 

(t) Cette forme de la loi d 'a t t rac t ion  a insi  que quelques autres ont 6t6 examindes par  
NEWTOn': voir  ]~OUT~, A treat ise  on Dync~mics o f  a particle~ 1898~ § 359, 1 ). 233. 
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oh 
2f~ 

bo = (M + m), 3b, = - -  l + -D~ iM + m), 

3b~ 2f  (M + m ) ,  b 8 = ~ = - ~  

Enfin 2¢o et 2o)' sont les p~riodes, dont la premiere est r~elle et la seconde 

purement  imaginaire, de la fonction ell iptique susmentionn~e. D~signons par  

les racines rdelles du polynome 

4 x  ~ - -  g ~  - -  g ~  = 4 ( x  - -  e ~ ) ( x  - e ~ ) ( x  - -  e~) .  

Quand l 'angle  polaire w cro~t de z~ro j u s q u ' a  ~o, la fonetion ~(~o' ~--w) croit 

de e 3 j u s q u ' ~  e~. Avee l ' accro issement  ult~rieur de w, la fonction ~(~o'-1-w) 

varie entre les m~mes limites. La valeur  correspondante du rayon r varie 

entre un minimum et un maximum (~). 
L '~quat ion  de la t rajectoire de la plan~te (~tant trouv4e~ ddterminons 

maintenant  la toi de son mouvement  sur cette trajectoire. Dans ce but, nous 

revenons h l ' int~grale des aires et y subst i tuons la valeur  de r trouv~e de 

1 ,~quation (17). En posant 
b~ 

u =  ~,' + ~v, ~ =  ~ (v ) ,  

o~:~ v est une constante, nous aurons 

16D du 
- - d r =  

b~ [ ~ ( u ) -  ~(v)] ~" 

Soit ~ le temps du passage de la plan~te par  la position pour laquelle w = 0 ,  

c ~ est ~ dire u = a)'. L ~int~gration donne 

1 6 D  _ x) = f [ ~ ( u )  du 

En effeetuant  Fop~rat ion de l ' int~gration, nous obtenons une ~quation expri- 

(t) La thdorie gdndrale de la relativitd donne pour la trajectoire une dquation ayant 
la m6me forme, voir FORSYTg, ~ rroeeedings of the Royal Society ~, Section A, vol. XCVII~ 
19"20, p. 145; MORLEY~ ~ American J,ournal of Mathematics ~ vo[. X L I I I ,  1921~ p. 29; J-A~S~ 
<< Acadgmie Royale de Belgique >>~ Classe des sciences~ 1923~ Mdmoires~ t. VII~ fasc. 5. 
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m a n t l a  loi du mouvement de la planbte sur sa trajectoire 

(181 
16D~'(v) ~. d log ~{u. + v) -j- 2u~lv) 

o~ sont introduites les notations habituelles des fonctions de WEIElgSTR&SS. 

Pour  trouver le temps T s '6coulant  entre les passages successifs de la 

plan~te par te p6rih61ie, nous posons darts l '6galit6 (18) w----2m. I1 vient 

T - -  d - -  

Si les valeurs des coefficients )~ et bt sont petites, le d6placement du p6- 

rih61ie ~t ehaque rdvolution de la plan~te autour dn soleil peut 6tre repr6sent6 

par la s6rie enti~re en ~ et b~ 

. . . . . . . . . . . . . . .  P A-/9 e -b .... 

La valeur du parambtre p dans le cas consid6r6 diffbre tr6s peu de sa 

valeur clans le mouvement elliptique. 

4. Sur l'application de la mdthode des approximations successives 
l'intdgration des dquations diffdrentielles du mouvement de la plan~te. - -  

En passant des cas particuliers examin6s plus haut  au cas ggn6ral, em- 

ployons la mdthode de la variation des constantes arbitraires et admettons 

que les int6grales du mouvement  6tudi6 coincident avec celles du mouvement 

elliptique, mais que les six constantes arbitraires a, e, % 0, % ~ du dernier 

sont des fonctious inconnues du temps t. Int6grons le syst~me obtenu d'6qua- 

tions diffdrentielles par la m6thode des approximations successives en ad- 

met tant  t o pour la valeur initiale de ia variable ind6pendante t et no, eo, ~o, 

60, +o, % pour les valeurs initiates des fonetions inconnues. Avant tout, nous 

cherchons F intervalle de temps {to, t o A-h) pour lequel cette mdthode donne 

des sdries convergentes, en supposant, pour simplifier les formules, que le 

soleil et la plan~te sour des points matdriels et, par consdquent, la force 

d' at traction est centrale. 0ette restriction ne s ~ 6tend pas au paragraphe 
suivant.  

Introduisons la fonction pertubatrice R 

(19) R = k " ( ? ' + ~ - + i ~ +  ) 

An~ctl~ di Matemc~tica, Ser i e  I V ,  Tomo X I V .  11 
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oh 

Alors ~OUS ~_tAlrons 

(20) 

k = \ / f ( M  + m) - -  ~ a  ~ . 

Les 6quations diff~rentielles d6terminant  les fonctions inconnues se pr6sen- 

tent dans la forme bien connue (~) 

(21) (4) 

d a  2 DR 
{1) dt  n a  ~ ' 

dO 1 DR 
(2) d / - - n a  ~ ¥ 1 - e  ~ s i n ~ 8 ~  

d~ tang ~ 3R V1 -- e ~ DR 

{3) dt----= na  ~- ¥'l_--LS-e:~ 8~ + na~e 3e ' 

de V1 - -  e ~ DR V ¥  1 - Y1 - e ~ c~R 
d t -  na~e 8~ n a %  8~ ' 

(5) 
d~ 1 3R tang ~ ~ R  3R~ 

dt  - -  na ~ V 1- ...... e ~ sin ~ D0 na2 ¥ ' ~  [ ~  + ~ J  ' 

de 2 DI~ tang ~ 3R 
(6) d-t--- n a s a  ~- + V i ~  ~u~ ~ V i  . . . .  ~ D~ 

1 - -  V 1 - -  e ~ DR 

na~ e De " 

La fonction per tubatr ice  R ne d6pendant pas explici tement des variables q~ 
et % la deuxi6me 6quation et la cinqui~me du syst6me pr6c~dent donnent 

= c o s t . ,  0 = c o n s t . ,  c~est h dire le mouvement  de la plan6te se produit  

darts un plan. Les 6quations diff~rentielles (21) prennent  la forme 

(22) 

d a  2 DR D~ y ' I  - -  e~ DR 

d t  n a  De ' dt  ncVe 3e ' 

d t  n ci~e 3~o nc~e 3¢ ' 

de 2 DR 1 - V l - e  "~3R 
- -  ~w~ 8a ÷ V i  =°e:" na~e De 

Au pr6alable nous examinerons un cas part iculier  quand la fonction pertu- 

(i) TlSSERAND, Trait¢ de Mdca~*iquv cdleste, t. I, chap. IX, X. 
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ba t r i ce  a la  for lne  

i23) R r2 . 

Ce cas, d6jh s ignaI6 an t6r ieuremen~ 1§ 2) 

q u ' i c i  comme la fonc t ion  p e r t u b a t r i c e  on 

d6ve loppemen t  duns le cas g6ngral .  

(24) 

~ O U S  a v o n s  

pr6sen te  u n  ce r t a in  int6r6t;, pu ree  

a pr is  le p r e m i e r  t e rme  de son 

a R  2k ' ) .  ~cr ~ R  2k+'k ~r 

~ a  r a ~ a  ' ~ e  r a ~ e  ' 

~t~ 2k'~k ~r ~ R  2k'2k ~r 

- -  r "~ ~s ' ~(o - -  r ~ ~g"  

Le  r ayon  v e e t e u r  r e s t  une  fonc t ion  impl ic i t e  de t, a,  e, m, ~ d6terminOe pa r  

le sys tbme d ' 6 q u a t i o n s  
3 

r = a ( 1 - - - e c o s u ) ,  u - -  e s i n u = n t + ~ - - m ,  n - - - k a  -~  (25) 
D' ici  

t26) 

~r 3 n e t  sin u ~r 
- - ~ 1  - - e  c o s  +d+ - - - = ~ ,  
?ct 2(1 -- e c o s  u) '  ae 

~r ae  sin u ~r ae  sin u 
~ z - - l - - e c o s u '  ~(~ 1 - - e c o s u "  

e - -  c o s  ~ ,  

1 - -  e c o s u '  

D ' a p r g s  les ¢gali t6s pr6c6dentes ,  ca leu lons  les va l eu r s  des d6rivdcs {24) de la 

[one t ion  p e r t u b a t r i c e  ct subs t i tuons  ees de rn i6 res  dans  les 6quat ions  (22). On a 

(27} 

d a  4n) ,e  sin u 

d t  - -  (1 -- e c o s  u p '  

d~ 2 n ; . V l - e :  e - c o s u  
--d-{ - -  ae  (1 - -  e cos u ) "  

de 2n),(1 ..... e ~) sin u 
d t  - -  a (1 - -  e cos u) 4' 

de __ 2n;. [2(1 - e cos u)  - -  3 n e t  sin u 
dt  - -  a{1 - - e  cos u)a L 1 - -  e cos u 

Au l ieu  des  

fo rmules  

Avee cela 

_ e ~ / ! - - e  ~ e - - c o s u l  

1 + ~ ' ~ 1  - e i i - e e o s u  t" 

va r i ab les  a e t  e i n t rodu i sons  les va r i ab les  x et y sn ivan t  les 

x o = l ,  y ~ , = l .  
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En appl iquant  la m6thode des approximat ions  sueeessives (~}, it faut  
t rouver un  nombre  positif 9 E ,  d6passant  les vMeurs ~bsolues des seconds 

membres  des 6quations dif[6rentielles (27} quand les variables t, x ,  y ,  ~o, s 

varient  duns les intervalles (to, to q-h) ,  

(x, ,--Ax, x o + A x ) ,  (Yo--AY, Yo+AY), (~o--h¢°,  ~o o + A ~ ) ,  (so---As, %+-A~) 

toutes les quanti t6s At. Ax, Ay, i ~ ,  As 6rant positives. 
5 x < 1 ,  A y e .  1 et to-----0. 

Le nombre  h est 6gal h la plus peti te des quanti t6s 

Soient en outre 

A~ iy  / ~  i~ 
~ '  ~rc~' vrc, '  vrc~' vrc," 

Les variables t, z, o) current  dans les seconds membres  des 6quations {27) sous 
le signe des fonctions tr igonom6triques,  except6 la derni6re 6quation, oil le 

temps t parai t  comme un  mnl t ip l ica teur .  C 'es t  pourquoi  les quanti t6s h-~ 
et he peuvent  6tre prises aussi grandes que F e n  voudra  et les nembres  
h ~  he  

n ' i n f l ue nc en t  pas la valeur  de h, qui se d6termine par  les in6- ~ C '  w L  

ga,lit6s 
Ax Ay 

(28) h ~ a t ,  h < ~ G ,  h_<@~.  

Los 6quations (27) uous donnent  

(29) 

oh 

d3o 

3/ 

d ;  
-3-/ 

d y  

3~ 

d~ 
3[ 

4no [ Z I Co(1 + Ay) 

a(,(1 - -  h~c)5[1 - - G t l  q -  Ay)] 4 

< 4no l),i 

aoeo(1 - -  Ax)?(1 - -  Ay)[1 -- co(1 q- Ay)p 

2nolXt 

aoeo(1 __ Ax)Y[1 _ eo(1 + Ay)p 

4no [ ), [(i + eo q-  3noeoAt) 
< ao(1 - axp[t - Co(1 4 ay)] ~' 

3 

(t) GOU, 1RSAT, Co?~'8 d'Analyse mathdmatiqu6 19~9~ t. I I ,  n ° 388. 
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En consid6rant les seconds membres  des in6galit6s (~9), nous voyons que 
eelui de la deuxibme indgali% d6passe toujours  le second membre de la 

premi~re ainsi que celui de la~ troisibme. 
P lus  loin nous envisageons deux var iantes  possibles:  la premiere, quand 

la qnantit6 9E~ se d6termine au moyen de la deuxi~me in6galit6 et la se- 

conde, quand darts ce but  nous empIoyons la quatri~me in~galit6. 
1 -~'e variante. D6terminons la valeur  de ~ par  la, deuxi~me inS- 

galit6 
4 n o l ~ l  

(30)  o r e ,  = 5 

aoeo(1  - Ax)~ (1  - Ay) [1  - eo(1 + ±y)]~  

Les valeurs  de Ax et de Ay sont limit6es par  les in~galit6s 

0 ~ A x ~ I ,  0 < A y < l .  

Si les valeurs de Ax, Ay, At sont donn6es, le syst~me suivant d ' in6galit6s 

d6termine h 
5 

a,,eo (1 - az)=-'(1 - ~ y ) [ 1 -  e0(1 + ~y)]'~x, h ~ 6t, h ~ 4no I )'----~ 
(31) 

5 

aoeo (1 - -  Ax)~(1-- Ay)[1 -- e0(1 + 5y)]~Ay. 
h ~ 4n0 I k ] 

Invert issons le probl6me et cherchons Ies valeurs de 5x, 5y. At correspondant  
au maximum de h. Les  deux derni6res des in6galit6s (3t) permettent  de con: 
elure que ee maximum a lieu simultan6ment avee le maximum des fonetions 

5 5 

(1 -- Ax)~(1 - -  5y)[1 - -  eo(1 + Ay)]'Ax et (1 - -  Ax)~(1 - -  Ay)[1 - -  e,,(1 + 5y)]~Ax. 

La valeur  de e 0 ~tant supposCe 
5x  et de hy 

2 
A.~ = Ay = 9 

diffbrent peu de cel les-ci  

petite, les valeurs correspondantes de 

112 
729 e° + "" 

2 

que nous maintenons pour plus de simplification. 
C' eat pourquoi  nons prenons 

7 

(3~)  h = \§] ~ ; ~  \~ - -  g eo . 

Le r~sultat obtenu reste vrni h condition que ]a valeur (30) de ~L~ de- 
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passe la partie droite de la quatr i6me des in6galit6s (29) dans l ' in terval le  

(x o - -  Ax, xo t-  Ax), lYo - -  Ay, yo -e- Ay), o~ 
2 

x o = - : y o ~ l ,  A x - ~ - A y ~ .  

Introduisons ta condition mentionn6e ei-dessus 

Eu tenant  compte de 

galit~s (31), nous obtenons 

(33) 

l 

3noe; 

la derni~re in6galit~ et de la premiere des ind- 

11 )~ 
1(7~ ~ ane3o 1 - - ~ e , ,  

7-~ 
1 - - ( § )  %(1 + eo) 

Si Findgalit~ (33) est satisfaite, F intervalle de ]a convergence des s~lies 
donn6es par ]a m~thode des approximations successives se d~,termine par 

l' ~galit~ (32). 
2 -~¢  v~riante.  - -  Revenons, pour ]a d6termination de O15~, fi la quatri~me 

des in~galit~s i29). Admettons 

4no ! k i (1 -+- e o q- 3noeoht) 
(34) 9lL~ ~--- ao(1 _ Ax)~[1 __ e0(1 d- Ay)]' ' 

(35t 

Les in6galit6s suivantes d6terminent  h 

am (1 - -  A•)'[1 - -  %(1 -1- 5y)]'Avc 
h ~ At, h ~ 4n  0]k] 1 - ~ e  0q-3n0eoht ' 

h ~_ 4n ° [ k [ 1 -+- e o + 3noeoAt ' 

At, Ax, Ay 6rant envisag6s comme des quantit~s donn6es. 
Comme antdrieurement~ nous invertissons le 

le max immn simultan6 des fonctions 
~1 - -  Ax)'[1 - -  %(1 -+ Ay)]~Ay. 

On peut admettre  approximativement  

1 

probl~me et cherchons 
( 1  - -  hx)~[1 --- eo(1 -4- Ay)4hx et 
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Aprbs la substitution des valeurs trouv6es de Ax et de Ay, nos iu6galit6s 135) 
s' 6crivent dans la forme de 

h_~_At, h,<<20\5 ) 

d'ofi l 'on  peut d6terminer la valeur 
maximum de h 

1 6 eo) 4 

no l X I 1 -i- eo A- 3n,eoAt ; 

de h et eelle de At eorrespondant au 

1 1 3 ~ ace0 [1 6 
(36) h = A t - - 6 ~ o e  ° - - ( l + e o ) - i -  /(1 +eo) ~-i-5 i-~(\ - - s e ~  " 

~Notre ra isonnement  suppose que la valeur de ~ ,  mentionn6e ci-dessus 

dSpasse les parties droites des trois premi6res in6galit6s (29) dans l ' inter-  

v a l e  l/o, to A- At), (xo - -  Am, xo q- Am), (Yo - -  i y ,  Yo i- hy), oh 

1 
t 0 = 0 ,  x o ~ Y 0 - - ~ l ,  At-~-h, A x - - - A y = = .  

O 

D'apr6s la remarque  faite ant6r ieurement  concernant  la deuxi6me des 
in6galit6 (29), il suffit  pour cela qu ' une  seule in6galit6 soit satisfaite 

1 

[ 3 {4_yi aoeo ( 1 6 \~] - 

i y a n t  6tudi6 le cas part iculier  oh la fonction pertubatr ice se prdsente 
darts la forme 

k'% 
R ~ ........... 

r 2 

passons an oas g6n6ra.1 et 
mant  par la s6rie (§ 1) 

oh 

consid6rons la force centrale d 'a t t rac t ion  s 'expri-  

F = - - m k  ~ + p - + F T + . ~ T + " "  = . - ~ - ~ + S ( r ) ,  

S(r) = 3~ A-~:~ + .... 

Le potentiel aura la forme 

C7¢) 

L'express ion de la fonction pertubatr ice est la suivante:  

r 

Lr ~ - -  (+')dr . 
o~ 
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Nous devons ealeuler les d6rivdes partielles de la fonetion R par rapport  

aux variables (t, e, % s et subst i tuer  leurs valeurs duns les 6quations dif- 
f6rentielles de mo'uvement (22). D6signons par z une queleonque des variables 

a, e, % $. Alors 

et, 

Divisons lu premiere des deux derniSres ~galit6s par lu seeonde 

~ -  I S(r) . 
~z - -  + ~ ~z \ r ~ ] 

r ~ 
Si ~. :4: O, la fonetion ~ S(r} born~e-dans un intervalle (r___~ ~o) tend vers z6ro 

quand r crolt ind6finiment. Soit duns un intervulle 

r 
-~ S(r) [ < X, 

off X tend vers zdro uvec la croissuuce de r. 

N o u s  u v o n s  

,3s, < ( 1 +  x) 

Indiquons par  ~YVC.~ la quantit6 analogue h la quantit6 ~L ,  du cas par- 

ticulier pr6c6dent . .De nos considerations il d@oule, d 'apr~s l ' in6galit6 (38) 

et les 6quations (22), 
~)TU~-- 91L,ti + X). 

Duns la premibre variante  du cas part iculier  pr6e6dent nous uvons eu 

les intervalles suivants de la variat ion des variables x et y: (x o ± hx) et 
2 

(y~)±hy) ,  off ~ 0 = = y o = l  et h a = b y = § ,  

Les intervalles de la variation des quantit~s a e t  e (c~ ~---ctox, e == e,y) 

seront respeet ivement  

Trouvons l~intervalle correspondant (rmin, ~'max) de la variat ion de la 

variable r. En vertu de la formule 

r = a ( 1  - -  e c o s  u )  
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nous obtenons  

7 ( ~ _  ~°~ 
r " i "  = 9 a° 9 ] '  

Soit  XL sa t i s fa isant  i,. l ' in~ga]i t~ 

dans  1' in terva l le  

11( 11) 
r m ~ =  §-ao 1-t-  e o . 

-<X,  

~)"mi~ ~ ~ ~ rmax- 

De la m6me faQon~ aux  in te rva l les  de la var ia t ion  des var iab les  x et y 

dans  la deux i~me  va r i an te  (ha¢ = hy  -= ~) eor respondr~  1' in te rva l le  ( r , ~ ,  rm~,d 

de ta var ia t ion  de r d6fini  par  les 6gali t6s 

Soit  X2 sa t i s fa isant  '~ l ' in6ga,lit6 

r3 t ) ) u S ( r )  < ×~, rml~ < r < r ~ x .  

Le deux i~me in te rva l le  est r en fe rm6 darts le p remie r  et X~ ~ X ~ .  En  
r6p~tant  tons les r a i sonnemen t s  ant~rieurs ,  nous  aurons  d,~ns le eas g6n~ral 

deux  var ian tes  : 

1 - ~  v a r i a n t e .  - -  Si 

(39/ g - -  ~ < 1, 
i -  9 

] )~ t (1 X,)/1 + . -(7)~0(~ +~o,1 
nOUS ~tnroIIS  (11; 

no i X ] ( l + x , )  • 

Les  vari~tbles a e t e  seront  compr i ses  dans  les in te rva l l es  

2 -~''~ v a r i a n t e .  - -  Si 

[ l/ (; . 3 [ 4 \  4a°e° 1 - - ; e  o 4 ~ 

(.si) ~0 1 + % +  (1+~0) ~-~15}  iJ, i ( f + - ~  > 2  ~ , 

An~tal4 di Mate~wttiea, Serie IV, Tomo XI¥,  12 
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o n  a 

(42) h -= 6nee e l  - - ( t  -t- eel -t- il-t-e°)~ + 5 \ 0 ]  ! ),t(1 -t-X~) ] 

Les valeurs des fonctions a e t  e varient  respect ivement  entre les limites 

L ' in terva l le  de temps {t0, to-t-h) pour lequel le proc~d6 des approxima. 
tions successives donne des s6ries convergentes, se trouve darts 1.e cas g6n6ral 

naturel lement  plus petit que dans le eas part iculier  pr~e6dent. Si ao crolt 
ind6finiment, les coefficients X~ et Xs tendent vers z6ro et nous revenons 

anx r6sultats du cas part icul ier  mentionn6 ci-dessus.  

Dans ce qui pr6c6de nous avons suppos6 que le coefficient ). n ' es t  pas 

6gal i~ z6ro. S ' i l  est 6gal h z~ro, on dolt, en suivant la m~thode pr6e6dente, 

examiner  d ' abord  le cas particulier,  o~l la fonction per tubatr ice  a la forme 

(~ =f=- 0) 

r ~ 

et ensuite passer, per  une voie analogue, au cas g6n6ral de la force d 'at-  

traction centrale. La fonction S(r) aura  l ' express ion 

4v 
s(r) - -  r~ + .... 

L'in6gali t6 suivante d~termine le coefficient 

(rmi~, rm~) de la variat ion de r 

r.j~ S(r) I < X~, rmi~ < r < rm~,~, 
/ E 

oh 

X~ 

oil 

dans un intervalle 

9(13) 
r m i n = - l ~ a  o 1 -  ~ e o  , r m ~ x : = ~ a  0 1 - + - ~ e o  • 

D6terminons le coefficient X4 au moyen de l ' in6gMit6 

rmi~----gao t - g e e  , r~n~==gao l + g e o  . 

I1 est 6vident que Xa ~-X~. 
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En d6finitive~ nous a, urons dans le eas g6nOra~I deux va, riantes: 
1 -~'~ var ian le .  - -  Si 

4 c~oe o 1 -  e o 

n o u s  a v o n s  

~ [ 9 ~ a o e o  1 - - ~ e o  

Les variables a e t  e seront comprises dans les intervalles 

2 -~'~ var ian t e .  - -  Si 

[ ~/  ( 7 )  ~ 1  {5, ~ 
(45) e,, 1 + e o q -  (i-t-eo) 2 + ~ \ ~ ]  ]~t l ( l+xa} > 2 \ ~ ) ,  
o n  ~l 

t [ 1  -geo) 
(46) h -- 6~e  ° - -  (1 + eo) + 4- e'}'~ + 3 t I~i( i q- X4) " 

Les valeurs des fonctions a et e varient respectivement entre les lilnite~ 

Pour les grandes valeurs de a0 reste en force la remarque pr6e6dente, 
concernant les petites valeurs de Xs e~ de X4. 

Si nous nous bornons h la premi6re approximation, l 'erreur, ayant lieu 
quand nous ealculons une quelconque des fonctions chereh6es (pour le 
moment du temps eompris dans l ' intervalle mentionn6 ci-dessus), sera en 
grandeur absolue plus petite que 

M 
A + B --I- C -f- 1) [e(A+B+e+D)(t--t°) - -  1 --- (A q -  B -1- C + D)(t - -  to)], 

off e est la base des logarithmes naturels et 3/, A, B, C, D d6signent 
certaines quantit6s positives l~}. 

(t) ~OURSAT~ Col¢,ys d'A~a, lyse mathdmat iqu 6 1929,  t. I I~  n ° 388.  
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Les expressions trouv6es (40), (42), (44), (46) pour  h nous montrent  que 
l ' interval le  de la convergence des s6ries obtenues par le proc6d6 des appre- 

ximations suecessives d6pend de la relation ~)(-i si )~ :4:0 ou de la relation ]~t& 

si ;. = O, ~t =~: O. }Iais quelles que soient les valeurs des coefficients ). et ~, 

si l ' excentr ic i t6  initiale e,, diff~re peu de z6ro, la valeur de h e s t  trbs petite. 

Le cas e~ == 0 n' est pas l' objet de nos consid6rations. 

5. Le eas g(indral. - -  Dans le cas g6n6ral nous envisageons le soleil 

comme un corps centinu. Ici la force d 'a t t rac t ion  cesse d '6tre  centrale et 
l ' express ion de son potentiel a 6t6 trouv6e par  nous dans te paragraphe 1 -er 

sous la forme suivante 

off 

I M  ),M 2p/M q - 3 i  sin~ (v--O)sin~ ~? [1] i 
U = f m  d r ~ +  2r :~ - - +  ~. i '  

. 4 

i 
P/ = P~ 2 M '  i =  A - -  C. 

Comme la masse m est tr~s faible par rapport  ~ la masse 3i, nous n~- 

gligeons l ' inf lnence de la planbte sur le mouvement  du soleil et nous prenons 

k = ¥ f M .  

Introduisons la notation abr~g~e 8 3 f i .  

En vertu de l '6quat ion U = m  ~:- - t -R , la fonetion per tubatr iee  a la 

f o r n l o  

(47) R = k  ~ r ~ + ~  + ~ s i n  ~ ( v - 0 )  sin ~ +  .... 

Revenons aux formules (4) du mouvement  elliptique. De l '6quat ion de 

K]~PLER nous avons le d6veloppement bien connu de l 'anomMie excentr ique u 

de la plan~te suivant les puissances de l 'excentr ic i t6  e 

e ~ eJ d J  - t  sinJ 
14Si u _= ~ - + - e s i n  ~ - t - ~ 7 ~  s in  2~ d - . . .  -t- l . 2  ....~j d~ j_  ~ d -  ... ,  

oh 
~ = n t ÷ s - - o ~ .  

Laplace a d6montr6 que la s6rie pr6c6dente 

que e soit inf6rieur it la limite 0,662743 .... 

est convergente pourvu 
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O u t r e  le  d 6 v e l o p p e m e n t  (48), n o u s  o b t e n o n s  a u s s i  d '  a u t r e s  d ~ w ( d o p p e m e n t s  

t 4 9 )  

~ 2  

_r _ _  1 - -  e c o s  ~ %- ~ (1 - -  c o s  2 ~ )  + . . . ,  
(?b 

= l + 2 e c o s ~ + ~ ( 1 - t - 5 c o s 2 ~ )  + .. . .  

== 1 ~- 3e c o s  ~ %- -~ -  (1 + 3 co s  2~) -~ . . . .  

. . . . . . . . . .  , . . . . . . .  , o o o • . . . . .  

et  e n f i n  c e l u i  de  l ' a n o m M i e  v r a i e  

5e'-' 
w = ~  ~ - 2 e s i n ~ + - ~ - s i n 2 ~ +  .. . .  

D '  a p r 6 s  l a  d e r n i 6 r e  s 6 r i e  ii v i e n t ,  e n  t e n a n t  c o m p t e  de  1' 6 g a l i t 6  v = ,w + m, 

1 [1 - -  co s  (n t  %- s - -  0)] + e[eos  (n t  + ~ + ~ - -  20) - -  s in  2 {v - -  0 ) =  2 

(501 - -  cos  (3n t  -t- 3e --~ co - -  20)] + 2~- [cos  2(~) - -  0) ÷ 8 cos  2 (n t  -~ ~ - -  0) - -  

- -  9 co s  2 (2n t  -4- 2~ - -  ~o - -  0)] + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

E n  f a i s a n t  i a  s u b s t i t u t i o n  a u  m o y e n  d e s  6 g a l i t d s  149) et  [50), n o u s  

o b t e n o n s  l ' e x p r e s s i o n  (47) de  l a  f o n c t i o n  p e r t u b a t r i c e  /~ d a n s  la f o r m e  d ' u n e  

s6 r i e  e n t i ~ r e  e n  e 

( 5 t )  

R = - ~  k~)' + ~-kelx' + 8--2a,~sine q) [1 - -  co s  2(n t  + ~ - -  0)] + . . . . . . . . . .  

I ~ s i n  ~ qo [6 c o s  (h i  + s - -  ~)) - -  +(2ki  

- - I 
- -  7 c o s  (3n t  + 3~ -~  ~o - -  20) %- cos  (~t %- ~ + ¢o --.  20)] %- ... - ,  

3 k ~ '  [1 + 3 c o s  2(n t  + e ~)] + k~)'~ [1 + 5 c o s  2 ( n t  st- e ~)} + 2a.~ 

I- ~ sin~8a~ ~ [6 + 5 cos  2(~) - -  0) + 18 cos  2 (n t  + ~ - ~)  + 10 co s  2 0 , t  %- ~ - -  0) - -  

I - -  39  cos  2 (2n t  + 2s - -  ~) - -  0)] + ... -4- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

a y a n t  e n  v u e  q n e  p o u r  les  g r a n d e s  p l a n b t e s  l ' e x c e n t r i e i t 6  v a r i e  de  
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e o ~ sin 0o23'31",5 (V6nus} j u s q u ' ~  e o ~ sin 11°51'53",7 (Mercure) et par  con- 

s6quent  reste  pe t i te  (~). 

Subs t i t uons  les va leurs  des d6riv6es par t ie l les  de la fonct ion pe r tuba t r i ce  

par  r appor t  aux  var iab les  a, e, % 0, (o, s clans le sys t6me des 6qua t ions  

d i f f6rent ie l les  (21) et in t6grons  les 6quat ions  ob tenues  par  la m~thode des 
app rox ima t ions  success ives .  

P o u r  ob ten i r  la p remi6re  approx imat ion ,  donnons  aux  var iab les  a, e, ~, 

0, ~o, e en t r an t  dans  les par t ies  droi tes  de nos ~quat ions  leurs  va leurs  ini- 

t iales a , ,  eo, %,  00, too, So. Cos par t ies  r en fe rmeron t  des t e rmes  p6r iod iques  

2~ 2= 2r: - -  
ayant  les p6r iodes  no'  2no'  3 n o ' " "  off n , ~ - k a o  2, ainsi  que  c e u x  n o n -  

p6r iodiques .  Dans  le bu t  de t rouver  les aec ro i s semen t s  des fonct ions  a, e, 

% 0, ~o, e co r re spondan t  h une  r6volu t ion  de la p lanbte  sur  son orbite,  nous  
p renons  t,~ e t t , ,  4 - T  pour  les l imites  de 1 mt%.ra, tmn dans  les quad ra tu r e s  

de la p remibre  app rox ima t ion  (ici T d6signe Ia dur6e  d' une  r6volut ion de ta 

p lan~te  au tour  du  soleil 6gale ~ n0 " C ' e s t  pou rquo i  nous  omet tons  dans  les 

6quat ions  d i f f6rent ie l les  de la p remie re  app rox ima t ion  les termes  p6r iod iques  

qui  d i spa ra l t r a i en t  6ga lement  apr~s la subs t i tu t ion  des l imites  d' int6gra.t ion. 

On a done en p remibre  app rox ima t ion  

t) da  2 

2) dO ~cos~o  i l + e ~ [ 6 + 5 c o s 2 ( ~ o o - - O o ~ ] +  I = . . . . . . . .  ~ ~ ~- ... , 
)lt" noa~ ¥]: __ eo 

(521 

3) 

4) 

~0 

t + e~ [6 + 5 cos 2(~o - -  0o)] + ... + 
:~ ~boao ~o 

t V1-- e~t-[k% 3k~ ' ~sin'~o ] - +  

dt  - -  noa~ 1 4~o sin2 % sin 2(~, - -  0o)A- ... I .... 

- 1 - V 1  - 

(t) CHARLIER, Die Mechanik des Himmels; 1902; Band 1~ Tafel 1. 
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T 2 ~ - s i n  % sin 2@0 - -  0 j  -4- . . .  t - -  
5) c~, - -  -- n , , £  VI- C sin  ~o, 4ao ! 

tang' % 
2-  ~ 5 ~ g  - i 

- -  ~t - 4a~ sin~ % ~ s i n 2 1 % - - o ° ) q - ' ' ' ~ '  
noa,~ ~' 1 - -  eo 

de 2 ~ 2 k 2 X  3k~¢ 3~ sin ~ % 3k~ sin s % t sin 2 (n J  A- % - -  0o) 

2ao~ 

+ "" ~ c - -  k a ~ + a~ ) s i n  (not + ~o - -  %) + 

2a+> 2 

sin ~ %) 
-I 4c~ ( - -  6 sin (no/ % - -  ~o) -4- 21 sin t3,not + 3% - -  (% - -  2%) - -  

- ] k ~X 9ts ~ ~' 
--  sin (not i- % + (% - -  20o) )] + e~ ao3 2a,~ -t- 

t5k:q~t 27Ul~'t sin 20% t -t e o - -  o3,,) - -  (52) -4- - - - ~  sin 2(not -4- so ~°o) + - - - - n  

2a, o ~ 2aog 

3 ~  s i n  ~ 9o _ _  _ (6  q - 5 c o s  2 ( ~  o -  0o)) 3 k ~ t s i n 2 % ( - - g s i n 2 ( n J - i - % - - J o o ) - -  
8a~ 11 

4ao~ 

] i - -  5 sin 2(no t -t- % - -  0o1 + 39 cos 2(2n<>t + 2% - -  % - -  0o) ) -4- ... + 

2 ~  s i n  ~ % 

+ 1 + e~_ t6 + 5 c o s  2(~o - Oo)) + ... + 
~o~'~ V 

., 1 . - -  V i  - -  eo 2 2[k~k 3k;~' 
+ ¥ 1  -- e~--- noa~ I [ ~ - t -  ~ + 

sin~ ~o (6 -t- 5 cos 2(~ o - -  Oo}j] -~ t 
+ ""i" 

Effeotuons 1; int6grat ion de oes 6quations dans les l imi tes mentionn6es 

e i -dessus .  L ' o p 6 r a t i o n  de l ' i n t6gra t ion  d e m a n d e  la convergence  un i fo rme  
des s6ries inf inies  par  lesquel les  s ' e x p r i m e n t  les d6riv6es par t ie l les  de la, 

fonet ion  pe r tuba t r i ce .  La  ques t ion  se s implif ie  dans  le eas du pa rag raphe  
4 ~'~ 1orsque le soleil  et la p lan~te  sont  eonsid6r6s eomme des points  mat6riels .  

~R 
En effet,  envisageons  par  exemple  la d6riv6e par t ie l le  ~-d" La  fonet ion  R ne 

d6pendant ,  d ' ap r6 s  l '6gal i t6  (19), que  d ' u n e  var iable  r, on a 

~R d R  Sr 
~a, - -  dr  ~a" 
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' b, D a p r . s  les formules  {4) du mouvemen t  e l l ip t ique  de la pla, n~'~,te, 

ar 3~tet sin u 
- - = 1  - -  e c o s u - -  

Da 2 (1 - -  e cos u)" 

d R  
La d4riv.6e-d77, se prcSsente sous forme d ' u n e  s~rie enti~re en ,% con- 

vergente  si r ~ ? o  (§ l}, den t  tous les te rmes  sent  des fonct ions  holo- 

morphes  de l ' excen t r i c i t4  e duns un  domaine  de la var ia t ion  de e. En ver tu  

du th4orSme connu  de WEIERSTRASS (~}~ cette s4rie est aussi  une  fonct ion 

holomorphe  de e. Pare i l l ement ,  de la consid4rat ion de F express ion de la 

Dr 
&~riv(ie ~ on pent  conclure  q u ' e t t e  est une  fonet ion  holomorphe  de e. Corn- 

d R  3r s ' e x p r i m e n t  par  des s(~ries enti~res en e me les deux  d4riv4es -dr  et ~ 

convergentes  duns un  cer ta in  domMne,  quel le  que soit la va leur  f inie  du pa- 

DR 
ram~tre  l, il est 4vident  que leur  produit ,  c' est g dire la d6riv4e ~ 7 '  pr~sente 

aussi  une  s~rie ent i6re en e convergente  dans  un  cer tMn domaine,  quel le  que 

soit la valem'  f iuie du temps t e% par  cons6quent,  convergente  un i fo rm~ment  

par  rappor t  g t. 
Re tournons  done g F in t6g ra t i on  des 4quat ions  dif f4rent ie l les  de la pre- 

mi6re approx imat ion .  5Ious avons les express ions  su ivantes  pour  les acerois- 

sements  des fonct ions  inconnues  pr~sentOes sous la forme des s6ries inf in ies  

(53} 

t°+T 0 t0:t-T 3r~icos% 
a == O, 3Ia~ + 

to, T 2r& 6rztt' 3rci sin "~ % [ 
_ + ~ +  4Mao ~ [ 8 + 5  to (to 6~o 

cos 2((0 0 - -  0 0 ) -  2 ~, ~ ]  

to+T 15~:ie ° sin 2 %% sin 2(% - -  0o) 
e t. - -  43ia~ + ' " ~  

to ~T 15r~ie~ sin 2% sin 2(~7, -- 00) 

~' it. = - -  8 M a ~  + "" '  

to+T 8=t  12=~' 37zisin ~ % [ . .~ % 
~g .4 3cos2(noto 

to = ~ o  + a o'~ ...... ~- 2Ma~ 7 - -  - -  

-}- ... 

+ ~0 - -  00) 1 -t- .... 

Duns le syst6me h61iocentrique,  F angle  m - - 0  est eompris  entre  deux  

rayons  den t  l ' n n  passe par  le noeud ascendan t  et l ' a u t r e  par  le p6rih61ie. 

(~) GOURSAT, ibidem, n ° 290. 
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I~{~ dd~placem(mt du p0rih(ili(, ~t chaque r45volutiou de la plan6te ~ l~ form{, {h~ 

(.)4} ({o- --0}tt°+Tto __-~ 2~Xa0 + -c~Uf~r~' + 42]Ia~3~i I [(i + 5 cos2{{~,__00)] sin~ % _  4cos~ :?o I _~_ ..." 

En posa,]t i :=:0, nous obtenons un r6sultat  concordant avec tes expres- 

sions (§§ 2. 3} trouv6es par une autre  vole et appliqu6es an cas par t icul ier  

des orbites presque circulaires {p ~ a0). 
Les premiers termes des s~ries (53) et (54) recurrent que:  

1) la variation des angles 0 et ~ d6pend du coefficient i caract6risant  

la dis tr ibut ion de la masse du soleil. C'est  ~ cause de la variation de ces 
angles qu~a lieu le mouvement  des noeuds du plan de l 'orbi te .  

2} la variat ion de l 'excentr ic i t6  e d6pend du m0me coefficient i. 

3) le d6placement du p6rih61ie d6pend en m~me temps du coefficient i 

et des coefficients )~, ~, v,... de la s6rie (1). 

Les valeurs  exactes des coefficients )., t~, v,... peuvent  (~tre obtenues des 

calculs astronomiques.  L ' e x a m e n  suivant ne permet  de trouver que l ' o rdre  
de la grandeur  du coefficient ),. C 'est  M. EI~S~EI~ ~ qui a donn6 ta formule 

suivante d~coulant de la th6orie g6n6rale de la relativit6 pour  le d6placement 

du p(~rih61ie h chaque r6volution de la plan6te 

24r:3a ~ 6~fM 
T~c~(1--e "~) ~ pc~ , 

b: 
oil c d6signe la vitesse de la lumi6re, p - ~ - -  et pour les orbites presque 

circulMre p - ~  a 0. Les autres notations coincident avec les n6tres. Comme on 

suit, cette formule donne pour Mercure un r6sultat  satisfaisant. 

Si nous supposons que le coefficient ~. n ' e s t  pus ~gal h z6ro, on peut  
retenir  seulement  le premier terme duns la s6rie (54) pour les valeurs de a~ 
suff isamment grandes 

Ito - -  ~bo 

La comparaison de notre formule (55) avec celle de )L EINS~EI~ donne 

la w l e u r  approximative du coefficient ~. 

~. ~ 3fM 
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