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R~sumd. - On vent gdndraliser ici le thdordme de J ORDAI% par  une convenable d~finition de 
conrb~ fermde, d~ un  espace topotogiqne gd~dral, ne possddan~ m~me nne mdtrique. 

§ 1. - I n t r o d u c t i o n .  

1. GdnO'alitds. - Les courbes de JORDAN, dSfinies comme des ensembles 
hom~omorphes St un segment recti l igne ou St nne cireonf~renee, se ra t taehent  
au e~l~bre th~orbme de JORDAN [1]: 

• Toute courbe simple form6e diviso le plan en deux part ies ouvertes  
connexes qui ont eette eourbe eommo fronti~re commune ~. 

Go th~or~me fut .~tendu aux espaees euelidicns St n-d imension par  BROU- 
WER [2] et plus r~cemment St un espaee non 6quivalent  topologiquement au 
plan euelidien par  J.  M. SLYE [3]. 

La quest ion de la accessibilitY, posse par  SCHOEN]~LIES [4, p. 65], a tit4 
~tudi~o par  des nombreux  auteurs  et sur  cola on pourrai t  se rapporter  aux 
ouvrages  de KEREKJART5 [4, p. 65] et WHYBURN [5, p. 111]. 

Dans ce travail  on donne uno dSfinition de courbe ouverte et de courbe 
ferm6e darts un espace Tl, en montrant  que, re la t ivemente aux eourbes  
ferm6es, l ' o a  peut poser  un th~orbme ¢ type JORDAN ~, c~est ~t dire un th~o- 
r~me de s~paration do 1' espaco en deux eomposants  connexes. Aussil~St, par  
une definition convenable d' accessibilitY, on demontre  qu' une eourbe ferm~e 
est accessible des composants  de l 'espace.  

Pou r  simplifier  l 'exposi t ion,  nous avons divis6 ee th~or~me g6n~ral en 
deux antres  : 

thSorbme 1, qui 6nonce la s~paration d e  l ' e space  en deux part ies  
connexes  ; 

th~or6me 2, qui traite de l 'aeeessibi l i t~.  

En r6alit~, la part ie du th~or~me 1 qui s' a t tache seulement  ~ la s~para- 
tion de l ' e space  sera prise comme axiome, parce que l ' impor tance  du th~o. 
r~me de JORDA~ ne r~side pas dans le fair q u ' u n e  eourbe ferrule s~pare 
l ' e spaee  en doux part ies  (propri~t~ j o u l e  d 'a i l l eurs  par  beaucoup d ' au t r e s  
ensembles fronti~res), mais que ces parties soient conne~es et, de plus, que 
la courbe ferm4e soit ac~ssible par  des courbes ouvertes en relat ion St ees 
parties. 
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La nomenclature  sera, d ' une  mani6re g6n6rale, celle de KURATOWSKY [6] 
et de WILDER [7]. Par t ieul i6rement  la fronfi6re, l ' in te r ieur  et l ' ex t6r ieur  
d' un ensemble A seront indiqu6 respeet ivement  par  F(A), I(A) et E(A}. 

2. D 6 f l n i t i o n s .  - S o i t  E un espaee topologique satisfaisant aux trois 
premiers axiomes de I-~AUSDORFF [8, p. 213]. TOUS les ensembles que nous 
aliens consid6rer se rapporteront  ~ cet espace. 

D~:FI~ITIO~ I. - On appelle ~ourbe ouverte un ensemble fronti6re, ferm6 
et irr6ductible par  rapport "~ la connexion entre deux points qui s 'appel lent  
e~,trdmitds de la eourbe. 

II est ben d ' a jou te r  que KURATOWSKY [9, p. 131] appelle espaee irr6- 
ductible entre  P, et P o un espace irr6duetible "~ la propriet6:  6tre un 
ensemble eonnexe et ferm5 eoutenant  P~ et P~, alors que WILDER [7, p. 21] 
cxlut de la d(ifiuition le terme fermd. Ainsi, l ' ensemble  des points :  

1 
y ~ - - s e n - ,  w ~ : 0  et y - - 0 ,  w - - ' 0  

duns le plan, serait irr~ductible entre (0, 0) e (l/u, 0) au sens de WILDER, 
slots qu ' i l  n ' e n  serait pus au sens de KURA~OWSK¥. Gependant si l 'espace 
est le plan. eonsidSr5 sans les segments 0 < y ~ i e t  ~ 1 :~ y ~ 0, 1' ensemble 
ei dessus, est irr~daetible dans les deux sens. Dans ce cas, il serait  une  
courbe ouverte, en accord avec notre dSfinition. 

Dans la suite le terme irrdductible sera toujours entendu au sens de 
WILDER. 

On peut donner  un espace tel que certains ensembles irr~fductibles qu ' i l  
contient soient ferm~s et ouverts. Prenons  un earr~f ABCD en lui donnant  la 
s t ructure  topologique suivante:  

1} Les voisinages des points des eSt~s A B e t  CD sent des segments 
parallSles aux cSt~is AD et BC, moths l 'extr~mit~ qui ne contient pas le 
point consid6r~. 

2) Les voisinages d(~s autrcs  points sent des segments qui out ces 
points comme centre, parall~les au c0t~ AD, extr~mit~s exelues. 

On volt que les segments qui unissent les points de A B  "~ ceux de DC, 
parall~le '~ AD sent des ensembles irr~ductibles de cet espace, et y sent 
ouverts et fermds. 

Un autre  exemple e 'es t  le plan muni  de la topologie ordinaire (les 
voisinages de P sent des cercles de centre P), moths les points du segment 
A:  0 ~ x ~ 1, de l ' axe  x, dent  les points out pour voisinages des segments 
de centre  en ees points, extr~mitSs exlues. On volt que I(A)::~ O. 

Cependaut ces ensembles ne sent point des courbes ouvertes parce qu' ils 
ne sent pas fronti~res. 
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Cos exemples montrent  que la propri~t~ ~ 6tre irr~ductible>> est ind6- 
pendante  de la propri~it6 (< ~tre fronti~re )> lorsqu' on se rapport  '~ un espace 
abstrait.  

I1 convieut de dist inguer aussi ee que nous appellons courbe ouverte de 
ce que, ordinairement,  1' on d~signe par courbe de Jordan ouverte. 

~D,N:ZEWSK¥ [10] a earaet~ris~ la eourbe de JORDAN ouverte d' extr~mit~s 
A, B par  deux propri6t6s: 

1) ]~tre un continu irrdductible, entre A et B, c 'es t  "~ dire, un continu 
qui ne contient  pas aueum vrai sous-continu, eontenant  A e t  B. 

2) Ne poss~der pas des vrais sous-eontinus de condensation [9, p. 177]. 

Pa r  exemple,  l 'espaee 6taut le plan moins les segments 0 ~ y ~  1 e 
- -  1 _~ y ( 0, 1' ensemble : 

1 
y - - s e n -  , ~ = 0  y - - 0 ,  ~ - - 0 ,  

est, eomme nous d~j'~ vu, une courbe ouverte d 'extr~mit6 (0, 0) et (l/n, 0). 
Cependant  il n 'es t  pas une courbe de JORDAN, paree qu ' i l  n ' e s t  pas un 
eontinu. 

Comme nous d6montrerons p l u s  loin, les eourbes ouvertes ne cont iennent  
pus des vrais sous-eontinus de condensation ou plus g6n~ralement, des vrais 
sous-eorbes ouvertes de condensation et pourtant  ces courbes ne sent pus 
ind6eomposables [11] dans la topologie du plan. h_insi, la diff6renee entre ces 
courbes et les courbes de JORDAN ouvertes r~side non seulement  dans l 'usage  
du concept feting duns les premi6res et compact duns les secondes (nous 
prenons c o n t i n u - - c o n n e x e  + compact) mats aussi duns la signification du 
terme irrdductible. Un ensemble peut  fort bien ~tre un  continu irr~ductible, 
sans 6tre un connexe irr~ductible. Par  exemple, l ' ensemble  f e r m i :  

1 
y - - s e n ~ ,  a~:4:0 - - 1 _ ~ y ~ 1 ,  ~ - - 0  

est un eontinu irr~ductible entre ~ ,  0 et , 0  mats il n ' es t  pas un 

connexe irr~ductible entre ees m6mes points. Cela vient du fair que cet 
ensemble est irr~ductible par rapport  '~ la propri6t6: 6tre eonnexe et ferm6; 
mats non par rapport  '~ la proprietY: ~tre connexe. Pour  une 6rude plus ap- 
profondie dans cet ordre d' id6es, voir [12]. 

D~FrSlTION I I . -  On 
propri6t(f suivante : si Pi 
deux eourbes ouvertes ut 

1) % U % = % 

2) n, A n, = i P,  , 

appel la courbe ferm~e ~: un ensemble qui joui t  de la 
et P2 sent deux points diff~rents de % alors existent 
et ~:2, d 'extr~mit~s Pt et /)2, telles que :  

P,I. 
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Darts la suite on indiquera  par  P soit l ' ensemble  form~ du point P,  
soit le point P. 

§ 2. - L ' e s p a c e  t o p o l o g i q u e  e t  la  p r e m i e r e  p a r t i e  
d u  t h ~ o r ~ m e  d e  J o r d a n .  

1. Les axiomes de l'espace. - Gomme no,Is avons d~ja vu, l 'espace E 
consid~r~ satisfait au trois premiers  axiomes de HAUSDORFF et contient  des 
courbes ouvertes et ferm6es. Maintenant,  les axiomes suivants seront l~OS~S: 

AxIo~E I. - Donn~s une  courbe ouverte u et un  point P, il y a t0ujours 
une courbe ferrule u' qui contient  ~: et P. 

AxI0Z~E I I  (* ) . -  Donn~e une eourbe ferrule il existe seulement  deux 
ensembles ouverts, non r ides $2 et E - - ~ ,  qui ont eette eourbe eomme fron- 
fibre commune. 

AXlOME III .  - Deux points .Pl  et P~ appartenants  ~ une voisinage d ' u n  
point quelconque de E peuvent  6tre unis par une courbe ouverte contenue 
dans cette voisinage et de plus, si Q appar t ient  a une courbe ferrule ou 
une courbe ouverte ~, pour une voisinage Q quelconque de Q, t' ensemble 
V(Q} N*: contient une courbe ouverte contenant  Q. 

Oe dernier  axiome exprime que les voisinages sont (~ a re -eonnexes  ~ et, 
plus forte raison, que l ' espaee est loealement eonnexe. 

]~tudions, maintenant,  l ' indCpendanee logique absolue de ces axiomes. 

1) Soit E le plan moins les points de l ' ensemble  

1 
y ~  s e n -  0 ~ ~ _ ~  1 

-- l _ ~ y < : 0 ;  0 < y < : l  ~ - - 0 .  

On voit q u ' y  sont verifies les axiomes I et II, mais non le I lL  
Un autre  exemple tr~s int5ressant est le su ivant :  soit E le plan muni  

de la topologie ordinaire, exeeptds les points d ' une  droite r, d 'abseisses irra- 
tionelle dont lea voisinages sont des eereles ouvertes de centre P de_s<tuels 
on soustrait  les points de r d 'abscisses rat:ionelles. Alors out voit q u ' u n  
conque A B  C r  est une eourbe ouverte, cependant  si P E A B  a une abseisse 
irrationelle, V{P)C~ A B  ne contient  pas aueune  courbe ouverte, quelque soit 
v(p). 

(*) On voi t  que l ' a x i o m e  I I  no diff~re pas de l ' a x i o m e  4 de R. L. MOORE (16, p. 152) 
que par  le terme con~ea:e. Cette proprieid de connexion  est en r~alii5 demont~'able~ d ' apr~s  
nos axiomes,  comme on a fai t  dans le thdorbrne 1. 
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2) Soit E 1' espaee eucl id ien  St tois dimensions.  Y sont valables I et 
I I I ,  mais  non II .  

3) Soit E le plan, moins le segment  AB, extr~mit~s exelues. On volt 
q u ' y  sont v~rifi(is les axiomes I I  et I I I ,  mais  non le I. En  effet, si une  
eourbe ouver te  ~ eont ient  les points  A et B non eons id~r~s comme extr6mit6s, 
il n'  existe pas aueune  courbe ferrule  eontenante  7: et un  p()int de la r(!gion 
du plan limit~ par  n e t  p a r  le segment  AB. 

2. Consdquence des a x i o m e s .  - Des axiomes ~tablis au dessus, nous 
pouvons  t i rer  quelques  eons(~quenees. 

CO~S]~QUENCE h.  - S t  P,  et P~ sont deux  points,  il y a une  eourbe 
ouverte  d 'ex t r~mit~s  P ,  et P~. 

Soit ~: une  c. o. {courbe oaverte). Si ~ D t P ~ ,  P~}, alors, par  une  pro. 
pri~t(~ des ensembles  irr(~ductibles [7, p. 23], la proposi t ion est d~montr~e. Au 
contraire,  soit 7:' une  c. f. (courbe ferrule) qui  cont ient  u e t  P ,  tAxiome I). 
P renons  un point  Pa~ 7:' diffSrent de P~, lorsque 7:' ne cont ient  pas P~, ear 
au t rement  la proposi t ion serai t  d~montr4e. Soit alors 7:" une e . f .  qui eon- 
t ient  une  e. o.C~: '  d 'extr~mit~s  1)~ et P~ (DSfinition II) et P~. Ainsi il y a 
une c. o. d ' ex t r6mi tes  P~ et P~ (DSfinition I I ) :  la proposi t ion est d~montr~e. 

Co~S]~QUENCE B~.- Donn~s deux points  P~ 
une  e. f. qui  eont ient  P~, P~ et 7:. 

DSmonstra t ion immediate .  

et I)2 et une e .o .  u, il y a 

(JONS~QUENCE C. - L ' e s p a e e  E satisfait  au axiome de s~paration de 
FR]~CHE~ e ' e s t  St dire il est un espaee T~ [13, p. 67]. En effet soit, par  im- 
possible, Pt et P~ deux  points  tels que, V(Pt ) A P~ :~=0 quels que soient les 
voisinages V(Pt) de Pi eonsiddr(!es. Au t remen t  dit, la fe rmeture  de P~ con- 
t ient  t P t ,  P~ t. 

D 'apr~s  la consSquenee A, i l y  a u n e  e .o .  I: d 'ex t r~mitds  P~ et /)2. 
Ceei n ' e s t  possible que dans le eas oh I: soit r4duite a {P,, P~ }. Mais, en 
p renan t  un  point  P diff~irent de P4 et P~, il-y a u n e  e. f. n' qui cont ient  
et P. A|ors  n'----r:, U IP~,  P~} et l ' ensemble  7~ n ' e s t  pas irrecIuetible entre  
I)~ et P~, pu isque  l ' ensemble  t P~, P~}C ~:~ est eonnexe et diff(irent de lui. 
Ainsi la proposi t ion est d~montr~e. 

Imm6dia t emen t  on volt aussi q u ' u n e  e. o. ne peut  contenir  seu lement  
un  hombre  fini de points.  

CONSEQUENCE D. - Si A ~ 0 ::~ E, alors F(A) ~ O. 
En effet, si F(A)---- 0, E admet te  une  par t i t ion [14, p. 71], E - - -A  t ( E - - A )  

et en p rennan t  PlEA et P ~ E E - - A  il n ' y  aurai t  aueune  c. o. d 'ex t r6mi t6s  
P l e t  P2, en contradict ion St la eonsdquenee  A. e. f. d. 

Annali di Matematlca 46 
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Dans la suite, on fera usage des propri~tes des ensembles irr~ductibles 
sans y faire des r~f~rences. Le  lec teur  est pri~ de s' adresser  '~ r ouvrage de 
Wi lde r  [7], d~j~ cit~, pages 21-27. 

3. Dans ee hombre nous donnerons la premiere  part ie du th~or~me qui 
eonst i tue le bu t  de ce travail. La  seconde pat t ie  sera  ~tabile dans le para- 
graphe suivant.  

TH~OR~M~ 1 . -  Une courbe ferrule divise l ' espace  en deux part ies en 
soiant sa fronti~re commune et de plus ces parties sont connexes. 

Donn~e une c . f .  ~, eu consequence de l ' ax iome II, il y a seulement  
deux ensembles ~2 et E - -  ~ dont la fronti~re comune est ~. 

D' une mani~re g~n~rale si A est un ensemble ouvert, tel quc 0 :~=.4 ~= E, 
une c. o. ~ d 'extr~mit~s Pr E A, P~E E(A) rencontre F(A). 

Gonsid~rons ~ cet offer los ensembles  ~i ~ - A  N ~ et % ~ ~ n ( E - - A ) .  Si 
t)~ ~ F(A) ces ensembles  ne sont pas rides.  Alors, si 7:' ----- ~:~ U %,  ne serait  
pas  connexe, pour tant  il y a un point /~ appar tenant  "~ 7 : -  ~i U u~. Mais 
t~videmment P E F(A), parce  que E --  A t.J F(At U (E--  Jl), comme il 6fair "~ 
d6montrer.  

Passons alors k d6montrer  que Q est connexe. 
Voyons d ' abord  que ~ est connexe. En effet, soit l~ ~ H r I H~, off Hi et 

H., sont ferm~s. I1 est facile de voir que n - - F ( Q )  contient des points de H l 
et des points de H~. 

Supposons, par  exemple, que ~ C / / 4 .  Soit P E F(H~). Comme P ~ ~, alors 
dans une voisinage arbi traire de P,  il y a des points de H~ et des points d e  
H r. Mais, H.  eStantferm~, P E ~ ,  alors PEH~ et aussi I'EH~, et H~(~H~=~=O, 
contra i rement  h ce que nous avons suppose. Pour tant  ~ A H~:4:0, ~ H~:~=0 
et ~ : ~ 7 :  ~ H ~ I ~ C ) H : ,  co qui contredit  la d~finition de r:. Alors  ~ est 
connexe. 

Montrons ensuite  que ~ est connexe. Supposons,  par  impossible, que 

= H,  I 
Observons que F ( H I ) U  F(H~)= ~:. Comme on sait [6, p. 29] que F(Ht)U 

U F(H~} ~ F(H~ L)H~}--" 7:, il suffit  de d6montrer  la r61ation contraire.  
A cet effet, soit PE F~H~); P~ H~, puisque,  l ' e space  6rant localement 

connexe, H r e s t  ouvert  [15, p. 119]; P ~  H~ parce que H~ ]H~ este une patti .  
tion. Alors _P E ~, parce que P E fl - -  flt..) 7: - -  H~ I.) H~ U ~:. ~(~me raisonne- 
ment pour un point Q EF{H~). Ainsi ~:~ F(Ht} L) F(H~) et cette r61ation, 
avec sa contraire c i -dessus  ~crite, 6tabilit le r~sultat cherch6. Voyons main- 
tenant que 2-(Hr)(FF(H~) et F(H,)C F(H~). En effet, si F(HI)C F(H~), alors 
F(H~)-'= et il y aurai t  trois ensembles divers ayant  ~: comme fronti6re 
commune :  H~, ~ et E ~ ~. Ce contr6dit  l ' ax iome II.  D ' u n e  mani6re ana- 
logue, il ne peut  pas subsister  F{H~)C F{H,). Ainsi nous pouvons avoir  un 
point Q E F(H~) avec Q ~ .F(HI) (~ F(H~) et un point  2J E F(H~) avec M ~ F(H~) 
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('1 F(H.~). Comme ~: est une c. f., il y a deux  courbes ouvertes ~:, et g2 e(mte- 
nues dans u, ayant  seulement  les extr~mit6s Q et M communes et dont la 
somme est ~. 

En faisant F(H~) n F(H~) -- C, si C - -  0 le th~or~me est d6montr6 ; d a n s  
le cas contraire,  voyons que ~:t ~ C:4:0. En effet, on t ient :  

n ,: = ,:, n u F(H,) ]  = [ . ,  n F (H, ) ]  n [ . ,  n 

Si ~t n C = 0, alors 

- -  , : ,  n F(H,) I ,:, n F(H.), 

contra i rement  ~ la d~finition de g~. Ainsi % n C =~= 0. D" une manii~re tout k 
fait analogue on ~tablit u s N C:4= 0. 

Oomme C est ferm~ et Q~ C, il y a u n e  voisinage V(Q)avec V(Q)N C---O. 
P a r  l ' ax iome I I I  il y a dans V(Q)n ~: une c. o. W. I1 est facile de voir 

que ~ 'C  F(H,), paree q u e a u  eontraire en prenant  P,E F(H,) e P,E F(H2) 
contenus dans ~', par  ce que nous avons d~montr~ plus haut,  ~: 'n C =t= 0, ee 
qui contredit  la d4finition de u'. Alors ~:'C F(H~) et F ( H , ) C  u -  ~:'. Indi- 
quons par ~ une c. o. ~gale a ~ -  u' plus les extremit~s de ~'. I1 est imm~- 
diat que ¢~ ~ C. 

Pour  t rouver  una contradiction, due '~ l~hypoth~se C=~= 0, prenons an  
point GE H~ et d 'apr~s  l ' ax iome I, il existe une c . f .  n* contenante G e t  ¢~. 
Or, la part ie ~,* de ~:*, d' extr~mit4s G et Q', oh Q' es t -une  extr~mit~ de u', 
dolt intercepter  F(H~) au moins dans an  point /5, puisque Q'EE(_~). Or, ce 
contredit  la d~finition de r:*, puisque, si on donne deux points G et Q' de 
7:*, les c .o .  %* et ~:*--%*,  p h s  les extr~mit~s de ~o*, dont la Somme est 
~:*, n 'on t  pas seulement  les extr~mit~s G e t  Q' en commun, mats aussi le 
point t5. 

Pourtant ,  1' hypoth~se C =4= 0 est impossible et C ~ 0. ~ a i s  alors O n' est 
pas connexe, ce qui contredit  le r~sultat ant~rieur. Le th~or~me est d~montr~f, 
puree qu' on peut renverser  le rSle des ensembles ~ et E -  t). 

§ 3 . -  L ' a c c e s s i b i l i t 6  e t  l a  d e u x i ~ m e  p a r t i e  d u  t h 6 o r ~ m e  
d e  J o r d a n .  

1. D~finit ions. -  Soient A, B, C trois collections d 'ensembles  appar- 
tenants ~ un espaee topologique E. D 'une  mani~re g~n~rale, on dit q u ' u n  
ensemble a E A est accessible d' un ensemble b E B (a N b - -  0) par  rapport  
la collection d 'ensembles  C, si donn~ an  point quelconque P E a e t  un  p o i n t  
quelconque QEb, il y a u n  ensemble cEC,  eontenant  _ P e t  Q et tel que 
~ - - P c b .  

En nous rapportant  ~ la topologie du plan, on salt que les courbes de 
JOI~DA~ sont aceessibles des deux [4, p. 61) parties qu 'e l les  d~terminent  dans 
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le plan. Ainsi, la connexion de ees parties est une condition suffisant  pour  
r accessibility, ce qui n ' e s t  pas vrai en g6n(!ral par  rapport  ~t des cat6gories 
de eourbes non de Jordan.  Pa r  exemple, l ' ensemble  G de points limit~ par  

1 
y --- sen - 

les courbes  : 

0 ~ w_~21~:; - - l ~ _ y ~ l ,  ~ - - 0  

(x - -  il )' .+. (y + :), = 

est ouvert  et connexc, mais les points du segment - - 1  ~ y_~  1 ne sent pas 
aceessibles de G par courbes  de JORDAN. Cependant  ils sent  accessibles de 

par  courbes  du  type 

1 
y ~ s e n -  - - ~  z =~= 0 ;  y - - b  z - - O  

oh ~ > 0 convenable et b est l 'ordonn~ d ' u n  point quelconque du segment 
- - 1  < y ~ l .  

Alors nous poserons la d~finition de l 'accessibil i t~ pour  les c. f. dans 
l ' e space  E, comme cas par t ieul ier  de la d~finition g~n(irale donnSe plus haut .  

D]~FII~ITION I I I . -  Une c. f. u e s t  accessible d' uu ensemble A (u N A - -  0), 
si donn6 un point quelconque Pc E A, il y a une c. o. n* d' extrdmit6s Pc ,  P, 
et telle que u * - - P C  A, off P est un point quelconque de 7:. 

On dira aussi que  le point P e s t  accessible de A et inaccessible autre- 
ment. 

Le but  de ce paragraphe est la d6monstration de l 'aeeessibil i t5 d ' u n e  
c. f. de l ' ensemble  ~ d~fini par  l ' ax iome II.  Evidemment,  on tient un th6o- 
r~me analogue pour r ensemble E - - ~ .  

D~,FINI~ION IV. - Une partie B d ' u n  ensemble A, est appellee ensemble 
de condensation de A si B C A - -  B. 

Pa r  exemple,  tous les points d ' un  segment sent des ensembles de con- 
densation. 

1 
L'ensemble  - -  1 ~  y ~ 1 de l ' exemple  ant~rieurement  donn5 y - -  sen - 

est de condensation. 

2. Th~ior~mes prdliminaires.  - Tels sent  les su ivan tes :  

T~I~OR~E A. - Soit Pc, P t ,  P~ trois points diff~rents de E et ~:, et u~ 
deux c. o. d 'extr~mit~s respeet ivement  (Pc, Pl) et (Pl ,  P~). Alors, l ' ensemble  
~t U 7:~ est a rc-connexe.  

Nous ~carterons les cas imm~diates gi N n 2 - - P ~ ,  ou 7:~ C ~:~, u~C ~l. 
Soit Q , E ~  et Q ~ E ~ - - ~ : , .  Il y a ainsi une voisinage V(Q~) telle que 

V(Q~)(~¢~--O et d 'apr~s  F axiome I I I  il y a u n e  c .o .  v C % - - ~  et conte- 
nant Qt, 



R. G. L ~ r z :  Sur le Th~ordme de Jordan darts un espace T~ 365 

Considdrons main tenant  une s t ructure  topologique ~7 ddfinie sur  ~ par 
le syst~me de voisinages suivant :  les voisinages de P E ~ sent des c. o. con- 
tenues dans ~2, extrdmitds exlues, con tenan t  P, si P e s t  diffdrent de P~ et 
Ps. Cas c o n t r a i r e  les voisinages de P sent des c. o. contenantes P, une 
extrdmitd excluse (eelle qui n 'es t  pas P). 

Si nous appellons T la topologie utilisde jusqu ' ic i  nous pouvons ddmon. 
trer  que si c~ C ~s est eonnexe re la t ivament  St T il est aussi eonnexe relati- 
vement  St ~;. En effet, suposons que ~, eonnexe relat ivament  St T, ne le soit 
pas re lat ivement  St ~.  Alors, a = % U %, off % N ~s =4= 0, en indiquant  par  
la fermeture  de A rel. St T et par A eelle relative a ~.  I1 suffit de voir que 
la relation % 71 ~ ~ 0  est impossible. A_ cet effet_ voyons que c~-~C ~ .  Dans 
V{P) arbi t ra i re  il y a des  points de % si P ~ a s .  Si P ~ %  a l o r s i l y a  V~(P} 
avee V~;(P)~ ~ - - 0 .  Alors a est contenu dans la somme de deux ensembles 
fermds, par rapport  St T, ~t~ et ~t2, ou ~ est une c. o. eontenue clans V~;(P) 
et eontenant  P et tts ~ ~.~ ~ Vcg(P) contenant  % - - P .  Evidemment  dans ces 

conditions P ~  ~ ,  con~rairement St l' hypoth~se. Pour tant  ~s C %, a~ 71% =~= 0 
et c~ est connexe. 

Considdrons ensui~e la classe N de toutes les c .o.  v C ~ -  ~ et eonte- 
nant  Q~, et soit 

~Uv. 

En vertu de la relation co C CO, dtablie antdrieurement, on voit immddia- 

tement que 6) est fermd relativement a T: 

d' off 

c c = 

m 

c o  - -  

et alors CO, ~tant connexe, est une e. o., d ~apr~s la ddfinition de co, qui ren- 
contre ~t dans un seul point. Le thdor~me est ddmontr~. 

TH~ORt~IE B. - S i  0 est un ensemble ouvert et eonnexe, 0 est a rc-  
connexe. 

En effet, soient P~ et P~ deux points queleonques de O. Soit A I' ensem- 
ble des points 0 que peuvent  ~tre unis St P~ par  une e. o. contenue dans O. 
A n' est pas vide, parce qu' il y a une voisinage V(P~)C 0 et d' apr~s 1' axiome 
III,  V(P~) C A. 

A est ouvert.  En  Effet, si QEA, il y a une voisinage ~ Q ) C 0  et, d 'prbs  
1' axiome I I I  et le thdor~me A, V(Q)C A. 

A est fermd rela t ivement  St O. En effet, si QE0 est point d ' aecumula t ion  
de A, il y a une voisinage V(Q)C0 avec V(Q)71 A :~= O. En appliquant l 'axio- 
I I I  et Ie thdor~me A on t iendra  V(Q)C A e t  Q E A. 
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Si A ?l) P~, nous a v o n s  : 

0--A 10--A 

ce qui contredit notre hypoth6se. Le thdor6me est ddmontr6. 

TH~IORg'I~E C. -Les extrdmitds d' uno c. o. n sont accessiblos de E- n. 

0' est une consdquence immddiate de I' axiome I. 

TK~OR~E D. - Une c.o. n ne contient pas des vraies sous-courbes 

ouvertes de condensation. 

En effe~, si ~zo est une vraie sous-c, o. de condensation de ~:, nous avons 

x, C n - -  n o. Si ~o con t ien t  une  ex t rdmi t6  P~ de ~, a lors  ~' - -  (n - -  ¢co) U P i '  
off P4' est  l ' ex t rdmi t6  de n o d i f fdren t  de 1)4 est  une  c. o. L ' e n s e m b l e  P - -  
- -  q~ - -  7:o) U P~ U P, '  est connexe,  pu isque  ~r' C I' C ~' - "  ~ et I' ( con teaan t  P~ 
et P . .  ex t rdmi tds  de n) dolt  ooincider  avec n, co q u ' e s t  impossible  paroo 
q u ' i l  ne con t ien t  pas 7:o. 

3 [a in tcnan t  si ~o no eont ien t  a u c u n e  ex t rdmi t6  de ~, en cons iddran t  les 
c. o. r~ d'extrdmit6s P4, Pi' et ~s "--{~- ~4} L)P4' contenues dans ~, o~ P~' 

est uue extrdmit6 de 7:o, nous avons n 0 C u, ou 7: o C % et on retombe dans 

le cas  an tdr ieur .  
Immdd ia t emen t ,  on voit aussi  q u ' u n e  c. f. ne poss6de pas des vraies  

sous -courbes  de condensa t ion .  

TH~OR~:~fE E . -  Si n est une  c . f .  avec n m F ( Q )  et 7:' une  c. f. avec 
x ' m  F ( ~ ' ) C  ~, alors  Q' ou  E -  o '  sont  con tenus  dans  ~.  

En  n ian t  le thdor6me out  doit  admetre ,  s i mu l t a n d me n t  : 

E ( ~ ' ) - - l ] # O  et ~ '  - -  ~-] =[= 0. 

Soient  Q E E ( ~ ' ) - - ~  et PE~'--fi. 

Ce revient  "~ dire  que P et Q a p p a r t i e n n c n t  g E(~). D ' ap r6s  los thdo- 
r0mes B ct 1 il y a une  c. o. ~" d ' ex t r6mi tds  P, Q, con tenue  dns El~), que 
rencont re  ndcessa i rement  F(~ '}-~-u '  au  moins  dana un  point  15. iVlais, a lors  
15~ ~ et F(~')(I-_ ~ con t r a i r e me n t  ~ l ' hypo thbse  c. f. d. 

THgO!~g.~IE F. - L '  ensemble  des points  de n inaccess ib les  par  rappor t  "~ 
ne cont ien t  pas a u c u n e  c. o. 

P a r  impossible,  soit ~:'C n c .o .  dont  les points  sont inaccess ibles  de ~. 
Ddmont rons  qu'  une c. o. ~ * C  ~ que lconqae  d' extr6mit6s  Po EO et P E ~ '  quel- 
conques  r encon t re  n ~ ~:'. 

En effet,  soit n* dana ces condit ions,  avec n* N (n ~ n ' ) -  O. 
P a r  l ' a x i o m e  I I I ,  dans  l ' e n s e m b l e  V{Po) ~ n*, off V ( P o ) C ~  est  une  

vois inage de Pc,  il y a une  c . o .  v con tenan t  Pc .  Soit  A la  classe des c. o. 
v C ~ ~ r:* con tenan tes  Pc et consid6rons l ' e n s e m b l e :  

(t) ~---- ~J V. 
~fh  
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Dans la topologie ¢~ d(ifinio sur  ~* d' une  mani~re analogue a ce qne 
nous avons fair antf ir ieurement tth6or~me A), l ' ensemble  67 est une  c .o.  e 

b 

rencontre  ~' dans un  seul point P. Ce contredit  notre  hypoth~se. 
Ainsi, u n e  e . o .  7:* C ~ quelconque d' extrfimit~s Po, P, avec P0 E l~l et 

P E ~:', dolt rencont rer  ~ : -  ~:'. Si V(P t est une voisinage arbi traire  de P,  on 
doit avoir V~P) A (~ ~ ~') ~ O, car  autrement ,  si P~ E V~P) N ~ et P~ E V(P t n 
C~ E(~), il y a (Axiome III)  une c .o.  ~,* contenue dans V(P), d 'extr~mit~s 
Pi  et P~. Evidemment,  ~l* n (= - -  ~') ~ 0 et =l* n ~' =[= 0 (th~or~me 1), con- 
traire '~ ce que nous avons d~j~ d~montr~. Pourtant ,  ~' est un ensemble de con- 
densation de % ce qui contredit  le thfior~me D. La proposition est d~montr~e. 

TH~OR~ME 2. -- Une c. f. ~ est accessible de 1' ensemble o. 

Consid6rons une suite d~eroissante de e. o. { ~,~ }, contenues dans ~, dont 
l ' in tersect ion  soit un  point P E r: arbitraire:  On supposera aussi que les 
extr~mitfis P , '  et P~" de ~:~ soient accessibles de ~1 (Th~or~me F}. Soit P0 E Q 
arbi t ra i re  et k~ un c. f. qui contient  Po et ~:~, ),~ contenue dans ~i et ne  
reneont rant  ~: q u ' e n  =~. Gela est possible en vertu des thgor~mes A, B, O, 
et F. Soit ~ 1' ensemble ouvert  correspondent  ~ ).~ (Axiome II}, contenu dans 
~1 {th(for~me E). En choisissant P~ E£~, on aura  analoguement  une c. f. 
).~ C ~1~, qui cont ient  P~ et ~ ,  avee ~ C ~ ,  et ainsi de suite. 

D~montrons qu ' i l  est possible-de choisir la suite I k~} de sorte que, 

GFf i i - - -  P. 

A_ cet effet consid6rons deux hypotheses:  

1) Une suite quelconque { ~ }  a une intersection contenante  un ensem- 
ble I, non vide, ind~pendant  de la suite, tel que I ~  P:~=0, c ' es t  "~ d i re :  
une ~ quelconque d ' u n e  suite quelconque contient  l ' ensemble  / .  

Soit  P E / ,  difffirent de P.  Soi k' C ~ une c. f . ,  dont 1' ensemble ouvert  
eorrespondant  par  l ' ax iome  I I  est ~2', qui eontient P e t  une c. o. ~ de l 'en- 
semble ant~r ieurement  consid~r~ On doit avoir I C ~'. On sait qu' il 3r a une 
c. o. ~' d' extr~mit~s P',  P "  cuntenues dans k' et telle que ~' ~ { P' ,  JP" } C ~' 
{th~or~mes A et F} En considfirant que l ' ensemble  des points inaccessibles 
de Y par  rapport  a ~', ne contient  pas aucune  c. o. (th~or6me F), on pourra  
choisir P '  et P" ,  diff~rents de P, de sorte que / 5 E ~ '  ou P E%', o~ ~ '  et 
%' sont l e s c .  o. dont la somme est Y, d 'extr~mit~s P' ,  P". Comme, par  la 
construct ion de t~i }, on peut supposer t5 ~ =~; nous avons ~5 E ~ ' ,  par exem- 
ple, et ~i E ~. Or, h la c. f. d U ='~ corresponde par  1' axiome I I  un ensemble 
~* C ~, dont la fronti6re est ~' U ~ '  et qui ne contient pas ~P. Alors ~-~* ('1 I=~ / ,  
ce qui contredit  notre aff irmation 

.. l ' in tersect ion I i "-" 2} Quelque soit ta suite i ~ t , ] l ,  i w l ,  2, 3, . . . ,  
- - ( ~ , ~  est  telle que I t ~  P=[=O, mais l ' ensemble  I introduit  clans la pre- 
miere hypot~se est r~duit au point P.  
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Soit { O~, o } une suite, avec, 

Io = nF  ,o. 

II existe une suite {~i.t } avec 

~, t C ~, o 

telle que, 

En effet, au t rement  il 

I ,  = N1 ~,~:l:Io. 

suffirait  d ' appl iquer  '~ ~t,o le rdsultat  ddduit 
antdr ieurement  pour l~. Considdrons ensuite I Qi,2} avec ~ , s C ~ , t ,  telle que 

On a /0 D Ij D / 2 .  Analoguement  on aura  { Qi, j} aveo fli, j C ~)i,~-~ et 

I ,_ jDI~  ( 1 =  1, 2, 3, ...). 

Or, pour g suite {~i,~} on a prdcisement 

puisque 

dgal h P, car  aut rement  on 

I =  AF~i, i= P, 

I - -  nFIi  

retomberai t  darts le cas prdeOtlent. 

Soit maintenant  une suite croissante de c. o. {iti} tel que ~i+l - -~Cf t~+~ 

d'extrdmitds I Po, P0 } pour itl, I Po, P~} pour its, etc. 
]~tudions l' ensemble, 

i._) °° 
i t - -  1 iti u P 

Ddmontrons que P est le seal point d ' aecumula t ion  de it qui n 'appar-  
tient pus h, it,, pour n quelconque. Soit Q une autre  point d ' aceumula t ion  
de it, different  de P et n ' appar tenan t  pas ~ it, pour n quelconque. 

Si Q est point d ' accumula t ion  de fit° et ne l ' es t  pas de ~ aveo i > i o ,  
alors il n 'es t  pus point d ' aceumula t ion  de it, puisque 

it --  U ~' it~ C ~,, pour n > i o . 

Alors Q est point d ' accumula t ion  "de fl~ pour i qnelconque et ainsi 

nF ,, 
contrairement 'h l'hypoth~se admise duns la construction de {~}. Alors, it 
est fermd. Immddiatement on volt aussi que it est ensemble fronti6re et irrd- 
ductible entre Pc et P. Ainsi it est une c. o. qui rencontre ~ seulement 
duns P. 



R. G. LINTZ: Sur le Th4or~me de Jordan dans un espaee T~ 369 

Pourtant  ~ est accessible de ~ et le th~or~me est d~montr~. 
D 'une  mani~re tout ~ fair analogue on d~montrera que ~ est accessible 

de E - - Q .  

§ 4. - Remarques. 

Dans ce paragraphe, je  veux faire quelques remarques q u i m '  ont attir~ 
1' attention lorsque je  r~digeais ce travail. 

1. Premi~rement,  je pense que, pour la validit~ du th~or~me 1, l 'axiome 
I I I  peut  se r~duire ~ la connexion locale sans y faire aucune supposition 
par rapport ~ l' ensemble V(P)• 7: dont il parle. •ais je  ne r~ussi pas ~t 
accomplir cette t~che. 

Cependant la connexion locale ne suffit pas pour la validit~ du th~or~me 
B e t  cons~quemment de t o u s l e s  autres qu ' y  en d~pendent. Construisons ~t 
eet effet l ' exemple  suivant : 

L 'espace  est le plan, rapport~ ~t une systeme cart~sien, muni de la topo- 
Iogie ordinaire, e' est ~ dire, les voisinage de ~ sont des cercles de centre ~r, 
exeept~ le point  (0, 0) qui poss~de un syst~me particulier de voisinages, 
d~finies comme il sui t :  prenons des demicereles C de centre {0, 0) contenus 
dans le demi-plan des ~ n~gatives, moins les point des segments y > 0 e 
y < 0. Du cot~ de ~ positives soient .R des retangles : 

t O < x < l / n  n ' - - l ,  2 ... 
R - -1 ,  5 ~ y ~ 1 ,  5, 

desquels sont exclus le~ points des segments S 

x-----1/p p - - 2 ,  3 ... 
S I - -  l ~ y ~ l  

Les voisinages de (0, 0) ser~lnt les ensembles du ripe C U R. 
Soit 0 l 'ensemble ouvert form~ par les points intbrieurs au carr~ Q, de 

centre dans le point  (0, 0) et cOt~s parall~les aux axes de longuer ~gale ~t 
quatre, moins les points des segments S e t  moins les points y ~ 0 et y < 0 
de l ' axe  y. I1 est facile de voir que cet espace satisfait aux axiomes I e t  I I  
e t e s t  localement connexe, cependant l 'ensemble 0 est ouvert et connexe 
mais il n 'es t  pas arc-connexe parce que ]es points (1, 5;  1) et (-- 1, 5 ;  1} ne 
peuvent  ~tre lids par une c. o. contenue dans 0. Les voisinages de (0, 0) ne 
sont pas arc-connexes. 

2. Dans une autre ordre d'iddes, je pense qu ' i l  ne sera pas sans intdr~t 
l ' d tude  des rd]ations qui peuvent  exister entre ce travail et la thdorie de la 
dimension. Nous savons qu ' en  gdndral le thdor~me de JORDAN est lid ~t un 

Annali di Matema6ca t7  
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espace dent la dimension joue un role pr(fponderant, en soiant bien connus 
les proc~d6s de topologie combinatoire utilis~s dans ces ~tudes [13, pag. 390]. 
Or, comme nous avons abord~ le mOme problbme sous le point de rue essen- 
tiellement ensembliste, il me semble trbs juste une recherche plus approfondie 
des r~lations entre ces deux m~thodes topologiques, par rapport ~ la classe 
de questions qui se lient au th~or~me de JORDAn. 

Particuli~remenL j 'a i  d~j'~ orient~ mes ~tudes dans cette direction et 
.,~ 
.~ esp~re, avec la grhce de DI~,u, d'y faire quelque publication ~ ce sujet. 

3. Je remereie tr~s affectueusement M. JAUR~S CECCO~ qui a voulu 
examiner men travail en y apportant des pr~cieuses observations. Aussi la 
celaboration de M. -U. RICtIARD m'a ~t~ partieuli~rement utile. 
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