
Sul prodotto di gruppi permutabili. 

Memoria di CESARISA MARCYHO/-~NA TiB1LETTI (a Milano). 

Sunto. - Dati due gruppi A* e B* si determinano tutt i  i gruppi G the risttltano prodotto di 
due gruppi A e B fra lore permu~abiU ed isomorfi (rispettivamente) ad A* e B*. Tale 
determinazione ~ fatta usando i gruppi di sostitu~ioni cd il concerto di prodotto com- 
plete di Krasner e Kaloujnine. Si  dd poi un eriterio per ricoJtosce#'e fra |e soluzioni 
ottenute quelle ,isomorfe. 

Inflow si caratterizzano anche certi gruppi the ~,is~ltano prodotto di due gruppi 
A e GB fra lore psrm~tabili  eve A ~ iso~norfo ad A* e GB $ (in generale) omomorfo a B*. 

]. In t roduzione.  

1. Sono dati due gruppi A* e B*. Si vogliono trovare tutti  i gruppi G 
the  risultano prodotto di due gruppi A e B fra lore permutabil i  ed isomorfi 
(rispettivamente) ad A* e B*. 

Questo problema ~ gik state trattato da vari hutor i  (t) (e da alcuni  di 
essi con qualche limitazione) riportandolo ad altro problema la cui soluzione 
non appare agevole nel case generale,  anche se pub riuscire facile in easi 
particolari.  

0 r a  qui si d~ dello stesso problema una soluzione, la quale si basa sul- 
l 'uso dei gruppi di sostituzioni (in fnsiemi anche,  infiniti) e - i n  part icolare 
sfrut ta  il concerto, di prodotto complete di gruppi di sostituzioni (concerto 
introdotto da ]~[. KRASNER ed L. KALOUJNINE (~)). 

La soluzione qui presentata  si r iduce in sostanza a caratterizzare i pre- 
cedenti  gruppi G come quei particolari  sottogruppi transitivi di un eerie 
prodotto complete I~ab (ben definite a part ire da A* e B*} che soddisfano a 
due eondizioni determinate.  

Tale caratterizzazione viene data prima nel case in cui l ' intersezione 
A N B risulti essere solo l 'identit '~ e poi nel case in cui A A B sia un gruppo 
qualsiasi. 

Successivamente si d~ un criterio che permette  di r ieonoscere f ra  le 
soluzione ot tenute quelle uguali  (tie6 isomorfe): a cib si perviene usando le 
proprieti~ general i  di trasforraazione (3) dei sottogruppi di prodotti completi. 

(l) Cfr. per esempio [9], [1], [5], [7], [~], [8], [6], e la bibliografia gi/t segnalata in queste 
note. 

(~) Cfr. [2]. Questo lavoro di M. KRASNER ed L. KALOUJNINE (indicate appunto con [2]) 
contiene la trattazione pifl diffusa del coneetto di prodotto complete di gruppi di sostituzioni, 
concetto che perb era gih state introdotto in altre precedenti esposizioni riassuntive degli 
stessi autorL 

(9 c~r. [~], § 5. 
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Inoltre le preeedenti eondizioni cui devono soddisfare i sottogruppi di 
F,b ehe sono soluzioni del nostro problema in dueono ad ' introdurre alcune 
interessanti estensioni del problema. Laseiando eadere taluna delle suddette 
eondi~ioni, si earatterizzano eerti gruppi G ehe risultano prodotto di due 
gruppi A e GB fra lore permutabili  eve A ~ isomorfo ad A* e GB ~ solo 
omomorfo (di solito), in eerto mode, a B*. 

Qaeste prime estensioni ne suggeriseono naturalmente altre (ehe si often- 
gone variando o tralasciando alcune delle ipotesi) ma, per ragioni di breviti L 
pensiamo ehe non valga la pena di trattarle qui. 

II. Preliminari .  

2. Premett iamo alcune eonsiderazioni utili per il seguito, kvvert iamo 
subito ehe per la nomenclatura ci atterremo, salvo avviso in contrario, alla 
citata nota [2] di M. KRAS~ER ed L. KxLouJNIm~ (oltre the  alla nomencla- 
tufa abituale). 

Consideriamo l ' insieme M a formate da tutti gli elementi di A* ed il 
gruppo l~a di tutte le sostituzioni ehe si possono realizzare in Ma (limitandoei 
eventualmente ai casi in cui ha sense la (< to ta l i tk ,  di queste sostituzioni (~)). 

I1 gcuppo F a eontiene ovviamente come sottogruppo il gruppo As d:~to 
dal Cayleyano sinistro di A* (ehe eonsidereremo isomorf~) ad A* nel mode 
abituale~ (5). Tale As ~ evidentemente un gruppo regolare (6) su Ma. 

Consideriamo anehe P insieme Ma furmato dagli elementi di B*: sia Bs 
il gruppo di sostituzioni, regolare, su Mb date dal Cayleyano sinistro di B*. 

Allora in rela~ione agli insiemi M a ed M b ed ai gruppi Fa e Bs ehe 
operano ~ispettivamente in essi introduciamo (secondo la nomenelatura di 
KRASNEn {~)) il prodotto eomplet() 

r,b = r ,  o Bs  l~}. 

Notiamo subito che dei due gruppi di sostituzioni che sono fattori de l  
prodotto complete tab il solo Bz ~ (in generale) un gruppo regolare. 

(4) I easi eui eosi ei si riferisce sono quelli ehe ,, ragionevolmente ~ si possono presontal'e. 
5Ton vogliamo entral'e qui nella questione dell 'esislenza della suddetta ,, totalit~t, che 

legata ad una costruzione, sia pure ideale~ ovvia in alcuni easi sempliei, ma oh% data la 
eomplota indeterminatezza di M,~, potrebbe richiedere l 'uso del postulate di ZEI(,~rELO O altri 
proeedimenti logici di discutibile valore. 

O~alironde in casi eoncreti il g~'uppo 2a (su Ma) potrebbe anehc essere sostituito da altro 
gruppo deter~linabile senza le precedenti eomp]icazioni. 

(5) Cfr. [10], pag, 16t. PL'eeisamente~ chiamati genericamente con x gli elomenti di A*, 
ad ogni elemento a di A * corrisponde sugli x l a  sostituzione x.--~ax. 

(8) Cfr. [11], pag. 37. 
(~ cfr. [2], § 1. 
(s~ Gfr. anehe [3], cap IV, n. 1 per un eoneetto in parte analogo at prodotto complete 

qui introdotto. 
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Consideriamo era il gruppo l'~ di tul le  le sosti tuzioni ehe si possono 
realizzare in M~ (per tale F~ vale 1' osservazione fat ta  sopra  a proposi to di 
re). In  relazione agli Mo ed Ma ed ai gruppi  P~ ed As (ehe r i spe t t ivamente  
operano in essi) in t roduciamo anche il prodotto complete  

~ a  - -  F~ 0 As.  

K ~ S ~  e K.~ouzsJ~Nv, [2] si ha immedia t amen te  il Dai teoremi di 
seguente  : 

TEORE~A 1. - Ogni sottogruppo transitive r (9) di Fa~ possiede due sotto. 
gruppi F a e I'~ tali the: 

1) rDF, DF,; 
2) F, 0. anti- invariante (~°) in I ' ;  

3) la rappresenlazione di F mediante I' a (dope un'opportuna identifica. 
zione dell' insieme P/P~ con Me) diventa un sottogruppo F a' di r a e la rappre. 
se~ttazione di F, medianle F~ (dope un'~opportuna identificazione dell'insieme 
r~/P 2 con Mb) risulla essere il gruppo Bs .  

Inversamente, sia H u n  gruppo astralto conlenente due sottogruppi H~ ed 
H~ per eui : 

1) HoH, H ; 
2~ H~ ~ anti-invariante in H;  

3) la rappresenlazione di H mediante H a e quella di H a medianle H 2 
risullano rispetlivamente (dope una idenlificazione di H / t t  a con Ma ed H~/H.~ 
con Mb) un soltogruppo l~a ' di F a ed il gruppo Bs .  

Allora H ~ isomorfo (secondo un (Me, Mb)-isomorfismo (~')) ad un sotto. 
gruppo transitive di Feb. 

La validiti~ della seconda par le  (teorema inverse) del preeedente  enun- 
ciate ~ ass icura ta  dal teorema 1 di KRASSr]~R e KA~,OUZ~ISTE (~). Quanto alte~ 
pr ima  parle,  dallo stesso teorema 1 (di KRASSTE~ e KAI~OUZgI~:~) r isul terebbe 
solo ehe :  la rappresentaz ione  di 17, median te  1~ /~ un sot togruppo B'  di Bs 
(non il g ruppo Bs in generale). 

Qui perb, poich~ Bs ~ an  gruppo regolare di sosti tuzioni in Mb, ogni 
sot togruppo B' ~ in t rans i t ive  su M~, mentre ,  se 17 ~ transit ive,  deve essere 
t ransi t ive  in virtfi del § 2, n. 4, di [2] anche la rappresentazione di r~ per 
P~. Per tan to  B' coincide con Bs .  

(9) Qui e nel  seguito tale t r ans i t iv i tk  ib sempre  in re laz ione  a tut t i  g l i  e lement i  d e l l ' i n .  
s ieme M = Ma X M b . 

(t0) R icord iamo che un sot togruppo C' di  un gruppo  C si dice an t i - i nva r i an t e  in C se non 
eontiene,  ol t re  l 'un i t~ ,  a leun sot togruppo propr io  i nva r i an t e  in  C. Cfr. [2]~ nora I ,  p a g .  216. 

(i~) Cfr. [2], § 4, n. 1. 
(,~) C~r. [2], § ~, n. ~. 
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Diciamo ancora ehe un  sottogruppo transitivo P di roa ~ schreieriano 
quando ammette  una coppia di sottogruppi r~ e r~ (the soddisfano alle 
condizioni 1-3 poste ne l l ' enuncia to  del teorema 1) tall t he  F~ si r iduca  
a l l 'uni t~  di ra~ (t3} ° 

Ricordiamo pure come nella nora di KRASNER e KALOUJNINE (~'} s0no 
presentat i  i gruppi r~ e r~ relativi ad un sottogruppo 1 ~ transitivo. Sia m 0 
~ ( a o ,  5o) un  elemento, fissato, di ~J ~ M a X  Mo; il gruppo 1~ pub essere 
senz' altro dato d a l  gruppo P~ ~ m0 ~> delle sostituzioni di 1 ~ ehe negli ele. 
menti  di M del tipo m - - ( a o ,  b) laseiano fermo ao e r~ appare atlora come 
il sottogruppo P~ ~ m 0 ~ delle sostituzioni di r che lasciano fermo l ' e lemento  
mo - -  (ao, b0) s tesso .  

Notiamo che, essendo r transitivo, quando si passi da un elemento mo 
ad un elemento m~ di M si hanno gruppi r~ ~ m o ~  e P~ ~ m  0 ~  rispet- 
t ivamente coniugati  di 1~ ~ m~ ~ e r 2 ~ m~ ~ (~5). Pertanto le precedenti  
considerazioni sono indipendenti  da l l ' e lemento  mo scelto in M. 

Di eonseguenza per un  sottogruppo r di I'ao l'essere schreieriano signifiea 
ora anche ehe in Y v i b  una  sola sostituzione che lascia fermo un  elemento 
m ~-(a,  b) di M e questa ~ na tura lmente  1' uniter. 

Nci paragraf i  seguenti  risolveremo il problema che ~ oggetto di questo 
lavoro in due fasi. Daremo dapprima alcune proprieth dei gruppi G ehe 
vogliamo trovare. Noteremo poi the  le proprieth indicate sono carat ter is t iche 
per i gruppi riehiesti i quali, in base ad esse, risultano pertanto determinati  
ed ottenuti.  

Considereremo suecessivamente i easi in cui i gruppi A e B (isomorfi 
ad A* e B*) in G hanno in comune la sola unith od un gruppo qualsiasi. 

Ris~lveremo poi, con una casistica dello stesso tipo, un problema analogo 
al preeedente  in cui G risulta perb prodotto di gruppi A e GB {permutabili 
fra loro) con A isoniorfo ad A* e GB omomorfo a B*. 

III .  Caso in cui l'intersezione A N B risulti l'unith. 

3. Consideriamo ora un gruppo G prodotto di due gruppi A e B (permu- 
tabilit, r ispet t ivamente isomorfi ad A * e  B*, tall che l ' intersezione A (SB 
sia 1' unith. 

I1 gruppo G, che contiene il gruppo B, si scompone in laterali  della forma 

a B  

(la) l~otiamo che gli autori KRASNER e KALOUJNIN]*; ([2], § 6, n. 2) chiamano sohreieriano 
un analogo sottogruppo in relazione ad un prodotto eompleto di sottogruppi astratti (regolari). 
Qui dei due fattori I'~t e B~ b regolare solo B,.. 

(la) Cfr [2], § 2, n. 4:. 
(is) Cfr. anche [2], § 2, n. 5. 
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ore  a ~ un  qualsiasi  elemento di A. Infatti ,  poich~ A e B hanno in comune 
solo 1' unit'~ ne viene che (essendo a, a' elementi  di A e b, b' e lementi  di B) 

ab - -  a'b' d~ a ' - t a - -  b'b-~ - - 1  cioi~ a - -  a' e b - -  b'. 

Natura lmente  si ha 

/knalogamente, in quanto 
laterali  della forma 

G D B D 1 .  

contiene A, il gruppo G si pub scomporre in 

b A  

eve b ~ un qualunque elemento di B. 
Si ha 

G D A D 1 .  

Allora, verificandosi ovviamente le condizioni r ichieste dal precedente  
teorema 1, si ha il seguente 

T]~OnEMA 2. - Tutti  i grup~i G prodotto di due gruppi permutabili  A e B 
(aventi in comune solo l 'unit~) sono isomorfi (anzi (Ma, Ma)-isomorfi) a sotto- 
gruppi transitivi schreieriani del prodotto completo Fab e sono pure isomorfi 
(anzi (M~, M~)-isomorfi) a sottogruppi transitivi schreieriani del prodotto 
eompleto Foa. 

Esaminiamo ora pifi det tagl iatamente come pub realizzarsi questo isomor- 
fismo per t rovare poi quali siano i sottogruppi di Fab che risotvono il nostro 
problema. 

Anzitutto gli elementi  di G si scrivono nella forma ab ore a ~ un gene- 
rico elemento di A e b un generico elemento di B. Anzi un elemento di G 
si scrive in uno ed un solo modo nella forma ab (~8). 

Usiamo ora gli elementi  di G come moltiplicatori a sinistra dei late- 
rali a B :  essi (data la permutabil i t~ di A e B) operano delle sostituzioni 
sugli elementi  ab che costituiscono appunto il sottogruppo di l~,b cui G risulta 
isomorfo (v. teorema 2), quando a e b si pensino r ispett ivamente come ele- 
menti  di Ma ed M~. 

In  part icolare gli elementi  b usati come moltiplicatori a sinistra lasciano 
fermo il laterale aB ore a coincide con l 'unitfi,  cio~ il laterale a B - - B ,  e 
danno luogo ad un sottogruppo di sostituzioni di l~,a isomorfo a B (tale sotto- 
gruppo risulta il F~ the  compare ne lFenuneia to  del teorema 1). 

L 'un ico  elemento che, usato come moltiplicatore a sinistra su aB lascia 
fermo l ' e lemento  ab per cui a - - b - - 1  ~ l 'uni t~  (la quale di~ qui il gruppo 
I'~ nominato ne l l ' enuncia to  del teorema 1). Quest 'u l t imo fatto indica appunto 
che il nostro gruppo G ~ isomorfo ad un sottogruppo schreieriano di Faa. 

(16) Cfr. [7l n.  1. 

A•nali ell Matematica ~4 



346 C, ~ARCHIONNA ~IBILETTI: ~U~ prodotto dl grupl~ perrnutabili 

0sserviamo ancora ehe gli elementi  a usati come moltiplicatori a sini. 
stra di aB mutano gli ab variando gli a e laseiando inalterati  i b; essi quindi 
danno luogo ad un sottogruppo Fa di Pa~ isomorfo ad A (ed A*). 

4. Dati A* e /3* vogliamo ora de terminare  (a meno eli isomorfismi) entro 
Pa~ (o F~a ) i gruppi G = A B ,  con A A B ' - - 1  ed A, B fra loro permutabili .  

Oonsideriamo il prodotto completo Fa~ , operante sull ' insieme M - - M a X M # ,  
tdeseritto sopra (n. 2). Siano indicati  gener icamente  con m =  ta, b )g l i  ele. 
menti  di M (ore a appart iene ad Ma e b a d  M~) su eui operano le sostitu. 
zioni di Pab. 

I1 gruppo Pa~ contiene il sottogruppo F~ che opera sulle a degli m = ( a ,  b) 
come il gr~ppo As e lascia ferme singolarmente le b; un tale sottogruppo 
isomorfo ad As (ed A*). 

Sia ora G u n  sottogruppo transitivo schreieriano di ]?a~ che contenga l?a. 
Fissato un elemento m o = ( a 0 ,  bo) il sottogruppo G contiene il sottogruppo 

G, <:mo > delle sostituzioni che lasciano fermo a o negli elementi  (ao, b) di M. 
Inoltre  G t < m o  > contiene il sottogruppo G~ < m o  2> delle sostituzioni che 
lasciano fermo m o - - ( a o ,  bo} (~7). 

0 r a  per  il teorema 1 e per gli ulteriori  r ichiami del n. 2 risulta che 
G~ < m0 > ~ un gruppo isomorfo al gruppo Bs (ed al gruppo B*). 

Indichiamo con B il gruppo G, < m o >  e con ~ le sue sostituzioni. 
Sappiamo anche per  il n. 2 ehe l ' ins ieme G/B ~ identi[icabile con Ma.  
Siceome poi G ~ transitivo vi sono entro tale gruppo delle sostituzioni 

che mutano m0--(ao ,  bo) in un m ~ ( a ,  bo) con a qualsiasi. Queste ~ (quando 
non siano l 'unit~), per la definizione data, non sono sostituzioni di B e fra 
esse ve ne ~ una sola che porta mo in un m-- (a ,  bo) con a prefissato (poich~, 
essendo il gruppo schreieriano, solo l 'identit '~ porta mo in s~}. 

0 r a  le ~ sono sostituzioni che realizzano, per  esempio, la scomposizione 
in laterali  Bc¢ del gruppo G. Infat t i  una  ~ porti (ao, bo) in un (a, b); al 
variare di ~ (fermo restando ~) si hanno operazioni distinte ehe portano ao 
in uuo stesso a e bo in ciascuno degli elementi  b; al var iare  di ~ (fermo 
restando ~) 1' (ao, bo) va in un  (a, bj con a sempre diverso. Essendoei una  
sola sostituzione (il gruppo ~ schreieriano} ehe porta (a0, bo) in un certo (a, b) 
le ~ sono tutte e sole le sostituzioni di G. 

Notiamo ancora che siceome G eontiene 17.4 ed ~ schreieriano le ~ sono, 
tutte e sole, le sostituzioni di I?.4. 

Infine,  data la seomposizione di G in laterali  B0~ si ha  (~s) 

(i7) ]~ indifferente la scelte di m0 in M (cfr. n. 2). 
(~8) Sono indicate con ~ dotato eventua]mente di indici ed apici le sostituzioni di I'.4, 

sono indicate con ~ dotato eventua]mente di indiei od apici le sostituzioni di B. 
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Dunque i due gruppi rA e B di G cui appartengono rispeit ivamente le 
e le ~ risultano permutabili .  Inoltre i gruppi J:.4 e B non hanno elementi  

in comune (oltre l 'unitk) per  il modo come sono stati definiti  (le ~ e le ~, 
diverse dall'uniti~, portano m o- - (a0 ,  b0) r ispett ivamente i n  elementi  diversi). 

Per  le considerazioni fatte or ora e per quelle del precedente  n. 3 si 
conclude col seguente :  

T EOREMA 3. - Tutti i gruppi ehe risultino prodotto di due gruppi permu. 
tabili A e B rispettivamente isomorfi a due gruppi dati A* e B*, per vui A 
e B hanno in comune solo l' unit~ si trovano (a meno di isomorfismi) come 
sottogruppi del prodotto complete tab =- ~ o Bs .  Preeisamente sono tutti e sel l  
i sottogruppi G di l~ab transitivi e schreieriani the contengono il sottogruppo 
r~ (di r~b). 

1~aturalmente, in mode analogo, si caratterizzano i precedenti  gruppi G 
come sottogruppi del prodotto complete ]:ha. 

5. In  base ai teoremi di trasformazione di ~]:RASNER e KALOUJNINE (~9) 
si possono dare anche alcune ulteriori notizie circa i soito~ruppi di tab che 
sono soluzioni del nostro problema. 

A tal fine rieordiamo, enunciandolo in relazione al parlicolare prodotto com- 
pleto r~b (che ci interessa), il seguente teorema di KRASNER e KALOUJlVINE I*°). 

Tutti e sell i sottogruppi ~ del prodotto complete ~ab che siano (l~a, 2~b)- 
-isomorfi ad un  gruppo date G si ottengono da uno di essi r o effettuando un 
automorfismo interne proprio di ra~. 

Tall automorfismi sono realizzati da tutte e sole le sostituzioni appar- 
tenenti  ad un certo sottogruppo l:* di rat,. 

Precisamente ,  fissato un elemento m~-~(ao, b0) di M - - M a X M ~  (v. n i. 2 
e 4} indichiamo con l: i ~ m o ~ il sottogruppo di l:~,, formate dalle sostitu- 
zioni di I~ab the  taseiano fermo ao negli elementi  del tipo (ao, b) di M e con 
[.. < me ~ il sottogruppo delle sostituzioni di I~ab ehe lasciano fermo 
m o "-- ( a o ,  b,)). 

Sia i~ ,*<  m 0 > il sottogruppo normale di r~o dato dall ' intersezione di 
1~ ~ mo ~ e de i  sottogruppi di l:ao coniugati  di 1:~ < mo > .  Sia 1:~* ~ mo > 
i l  sottogruppo normale  di £, < m o  ;> dato dal l ' intersezione di 1:~ < m o > e 
dei sottogruppi di 1:~ < m o > coniugati di J:~ < m o  > .  I1 suddetto gruppo l:* 
6 1' intersezione 

r * - -  1:~* < m o > N r~* < m o > .  

(,9) Cfr. l'~], § a. 
(~o) c~r. [2], § 5, . .  a. 
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Dope tall richiami, osservi:tmo a neora ehe le soluzioni G del nostro pro- 
blema, fornite dn[ teorema 3 non sarauno in generale tutte diverse (a meno 
di isomorfismi). 

0 r a  possiamo dire ehe :  
.Le soluzio~i G, fornite dal teore,ma 3, ohe siano eventualmente ugual i  

(a meno di isom, arfismi) differisoono per un  automorfismo interno di  tab tea. 
lizzat8 co~ sostituzioni del prevedente gruppo ~*. 

IV. Case in eui l'intersezione A N B ~ un gruppo proprio. 

6. Sia era  G u n  gruppo prodotto di due grnppi A e B permutabi l i  
( G - - A B L  isomorfi r ispet t ivamente a due gruppi  dati A* e B* tale ehe 
I - -  A N B sia un gruppo proprio. 

Notiamo ehe in qaanto  I c~ un sottogruppo di A e di B deve essere 
s imul taueameute  isomorfo ad un sottogruppo I.~ di A* e ad un sottogruppo 
[~ di B* (cio6 i gruppi  A* e B* devono eontenere r ispet t ivamente un gruppo 
[ ]  ed uu gruppo I~ fra lore isomorfi, in qualehe mode). 

Consideriamo nna seomposizione di A rispetto al sue sottogruppo I e sia 
a I  il generico laterale di I in A. 

note (~t} che i laterali di B in G si possono serivere nella forma (~B 
eve gli o sono gli stessi elementi  ehe compaiono nella preeedente seomposi- 
zione di A mediante L 

La rappresentazione di G mediante B 6 un grappo di sostituzioni sui 
laterali  ~B. Questi laterali formano an insieme i eui elementi sono in eor- 
r ispondenza biunivoca eou i laterali  0 I  di A rispetto ad I, con i laterali di 
A* rispetto ad I ]  e con gli stessi elementi  d scelti. Chiamiamo con Ma 
l ' ius ieme di tall elementi ehe possiamo senz 'al tro supporre  siano indieati 
dagli a. 

0 ra  
G D B D 1  

e la rappresentazione di G per B r isul ta  data da un gruppo di sostituzioni 
operante nell"insieme M~. 

L~t rappresentazione di B mediante l 'unit '~ b ovviamente un gruppo 
(regolaret Bs  di sostituzioni che si possono considerare operant i  nell' insieme 
Mb degli elementi b di B (o dei corrispondenti  di B*). 

Introduciamo il prodotto complete "~ab ~ l'a 0 Bs  del gruppo i'a di tutte le 
sostitn~ioni entre l ' ins ieme M~ (~) e del (gift, citato) gruppo di sostituzioni 
Bs  entro Mb. 

(el) Cfr. per esempio [t0], pag. 63 
(ee} Cfr. la queslione analoga all'inizio del n. 2 a proposito dell'introduzione di rl~. 

Anche il presente gruppo 1' a viene considerate nei easi in eui (essendo M a anehe infinite) 
ha sense parlarne. Valgono pure era ossorvazioni simili a quelle della nota (4). 
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Pe r  il t eorema 1 si pub allora dare  il 

TEORE~A 4. - Un gruppo G sia prodotto di due gruppi permutabili A e 
B aventi in oomune un sottogruppo proprio I. Sia Ma un insieme in corri- 
spondenza biunivoca con A / I  ed M~ l'insieme degli elementi di. B. Ogni gruppo 
G ~ isomorfo (anzi (7SI~, M~)-isomorfo) ad un sottogruppo transitivo sehreieriano 
del prodotto completo l'a,~ - -  ~a 0 Bs .  

Natura lmen te  si ha un teorema del tut to analogo scambiando formal- 
mente  ne l l ' enunc ia to  preeedente  A con B e d  a con b (cio5 scambiando fin 
dal l ' in iz io  l 'uf f ic io  del g rappo  A* con quello del g ruppo B*). 

Esamin iamo ora pifi par t ieo larmente  come pub realizzarsi l ' i somorf i smo 
indicato dal teorema 4 e cib at f ine di de te rminare  poi i sot togruppi  di Fab 
che risolvono il nostro problema.  

Abbiamo gi~t visto the  il gruppo G - - A B  si pub scomporre  in laterali  
del tipo a B  ore  gli e tement i  a sono quell i  t he  compaiono nel la  scomposizione 
in lateral i  (~I di A (corrispondent, i ad e lement i  analoghi  di una  seomposi.  
zione di A*). 

D 'a l t ronde  il gruppo I sta anche in B e in relazione ad esso si pub 
avere ~er  B una  seomposizione in laterali  Ib. Gli e lement i  di B (ed insieme 
di Mb) si possono scrivere nel la  forma/~b (essendo i un  gener ico e lemento di I). 

Gli elementi  di G si possono allora scrivere nella  forma 

ab --- aib 

ove (~, i, b sono gli e lcment i  usat i  sopra nelle varie scomposizioni.  

Nella precedente  scr i t tura  gli a sono in sostanza gli e lement i  di Ma, i 
b sono gli e lement i  di Mb e la scr i t tura  ib per  gli e lement i  b realizza una  
dist inzione degli e lement i  di M~ in relazione a quell i  del gruppo /.  

Usiamo ora gli e lement i  di G come molt ipl icatori  a s in is t ra ;  essi operano 
delle sostituzioni sugli  a b l e  qual i  appunto  costi tuiscono il sot togruppo di ]"ab 
sopra indicato, quando a e b si pensino r i spe t t ivamente  quali  e lement i  di-Ma 
ed M~. 

P rec i samente  i b, usati  come molt ipl icator i  a s inistra  lasciano fermo il 
laterale ab ove a sia l ' un i th  (eio~ c~B ~ B). Essi danno cosi luogo ad un 
sot togruppo di sostituzioni di ~ab isomorfo a B. 

L ' u n i c o  e lemento  che, usato come molt ipl ieatore  a sinistra, lascia fermo 
l ' e lemento  ab per  cui ~ - - b - - 1  ~ l 'un i t~  (d'aecordo col fatto che il gruppo G 

isomorfo a un  sot togruppo schreier iano di ]'~aa)" 
Gl i  e lement i  (~i usati  come molt ipl icatori  a sinistra mutano  e lement i  dib 

in e lement i  ~'i'b (con lo stesso b) (2a). Queste molt ipl icazioni  a s inistra  con 

(s3) Qui o nel seguito si usano convenzioni del  tutto analoghe a quelle precisate nella 
nota (is). 
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elementi ai  danno luogo ad un certo gruppo 1'.4 di l~,~ the  risulta 
ad A. I1 gruppo P.4 opera sugli ai  come il cayleyano sinistro di 
stessi elementi e lascia fermi i b. 

isomorfo 
A sugli 

7. Supponiamo ora ehe siano dati i gruppi A* e B* e ehe questi conten- 
~ano rispettlvamente un sottogruppo I.~ ed I~ isomorfi in un certo isomor- 
fismo to. 

In  tale ipotesi il nostro problema diventer~ quello di determinare (a meno 
di isomorfismi) i gruppi G---~ AB con A e B isomorfi rispettivamente ad A* 
e B* ed I ~  A A B isomorfo ai precedenti  1~ ed I~ (in modo the  ogni ele- 
mento di I corrisponda ad un elemento di I~ e a d  un elemen¢o di I~ rispet- 
tivamente omologhi per to). 

Naturalmente si hanno soluzioni in generale diverse in relazione ad ogni 
scelta di I,~, 1~ ed to. 

Consideriamo quindi una scomposizione in laterali aI,~ di A* secoado I~ 
ed una scomposizione in laterali ISb di B* secondo 1~. 

I laterali aI,~ o senz'altro gli a scelti costituiscono un insieme/l~ a (simile 
a quello introdotto nel n. 6, tanto che, senza generare ambiguit~ possiamo 
indicarlo con lo stesso nome);  gli elemanti di B* costituiseono il solito 
insieme Mb. In  questo insieme M~ distinguiamo gli elementi in classi in 
relazione ai laterali I~b: preeisamente un elemento di Mb si chiami b--bi$ 
se ~ dato da un elemento della forma /b di B* (ova i i~ un elemento di I$). 
Gli elementi di Mb vengono cosi distribuiti  in sottoinsiemi M~ ova per ogni 
si ha uno di tall sottoinsiami ed ogni M~ contiene gli elementi di un laterale 
della scomposizione I~b di B per I~ .  

0ssorviamo aneora che chiameremo ora con i sia un  eerto elemento di 
I$ che il corrispondente in to di I.~. 

Consideriamo il precedente prodotto eompleto T'ab-- P, o Bs definito in 
relazione ai due gruppi ~a e Bs operanti rispetlivamente negli insiemi ~'I a ed 
M~ ora definiti. 

In ~ab vi ~ il sottogruppo I'A isomorfo ad A* che opera: 

1) sugli (~ ed i delle coppie (8, b~-) di M sostituzioni uguali a quelle 
operate dagli elemer~ti di A* presi quali moltiplicatori a sinislra degli slessi 
elementi (ei di A*; 

2) lascia fermi singolarmenle gli elemenli b (ciob gli insiemi Mb). 

Sia ore G un sottogruppo transitivo schrerieriano di ['a~ the  eontenga i'A. 
Fissiamo un elemento m o --(a0,  b,~ ~ (a0, b~o). I1 gruppo G contiene il 

sottogruppo G~ <:mo:> della sostituzioni ehe lasciano fermo O, o negli elementi 
(8o, b). Inoltre G, ~ too> eontiene il sottogruppo G 2 ( m o  > della sostituzioni 
the  lasciano fermo mo----{(~o, bo) (~'). 

(s4) ~ sempre indifferente la scelta d i m  u (cfr. n, 2), 
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Ora per  il n. 2 r isul ta  t h e  G t <~ ~r~ o ~ b u n  gruppo isomoffo a Bs :  anzi 
ch iameremo senz 'a l t ro  con B tale G~ <= m o ~ e con ~ le sue sostituzioni. 

Pe r  il t eorema 1 l ' i n s ieme  G/B ~ identif icabile  con Ma. Siccome (~ b 
transit ivo, entro G vi sono delle sosti tuzioni a c h e  mutano  mo ~ (~o, bo~ in 
un (o., bo) con ~ qua l s ias i ;  ind ich iamo con N~ il loro insieme.  

Queste a (quando non siano l 'unitfi), da ta  la n a t u r a  di "B, non sono delle  
~; cssendo poi il g ruppo schreier iano vi ~ una  sola a che porti  mo in un  
m-- - (a ,  b0) con 0~ prefissato. 

Tall  a realizzano per  esempio la scomposizione in laterali  Ba  di G. Come 
nel caso del n. 4 (vale la stessa dimostrazione) le ~ sono tut te  e sole le 
sosti tuzioni di G. 

Siccome G b schre ier iano e cont iene I',4 le a r isul tano essere delle sosti- 
tuzioni di F,4 (infatti in ~a esistono sotituzioni che opcrano su (ao, bo) rispet- 
t ivamente  come l e a  scelte). 

La  scomposizione di G in laterali  Ba porta che (~) 

Ba~' = Ba '  oio~ a~' = ~"a'. 

Dunque  1' ins icme N~ ed il g ruppo  B cui appar tengono r i spe t t ivamente  le a 
e le ~ sono permutabi l i  (nel senso usato per  questa  parola  quando  si parla 
di g ruppi  permutabil i) .  

II g ruppo i~A cont ienc ev iden temente  (in quanto  G b schreieriano) le 
sosti tuzioni di B che mutano  too--- (~,, b~o~o) in c iascun m ~ (ao, bi~o) ore  ib0 b 
un  qua!siasi  e lemento  di M~0 (e solo queste  sosti tuzioni di B). Tali  sostitu- 
zioni comuni  formano un sot togruppo di I-~A e di B isomorfo a~ I~ .  I1 gruppo 
G r isul ta  per tanto  cssere il prodotto di due gruppi  permutabi l i  r,4 e B 
aventi  in comune  uu  sot togruppo isomorfo ad I$ (ed 1,]). 

Allora si pub concludere  col seguente  

TEORE~A 5. - Sia G un prodotto di due gruppi permutabili A e B 
rispettivamente isomorfi a due gruppi dati A* e B*, per cui A e B hanno in 
comune un sottogruppo proprio 1 (isomorfo simultaneamente ad un dato sotto. 
gruppo I,~ di A* e a d  un dato sottogrupl~o 15 di B*). Tali sottogruptg si tro- 
vano (a meno di isomorfismi) come sottogruppi del prodotto com~leto F~, - -  

Pa o Bs .  Precisamente sono tutti e soti i sottogruppi transitivi e sohreieriani 
di ra~ the contengono il sottogrulopo PA {di Pa~}" 

Natura lmente  anche qui  si pub procedere  in modo del tutto analogo 
scambiando n e l  p rob lema preceden te  1' ufficio di A* con quello di B*. 

0SS~,RV~ZmNE. - U n a  proposizione simile a quel la  esposta nel  n. 5 
circa l ' uguag l i anza  (a meno di isomorfismi) delle soluzioni fornite dal teo- 
rema 3 vale per  i sot togruppi  G di ~a~ caratterizzati  nel  teorema 5. 

(25) Valgono eonvenzioni analoghe a quelle della nota (is). Sono indicate eon ~ dotato 
eventualmente di apiei le sostituzioni appartenenti all'insteme Na. 
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III. Estensioni .  

8. Lo precedenti  condizioni cui devono soddisfare i sottogruppi di I~ab 
che sono soluzioni del problcma trattato nei n. i 3 e 4 inducono ad in t rodurre  
alcune interessanti  estensioni. Prec isamente  caratterizzeremo dei sottogruppi 
di l~ab simili a quelli eonsiderati  nel n. 4 ma non schreieriani.  

Siano ancora A* e B* due gruppi daft. 

Sia G - - A G B  un gruppo prodotto di due gruppi A e Gs o re :  

1) il gruppo A ~ isomorfo ad A*; 

2) la rappresentazione di  G~ mediante un suo sottogruppo l ib  ~ isomorfa 
a B*; (I) 

3) il gruppO l ib ~ anti-invariante in G e l ' insieme GB/HB ~ in  corri. 
spondenza biunivoca con l'insieme Mb degli elementi di B*; 

4) A e GB non hanno elementi in  comune salvo l 'unitd. 

Natura lmente  il gruppo GB ora considerato b in generale solo omomorfo 
a B*, 

Ancora consideriamo il preeedente  gruppo J?aa (per eui, dati A* e B*, si 
suppongono definiti  Ma, Ma, ~ b ,  ~A, Bs  etc.  in modo simile a quello 
e s p o s t o  ne i  n. i 2 e 3). 

Per  il teorema 1 si ha the  il gruppo G soddisfaeente alle precedenti ipo. 
tesi ~ isomorfo, anzi (Ma, Mb)-isomorfo, ad un sottogruFpo transitivo di -~ab. 

Si possono poi fare considerazioni diret te analoghe a quelle del n. 3 
circa il modo di ot tenere da G un gruppo di sostituzioni per moitiplicazione 
a sinistra degli elementi  di G stesso. Prec isamente  si pub scomporre G in 
laterali  aGB ove con a si indicano gli e lement i  di A e si pub scomporre GB 
in lateral i  bHB i quali danno un insieme M~ in corrispondenza biunivoca 
con B*. I t  gruppo G si pub scomporre percib in laterali  del tipo abttR~ Mol- 
tiplicando poi a sinistra gli elementi  di (; pensati nella forma abh (con k in 
liB) si vede di re t tamente  come G sia isomorfo ad un sot togruppo di l~aa. ]~ 
chiaro anche  (moltiplicaudo a sinistra con le a) che tale sottogrnppo di J~ab 
contiene un gruppo isomorfo a rA (v. n. 3). 

Viee~ersa sia G u n  sottogruppo transitivo del gruppo I~ao (introdotto 
come nel n. 4). 

Si fissi un elemento too-----(ao, b~. Si ha un sottogruppo G~ ~ m o ~ di 
G formato da sostituzioni ehe lasciano fermo a 0 negli elementi  m - - ( a o ,  b) 
di M. Il gruppo G~ ( m 0  ~ c0ntiene aneora un sottogruppo G~ ( t o o  ~ for- 
mato dalle sostituzioni di G the  lasciano fermo m o ~  (ao, b,}. Pe r  il teorema 
1 la rappresentazione di G ~ m  0 ~  per G ~ m  o~> b data  da Bs (per cu i  
G~ ( m o  ~ b omomorfo a B*). 

Chiamiamo G~ ( m0 ) con GR e G~ , (  m0 ~ con H s  ; inoltre indiehiamo 
con g una generica sostituzione di tale GB e con h una  di HB. 
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Sappiamo, per  iI teorema I, che G/Gs ~ identificabite con Ma.  

Sia ~ una  sostituzione di rA (diversa dall' uniter): essa porta  too--(ao,  bo) 
in (a, b0) con a ~ a  o e le a sono tall che fra esse una  ed una sola porta 
(ao, b0) in un  certo (a, b). Le sostituzioni g:¢ sono tutte dis t inte:  quelle che 
contengono la stessa ¢¢ (o g) tenendo fisso g {o a) sono evidentemente diverse. 
Due sostituzioni ga e g'£ con £=]= ~¢ sono diverse poichb (ao, b0) ~ mutato 
per g~ in un (a, b) e per  g'£ in un  (a',, b') con a':4= a. Non vi sono sostitu. 
zioni s di G fuori delle ga (~). Per tanto  si pus  dare per  G la scomposizione 
in lateral i  : Gs~. 

Ragionando come nel  n. 4 si ha  t h e  rA e GB sono permutabi l i  e senza 
elementi  comuni salvo l'unit'h. 

Si conclude col seguente teorema. 

TEORE]KA 6. - Siano dati due gruppi A* e B* e sia G u n  gruppo pro. 
dotto di due gruppi permutabili A e GB per cut valgono le ~ndiz ioni  (I~. 
Tutti  e soli i gruppi G di questo tipo sono dati (a meno di isomorf~ni) dai 
sottogruppi transitivi del prodotto ~mpleto tab ~ J~a 0 Bs the c~ntengono il 
sottogruppo r A di tab. 

9. Diamo ora un ' a l t r a  estensiona analoga a quella t rat ta ta  nel prece- 
dente n. 8 ma relat ivamentc ad un caso in cut i gruppi A e GB abbiano in 
comune un  sottogruppo proprio. 

Siano ancora dati i gruppi A* e B* i quali contengono r ispet t ivamente 
due sottogruppi I.~ ed I$ fra  loro isomorfi in un certo isomorfismo ~. 

Sia G - - A G B  un gruppo prodotto di due gruppi A e GB o re :  

1) il gruppo A ~ isomorfo ad A*; 

2) la rappresentazione del gruppo GB per un suo sottogruppo HB 
isomorfa a B* ; 

(Ii) 3) il gruppo HB ~ anti- invariante in  G e l 'insieme GB/HB ~ identifi. 
cabile con l'insieme Ma degli elementi di B*;  

4) A e GB hanno in comune un sottogruppo proprio I isomorfo ad 
I~ ed I~ (in modo che gli elementi  di I f  ed 1~ corrispondenti  ad 
uno stesso elemento di I siano omologhi in ¢o). 

Consideriamo ancora gti insiemi Ma (dato dai laterali  di A rispetto ad 
I) ed Mb e in corrispondenza il gruppo tab (V. n. 5). 

(~n) Supponiamo infat t i  che una  s port i  (a0, bo) in  u n  (a, b); v i  ~ una  certa sosti tuzione 
g~ the  porta  (a 0, bo) (in (a . ,  b) e) in  (a, b), data  la transitivit~t di ~, e al lora s(g~) - I  ~ h 
o r e  h ~ una  sosti tuzione di  Hn cio~ s ~ - h g ~  = g '~ .  

A # ~ d i  di Matevnatica 45 
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Per  il teorema 1 si ha  allora il seguente  

TEORE~& 7. - Ogni gruppo G the sia prodotto di due gruppi A e Gs per 
cui valgono le ~ndizioni (II) ~ isomorfo, anzi (Ma, Mb)-isomorfo ad un sotto- 
gruppo transitivo di tab. 

Descriviamo ora pifi de t tagl ia tamente  certi  g ruppi  G del tipo sopra con- 
siderato perchi~ cib r isul ter~ ut i le  per  il seguito. 

Aggiungiamo l ' ipotes i  t he  

(III) il gruppo I comune ad A e Gs contenga del gruppo lib solo l'unit~ 
(eiob I (~ HB " -  1). 

Il  gruppo G si pub scomporre  in lateral i  ~GB essendo d I  i laterali  di 
A rispetto ad L Inol t re  si possono dare di GB le scomposizioni in laterali  
bHB (in eorr ispondenza biunivoca con gli e lement i  di Mb) ed in laterali  Ig-. 
Gli e l e m e n t i  b della seomposizione bHB r isul tano dati  da certi  ib ore le i 
sono tutt i  gli e lement i  di I e le b sono l ' un i t~  ed altri  e lement i  non apparte- 
henri nb ad I n~ ad HB. 

All0ra GB risul ta  scomposto in elassi di laterali  

abI-IB --  a~HB. 

Gli a sono in sostanza gli e lement i  di l~/a e gli i b = b  gli e lement i  
di 

Usiamo or,~ gli e lementi  di G come molt ipl icatori  a s inis t ra :  essi operano 
sugli  db (della scomposizione (ebHB) delle sostituzioni che costi tuiscono appunto  
il sot togruppo di l-~a~ sopra indicato. 

In  part icolare gli (~i come molt ipl ieatori  a sinistra de te rminano un 
gvuppo ~.4 di Fa~ isomorfo ad A (ed A*) che opera sugli  a i  come il cayleyano 

° . J 

smls t ro  del g ruppo A e lasem ferme le b. 

10. Caratterizziamo ora entro Tab i gruppi  G the  soddisfano alle condi- 
zioni (II) e (III) del n. 9. 

Siano dati i gruppi  A* e B* ed in essi r i spe t t ivamente  due sot togruppi  
I* ed I~ fra loro isomorfi in un  certo isomorfismo ¢o. 

Il gruppo A* ammet te rh  una seomposizione in laterali  (~1~ ed il gruppo 
B* una scomposizione I~/~. I laterali  dI.~ (o gli e lement i  (~) danno un insieme 
/lla; gli e lement i  di B* costi tuiscono un insieme Mb in eui, in relazione ad 
I~b si possono dis t inguere  leome nel n. 7) degli e lement i  b~. 

Avver t iamo ehe anche qui {come nel n. 7) ind icheremo con lo stesso 
simbolo i sia un  elemento di I.~ che uno di I~ i quali  si cor~ispondono 
nell '  isomorfismo ~o. 

Consideriamo il prodotto eompleto r a ~ - - F ~ , o B s  ed in esso il gruppo FA 
come ~ indieato nel n. 8. 

Sia ora G u n  sot togruppo transit ivo di ~ab ehe eontiene il sot togruppo FA. 
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Fissiamo un elemento m e - - ( a o ,  b e ) =  (ao, b~$0). II gruppo O contiene il 
sottogruppo G t < me :> delle sostituzioni t he  laseiano fermo ao negli e lementi  
de l  ripe (ao, b); a sua volta il gruppo G, < m, > contiene il sottogruppo 
G, < m o ~> delle sostituzioni t he  laseiano fermo me = (O~o, be). 

Ora (v. n. 2) 1' insieme G/Gi < me > ~ in corrispond6nza biunivoca con 
/~ra come G, < m o > / G~ < m e  > ~ in corrispondenza biunivoea con Mb e 
la rappreseatazione di G~ < m , ) ~  per  G~ < t o o  > ~ data da Bs. Inoltre  
G, < m o :> ~ ant i - invar iante  in G. 

Ghiamiamo G~ < m o :> con G e G~ <: m o > con HB. 
Siccome G ~ transitive, in G vi sono delle sostituzioni t he  mutano 

me ~-(ao,  be) in un  (a, be) con a qualsiasi. Queste sostituzioni (quando non 
siano l' unit~) non appartengono a GB e ve ne ~ atmeno una per ogni a. 

Per  c iascuna ~t ne seegliamo una ehe chiamiamo a*. Lo classi Gsa* 
esauriscono tutte le sostituzioni del gruppo. Infat t i  fra esse vi sono sempre 
sostituzioni che portano ((~0, be) in un certo (a, b) con a e b qualsiasi (si veri- 
flea questo fatto come nel n. 4). Se poi s ~ una qualsiasi sostituzione di G 
t h e  porta {(co, be) in (d, b} vi ~ una gBa* (di un Gsa*) t h e  opera nello stesso 
mode su (ao, b,,): allora (gBa*)S--~= h, eve h ~ in liB, ed s =(h-~gs)a *. 

Poich~ G contiene ~,4 le a* risultano essere a meno di qualehe sostitu- 
zione h di lib delle sostituzioni a di i~.4. Sar~ a*a -~ --=h eve a ~ in ~,~.. Ponia- 
me era  in G~a* in luogo di a* una sostituzione a per cui a*-~ ha: si ha 
cos| una  scomposizione GBa di G. 

L ' ins ieme delle a era  seelte e i l  gruppo GB sono permutabil i  (la verifiea 
simile a quella  analoga del n. 7). 

Ovviamente i gruppi P,~ e GB hanno un sottogruppo comune 1 (isomorfo 
ad I] ed I~). 

Si pub allora concludere col seguente 

TEORE~X 8. - Sia G u n  gruppo prodotto di due gruppi permutabili A e 
GB soddisfavente alle vondi~ioni (II) e (III). Tall gruppi G sono (a meno di 
isomorfis~rd)-tutti e soli i sottogruppi transitivi del prodotto vompleto Fab- 
= P, ,oBs  the contengono il sottogruppo ~,4 di Fab. 

OSSERVA~IONE.- Valgono na turahnente  osservazioni del tutto analoghe 
a quelle poste nel n. 5 circa l ' eventuale  uguaglianza (a meno di isomorfismi) 
dei grappi G earatterizzati  r ispet t ivamente dai teoremi 6 ed 8. 
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