
Sulla propagazione delle onde elettromagnetiche 
nei mezzi di Toupin e Rivlln (*) (**). 

:~¢[ARIALUISA DE SOCIO (Milano) 

A DARIO GtCAFFI nel SUO 700 compleanno 

Summary.  - The propagat ion  o] an  ordinary  p lane  wave in  a m e d i u m  o] T o u p i n  and  R i v l i n  
is here considered, l imi tedly  to the instances o] an  exterual electric or magnetic ]ield acting 
on the med ium.  I ~  part icular ,  the cond i t i ons /or  the propagat ion  of T .E .  and  T . M .  or T . E . M .  
waves are determined. 

I .  - I n  una  no ta  pubbl ica ta  alcuni anni  fa TouPIN e I~IVLII~ [1] hanno stubi- 
lito equuzioni cos t i tu t ive  mol to  generMi per  il campo e le t t romagnet ico  ia  un mezzo 
isotropo soggetto ad un campo elettr ico ~ e ad un  campo magnet ico  d ' induzione 
cos tant i  r i spet to  M tempo.  I mezzi  in cui sono vMide queste  equazioni ver ranno  
chiamati ,  in seguito, mezzi  di Toupin-l~ivlin,  o pifi b r e v e m e n t e  mezzi  T.]~. 

I n  una  successiva memor i a  [2] I~IvLI~ ha  s tudia to  la propagazione  delle onde 
piane, l~ loro riflessione e rifrazione nei mezzi  sopra eitati ,  supponendo perb il campo 

elet t r ieo ~ nullo. 
I n  questa  nora  ho ripreso la propagazione delle onde piane ordinarie (I~IvLI~ 

considera anehe le onde evanescenti)  in un  mezzo T.R., supponendo perb ~ =  0, 
oppure  ~----0.  Anz i tu t to  in base  al t eo r ema  di reeiproci t£ e con considerazioni 

energetiche ho stabil i to Meune relazioni fra le cos tant i  che compMono helle p rede t t e  
relazioni cost i tut ive.  Nel  easo ~ 0, g~ ~ 0, il cui studio ~ s ta to  appena  iniziato 
da l~Iv]~I~ e T o r P i d ,  ho de te rmina to  in modo completo  le leggi di propagazione 
delle onde p lane  in una  quMunque direzione n (gli autor i  sopra ci ta t i  si erano limi- 
t a t i  ai cam par t ieolar i  di propag~zione parMlela e normMe ad  ~ )  ed ho t rova to  che 
nel mezzo si p ropagano  nella direzione e verso d i n  u n ' o n d a  T.E.  e u n ' o n d a  T.M.; 
~naloga propagaz ione  si ha  in verso opposto;  le veloeit~ della due onde nei due 
versi  oppost i  r isul tano perb differenti.  Ho  poi mos t r a to  ehe possono aversi  onde 
T . E . ~ .  solo se la direzione di p ropagaz ione  n ~ parMlelu ad ~.  

t t o  considerato anche i l  caso in eui ~ = 0, ~ ¢ 0; ho anz i tu t to  r i t rova to  per  
Mtra via  Mcune formule  di Toupin  e Rivlin,  poi ho s tudia to  la polarizzazione in 

questo e~so (~rgomento non approfondi to  dM prede t t i  uutori), d imost rando che si 

(*) Entrata in Redazione i l  4 g i u g n o  1976 .  
(**) Lavoro eseguito nell'ambito dei gruppi di ricerca del C.N.R. per la Fisica Matematic~. 
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hanno onde T.E.M. solo per propagazione parallela a ~Y, onde T.E.  o T.M. solo per  
propagazione normale a ~Y. Credo opportuno osservare ehe alcuni r isul tat i  sono 
o t tenu t i  senza far  uso delle restrizioni imposte dal teorema di reciprocitY. 

I I .  - Consideriamo la propagazione di un 'onda  elet t romagnet ica  sinusoidale di 
f requenza oJ in un  mezzo isotropo a s immetr ia  centrale nel quale agisca un forte  
campo elet t romagnet ico esterno ~,  ~ .  ~e i  mezzi T.R. vMgono, nel e~so di onde 
sinusoidali di f requenza ~o, le equazioni di Maxwell: 

(II.:t) r o t H =  io~D, rotE---- --  i~oB 

o re  ai ve t to r i  E,  H,  D r B vanno associate le equazioni eost i tut ive:  

(11.2) D : ~ E +  ~ B ,  H = ~ E + A B  

con ¢ ,  W, ~2, A tensori  doppi, dipendenti  da o ~, ~ ,  di eui seriveremo fra breve 
l 'espressione nei c~si che interessano questa nora. 

Cib posto, per stabilire sotto quMi condizioni vale il teorema di reeiprocit~ del 
eampo elet t romagaetico,  supponiamo anzi tu t to  che in un  certo dominio 2 oceupato 
da lm mezzo T.R. si propaghi un campo elet tromagnetico sinusoidale E, H. Sup- 
poniamo poi che neHo stesso dominio, in cui perb ~1 campo costante  g~, ~ agente 
sul mezzo va  sosti tuito iI eampo got, ~y,, possa prop~garsi un  altro campo elettro- 

magnetico E', H' le eui equazioni cost i tut ive saranno allora: 

(11.2') D ' :  ¢'E'+ W'B', H ' :  ~'E'+ A'B' 

ore  ~' ,  tIt'~ ~'~ A' hanno espressioni ~naloghe alle ~ ,  tit, g2, A, ma con o~'~ ~ '  in 
luogo di o ~, ~ .  

Ora affiaeh~ fra E, H~ E', H ~ valga il teorema di reciprocit~ dell 'elet tromagne- 
tismo, qualmlque sia 2~ deve essere: 

(11.3) div (E × H ~) = div (E ~ × H) 

da eui, sviluppando ]a divergenz~ e r icordando le equazioni di Maxwell ( I I . ] )  e 10oi 
le (II.2) segue: 

(11.4) B .  ( A ' B ' +  ~ ' E ' )  + E .  (¢I) 'E'+ W'B') ~ B ' .  (AB + ~ E )  + E ' .  (OE + WB).  

Tale condizione ~ verificata per ogni coppia di eampi E, H, E ,  H' se: 

(11.5) A ' =  A% ~I,'= ~I,% n ' =  LYe, LF'= n~ 

dove con A T, OT, W~, ~2T si indic~ il tensore t rasposto r i spet t ivamente  di A, ~ ,  tit, ~ .  
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Cerchismo ors alcune eonseguenze delle (II.5) vslide nei cssi part ieolari  ~ - - - -0  
oppure ~ =  0, supponendo perb: 

( II .6)  ~ ' =  ~ ~ ,  ~'----- ± ~ .  

Sul0poniamo dappr ima 9~ = ~/'----0; allora dalle formule di Toupin e Rivlin segue, 
ussndo gli stessi simboli: 

dove a~ e fi~ sono funzioni di g~, ment re  a (~)b indiea la diade di ve t tor i  a e b 
(se rn b u n  r e , t o r e  generieo si ha pertar~to a (~ b i n =  (b" rn)a). 

Le prime due relazioni di (II.5) sono senz'altro soddisfatte,  le due ul t ime se: 

Supponiamo or~ 9Y e ~ ' ~ =  0, ma g~'= g~ = 0. Si hs  alloru: 

dove ora ~ e /3~ sono funzioni di Ms. 
Allors le relazioni (II.5) sono sempre soddisfatte con ~ ' ~ - - - - ~ ,  ment re  se 

~ ' =  ~ per la loro v~lidit~ oeeorre che ~2 =/~3--~ 0. 

I I I .  - Altre eondizioni sulle ~i e ~ delle equazioni eost i tut ive (II.2) si ot ten-  
gono ne]Fipotesi ehe il mezzo T.R. non si~ dissipativo, ovvero si~ t raspgrente.  Cib 
significa che il flusso in un periodo del ve t to re  di Poyn t ing  ~ttr~verso qu~ltmque 
superficie t raeeia ta  nel mezzo ~ nullo. Tale flusso in an  periodo b dgto dal flusso 
della p~rte reale del ve t to re 'd i  Poyn t ing  complesso E × H* (col simbolo a* si indica 
~1 so]ito il ve t to re  complesso eortiugsto del ve t to re  a). 

Pereib Is par te  resle  di d i v ( E × H * )  (% il ehe ~ lo stess% ls pgrte  regle di 
d i v ( E * × H ) )  deve essere nult~. Org si ha s per  le equazioni (II.1), (II .2):  

(III.l) div (E* ><H) ----- ro t  E*.  H - - E * . r o t  H~-- ico(B*.H-  E*.D) = 

= ioJ[(~2Eq- AB). B* -- E*. (¢E-q- WB)] 

Atlinchg d iv(E* x H) abbia par te  reale nulla deve essere reale l 'espressione entro 
parentesi  al l 'ul t imo membro di (III .1) per ogni valore di E e B, quindi tenendo 
fisso E e ponendo, in luogo di B, 2B con X paramet ro  rea]e variabile in modo qual- 
siasi, poi tenendo fisso B e ponendo, in luogo di E, hE segue (indieata con J ( a )  
la par te  immaginaria del numero eomplesso a):  

(III .2)  J ( E * .  ~ E )  : 0 ,  J ( B * . A B )  : 0 ,  J(B*.£2E--  E * . W B ) :  O. 
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Esaminiamo le (111.2) nel caso ~ =  0. Dalla pr ima si ot t iene:  

(111.3) J [ ~ E .  E* + ~7(o ~. E) (~ .  E*)] = 0 

da cui per l 'arbi t rar iet£ di E, considerando dappr ima E 3- o ~, segue al reMe e quindi 
scelto in un secondo tempo E tale che E.  ~ =/: 0 (si ricordi che g~ ~ reale), anche 
a7 risulta rea]e. In  modo analogo, sempre nell ' ipotesi ~----0 dalla seconda di (III .2)  
segue la realtg di fi~ e f17 ment re  dalla terza  si ha:  

(III .4) J ( [ ~ x E . B * - -  a ~  × B . E * )  = J(fi~o~.E×B * + ~:3o~.E * ×B) = 0 

da cui, essendo ~ . E × B *  e ~ .E*  x B  complessi coniugati, segue /3~:  a~. 
Concludendo, se il mezzo b t rasparente  e ~ 0 ,  a~, ~7, D~ e /37 sono reali, 

fl~ e a3 complessi coniugati. Pe r t an to  per le (11.8), se vale il teorema di reciproeit£ 
con o ~ -  d °', /33 e ~ sono uguali e reali, immaginari  ed opposti se il t eorema 

valido con o ~ ~ ~ ' .  
Esaminiamo ora le (III .2)  he1 caso ~ =  0. Si ha dalla pr ima:  

(III .5) J(@,E.E*) = J [ ~ E . E *  + ~2:~J ×E.E*  -[- ~ 6 ( ~ ' E ) ( ~ ' E * ) ]  = 0 

da eui per l 'arbi trar iet~ di E,  supposto dappr ima E reale e normale ~ ~ (in modo 
che gli ul t imi termini  di (III .5) risultino nulli) segue ~1 reale; scelto poi E reale, 
ma non normale a ~ ,  risulta c~1~ reale; infine scelto E complesso (quindi E × E *  
immaginario) si ot t iene as immaginario puro. In  modo analogo d~lla seconda di (111.2) 
segue, sempre nell ' ipotesi o ~ = 0, fl~ e fl16 reali, /33 immaginario puro, ment re  la terza 
risulta ident ieamente  soddisfatta.  

Altre propriet~ delle a, e fl~ si possono r icavare ammet tendo,  come nel c~so 
ordinario, che la densit~ dell 'energia elettrica E . D  e dell 'energia magnetica H . B  
siano positive. Deve pereib essere positivo il valor medio di tall energie, eio~ deve 
essere posi t iva la. par te  reale di E .  D* e di H.B* per ogni E ed H. 

Igel caso H----0 o E-----0 tali  condizioni por tano alle relazioni 

( I I I .6)  Re (OE. E*) > 0 ,  Re (AB.B*) > 0 

Dalla pr ima si ha, nel easo ~J----0: 

(III .7)  alE" E* ~ ~7(~" E) (~ .  E*) > 0 

e quindi, supposto dappr ima E reale e 3_~, ~1 > 0; supposto poi E con direzione 
generica, si ha anche c¢7 ~ 0. Analogamente  dMla seconda di (III .6) si ot t iene 

f i l  > O, fi7 :> O. 

IV. - Consideriamo ora la prop~gazione di un 'onda  elet t romagnet iea  armoniea 
pinna ordinaria nel mezzo considerato, supponendo ehe su esso agisca solo un forte  
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eampo  elet t r ico o ~, che suppor remo,  per  fissare le idee, o r i en ta to  come il versore  k 

di un  s i s tema car tes iarm o r togona le :  g~ = Fk. 
Sia n il versore  che ind iv idua  la direzione e i l  verso  di p ropagaz ione ;  il c ampo  

elet t r ieo e il c a m p o  magne t i eo  s a r a m m  al lora  r a p p r e s e n t a t i  dai  ve t to r i  compless i :  

( IV . l )  E =  espico[t--y(P-- O)'nJe, H =  espi~o[t--y(P-- O).n]h 

dove  1/y  r app resen ta ,  se reale, 1~ veloci t~  di fase de l l 'onda .  

Dal le  equazioni  di 5Iaxwel l  si ha  per tar r to :  

(IV.2) ~,,nXe--b=O~ ~ n x h + d = O  

dove  d e b mol t ip l i ca t i  per  l ' esponenzia le  di ( IV. l )  r app re sen t ano  r i s p e t t i v a m e a t e  
i ve t to r i  D e B.  

I n  base  alle (H.2) ,  da  (IV.2) segue:  

(IV.3) {O -~- ~,tI~(n x ) -[- ~,n x [ ~  -~- y A ( n  x )]} e = x e  = 0 

ove  si b p o s t a  la paren tes i  graff~ ugu~le  ~ X- 

Sos t i tuendo  le (II ,7)  in (IV.3) si o t t i ene :  

(IV.4) a c z e ~ - ~ $ ~ ( k . e ) k - ~ y o : a ~ [ ( e . k ) n - - ( n . k ) e ] + f l ~ y ~ [ - - e + ( e . n ) n ] ~  - 

-q- yj3~ d~[(e" n)k - -  (k .  n ) e ]  + t3vy ~ @~n x ( k ' n  × e ) k  = 0 . 

D e t t o  ~v l ' ango lo  minore  di ~r f ra  k e n e scelto il p i a n o x z i n m o d o  c h e n  sia paral le lo  
a ques to  piano,  si h a :  

(IV.5) n ~ i sen~v + k c o s q  

e quindi ,  sos t i tuendo  in (IV.4) e p r o i e t t a n d o  sugli assi l ' equaz ione  ve t to r ia le  ivi 
r a p p r e s e n t a t a ,  si ha  il s i s t ema:  

(IV.6) 

[al - yG(a~ ÷ fi2) cos ~v - y2fil cos 2 ~] e~ ÷ e~ (~y#  ÷ y2/~1 cos ~) sen ~v = 0 

[z¢1 - -  7#(~3 -~ fi2) cos ~ - -  y~(/~ + f17 #2 sen ~ ~v)] e~ ---- 0 

e~(y2fi~ cos ~v -~- ~fl~ #)  sen ~ + ( ~  + ~7 #~ - -  y~fl~ sen ~ ~) e~ = 0 

Tale  s is tema,  che si spezza in un ' equaz io l l e  in e~ e in un  s is tema in e, ed e~, a m m e t t e  
soluzioni non  nul le  se ~: 

oppure  

(IV.7) 

P(r )  = ; ~ ( ~  -4- fi~ Y~ sen~ ~) + ~ ,# (~  +/3~) cos ~ - ~ = 0 

+ 7 #  cos 9~(~ ÷ ~ ) ( ~  + ~7# ~) - ~ ( ~  ÷ ~ # ~ )  = 0 .  
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D a  queste  equazioni si pub r icavare  V che risulter~, t o m e  vedremo,  reale nel caso 
del mezzo non assorbcnte,  complesso nell 'Mtro taso.  Nel  p r imo taso l 'onda  si pro- 
paga  senza ~ttenuazione,  nel secondo si ~ttenu~. 

Considcriamo dappr ima  la propaguzione in direzione p~rallel~ ~1 campo influente, 

0 
supponi~mo cio6 ~ =  , ovvero  n =  =k k. In  tale  ipotesi  da  (IV.7) si ha :  

(iv.8) Q(~) = ( ~ +  ~ ¢ ~ ) - v ( 9 , ) =  o 

ossia Q ( y ) =  0 e P ( y ) ~  0 r isul tano ~vere le stesse radici, in corr ispondenza delle 
quali si hanno due onde; affinth6 queste siano ordinarie senza assorbimento  deve 

essere y reale, e cio6: 

(IV.9) ~(~3 + &)~ + 4~d~> o 

relazione ce r tamente  soddisfat ta ,  come si 6 visto in par.  III ,  in un mezzo t raspa-  
rente ,  perch6 ivi 6 ~3+fl2 reale e ~i, fi~ posit ive.  Come vedremo tali onde risulte- 

r~nno T.E.M. 
Escluso il caso part icolm'e or~ studi~to,  non 6 possibile in gener~le the  P(7 )=  0 

e (2(7) = 0 abbiano le stesse radici. Consideriamo allora i valori  di y per  cui r isul ta:  

(IV.lO) Q(v) ¢ o ,  P(r) = 0 

I n  tat  caso il s is tema delle e~ ed e, si r iduce ad un sistem~ omogeneo in cui il 

de te rminan te  dei coeffitienti 6 diverso da  zero, segue e ~ - e , = 0 .  Per tan to ,  
in torr ispondenza dei valori  di y per  cui valgono le (IV.10) si hanno onde con il 
t a m p o  elettr ico parMlelo alPasse y e quindi perpendi to lare  ad n. Tall  onde sono 
in generale solo T.E.  e non T.M., infa t t i  per  esse risulta,  essendo e = e j  e r i tor-  

dando (IV.2) : 

( I V . 1 1 )  h .  n = ( ~ e  --[- A b ) .  n = 

= f i 2 @ k × e . n + 7 [ f l ~ + t 3 ~ $ ~ ( k ( ~ k ) ] n x e . n =  (--fl~+ d~fi~7 cos ~o)#e,, seng)=/=0 . 

Oru il t e rmine  entro purentesi  6 in generale non nullo, per t~nto  l 'ond~ 6 T.E.M. 
solo se sen90= 0, rio6 solo se lu prop~g~zione avviene  p~r~llelamente ~1 eampo 

elettr ico o ~. 
Studiumo or~ ]~ vclocit£ di propag~zione di queste onde, l imit~ndoei al cuso 

del mezzo non ~ssorbente.  Pos to :  

(IV.12) #~(a~ -1- G) ~ c o s ~  + 4a~(/3~ + G #  ~ sen~ ~) = A ~ 

e osservato the  in un mezzo t r a spa ren te  6 sempre  A ~ > 0 (si ricordi quanto  dedot to  
nel par .  I I I ) ,  si ha  che le radici di _ P ( y ) ~ 0  sono reali;  essendo poi z q > 0 ,  
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fl14- #~fi~ s e l l ~  > 0, ease r i su l~no  di segno oppos~o, in purticolure uguMi ia vulore 
~ssoluto se 1~ direzione di propug~zione dell 'ond~ ~ norm~le ~ quellu del campo 

elettrico o ~ o se per il mezzo T.R. in esume vale il teorem~ di reciprocit£ con ~ ~ ' .  

T~li r~dici sono: 

- -  #(a~ + ~)  coo ~ ± A 
(IV.13) y ~- 2 ( f l l+f i~#  ~ sen2~) 

Indic~tu con 71 1~ r~diee negutiv~ e con y~ 1~ radice positiv% possi~mo afferm~re 

di ~vere un 'ond~ ehe si propagu nel verso d i n  con velocit~ 1/y~, un 'a l t rn  che si pro- 

p~gu in verso opposto con veloci~£ 1~IV1 ]. 
Or~ si noti  che ponendo in luogo di n, - - n  bisogner~ helle formule relutive 

c~mbiure ~ in z -  ~; uvremo ullor~, 9oich6 nell~ (IV.13) eumbia solo il segno del 
f 

coeffieiente di --  #(aa 4- fi2), due onde corrispondenti ~i v~lori ~'1, Y~ t~li che 72 ~ -- 1711, 
Y~ ~ -  Y2. Per tan to  nellu direzione e nel verso di - - n  ~vremo un 'ondu  propug~n- 

tesi con velocit~ 1/y~=l/Iy~J,  in verso opposto un 'ond~ propa.g~ntesi con velo- 

Si r i trov~no eio~ le due onde gi£ prese in es~me in eorrispoadenz~ ~1 versore 

di propng~zione n. Coaeludendo possi~mo ~ffermare che esistono due onde T.E. 

che si propuguno nellu direzione di n, un~  in un verso, l 'ultr~ in verso opposto con 
velocit~ in genera.le diversu (uguule solo se n ' k =  0). 

Consideria.mo or~ i vMori di y per cui risult~: 

(IVd4) Q(y) = o ,  P(r)  ¢: o 

e quindi d~ (IV.11): 

( I v d s )  e = e ~ i 4 - e ~ k ,  h = f i 2 @ e j 4 - f l l y ( n × e )  

per cui h . n =  O. I n  corrispondenza dei vulori di y per cui vMgono 18 (IV.14) si 

ot~engono per tan to  onde T.M., mu non in gener~le T.E. In fa t t i  per ease risulta 
d~lle (IV.2) e (II.2), moltiplie~ndo scula.rmente per n :  

(IV.16) n . d =  -- y(n × h)- n =  e 'n (a~- -  a8$# cos ~) 4- ~7d~2 e. cos ~ 4- asy#e.~ = 0 

Or~ se fosse e ' n ~  0 si avrebbe per 1~ (IV.16) e , =  0, quindi e.n~--~ e ~ s e n ~  0; 

~llor~ se sen~ V=0, risulterebbe e.~--0 e quindi e--~O, eio~ il sistem~ (IV.6) ~m- 
met terebbe solo so]uzioni nulle, il che ~ eseluso per 1~ seelt~ di y. 

Determiniumo oru In velocit£ di tuli onde. Per risolvere l'equa~zione Q ( ? ) ~  0 
c~lcoli~mone d~pprim~ it discrimin~nte: 

(IV.17) 



376 ~-~/[ARIALUISA DE SOC~O: Sulla propagazione delle onde elettromagnetiche~ ecc. 

e osservinmo che per  le condizioni cui devono soddisfnre le a~ e fi~ (zt~ > 0, ~ > 0, 
fl~ > 0, come si ~ indicato n par.  I I I ) ,  e inoltre t essendo fi~ e ~ eomplessi  eoniugst i  

f i~+ ga reMe, f i ~ >  0) risultn A ~ > 0 ;  le radici di Q(7)-= 0 sono pe r t an to  reMi, di 
segno opposto,  uguali  in vMore assoluto solo se eos g - - 0  ossia, se 1~ direzione di 

propngnzione B normMe a quells  del campo magnet ico  influente. TMi radici sono: 

(~v.~s) 
Y = 2 [axfl~ + #~(fi~,  cos~(~ + f i ~  s e n ~ ) ]  " 

I n d i ca t a  ancora  con y~ in radiee nega t iva  e con y~ la posi t iva,  possinmo affermare  
di avere  un ' onda  che si p ropaga  nel verso di n con veloeit~ 1/y~, un 'Mt ra  che si 
propngn in verso opposto  con velocit~ 1/1~1, ciog esistono due onde T.M. che si pro- 
pngano ~mlln direzione di n, unn in un verso, l 'Mtra  in verso opposto.  Se p rend iamo 
in esame In propagazione delle onde nel verso di - - n  r i t rovinmo,  come nel caso 

precedente ,  le stesse onde. 
Possinmo percib concludere che, fissato un versore n ~ k~ esistono due onde 

una  T.E.  e ann  T.M. ehe si p ropagano  nell~ direzione e nel verso d i n  e Mtre due 
onde nnaloghe ehe si propagnno in verso opposto.  Se la propagnzione avviene  invece 

nella direzione del eampo elettr ieo R tMi onde r isul tano t u t t e  T.E.M. ]~ bene no ta re  
che, sin per  le onde T.E. ,  sin per  le onde T.) /I ,  le veloeitb di propagazione nei versi  
oppost i  sono in generale differenti,  uguMi solo se In direzione di propngazione risulta 
normMe n quella del camI)o elettr ico influente. E da osservare che, nel easo di pro- 
paga.zione pnrallela ad R la differenzn di velocitg nei due versi  era gig s t a ta  no tn ta  

da  T o u e ~  e ~vL~ [1]. 

V. - Consideriamo ora la propagnzione del l 'onda pinna sinusoidMe nel mezzo 
T.I~. in esnme, snpponendo ehe su esso ngiscn solo un forte  eampo magnet ico  di 

induzione ~ = ~ k .  
DMle (IV.2) e ( I I .2)  si ha, osservnndo ehe helle nost re  ipotesi  ~ ~ = W - = 0 :  

(v4) x ~ =  { ¢ +  s,.,-,,x[~(x~ x )]},~= o 

e quindi, p ro ie t t ando  sugli nssi: 

(~1 - -  fiW 2 cos~ q) e~ + ( ~ 2  - -  f l ~ 7 2  cos~ ~) e~ -~ y2/~1 sen ~ cos ~e~ = 0 

(V.2) (y~fiacos2q~--~2)e~-~ [~--y2(fl~ + ~2fi~6sen~)]e~--7~fl3sen~ eos~e~=0  

--  ~ 2fil sen ~ cos ~e~ + y~ ,83  sen q. cos ~e~ ~- [ (~  ~- ~16~ 2) - -  y~fl~ sen ~ ~] e~= 0. 

Affinchg il s is tema abbia  soluzioni non nulle deve essere nullo il de te rminan te  dei 
coefficienti~ che costituisce ml 'equ~zione di secondo grado in y 2. 

Eseguendo i calcoli, dopo quMche semplificazion% si ot t iene infat t i  l~ seguente 
relazione che de te rmina  72 un pb diversa,  a.lmeno formMmente ,  da quella di 
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l ~ w ~  [2]: 

(v.3) y,[(ospl÷ ~ 1 ~  ~s  sen~ ~ ÷ ~ss2s c°s~ ~ ) ( ~  ÷ ~1~ ~ e°s~ ~) 

- -  y~{[filal(1 ÷ cos s ~) + 2a~fis~ s cos ~ ~0 ÷ ~s~Ifll~ sen ~ ~](a~ ÷ a1~2)  _[_ 

+ ~ ( ~  + a~2~) sen s ~} ÷ ( ~  ÷ ~1 .2 : ) (~  + ~ 2 ~ )  = 0. 

~Noti~mo ehe se ~s =/3]~ ~ 0 si ricade nell~ equazione dei pla.smi sogge~ti ad un 

e~mpo magnet ico;  le propriet~ di propagazione in questo caso sono ben note e su 
esse non insisteremo. 

0 
Consideriamo d~pprima il caso p~rtieolare ~ =  ossia n =  ± k. Allora da (V.2) 

si ha subito e~ ~ 0, cio~ e . n - ~  0, quindi l 'onda 8 T.E. t~isult~ inol~re, ricorda.ndo 
che per ]e (IV.2), b . n =  b . k =  0 

(v.~) h.  n ~ Ab" k -~ b ' A r k  ----- 0 

0 
Concludendo, per ~o~--~, ossia per prop~gazione p~rMlela M campo magnetico in- 

0 
fluente, si hanno onde T.E.SI. Inol t re  per ~0~ l~ (V.3) diviene: 

(V.5) 

e ricordando che nel euso di un mezzo non essorbente as e fis sono immugin~ri puri, 

posto ~ ~ s ,  fis ' ' da si ottiene = ' ' = ~fl~, (V.5) 

__ ~1 ~- ~ ~ 1 a l  - -  a~ @ 1 
(v.6) ~ ~1 + ~ ~ - (v~' y '  ~ - ~ - ~ ~ - (v~)~ 

e, come h~nno dimostrato RtvLI~ e TouPI~, queste onde sono pol~rizz~te cireolar- 
mente  in senso opposto. 

Se nel mezzo vale il teorema di reeiproeit~ con ~ - - - - ~ ' ,  sar~ as----fl~ = 0, per- 
t~nto ~vremo due onde T.E.M. propagantesi  con ugual velocitY. 

Consideriamo poi il caso partieol~re ~0= ~/2 e quindi n~--i .  I n  questo c~so 
(V.3) diviene: 

(v.7) (=~ + =,~ - r=fll)[=~ + =s~s _. rs~1(~ I + ~is~)] _- o. 

In  corrispondenz~ ~1 valore y 2 :  (~1÷ ~16~s)/fil (reMe e positivo, perch~ t~li 

sono ~ ,  ~IG, /31) si annulla il primo f~ttore e d~] sistema (V.2) si ha in generale 

e~ ~ e~ = 0, e~ ve 0, cio~ si ha un 'onda  T.E. Ma rieordando (V.2) : h'n----- b 'A~n  
-~ yfl3~e~ ~: 0 e l~ond~ non ~ T.)I .  



378 MAI~IALUISA DE SOClO: Sulla propagazione delle onde elettromagnetiche, etc. 

Per  ? ~ =  (:¢~+ ~ ) / o q ( f l ~ +  f i~ ,~ )  (aneh'esso reale e posit ivo,  pereh~ fi~, fi~, e :¢x 
sono real± e se vale il t eo rema  di reeiproeit~ con ~ =  ~ ' ,  perch~ allora :¢~-~ 0; se 

non v a l e  il t eo rema  di reciprocitY, si pub r i tenere  aneora  y~ reale almeno per  pie- 
col± valor± di ~ )  s 'ai inulla il seeondo fa t to re  e dal s is tema (V.2) si ha e , =  0, e~ ¢: 0, 
e~ V:0. 

L'oncla non ~ T.E. ,  perb,  essendo n----i,  b - ~ y ( n x e ) = y e ~ k  , si ha :  

(v.8) h .  n = y/~a.~k x b .  n + f i ~ v ~ ( k  ' b)  k .  n - -  0 

ciob l 'oi ida ~ T.M. 

VI.  - ¥og l i amo iiifiiie p rovare  ehe b possibile avere  onde T.E. ,  T.M., T.E.M. 
nel mezzo T.I~. soggetto ad un  campo magnet±co, solo nei casi par t icolar i  gi~ con- 

siderati .  
l~iprendiamo in esame la (V.1) e supponiamo che i coefficient± g~ e fi~ che iv± 

eompaiono in • e A r i spe t t i vamen te  e che sappiamo essere funzioni di i~9 e poli- 
IIomi in ~2 siano, per  ~ = 0 nan  nulti. 

I n  tale  ipotesi  r icerchiamo in quali casi si possono avere  onde T.E.,  imponiamo 
pe r t an to  la condizione e ' n =  O. Segue per  le (II .2)  ed essendo per  le (IV.2) d . n = O :  

(vi.1) ¢ e . n  = ~ k  × e . n  + o:~¢~2(k • e)(k" n) = 0 

Ora essendo :¢~ # 0 per  ~ = 0 il pr imo addeiido nel l 'u l t imo m e m b r o  di (VI.1) r isulta 
un polinomio in 2 con termini  di grado >1~ ment re  il seeoiido addendo risulta 

un  polinomio in ~ con termini  di grado > 2 .  Poieh6 la (VI.1) deve essere soddi- 

s fa t ta ,  se l 'oiida 6 T.E. ,  per  ogni ~ ,  occorre ehe: 

(vI.2) k x e . n =  0 , ( k . e ) ( k . n ) =  0 

(Osserviamo che se e 6 complesso, va  sost i tui to ad e nel s is tema precedente  p r ima  

la sua pa r t e  reale, poi 18 sua pa r t e  immaginar ia) .  
La. p r ima  equazione di (VI.2) ei dice ehe k, e, n sono eomplanari ,  la seconda che 

o k ± e, o k ± n. Se k 2 e, poichb e ± n e k, e, n sono complanari ,  segue k ~  ± n, 

cio6 la propagazione avviene  in direzione paral lela ol campo magnet±co influente. 

I n  ta l  easo come si ~ visto,  l ' onda  6 T.E.M. Se invece k ± n la propagazioiie 
perpendicolare  alla direzione del campo magnet±co influente e, come si 6 visto, 

l ' onda  ~ T.E. ,  m a  non T.M. 
l~ieerehiamo poi quando si hanno onde T.M. Dal la  relazione: 

(VI.3) h .  n ---= y f l a ~ k  x b .  n + # ~ 6 ~ 2 ( k  • b)  k .  n -~  0 

sempre  nell'±pores± che sia #3 # 0 per  ~ =  0 si r i t rov~no le (VI.2). 
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Concludendo: si possono ~vere onde T.E.M. solo per prop~gazione par~llel~ al 
c~mpo m~gnetico influente~ onde solo T.E. o solo T.M. soltanto per propagazione 

normale ~l c~mpo m~gnetico esterno. 
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