Sur la magnétohydrodynamique anisotrope relativiste (*).
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Summary. — This paper is concerned with the relativistic phenomenological theory of anisotropic
magnetohydrodynamics. An anisotropic fluid scheme is defined and studied. The main system
of amnisotropic magnetohydrodynamics is deduced. This system may describe a collisionless
anisotropic plasma embedded in o strong magnetic field. The main system is shown to yield
to three types of wawes as in isotropic (perfect) magnetohydrodynamics: the entropic waves,
the magnetosonic waves and the Alfven waves. For the rays associated respectively to the
magnetosonic and Alfven waves the fundamental property concerning the propagation of
infinitesimal discontinuities of wvariables is established. The conditions under which the
velocities of propagation of magnetosonic and Alfven waves are real are derived: these con-
ditions imply as in the classical theory the absence of fire hose and mirror instabilities in the
fluid. The study of wave cones allows, on the one hand to point outl some particularities of
the propagation of waves in anisolropic magnetohydrodynomics, and on the other hand to
clear up the hyperbolicity character of differential operators associated to various waves.

Introduction.

La mécanique relativiste des fluides a pour cadre géométrigue un espacetemps
(Vi g), variété différentiable de dimension quatre, munie d’une métrique riema-
nienne g de type hyperbolique normal et de signature 4+ — — —. Localement

g = gapda*da?  (a, f tout indice grec=0,1,2,3).
La métrique g est astreinte & vérifier les éguations d Einstein
Efm: XTaﬂ .

Le premier membre F,z est un tenseur symétrique appelé tenseur d’Einstein: il définit
la structure géométrique de Pespace-temps (V,,g). Tus est également un tenseur
symétrigue appelé tenseur d’impulsion-énergie ou plus bridévement tensenr d’énergie:
il doit assurer une représentation aussi compléte que possible d'une distribution éner-
gétique déterminée.

(*) Entrata in Redazione il 23 aprile 1975.
(**) Laboratoire de Physique Mathématique, Collége de France.
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Un fluide est done déerit dans un domaine de (V,, g) par un champ de tenseur Tus
qui selon A. LICHNEROWICZ doit admettre un vecteur propre U orienté dans le temps
pour lequel le scalaire T,z U* U¢ est positif. U est appelé 4-vecteur vitesse unitaire
du fluide et ses trajectoires définissent les lignes de courant.

Selon le probléme étudié, on est conduit & faire une décomposition géométrique
de T.s, décomposition qui correspond & la séparation et & l'interaction des phéno-
ménes mécaniques, thermodynamiques et électromagnétiques. Ainsi le schéma fluide
pur a fait P’objet de nombreux mémoires devenus classiques, en particulier ceux
de L. P. EISENHART et de A. LICcHNEROWICZ. Le schéma fluide thermodynamique
a ét6é étudié par C. BCKART et par PHAM MAU QUAN. Le schéma fluide-champ électro-
magnétique a fait 1 objet de nombreuses études de A. LICHNEROWICZ, de PHAM MAU
QUAN, qui ont suscité depuis de nombreux mémoires notamment ceux de G. PicHON;
il a conduit dans un cas particulier & la magnétohydrodynamique relativiste dont
I’étude a fait I’objet de nombreux travaux qui sont un modéle d’élégance et de riguenr
de Madame Y. CHOQUET-BRUHAT et de A. LicaNerowIcz. Mais dans tous ces travaux,
le fluide étudié était supposé isotrope, c’est & dire parfait au sens de Taub et de Lich-
nerowicz. Comme il est bien connu, ’hypothése de pression isotrope n’est plus valable
en magnétohydrodynamique sans collisions. Les plasmas anisotropes a collisions
rares constituent essentiellement I’état de la matiére en dehors du voisinage immeédiat
du soleil, des planétes. L’étude de tels plasmas revét donc une grande importance
en Astrophysique; elle a fait I’objet, dans le cas classique, de nombreux travaux [1],
121, 31, [4], [5], [6], [7], [8), ete.

Le présent travail vise, par des arguments physiques et mathématiques simples,
% la construction d’une théorie relativiste phénomenologique de la magnétohydro-
dynamique anisotrope que nous définissons ici comme étant ’étude des propriétés
d'un fluide relativiste de conductivité infinie, soumis & un champ magnétique fort
créant ’anisotropie. Notre étude peut étre considérée comme une approche théorique
qualitative du probléme des plasmas anistropes & collisions rares.

Ce travail est divisé en quatre sections, La premiére section est consacrée & une
description macroscopique du fluide anisotrope étudié. Dans cetfe section nous avons
construit un schéma fluide anisotrope relativiste chargé non dissipatif et de conducti-
vité infinie. Nous avons été amenés & adopter pour le fluide envisagé les hypothéses
suivantes portant sur les équations d’état:

P, =P, (r,s,, by, Py= Pu("”? Sy 1)

P, o, oP,
or >0, 68L>0’ 8[h|>0
oP, 2P, oP,
kL Sl E 1T

ol P, et P, sont respectivement la composante trangversale et la composante longi-
tudinale de la pression, §, et 8, celles de Pentropie spécifique, + la densité propre
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matérielle du fluide et || le module du champ magnétique. Nous avons déduit le
systéme fondamental de la magnétohydrodynamique anisotrope relativiste. Ce
systéme est susceptible de décrire un plasma anisotrope non collisionnel, plongé
dang un champ magnétique fort.

Les variétés caractéristiques du systéme fondamental ont fait ’objet de la
seconde section. Par la technique des distributions, nous avons mis en évidence trois
types d’ondes comme en magnétodynamique isotrope (parfaite): les ondes d’entropie,
les ondes magnétosoniques et les ondesd’Alfven.

Dans la troisiéme section, nous avons établi, pour les rayons associés respecti-
vement aux ondes magnétosoniques et aux ondes d’Alfven mises en évidence, la pro-
priété fondamentale des rayons concernent la propagation des discontinuités infini-
tésimales des variables caractérisant le champ et le fluide.

Nous avons étudié dans la quatriéme section, la propagation des ondes en magné-
tohydrodynamique anisotrope relativiste. Nous avons mis en lumiére les conditions
sous lesquelles les vitesses de propagation des ondes d’Alfven et des ondes magnéto-
soniques sont réelles. Ces conditions sont définies par des inégalités satisfaites par
les quantités n, et n, données par:

7y = b, 7. = P,
CoEplP T ulpp?

olt y est la perméabilité magnétique du fluide. Ces inégalités impliquent ’absence
d’instabilités « fire hose » et « mitror » qui peuvent apparaitre dans le fluide aniso-
trope congidéré. Nous avons étudié pour un fluide anisotrope supposé satisfaire a

r 0P, |k] 0P,

B, o B o "

la position, les unes par rapport aux autres, des vitesses de propagation des ondes
soniques, magnétosoniques, d’Alfven et les conséquences géométriques et physiques
qui en découlent. Cette étude a permis de metire en lumiére certaines particularités
de la propagation des ondes en magnétohydrodynamique anisotrope. Ainsi, on a
montré qu'a la différence de la magnétohydrodynamique isotrope, les vitesses de
propagation des ondes magnétosoniques lentes et rapides n’encadrent pas toujours
la vitesse de propagation des ondes d’Alfven. Sous les hypotheses faites, on a établi
que DPopérateur différentiel associé aux ondes magnétosoniques est hyperboligue
strict dans quatre cas définis par des inégalités vérifiées par les quantités n,, 5, et
hyperbolique non strict dans le cas oul avec nos notations

(I+4eoq)pm=1+4mn,.

Dans ce dernier cas le cone d’ondes a deux génératrices doubles dans le 2-plan (U, &)
défini par le vecteur vitesse unitaire U du fluide et le champ magnétique k.
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I: Le fluide anisotrope relativiste.

1. — Le tenseur d’énergie de la magnétohydrodynamique anisotrope relativiste.

(a) Considérons sur la variété espace-temps (V,, g) un domaine £2 occupé par
le fluide. On appelle repére propre en un point z de Q un repére orthonormé V%
dont le premier vecteur ¥’ coincide avec le vecteur vitesse unitaire U et dont les
trois autres V¢’ définissent ’espace associé & U. Ce repére doit étre identifié au
repére galiléen local, U définissant la direction temporelle.

(b) Dans le domaine £ envisagé de (V,, g) considérons un schéma fluide quel-
conque chargé non - dissipatif, de conductivité infinie, soumis & un champ électroma-
gnétique. En tout point de £2 le schéma fluide considéré et le chamyp électromagnétique
correspondant peuvent &tre décrits par un tenseur d’énergie total [9]

(1.1) Top= Uy Up+ Ilp+ 1ap

ou ¢ est la densité d’énergie propre du fluide, U, les composantes de son vecteur
unitaire et [l son tenseur des pressions propres satisfaisant & Il,s Ub= 0; 71,5 dési-
gne le tenseur d’énergie du champ électromagnetique Le courant j est sensiblement
la somme de deux termes, un courant de convection et un courant de conduction:

je=vU? oe®

ol v est la densité propre de charge électrique. et o la conductivité du fluide, e le champ
électrique. Le courant j étant essentiellement fini, on a nécessairement, sous les
hypothéses faites, e = 0. Le tenseur 7.z se réduit alors alors par rapport a la direc-
tion temporelle U & sa partie magnétique [10]

(1.2) Tap== f|h|*(Us Up — % gup) — phahs
ol u (constante donnée) est la perméabilité magnétique du fluide, |#| le module du
champ magnétique défini par |h|2= — hohe, h étant le vecteur champ magnétique

supposé relié au vecteur induction magnétique b par la relation b, = uh,. Les vec-
teurs h et b sont orthogonaux & U done spatiaux

h,U*=5,U>=0.
Le tengeur d’énergie T,s défini par (1.1) devient d’aprés (1.2)

h 2
(1.3) Ty = (o + ulhl*) UsUs + Iog— o) gus— ey



MAEDY Cissoxo: Sur la magnétohydrodynomique anisotrope relativiste 335

{¢) La magnétohydrodynamique anisotrope est ici ’étude des propriétés d’un
fluide relativiste chargé, de conductivité infinie, plongé dans un champ magnétique
fort créant Panisotropie. Le fluide considéré est un ensemble de particules chargées
a collisions rares interagissant par I'intermédiaire du champ magnétique. Le fluide
anisotrope ainsi en visage peut-étre un mélange de deux fluides, un plasma d’ions
et d’électrons par exemple.

Déterminons pour le fluide anigotrope considere 'expression du tenseur I, des
pressions. Pour cela, plagons-nous en un point # du domaine de (V,, g) occupé par
le fiuide et au voisinage duquel est rapporté I’espace-temps au repére propre en ce
point. Dans ce repére la matiére est au repos au point envisagé. Le schéma fluide-
champ électromagnétique considéré y est caractérizé par sa densité d’énergie Ty, et
le tenseur des pressions 7,,.. On a d’aprés (1.83):

2
Torgr = 0+ p l_hz’]“

(1.4) A2

T1'5'=Hi'a"+,u B

6,;'51—'/1;'/1";5;' .

En magnétohydrodynamique isotrope, la quadrique des pressions I7,.;. est une spheére:
(1.5) II;5.= pd;

ou p est la pression du fluide. Cette définition n’est plus valable en magnétohydro-
dynamique anisotrope. Nous nous proposons, par des considérations physiques et
mathématiques, de déterminer pour le fluide anisotrope étudié expression de I7,.,..
La seule anisotropie physique considérée ici est créée par le champ magnétique. 11y a
isotropie par rapport au 2-plan invariant par rotation orthogonal au 2-plan défini
par (U, k). On a done relativement au champ magnétique deux degrés de liberté
dans les directions transversales et un degré de liberté dans la direction longitudinale.
Nous sommes ainsi conduits & séparer dans IT,, relativement au champ magnétique,
une pression P, dans la direction longitudinale et une pression P, dans les directions
transversales. Les pressions P, et P, sont différentes cariln’y a pas d’échange d’énergie
entre les degrés de liberté. Il y a seulement transfert d’énergie qui peut engendrer
des instabilités. Dans le vepére proprie dont I'un des axes, X* par exemple, est
orienté le long du champ magnétique, le tenseur I7,; a pour composantes d’aprés
ce qui précede:

P,

=10 P, 0
P

Introduisons le vecteur unitaire b= h/|h|. Le tenseur I7,, défini par (1.6) s’écrit
de fagon invariante dans le repére propre

1.7) I = (Pu - -P_L) i"i’ﬁi'_}_ P_L(Sz"i' .
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DEFINITION. — Un fluide est dit iei anisotrope si la quadrique des pressions est
définie dans le repére propre par (1.7).

Les composantes I,z du tenseur des pressions dans un repére quelconque se dédui-
sent de ses composantes I7,,; dans le repére propre par des formules de transforma-
tions tensorielles connues

(1.8) ITg= AL ALIL,,

ot (Af) est la matrice de changement de repére, les A? étant les composantes cova-
riants du vecteur V¥? du repére propre dans le nouvean repére [11] (1.8) peut s'écrire
alors

-4

1.9 ,=V&V,, .
En portant (1.7) dans (1.8) ou (1.9) il vient:
(1.10) Hop= (Py— P ) holis— P, yus
olt 'on a posé
" " I

iba = A;c f%" = VS );Li' =177
(1.11) |A]

ves = gup— UUp  qui est le projecteur d’espace.
Le quadrivecteur h est manifestement un vecteur spatial. En effet on a

ibuil“—_—‘ gaﬁ V“')u V(j,)'B ;ln;r ibj/ == - Z (;?/1‘1)2 == - 1 .

(d) En portant (1.10) dans (1.3) nous obtenons le tenseur d’énergie de la magné-
tohydrodynamique anisotrope relativiste

(1.12) Top= WU Up— q,gop— filahs
olt Pon a posé

(1.13) W=p+p, +uhl*
— [P
(1.13) Q=P+ p

P r
i — 1———}, 2,: _—_ =] "‘) = J—‘).
1 u( )s [/ /R I wlh?’ L/ Pk

Ainsi, en tout point « de la variété espace-temps (V,, g), un fluide anisotrope chargé,
non dissipatif est de conductivité infinie est déerit par un tenseur d’énergie Tp défini
par (1.2) dans un repére quelconque auquel est rapporté I’espace-temps au point
considéré.
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2. — Ewde hydro-thermodynamigue du fluide anisotrope envisagé.

Toutes les variables thermodynamiques introduites sont considérées comme des
scalaires et doivent nécessairement étre évaluées par rapport au repére propre.

(a) Soit r la densité propre matérielle du fluide. Nous définigsons sa densité
spéeifique d’énergie interne £ selon le point de vue de TaAUB [12] et de LICHNERO-
wicz [10] par

(2.1) o=r(c+e)

ol ¢ est la vitesse de la lumiére.
Le scalaire W défini par (1.13) peut s’écrire:

(2.2) W= ctrf-+ ulhl*,

ot 'on a introduit la variable thermodynamique f définie par:

P

(2.3) (f—1)02=£+7*.
En introduisant la variable thermodynamique ¢ définie par
(2.4) (=)o =+ 2
le scalaire W g’écrit:
(2.5) W = ctrg+ a|h|?.
On déduit de (2.2) et (2.5)
(2.6) e2rig—f)=P,—P, .

(b) Dans la suite nous postulons la conservation de r au eours du mouvement:
(2.7) V,(rT% =0

ou V désigne P'opérateur de dérivation covariante dans la connexion associée.
Pour le fluide envisagé, les équations de Maxwell s’écrivent:

(2.8) V,Hs=0 ou He= Uths— Uzhs,

et les équations de la dynamique relativiste sont fournies par les conditions de con-

22 ~ Annali di Matematica
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servation:

(2.9) V,Te6=0 ol Te=WU2Us—q,g% — Ghohe.

{¢) Outre la pression, les grandeurs thermodynamiques telles gue 1’énergie
spécifique interne, ’entropie spécifique, la température ete., seront considérées comme
dédoubées par rapport au champ magnétique, les composantes transversale et longi-
tudinale de chacune de ces quantités étant différentes. Nous introduisons formellement
les «tenseurs » d’énergie interne g.g, d’entropie 8,5 et de température 0.5, définis
par des relations analogues & (1.10)

(2.10) Eap = (& — &) hubp— &, yas
(2.11) Sup= (8, — 8. huhs— 8, yap
(2.12) Oup = (8, — 0,) halis — 0, s

e, et g, étant les composantes transversale et longitudinale de I’énergie interne, 8,
et S, celles de 'entropie, 0, et 0, celles de la température.

Ilénergie interne tofale & et lentropie totale § sont des grandeurs additives,
elles sont définies par:

(2.13) e =—et=—yPe,=2c +¢g
(2.14) 8= —8t=—9p"8,,=28,+8, .

(d) Si v désigne le temps propre, opérateur de dérivation U*V, le long des
lignes de courant peut étre défini par:

d
UVazd'—‘T.

Pour des processus quasi-statiques d’échange d’énergie, la relation fondamentale de
la thermodynamigue peut §’écrire pour le fluide envisagé sous la forme différentielle [8]

s
(215) de = 7 Ve Uﬁd‘f —l'" eaﬁdS“ﬁ.
La loi de conservation (2.7) et les équations (2.8) de Maxwell permettent de développer
le membre de droite de la relation précédente. En effet les équations de Maxwell
s’explicitent sous la forme:

(2.16) V, Het = UsV, he -+ h* V, UF — U2V, he — h#V, U%=0 .
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En multipliant (2.16) scalairement par Ug et hg, il vient:

(2.17)  UsVaH% = Vol — Uz UsVah? = 0

Balh?

(2.18)  hgVaHoP = hohgVa Us + Ue 5

0
+lhi2VaUa:O (a.VEC 904:5—@) .
La relation (2.7) donne:

(2.19) V (rU* =V, U*+ U*6,r=0.

En utilisant (1.10), (2.11) (2.12), (2.18) et (2.19), la relation (2.15) donne:

A
(2.20) de =26,d8, +6, dS,,—P,,dV—g—T djh2
olt V=1/r est le volume spécifique.
Considérée comme une fonction donnée de S,, 8,, V, |h], I'énergie interne ¢ du
fluide est un potentiel thermodynamique: 6, 0,, P, et P, sont définies de fagon

unique comme des fonctions données de 8, §,, V, |h| an moyen des relations:

1 0 oe O P —P, e

=538, 9;133}@—"5 Py =—=%; R

0,
Ainsi on a pour le fluide anisotrope considéré:
0.=0.(V,8.,k); 6,="6(V.8,,[h)); Py=P(V,8,h); P.= P (V, 8., [h]).
Introduisons ’énergie libre ¢ du fluide définie par
(2.21) p=2c— 0,58% .
On en déduit d’aprés (2.10), (2.12) et (2.20):

(2.22) dyp=—20,4d8, —6,ds, —-P"dv_gédlhrz.

w(V,0.,0,, |h]) est un potentiel thermodynamique: S,, §,, P,, P, sont définies
de fagon unique comme des fonctions données de ¥, 6., 0,, [k par:

__ Loy, __ __ . B—P oy
.= 29, S"”*ae”’ Pi=—3yi vkl B[R|”

Ainsi:

S_L: SL(V7 GJ_’ Ih]) H Su = Su(Vy 0»7 Ihl) 3 Pn= Pn<Va 8,,, Ihl) ’ 'P_L: P¢(V9 e_u lhl) .
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Pour les scalaires f et g introduits on a d’aprés (2.20):

2
(2.23) ctdf =20,d8, 46, d‘su’}'VdP-L“u;T (122] )
y
(2.24) c*dg =26,d8, + 6,d8, -~ VaP, — %d]hﬁ :

{¢) Dans toute la suite nous adoptons r, S, §,, |k| comme variables fonda-
mentales de base et considerons

(2.25) P, =P (rs,, lhl) y  Py=DBy(r, S, lhl)

comme des fonctions données définissant pour le fluide envisagé des équations d’état.
Nous adoptons les hypothéses suivantes portant sur ces équations d’état:

2P, P, oP,
o P R T
. oP, >0 é1—3ﬂ>0 a]'D"<0
ar 0 #8, T  Bm

Ces inégalités sont satisfaites par un fluide anisotrope polytropique [13].

(f) En multipliant (2.9) scalairement par Uy, on obtient ’équation de conti-
nuité relativiste:

(2.26) UﬁV“T“ﬁ-_—_Va(WU“) - Uaaaql_ ﬁha UgVahQ: 0 .
Ce qui donne compte tenu de (2.7), (2.18) et (2.23) ou (2.24)
(2.27) 26, U*0,8, +6,U0%0,8,=0.

Dans la suite nous postulons la congervation de ’entropie totale du fluide au cours
du mounvement:

(2.28) V,(r8T0%) =0 .
Soit d’aprés (2.7):

(2.29) U*9,8=0.
Ce qui s’écrit d’aprés (2.14)

(2.30) 20%8,8, + U28,8,= 0
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(2.27) et (2.30) entrainent, 6, et 0, étant différentes:

(2.31) Ueg, 8, =0, U«3,8=0.

Les relations (2.29) et (2.31) indiquent la conservation le long des lignes de courant
de Ientropie spécifique et de chacune de ses composantes.

(g) 11 résulte de cette étude que le systéme fondamental de la magnétohydro-
dynamique anisotrope relativiste est constituée par
V,rU% =0
VHs—=0 ou H#=Ush*— Ushs
V,1%6=0 ou T*=WU*Us—q,g* — gh*h?

(8)
Ue3,8, =0
U%,8,= 0
UeU,=1.

C’est un systéme quasi-linéaire du premier ordre composé de 12 équations pour 12
inconnues r, S, 8,, |k|, U% k% Nous le notons dans la suite systéme (8). Ce systéme
est susceptible de décrire un plasma anisotrope relativiste, non collisionnel, plongé
dans un champ magnétique fort.

II: Les variétés caractéristiques.

3. — Tenseurs-discontinuités a la traversée d’une hypersurface [14], [15].

Dansg ce paragraphe nous rapellerons quelques résultats qui nous seront utiles
dans 1'étude envisagée.

(@) Dans le domaine £ de (V,, g) occupé par le fluide et correspondant & des
coordonnées locales soit X une hypersurface réguliére d’équation locale ¢ =0 (¢ de
classe ¢%). X partage 2 en deux domaines Q, et £2, correspondant respectivemen‘u
4 ¢<0 et >0, Nous notons 1 le gradient de . Dans la suite la métrique sera
supposée étre de classe c2.

Nous considérons un p-tenseur 7' sur Q satisfaisant les hypothéses suivantes:

(4;) Sur chacun des domaines 2, et 2,, le tenseur T est un C'-tenseur ordinaire;

(4,) Quand ¢ tend vers zéro par valeurs négatives (resp. positives).
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T et VT convergent uniformément vers des fonctions & valeurs tensorielles défi-
nies sur X et notées Ty, (VT,), (resp. Ti, (VI),).
Nous sommes aingi conduits 4 introduire les tenseurs-digcontinuités sur X

[ Ti=Ti—To, [VI]=(VI);—(VI),.

Supposons en outre T continu sur £2. On montre [14, 15] qu’il existe un p-tenseur
distribution noté 87 de support X tel que

(3.1) 8lA,T)=1,8T

ou § désigne la distribution de Dirac relative & ¢ de support Z.

Les tenseurs satisfaisant & ces hypothéses engendrent de maniere naturelle une
algébre et 6 est un opérateur de dérivation de cette algébre J est appelé opérateur
de digcontinuité infinitésimale et 67 la discontinuité infinitésimale de 7.

{(b) Placons-nous maintenant dans les hypothéses suivantes:

(B;) Le tenseur T est continu sur £. Sur chacun des domaines Q, et £2,, T
est un e3-tenseur. '

(B,) Quand ¢ tend vers zéro par valeurs négatives (resp. positives), VI et VVT
convergent uniformément vers des fonctions tensorielles définies sur X
et notées (VT),, (VVT),, (vesp. (VI)y, (VVI,).

Sous ces hypotheéses et compte tenu de la continuité du tenseur de courbure de
la variété 3 la traversée de X, on démontre [14, 15] qu’il existe un p-tenseur-distri-
bution 7 & support sur X tel que

(3.2) 8| VaVsT | =ValsdT -+ 1aVs0T + 150 6T + lulsT .

4. — Les variétés caractéristiques.

On peut mettre les ondes en evidence comme caractéristiques lors de I’étude du
probléme de Cauchy. Nous nous proposons ici d’étudier, par la technique des distri-
butions, les variétés caractéristiques (ou ondes) du systéme fondamental (8) de la
magnétohydrodynamique anisotrope relativiste.

(@) Compte tenn de (2.26), la relation (2.9) s’explicite sous la forme:

41) YV, Ts=WU=V,Ub—y0,q, + ah* U, V,he Ue -+ uhh#3,) —
— [V, ek he VR =0 .
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Soit d’aprés V'expression de A

4.2)  VaT% = WUNUs— I3, P, + h*h#2, P, —g 28 3alh|? + Fh* U, Vahe U
—/ZI_V.xh"‘hﬁ + haVuhﬁJ =0

ou on a posé:
(4.3) o= ya6 | hahs ;  ya8— a8 2)hohs

La relation (4.1) ou (4.2) constitue le systéme différentiel aux lignes de courant.
(4.2) peut 8’écrire en utilisant les équations d’état (2.25)

a i
% hB
als" hehsans,

oP P, ; . aP
e, U8 —{-— L8 L hahs) ppr— —L 85,8 L
4d) WUV (arr arkh)or o5 T8, 1

1 oP, 1 6P, ; ; |n|2
— wf . . ha o |
(3 Rk ") Wyt

- ﬂh“ UQVachQ Uﬂ—ﬂ(Vuh“hﬁ -+ haVahﬁ) =0.

18] 2[n|

Par produit contracté par hg, (4.2) donne

LR
2

WhsU*Va U — b0 P, + pdh*8a - + f|h|*Vah® =0 .
Soit d’aprés (2.17) et (2.24)

h 2
(4.5) gVl 2P, —phleea s =0,

Cette relation peut s’écrire:

h 2
*Va(gh®) — c*rh* Sag + h*a Py — prh* 0o % =0.
Ce qui donne compte tenu de (2.24)
(4.6) V (c2gh®) = 20 h*0, 8, + 6,h*2, 8, .

De méme par produit contracté par hs on déduit de (4.4) d’aprés (2.5) et (2.17):

4.7) *rgVah® + ?—al—;'-h“ Oat +

ob, ., 1 oB ) P L
2 a“s,,+(!h! Sy ) il = 0.

Cette relation se déduit immédiatement de (4.5) par utilisation des équations d’état.

(b) Dans un domaine 2 de (V,, g) occupé par le fluide, soit X une hypersurface
réguliére d’équation locale ¢ = 0 (¢ de classe ¢?). Nous supposons que les variables
hydro-thermodynamiques caractérisant le champ ¢t le fluide sont continus dans Q
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et vérifient, & la traversée de X, les hypothéses (A) sur les tenseurs étudiés au para-
graphe précédent. Nous avons ainsi d’aprés (3.1)

{éwﬂjzzaar, oV, 8, 1=1,08,, 6V,81=1208,
(4.8)

SV h|2l=1,0|hj2, OV,he]=1,008, BV, Usl=1,0U6.

En écrivant la relation (2.31) de part et d’autre de Phypersurface X et retranchant
il vient aprés produit par &

U4V, 8,]=0, U*j|V,8,]1=0.
Soit, compte tenu de (4.8)
4.9 1,068, =0, [, U%68,=0.

Aingi, si [,U%==0 (resp. 68, = 08,=0), nécessairement 08,40, 88,540 (resp.
I, U%£0).

Dans la suite nous supposerons ’hypersurface X non engendrée par les lignes
de courant (I, U*s£0). Cette hypothése implique

(4.10) 68, =088,=0.

(¢) Btudions d’abord & quelle condition les distributions é», é|h[2, 10 US, 15008
ne sont pas toutes nulles.
En éerivant la relation (4.6) de part et d’autre de X et retranchant, il vient compte
tenu de (4.10)

(4.11) d(gl,h*) =0
Ainsi la quantité
(4.12) b =gl h*,
est invariante par 'opérateur 6 de dérivation.
De méme, en écrivant les relations (2.7), (2.8) et (2.9) de part et d’autre de X
et retranchant nous obtenous:
(4.13) S(rt, U =0, O H*=0, &(1,T*)=0.
Ainsi, le scalaire

(4.14) a=rl, 0%,
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le vectenr manifestement tangent & 2

(4.15)

V6= 1o He8 — I5he Uﬁ__ﬁ; 78

et le vecteur

(4.16)

Wﬂ - ZaT“B i Wla, Ua‘ Uﬂ— q_l_lﬁ— ﬂlahuh/ﬁ

gont invariants par la dérivation o.
Les relations (4.13) s’explicitent sous la forme:

(4.17)
(4.18)

(4.19)

ol
(4.20)
avec

(4.21)

pd T8 4 1o U%Sr = 0

Ubladh® + lah*d UP — 1o U%0hP — kAl dU% = 0
2

Wla U0 UP — A28 40r — B*[y O % +

+ filah® Ug0he U6 — [i(lah® k8 + hAla0h*) = 0

P . P

1 9P,

L _1__8‘PII
© [nl o]’

=T w

En multipliant (4.18) scalairement par Uj et hg, il vient:

(4.22)
(4.23)

lg6hf — 1, U Ushb= 0,
31, U= 8Jh|2 + [h|21, 00 — I, h* T, 0he =0 .

Par élimination de Uzdhf entre ces relations, il vient:

(4.24)

1(1, U228 [h)> + [B|2], U1, 60— I, hel,0he = 0 .

Par multiplication contractée par 75, (4.19) donne compte tenu de (4.22)

(4.25)

2
Wi U2l U8 — A%81y 1500 — B8 114 % — Alah®ls0MF =0 .

Enfin on déduit de la relation (4.7) compte tenu de (4.10)

(4.26)

2
c*rgls Ohe +- aTI;” lah*0r + (ky— ul) lah“%ﬂ =0,
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En éliminant 5h|? entre (4.24) et (4.25) d’une part, d’autre part entre (4.24) et (4.26)
nous obtenons:

(4.27) DolaUls §UP — Ay(la Ua)zar — Bylah®ls 0y = 0
(428) — otgla U“lah“lﬁ(s Us + (Zu U“)Zlmh“(sT -+ G lﬁéhﬁ =0
o

Dy=W(l.U%2-- |h2B*l,05, Ag= A%l,ls, Ey= Belyls+ u(l, U?)?

(4.29) .
o=k h?—m, awa=P,—P,, Gy=crg(l,U*2>+ o(l,h*)?2.

Nous avons ainsi obtenus le systéme homogene suivant de trois équations linéaires
aux inconunues or, lgdUs, lzohs

Dlo U2158TU8 — Ay(la U*)20r — Eylah®lgdh = 0
@ rlgdUP+ 1a U%0r =10

— ttola U*lah®158 U8 + (zm U%)2lahSr -+ Gy lgdhs = 0.,

Le déterminant de ce systéme s’écrit:

D,l=U> —Ay(laT%)?  — Bylah®

H = r laa U= 0

— o2 Ul h* aP" (L, U*)?1ah* G,

Soit aprés développement et quelques transformations élémentaires:

{4.30) H(l)y= P)({1, U*?

ou 'on a posé:

(4.31) P(l) = Ay(l, U254 Ayl U2)2 1517 + Ay(lh®)2 1 1% 4 Ag(lah)2(l, U%)2 -+ A, (loh%)¢

avec:

A= e*rg(errf— o))

Ay erg(ulhli+ ,)

(4.32) Ay = — p|h|> 7, (1 + &)1 — )

Ag= plhtm (1 + §)(1 — o) + c*rg{w, + 7) —Wa,
As=— plh]Pm[(1 + A —a) — )1 — A)]
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ol
w, =7, + k[h[*
P, aP,
mmrh meEry
£ =7Z¢P1x+”1\k¢lh|2“‘”¢knlh2
(4.33) pih|
_o M _ 9P o oy
oy 1+ §) or oP, (14§
_F_rop, 8B
TP, TP, TP, TP o

Le systéeme (I) admet des solutions autres que la solution nulle si et seulement si:
H(ly=0 soit P{l)=0.

Rappelons que le probléme de Cauchy est dans ce cas indéterminé et que hypersur-
face X est singuliére au point de vue de ce probléme. Les relations (4.17), (4.24),
(4.25) et (4.26) fournissent 1,0U8, 1;0h8, J|h|2 en fonction de Jr.

(d) L’étude précédente concernait dr, o[h|? et les composantes normales & X
de U et h. Décomposons ces vecteurs selon leurs composantes tangentielles et nor-
males & 2. Il vient:

U8 lah®18

. 6—ppL 2~ 8 — 18
(4.34) Us=wif =y =045

avec lov? =11 = 0.

D’aprés les résultats du (c), les formules {4.18) et (4.19), fournissent des relations de
la forme

(4.35) — 1,k 6 TP+ 1, U% 616 ~ 0
(4.36) Wi, u*dUP — il h* 516 =~ 0

ot le symbole ~ 0 signifie modulo des termes proportionnels & é». Le déterminant
des équations précédentes aux inconnues dv8 et dt4 §'écrit:

(4.37) Q) =W(I, U2 — a(l,ho)e.

(e} Nous avons ainsi mis en évidence trois types d’ondes

1) Les ondes d’eniropie Xy, solutions de

(4.38) Usd,p=0.
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Dans ces cas toutes les discontinuités sont proportionnelles & 68, et 48, . Les ondes
d’entropie ont, par rapport au fluide, une vitesse de propagation nulle et sont tan-
gentes en chaque point & la droite support de U duale du plan d’équation

(4.39) B(l)=1,U2=0.
2) Les ondes magnéiosoniques 2y, solutions de
{4.40) Pwhe 0,00,001¢0:.0 =0 ,
ot 'on & posé:
Purie — A, UrUr UrUe+ A, Us Urgie 4 A hehvgie + A, Un Uvhihe+ Ashslobrhe .

Ces ondes correspondent & l’existence des discontinuirés dr, 6|h|2, 30 UB, Igdhs. Elles
sont tangentes en chaque point au cdne caractéristique dual du cdne d’équation:

(4.41) P(l) = Pwiael,l,0,l,=0.
La génératrice de contact de 'onde avec le cone est définie par

_laop()
No= 2 0Olg

goit:

(4.42)  N6=24,(l, U*) U+ Ay(l U%)(grelal, UB -+ 1, U218) + Ayl he(grelilohs 4 1, he18)
+ Al U2l (Lo USHS) + 24,1, h%)2h8 .

3) Les ondes d’Alfven X ,, solutions de:

(4.43) Q”Qag(pag(pz 0

olt Qre=WUrUe— jih*he.

Les ondes d’Alfven correspondent, en 'absence d’autres discontinuités, & 1’exis-
tence des discontinuités Sv8 et 818 qui sont proportionnelles. Ces ondes sont tan-
gentes en chague point au cdne caractéristique dual du cone d’équation

(4.44) Q) = Qrel,l,= 0.

Supposons (1L — 4)> 0 et posons pour abréger B=+VW]i. L’équation aux ondes
d’Alfven peut alors s’écrire:

{(BU*+ 1) IM(FU*— )1} =0.
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Ainsi sous Pinégalité (1 — A) > 0 les ondes d’Alfven sont engendrése par les trajectoires
soit du champ de vecteurs

(4.45) A*= fU*+ he
(ondes d’espéce A), soit du champ de vecteurs
(4.46) Bo= fU* — h*
(ondes d’espéce B).

Sous l'inégalité (1 — A) > 0, ces vecteurs sont manifestement temporels. En
effet on a:

A At =B, B = =" >,
Iz
Nous enongons

THEOREME 1. — Les variétés caractéristiques (ou ondes) du systémefonda men-
tal (s) de la magnétohydrodynamique anisotrope relativiste sont:

1) Les ondes entropiques, solutions de
U*0,9=0.
2) Les ondes magnétosoniques, solutions de
PHRY, @0,00,08,p=0.
3) Les ondes alfvéniques, solutions de

Q“’B,q:ae(p:O .

III: Propriétés des rayons en magnétohydrodynamique anisotrope relativiste.

Dans cette section nous nous proposons d’étudier, en termes de tenseursdistribu-
tions, les rayons correspondant aux ondes mises en évidence.
5. — Propriétés fondamentales des rayons associ€s aux ondes magnétosoniques.

(a) Soit @ = 0 une solution de ’équation (4.41) aux ondes magnétosoniques Xy:
Les bicaractéristiques ou rayons associés & ces ondes sont les trajectoires du champ
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des vecteurs N# défini par (4.42). Ces vecteurs sont tangents aux ondes magnéto-
soniques. En portant (4.34) dans (4.42) et en tenant compte de (4.41) nous obtenons:
(3.1)  No=1 U24,(I, U*? -+ Aygiel;lo-+ Ay(lah*)2] w8+

+ LA Asgelalo + Aulla U2+ 24,(lhi)]08

ol 18= t8|R|1.
Nous nous proposons de montrer que dr (et par suite les 6|h(2, 6UB, 6h8) se propage
le long des rayons, c’est 4 dire que Jr vérifie un systéme différentiel de la forme:

NoVgdr4-Ekbr=0.

De la formule (3.2) il résulte qu’il existe des distributions 7, S, S, b2, U, b
telles que:

(5.2) O\ VaVar] =Valsdr+ L.Vsor 4 1aVadr 4 Lo 1o

(5.8) O VaVeS, | =118, , 8lVaVeS,|==1.165,

(5.4) 8| VaVs|h|2] = Va158|h|2 -+ 1, Va0 B2 -+ 1sVad b |2+ lulalh)?
(5.5) 8 VaVeUr| =V 16 Ur+ Vg0 Ur+ 1pVo 8 U2+ 1, L U
(5.8) 8| VaVah?] =V,lgdht+ 1,V0hA -+ 15V 0k - 1, 1ght .

(b) Congidérons la relation:
Vo U*+ g‘—f ar =0
et dérivons la dans . 1l vient:
VeVa U%+Vp (%) Var + —[—F VeVar = 0.

" En écrivant cette relation de part et d’autre de X' et retranchant nous obtenons:

(5.7) 8| VsVa U + %f 81 VsVar| -+ 6 lvﬁ (gf) Voﬂ'J =0

5 (55 - [ ) e 2

est une combinaison linéaire des termes en dU* et dr est donc proportionnel & dr
d’aprés les résultats du paragraphe quatre. Nous écrivons alors (5.7) sous la forme:

or

(5.8) 18 VeV, U]+ T2 8| VsVar] ~0
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ol le symbole ~ 0 signifie modulo des termes proportionnels & é». En procédant de
méme sur les relations (2.31) relatives aux entropies, on obtient

U28|VaVpS, 1 =0, U*§|VaVsS,] =0.
Soit d'aprés (5.3)

1, U8, ~0, 1,018, ~0.
Ainsi 8, ~0, §, ~ 0 et il vient
(59) SI_V,sVaSJ_j ~0 y SLvaa Su_l ~0

Le méme raisonnement appliqué aux relations (2.17) et (2.18), conséquences des
équations de Maxwell, donne

(5.10) 8 VsVah2| — U2 US| VeVaho] =0,
(5.11) 1028\ Vo Vslh|2] + |RI28] VaVe U*] — he US| VsViho] ~0 .

En multipliant (5.10) par k8, (5.11) par U# et retranchant on obtient:
(.12) LT UBB| Vo Vpl|h|2] 4 |h|2 UBS| VsV, U] — 188 VsVah®| ~0 .

On déduit de méme du systéme différentiel (4.4) anx lignes de courant compte tenu
de (5.9) et (5.10)

(5.13) W U8 VVa U] — A285|VaVer| — —ligf 8L VaVg||2| — ahe8| VsVah*| ~0 .
Enfin la relation (4.7) donne compte tenu de (5.9)

(5.14) c*rgd| VVah?| + i) h“é[VaV,er + (&, — S[VaVﬁ]hPJ ~

Par multiplication par &8, il vient:

(5.15) e*rghp Sl VeVahe| —|— oF, h“hﬁSLVanrJ + 1 — pAYhehed| VaVglh|?] ~ 0

(5.8) donne par multiplication contractée par U8

(5.16) rUBB VsV, U] 4+ U2 UBS| VVar] ~0.
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(¢} Considerons les relations (5.12), (5.13), (5.15) et (5.16). Par élimination de
UB8[VsV, U] et h688[VsVyh#], elles entrainent:

(5.17) D4V, Ver] + %F"‘f’SLVaVﬁthJ ~0

(5.18) E#83| VaVar] + %'L«ﬂé | VaValh|2] ~0

ol l'on a posé:

D6 = WU US4 r A28 — |h2 U U= c2rg U Us-+ 7, I'*6 — 7, hofop
Fo8 = Beb L gU*Ub= L, I'*6 — k heho 4 uys -+ ausus

Kop= |hP M*s  avec M*8— g hohe — c*rfU= B

L% = qh2hb -+ c2rqU=TS .

(5.19)

Les relations (5.17) et (5.18) 8’écrivent compte tenu de (5.2) et (5.4)

(5.20) 2D*01aV 501 + rF1NV g8 [h|? 4 DelulyF + rFabllg V;]' ~0
(5.21) 2K 4V p0r + rL*61a Vo h|? -+ K*BlalsT + rL*6lslp I];|“ ~0.

Par élimination de [h[? entre ces deux relations, il vient:

(6.22)  2(L*1,1, D1, — F* 1,1, K1) Vebr + r(I721,1, F41, — F1,1, 11, Vyo|h)2 +
+ F(I*1,1, D1, — P11, K1) ~0.

Un calcul assez long mais élémentaire donne & partir de (5.19)
Lol l, Dobl,lg — Fhelyl, K%l lg= P(l) .
Ainsi le coefficient de 7 est nul. (5.22) s’écrit alors:
(5.23)  2(Lkel;l, D81, — Fael, 1, K81\ Vadr - v(Lrel; 1o Febl, — Frely1, L81,)Ved{h|2 =0 .

(d) Reprenons les relations (4.17), (4,24) et (4.25). Ilest aisé de montrer qu’elles
entrainent:

(5.24) 2D%1,1,0r + rFrel;1,6|h|2= 0.
De méme, leg relations (4.17), (4-24) et (4.26) donnent:

(5.25) 2K* ;1,61 + rLiel;l0|h|2= 0.
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On déduit de (5.24) et (5.25) par dérivation:

(5.26) 2D%1,1,Vbr 4 rF*1;1,Vs 8|h]2 ~ 0
(5.27) 2K%1,1,Vedr + rL*l;1,Vad|h|2 ~0 .

En multipliant (5.26) par L*8l, et (5.27) par F*l, nous obtenons

2 D1, 1, L8 1,V0r -+ rFiely1, L6 Vs A2 ~ 0
(5.28)
QK71 1,F*61,Vr 4 r1el;,1, P61,V a8 h[2 =0 .

Compte tenu de (5.28), (5.23) donne

(5.29) ZBVgor ~0

ol

(5.30) Zib= Ll 1, D*Bl, — Frel;1, K*81,+ Dhelyl, L8], — K[, [, F*8],

On vérifie immédiatement que Pon a l,Z¢= 0, en d’autres termes que le vecteur Z#
est tangent a ’onde.

Compte tenu de (5.19) on montre par un calcul long mais élémentaire que le vee-
teur Z# défini par (5.30) n’est autre que le vecteur N6 défini par (3.1). Ainsi:

NﬁVﬁ ér ~0.
Nous énongons:

THEOREME 2. — Les distributions dr, 6|h|2, d U4, da* & supports sur onde magnéto-
sonique Xy se propagent le long des rayons associés selon les systemes différentiels

N&Vgdr ~0, Nﬁvﬁélhlzzo, N’SVﬂ(SU":’O, NQVﬁhi'L"_O,

ol le symbole ~ 0 signifie modulo des termes proportionnels par exemple & Jr.
Remarquons que la direction du vecteur N# n’est pas en général invariante par
la dérivation 4.

6. — Propriétés des rayons associés aux ondes d’Alfven.

N

(#) La direction du rayon associé 4 une onde d’Alfven d’espéce A (resp. B)
est naturellement donnée par A4* (resp. B¥). Soit ¢ = 0 une solution de I’équation
aux ondes d’Alfven par exemple d’espéce 4. On a:

(6.1) A2, 9= (BU=-+- h*)],=0.

23 ~ Annali di Matematica
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Pour une onde d’Alfven on a certainement P(I) =0 et par suite
dr=0, 0dh2=0, 1g0UF=0, 130h6==0

{5.22) se réduit alors 4
Phr=0,

et par suite 7= 0. Ainsi
(6.2) O VaVar| = 0.
Compte tenu de cette relation, (5.8) donne:
(6.3) 8VeVa U2 =0 .
De la relation (5.20) ou (5.21) il résulte que |2*=0. On a alors:
(6.4) 8| VaVslh|2l = 0.
Compte tenu de (6.2) et (6.4), la relation (5.15) ou le second membre est nul donne:
(6.5) 8| VaVah®=10 .

{b) Pour les ondes d’Alfven envisagées ici, seules les discontinnités U% et 6t
peuvent étre différentes de zéro. Des relations (4.35) et (4.36) o1 les seconds membres
sont nuls, on déduit que d¢* est proportionnel & dvd, Le symbole ~ 0 signifie dans
ce paragraphe, modulo des termes linéaires par rapport aux dv* (ou aux 0t3).

Compte tenu de (6.2), (6.3), (6.4) et (6.5), les équations (2.16) de Maxwell et le
systéme différentiel (4.4) aux lignes de courant donnent par dérivation

(6.6) 7*8|VaVe U*| — U8 VsVaht] ~0
et
(6.7) B2 UV U — 188 VpVal?] =0 .

En multipliant (6.6) par k8 et (6.7) par U¥ et retranchant, on obtient:

(B2 U>UP — 1=h#) B V.V U] =0
soit en explicitant:

(B2UTUS — 1 hb)(1aVe0 U+ gV S UA - 11, U%) ~0 .
Le coefficient de U* étant nul d’aprés I’équation aux ondes d’Alfven, on obtient:

(B2l U2 UP — 1, h*hA\Vpd U* ~ 0 .
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Soit en utilisant (6.1)
Bl U APV 0T ~0 .

Nous obtenons:
ABVpdvA ~0 .

On établit de fagon.analogue pour une onde d’Alfven d’espéce B: BﬁVﬂ ov* ~ 0.
Posons Af = A?, 4% =B’
Nous énongons:

THEOREME 3. — Les distributions dot, 6t* & supports sur une onde d’Alfven X,
d’espéce A (resp. B) se propagent le long des rayons associés selon les systémes dif-
férentiels

ABVgot =0, AJV51h ~0 (i=1,2)
ol le symbole ~ 0 signifie modulo des termes linéaires par rapport aux do? (ou 6t4).

(¢) Reprenons une onde d’espéce A et étudions I'action d’une dérivation sur le
vecteur As= fUSL| hb,
D’aprés ’étude du (a) du présent paragraphe on a:

=0, 1,6Us=0, 13608=0.
Il en résulte
SA8= Bovs- 516 .

Soit d’apres (4.35) ou le second membre est nul
1, U280 A8= (B1, U=+ 1,h*) dvP .
Ce qui donne d’aprés (6.1) 6.48=0. Ainsi

THEOREME 4. — Pour une onde d’Alfven d’espéce A (resp. B), le vecteur A (resp. B)
lui méme et sa direction en particulier sont invariants par la dérivation 9.

IV: Propagation des ondes en magnétohydrodynamique anisotrope relativiste.

7. — Vitesses de propagation.

(a) La vitesse de propagation V¥ par rapport au fluide d'une hypersurface
d’onde X' est donnée par [9], [10], [16]

Ve . _ (Z“Ua)z
(7.1) (?) =YF = (_—_——la U — ke

C’est la pente spatio-temporelle du 3-plan tangent & 2.
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La relation (7.1) entraine
(7.2) A — %), T2 = —y*1,1>.
Sur cette relation on voit que VZje< 1 si et seulement si ,1*< 0, c’est & dire si

2 est orientée dans le temps, ce que nous postulons dans la suite. La composante &,
de h dans la direction spatiale de propagation définie par

s (lahey
(7.3) b= (e U%)2 —141*

vérifie le lemme géométrigue suivant [15].

LEMME. — On a toujours h,<1. Pour que A2 =1, il faut et il suffit que 1 ap-
partienne au 2-plan défini par (U, ).

b) La quantité Q(I) peut s’exprimer en termes de y d'aprés (7.2) et (7.3) par:
q p

74) C0) 6w = D) = 0+ pry— (-
oll
N o]
: =Y _ o
(7.5) Q) Pk p ulh|?

Aingsi les ondes d’Alfven admettent par rapport an fluide une vitesse de propaga-
tion V4 donnée par:

V42 1—2A,,
(7.6) (—) —yi=li

et qui vérifie y4< 1.
Sur la relation (7.6) on voit que la vitesse de propagation des ondes d’Alfven
est réelle si

(Hs) 1-4>0.

De méme, compte tenu de (7.2) et (7.3), la quantité P(l) définie par (4.31) peut s’ex-
primer en termes de y par:

11—y

(7.7 W) M) =1{y) = Ay*—By+ C
ol
P()
MO =
() plh|*w,
(7.8) A =y,1+p8)

B =y,0+06)0—8)+y,(—h+ 1+ pk:
¢ =RIA—R)1+H1 -0+ RL—2)].




MaHDY C1s80K0: Sur la magnétohydrodynamique anisotrope relativiste 357

avece

or w
7.9) = 6% = 6, =—=.
( yll aPu i L ‘ulhlz

La vitesse sonique longitudinale V5 est définie par:

(V}f o, 1
p "‘?/n—y“-

(¢) Considérons le trinéme [I{y) dont les racines déterminent les vitesses de
propagation par rapport au fluide des ondes magnétosoniques. Le coefficient 4 est
strictement positif. Le trindme 7/(y) aura deux racines réelles distinctes comprises
entre 0 et 1 s1

(1.10) B>0, II(0)=0>0, A—B>0.

L’inégalité B >> 0 est satisfaite sous les hypothéses (H;) et (H,). Sous les mémes
hypothéses I1(0) > 0 pourvu que

(H,) 1—a)>0,
A — B peut s’écrire compte tenu de (7.8)

A—B=y(1+81—2»)
ol

o L 8@ —AY) + 9, (L= AR+ (L + B)A
n(d+g) .

(7.11)

Sous les hypotheses (H,), (H;), on a A — B> 0 si et seulement si
(H,) {1 —2)>0.
Les hypothéses (H;) (i=1,2,...,4) assurent ainsi que les inégalités (7.10) sont

satisfaites; elles entrainent I7(1)=A4 — B + 0> 0.
Considérons les hypothéses (H,) et (H,). Elles conduisent aux inégalités suivantes:

() 2

o, (1+5)<77H<1+77_L‘

Ainsi, sous les hypotheéses (H,) et (Hj,), les quantités %, et , ne peuvent prendre des
valeurs arbitraires, leurs variations sont astreintes & vérifier les inégalités (H). Du
point de vue physique, les hypotheses (H,) et (H;) ou, ce qui revient an méme, les
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inégalités (H), assurent que les régimes étudiés sont stables, elles impliquent ’absence
d’instabilités « fire hase» et « mirror » qui peuvent appraitre dans le fluide aniso-
trope envisagé [3, 5, 6, 7]. Nous désignons par ™~ et y”™ les zéros entre 0 et 1 du
trinéme I1(y) et appelons V¥~ et V¥ respectivement vitesse magnétosonique lente
eb vitesse magnétosonique rapide.

Les conditions d’instabilités entrainent que les vitesses de propagation des ondes
alfvéniques et des ondes magnétosoniques lentes sont imaginaires.

(d) BEtudions la position de la vitesse de propagation V4 des ondes d’Alfven
par rapport aux vitesses de propagation V¥~ et V"t des ondes magnétosoniques.
En portant ¥4 défini par (7.6) dans Yexpression (7.7) de [I(y) nous obbtenons aprés
quelques transformations élémentaires:

144, o te
o) A= R Il 4+ B — ) 01— 2)] =

1 1
=y (1 +46,)(1 —5A2) (};;_ 77,,)

(7.12) Iy =(

ol
(1.13) vo=yilml—o); m=(1F&140,); ve=(1L+p)/1—1).

La relation (7.12) peut §’écrire

(14 6,)1—h)y,

(7.14) y*) = 118

[+ eoym)n, — (1 -+ .+ eo i /1 6,)]
avec

(7.15) e=W/ctrg = (c®rf - ulh|®)/ctrg .

II résulte de cette étude

THEOREME 5. — Sous les hypotheéses (H,) (1=1,...,4) il existe par rapport au
fluide anisotrope considéré une vitesse de propagation V# pour les ondes d’Alfven,
deux vitesses de propagation V¥~ et V¥* pour les ondes magnétosoniques vérifiant
les inégalités suivantes:

0<VE VA< V™ < 0 si < (1)1 -+ meoy)) L+ 5, + 60,7 /1+0,)
0TV < V< 0 sig > (1/(1 + med&l))(l + . eo i1+ 04).

8. — Cas particulier.

Nous examinons les résultats précédents concernant la propagation des ondes
dans quelques cas particuliers:

1) champ magnétique trés intense: n, <1, n, < 1,4, <1, §K1.
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Dans ce cas les coefficients A, B, C définis par (7.8) deviennent:
A=y1+6, B:Vll+ib;zz(1+ﬁ? O:ﬁ:.
L’équation II(y) =0 donne alors

(8.1) =TT, Yy = ib:/?’u .

Léquation D(y)=0 donne immédiatement:

1

2) Propagation longitudinale: ﬁ;: 1.
Dans ce cas il vient:

A2711(1+5)7 B=y"(1—2.)—|——1—{—ﬂ, C=1-—-1.
L’équation II(y) = 0 donne alors

1
(8.3) W=0—N1+p, yP=—.

14l
On déduit de I'équation D(y)=0

(12
15

(8.4) Y4 =

3) Propagation transversale: fbi: 0.
On obtient alors

A=yQ0Q+p8), B=p144d,), C=0.

Les équations D(y) =0 et Il(y) = 0 donnent

146,
1+4°

B
(8.5) yi=yl=0, yP=7=
Nous définissons la vitesse magnétosonique transversale V' par

(5.6) Yl =

Pour un fluide polytronique les résultats de ce paragraphe se réduisent & 1’approxi-
mation classique aux résultats classiques [13].
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9. — Etude des cones d’ondes.

9.1. Opérateurs différentiels hyperboliques striets [10], [17], [18].

Soit V, une variété différentiable de classe c¢* ol k est suffisamment grand. Soit
a(x, 0) un opérateur différentiel agissant sur des fonctions ot €V, et ot ¢ désigne
la dérivation ordinaire ¢ = (0,) (x=1,2,...,n). T, est lespace vectoriel tangent
en x & la variété V, et T% 'espace dual. Sim est Pordre de Popérateur a(z, 8), alors
a(x, &) oit £ € T? est un polynome réel en & de degré m. Nous considérons la partie
principale h{xz, &) de a{x, £), qui est constitnée par 'engemble des termes homogeénes
de degré m de a(x, £). Soit V,(h) le cone de T, défini par ’équation

Mo, E)=0 pour z fixé.

L’opérateur a(z, §) est hyperbolique strict en # si Phypothése snivante est vérifiée.

Il existe dans 77 des éléments & tels que toute droite issue de £ ne passant pas par
le sommet, coupe le cbne en m points réels distinets. Ces points & constituent Vinté-
rieur de deux demi-cones convexes fermés opposés [7(a) et I (a) dont les bords
appartiennent a V(h).

9.2. Représentation des cones d’ondes dans R?. Conséquences.

{a) En chaque point » de la variété espace-temps (V,, g) les cOnes caractéri-
stiques correspondant aux diverses variétés caractéristiques sont des codnes duaux
des cones d’équations (4.4) et (4.44). Ces équations peuvent §’écrire:

(91) M) = Ll U=+ Ll U2 lal - Llah)* ol Lol U9+ Llhir)t= 0
(9.2) Q)= 1+ B)(l U*2 — (1 — A)(lh®2=0.

Dans (9.1) on a posé:

L= ')’u(ﬂ - 5_1_)
Ly=y, (14 )
(9.3) Ly=—(14+§&§(1—o

L= (1+5)(1"'“)+V|1(6J.+ A)_(1+.3)
Li=—[(14+ &1 -y —(1—4)].

Sous les hypothéses (H,) (¢=1,...,4) les vitesses de propagation des ondes magné-
tosoniques et des ondes d’Alfven sont réelles et inférieures & la vitesse de la lumiére.
Les cOnes définis par les équations (9.1) et (9.2) contiennent done dans leur intérienr
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le cone fondamental de la métrique d’équation
(9.4) G(l) = g*l,ls= 0.

(b) Nous allons étudier les différents cones. Pour cela, nous rapportons I’espace-
temps (V,, g) en un point » d’un domaine Q occupé par le fluide au repére propre V%4
en ce point avec V& =},.

Posons

bh=t, L=w, L=y, L==z.
Avec ces considerations les éguations (9.4), (9.1) et (9.2) s’écrivent respectivement:

(PG) tz_wz_yz_zzzo

(I'y) Lytt 4 Lyt2(12 — 0% — 92 — 22) -+ Ly23(12 — 02 — y2 — 22) - Lt%e2 4 L2t =0

Ty A+ptE—L—2e2=0,

Les équations précédentes définissent trois cones que nous nous proposons d’étudier

dans R°®. Nous appelons «indicatrices d’ondes dans R®» les sections de ces cones
par Phyperplan t=1. Nous obtenons ainsi les indicatrices suivantes:

(8) l—gp2—y2—22=0

(8 Lot Ll — 2% — g% —2%) 4 Ly(l — a2 — g2 — 2%) 22+ Lyt 4 Lyet= 0

S,) I+p—1—Aer=0.

Nous allons étudier la. forme de ces trois indicatrices. Ce sont trois surfaces de révo-

lution autour de 0z; coupons-les par le plan z= 0. Nous obtenons alors les courbes
suivantes:

(CG) Y iet=1
(Cyp) (Ls — L) 2"+ (Ly+ Ly — Ly) 22 — (Ly+ 22 L) y2+ Ly + Ly=0
(C,) 2=1+p/1—-2)

(Cg) est un cercle de rayon égal & I, (C,) se compose de creux droites et (Cyp) st une
courbe du quatriéme degré ayant oy et oz comme axes de symétrie. L’équation
de (C,) peut g’écrire

(9.5) = (Ls—Ly)2* + (La+ Ly — Lp)2* - I+ L,
| . L+ L/Ly) ‘
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Soit compte tenu de (9.3)

&=y 1t —7s) - (1= —yp) (e —ya)
L.s(zz_yg) 1+ f)(l ._a‘)(gg___yo) .

Pour 22= 0, on déduit de (9.5) ou (9.6)
Y=y,=Q0+HA+06,).

(9.6) yr =

Pour 2=y, et 23=1y, on a y2= 0 et la courbe (C,) admet les agymptotes 2*==y,.
Des expressions de y,, ¥, et y, on déduit les relations suivantes:

7 —Ye=n {1+ 5.~ 1+ eq)n (L — A
(9.7 Yo— v =vo(o 7 foy (1 + 0,) — (m —1))

Yo— Yo=Yl 1+ 0.+ €0, 73 [(1 4 6,) — (1 4 meoy) 5 ] (1 — A)~*.

(¢) L’étude de la position, les unes par rapport aux autres, des racines y,, y;,
v, et des conséquences géométriques qui en découlent nous a conduits & considérer
les cing cas suivants

(Cr) Vo<V < %o -

Nous obtenons alors pour la courbe (C,) la figure suivante:

f\

Fig. 1.

(Gy) N <Va<Yo -
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La figure obtenue dans ce cas est identique & la figure 1, les racines y, et v, étant seu-
lement échangées.

On déduit de I’étude de ces deux cas que le céne (I'y) se décompose topologique-
ment en une nappeintérieure I'Y et une nappe extérieure I'y. La partie intérieure
de I'y correspond aux ondes magnétosoniques rapides et la partie extérieure de I'?,

aux ondes magnétosonoques lentes.
(Cs) N<Y<Va-

On obtient pour la courbe (C,) la figure suivante

_—

—>
ENER
Q

B

- 1 B
ﬁ NV -
. L 7 ”
~p’
N/
Fig. 2.
(Ca) Va<ya<¥

La figure obtenue dans ce cas est identique & la figure 2, les racines y, et y, étant
seulement échangées.

11 résulte de P’étude de ces deux derniers cas que le cone (I',) se compose d'une
nappe intérieure I'y’ et d’une nappe extérieure I'?. Tes parties intérieures de T
et de I'® correspondent respectivemnt aux ondes magnétosonigues rapides et aux

ondes magnétosoniques lentes.

(Cy) Y= Pa< 0
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On obtient dans ce cas pour la courbe (C,,) la figure suivante:

Fig. 3.

On déduit de I’étude de cecas que le eone (I',) a deux génératrices =0, y=0,
2= (1—A)"! (14 ) t* contenues dans le 2-plan I, défini par (U, h).

(d) Sous les hypothéses faites, nous nous proposons d’exprimer en termes de
7, et n, les inégalités (Cy), (Cy), (Cs) et (Cy) et égalité (C5). On déduit de (C,) d’aprés
(9.8) et de (H):

(1) 0,1 /oy (1+4 &) <my < (14 1,)/(1 4 eqy)

(C,) entraine d’aprés (9.8)

(12) (1474 e0p) <my < (X -+ 7.+ €0 77 /1 0 /(1 + mea) -
11 résulte de (C,) d’aprés (9.8) et des conditions (H)

(L) (1/(1 4 meay)) (L + 5, + o, 7)) <my <L+,

(C,) entraine d’aprés (9.8)

(L) o, i joy(m—1)(1+ o) <m<(1/Q+ mea'“))(l + oo /(14 d.))
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olt nous avons supposé (m-—1)=£0. Nous sommes ainsi conduits ici & adopter
Phypothése suivante portant sur la quantité m

(9.8) (m—1)>0.

Cette hypothése est, d’aprés {7.12) équivalente & £— 48, > 0.
Soit d’aprés (4.33) et expression (7.9) de 4,

r 0P, |h] 0P
QLS B e N
(Hs) P, or P 6|h|>0

Soulignons que sous les hypothéses faites, les inégalités (I,) sont impossibles pour
un fluide réel satisfaisant &

(m—1)<0=>1— — ——>— <0.

I’égalité m —1 =0 est vérifiée par un fluide anisotrope polytropique [17]. Pour
un tel fluide le cas (C,), et par conséquent les inégalités (I,), est impossible.
(Cs) entraine d’aprés (9.7)

(9.9 A+4eo)m=1+79,.

On déduit de cette étude que, opératenr différentiel Pwiep,,;, associé aux ondes
magnétosoniques est, sous les hypothéses faites, hyperbolique strict sous les inéga-
lités (L) (¢=1,...,4) et hyperbolique non strict sous 1'égalité (9.9).

Le cone (I',) se compose de deux hyperplans &=V (1 — 1)~ (1 - f) tangents
a (I'y) le long des génératrices du 2-plan I, défini par (U, k). Llintersection de ces
hyperplans est le 2-plan I7, défini par 2= 0, {= 0, c’est & dire le 2-plan orthogonal
au 2-plan II,. On en déduit que Popérateur différentiel associé aux ondes d’Alfven
est hyperbolique non strict, il est le produit de deux opérateurs hyperboliques stricts
correspondant anx deux hyperplans (I',).

Dans le repére propre considéré, (4.39) est Phyperplan = 0 dont ’intersection
avec (I'y) ou chacun des hyperplans (I',) est le 2-plan I7,.

L’opérateur différentiel Ueg, associé aux ondes d’entropie est hyperbolique strict.

Nous énoncerons:

THROREME 6. — L’opérateur différentiel P7e9,,;, associé aux ondes magnéto-
soniques est hyperbolique striet sous les inégalités (I) (¢==1,...,4) et hyperbo-
liqgue non strict soms I'égalité (9.9). Les opérateures différentiels Ued, et (3,
associés aux ondes d’entropie et aux ondes d’Alfven sont respectivement hyper-
bolique strict et hyperbolique non strict.

Soulignons que si on violait les inégalités (H), par conséquent les inégalités (I,)
(i1=1,..., 4), certaines vitesses de propagation seraient réelles, d’autres imaginaires;
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les opérateurs différentiels P#2¢8,,,, et @720, ne seraient ni totalement hyperboliques
ni elliptiques.

Le systéme differentiel fondamental (8) de la magnétohydrodynamique aniso-
trope relativiste n’est done pas hyperbolique strictement.

() De Vétude du (C) et du (d) du présent paragraphe on déduit immédiatement:

Les vitesses de propagation V%, V,, V¥~ et V¥* respectivement des ondes soniques
dans la direction longitudinale, des ondes d'Alven, des ondes magnétosoniques
lentes et rapides vérifient les inégalités suivantes:

OV V< VAT < ¢ sous (L)
0TV < VA< Vi<V < C  sous (L)
< VA<V < Vi<V < 0 sous (L)
0 Vi<V <V, <V <0 sous (I).

(
(

Ainsi, sous les inégalités (I,) et (I,) les ondes étudiées possédent des propriétés simi-
laires & celles obtenues en magnétohydrodynamique isotrope; mais sous les inégalités
(I,) et (I,) de nouvelles propriétés particuliéres & la magnétohydrodynamique aniso-
trope apparaissent.

(f) Supposons que les quantités p, et », définissant les vitesses sonique et
magnétosonique de propagation dans la direction longitudinal et dans la direction
trangversal soient égales & 1

(9.10) vw=1, wv,=1.
(9.10) entrainent d’aprés la définition des quantités y, et y,:
(9.11) oy =1+, .

Géométrignement les conditions (9.10) expriment que la partie de la nappe I'®
correspondant aux ondes magnétosoniques rapides coincide avec (I'); mais, contrair-
ement & ce qui se passe en magnétohydrodynamiques isotrope, ceci n’implique
pas que la partie de la nappe 'Y correspondant aux ondes magnétosonique lentes
coinecide avee (I').

(g) Etudions Pintersection (I',) N (Ty). Si nous portons 22 = (1 — A)*(1 + p)*
dans 1’équation de (I'),) nous obtenons:

(9.12) 3 (axt + y?) [m(1+p)1 — o) 1 M =@+ y*) (1 fyo—1/ya) y,(1+ p=0.

Il en résulte que si y.5%9,, C’est & dire d’aprés (7.11) si (y4) =0, Pintersection
(T,) N (D) est alors le 2-plan II, et les génératrices de (I'y) contenues dans le
2-paln II, et définies par z2= (1 — A)~2(1+ f)i2
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10. — Conclusion.

Le présent travail a été consacré 4 la construction d’une théorie relativiste phéno-
ménologique de la magnétohydrodynamique anisotrope. Dans la premiére section
de ce travail, nous avons construit un schéma fluide anisotrope relativiste et fait
une étude hydro-thermodynamique de ce schéma fluide. Nous avons déduit le
systéme fondamental de la magnétohydrodynamique anisotrope relativiste.

L’étude des variétés caractéristiques (ou ondes) a fait l’objet de la seconde
section. Nous avons mis en évidence trois types d’ondes comme en magnétohy-
drodynamique isotrope {parfaite): les ondes d’entropie, les ondes magnétosoniques
et les ondes d’Alven.

Dans la troisiéme section, nous avons établi, pour les rayons associés aux ondes
miges en évidence, la propriété fondamentale des rayons concernant la propagation
des discontinuités infinitésimales des variables caractérisant le propagation fluide.

Dans la quatriéme section, nous avons mis en lumiere les conditions sous lesquelles
les vitesses de propagation des ondes magnétosoniques et des ondes d’Alfvén sont
réelles. Ces conditions qui impliquent P’absence d’instabilités dans le fluide aniso-
trope envisagé sont définies par des inégalités satisfaites par les quantités », et #,.
L’étude des cdnes d’ondes nous a permis, d'une part, de placer les unes par rapport
aux autres les vitesses soniques, magnétosoniques et ’Alfvén, d’autre part, de metitre
en lumiére le caractére d’hyperbolicité des opérateurs différentiels associés aux diffé-
rentes ondes. Cette étude a permis de mettre en évidence certaines particularités
de la propagation des ondes en magnétohydrodynamique anisotrope.

3i, abandonnant le point de vue mathématique nous nous plagons & un Ppoint de
vue physique, nous pouvons dire gue notre étude constitue une approche théorique
qualitative du probleme des plasmas anisotropes a collisions rares. A approxima-
tion classique nos résultats englobent tous les résultats antérieurs et les présentent
de maniére plus cohérente et rigourense.
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