
Sur la magn~tohydrodynamique anisotrope relativiste (*). 

~[AHDY C~SOKO (Antony, France)  (**) 

S u m m a r y .  - This paper is concerned with the relativistic phenomenological theory o/anisotropic 
magnetohydrodynamics. A~ anisotropic /luid scheme is de/ined aq~d studied. The main system 
o/ a~dsotropic magnetohydrodynamics is deduced. This system may describe a collisiouless 
anisotropic plasma embedded in a strong magnetic/ield. The main system is shown to yield 
to three types o/ waves as i~¢ isotropie (per/ect) magnetohydrodynamies: the entropic waves, 
the magnetosonic waves and the A1/ven waves, l¢or the rays associated respectively to the 
~ag~etosonic and Al/ve~ waves the ]undamental property co~cc~ing the propagatio~ o/ 
in/initesimal discontinuities o/ variables is established. The conditions under which the 
velocities o/propagation o/ magnetosonic and A1/~en waves arc real are derived: these con- 
ditions imply as in the classical theory the absence o/ / ire hose and mirror instabilities in the 
fluid. The study o/ wave cones allows, on the one hand to poiut out some particularities o/ 
the propagatio~ o/ waves in anisotropic magnetohydrody~amies, and on the other ha~d to 
clear up the hyperbolicity character o/di//ereq~tial operators associated to various waves. 

I n t r o d u c t i o n .  

L~ m6eanique relat ivis te  des fluides ~ pour  c~dre g6om6trique un esp~cetemps 
(V~,g), vari6t6 diff6rentiable de dimension quatre,  munie d~une m6tr ique riema- 
nienne g de type  hyperbol ique  normal  et  de signature -+ . . . .  . Loca lement  

g = g~dx~dx~  (a~ fi tou t  indiee gree = 0, 1, 2, 3). 

L~ m~trique _g est ~streinte £ v~rifier les ~quations d Einstein 

Le premier  membre  E ~  est un  tenseur  sym~trique appel5 tenseur  d 'Eins te in:  il dbfinit 
la s t ruc ture  gbom6trique de l 'espace-temps (Yi, g). T=e est ~galement un  tenseur  
sym~trique appel~ tenseur  d'impulsion-~nergie ou plus bri~vement tensem" d'~nergie: 
il dolt  assurer une representa t ion  aussi complete que possible d 'une  distr ibution ~ner- 
g~tique d~termin~e. 

(*) Entrata in Redazione iI 23 aprile 1975. 
(**) Laboratoire de Physique Mathimatique, Coll~ge de France. 
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Un fluide est donc d6crit duns un domaine de (V4, _g) par an  champ de tenseur T~s 
qui selon A. LICttl~EgOWICZ dolt admettre nn vectenr propre U orient@ duns le temps 
pour lequcl le scalaire :T~ U ~ US est positif. U est appel@ 4-vecteur vitesse unitaire 
du fluide et ses trajectoires d@finissent les lignes de courant. 

Selon ]e probl@me @tudi@, on est conduit ~ faire nne d6composition g@om@trique 
de T=s, d@composition qui correspond g la s@paration et £ l 'interaetion des ph@no- 
m~nes mScaniques, thermodynamiques et @lectromagn@tiques. Ainsi le seh@ma fluide 
put a fair l 'objet de nombreux m@moires devenus classiqnes, en particulier cenx 
de L. P. ]~ISEI~ItART et de A. LICg~ER0WICZ. Le schema finide thermodynamiqne 
a @t@ @tudi@ par C. ECXAR~ et par P~A~ MAY QuAy. Le sch@ma fluide-ehamp @lectro- 
magn@tique a fait 1 objet de nombre~tses @tudes de A. L~cg~E~owicz, de P~[A~ MA~5 
QUAY, qui ont suscit5 depnis de nombreux m@moires notgmment ceux de G. P~c~o~; 
il a conduit duns nn cas particulier £ la magn@tohydrodynamiqne relativiste dont 
l'@tude a fair l'objet de nombreux travaux qni sont nn modgle d'@l@gance et de riguenr 
de Madame X. C ~ o q u ~ - B ~  et de A. L ~ c ~ R o w ~ c z .  Mais duns tons ces tr~vaux, 
le fluide @tndi@ @t~]t snppos@ isotrope, c'est ~ dire parfait an sens de Taub et de Lich- 
nerowicz. Comme il est bien eonnu, l'hypoth~se de pression isotrope n'est plus valable 
en magn~tohydrodynamiqne sans collisions. I~es plasmas anisotropes ~ collisions 
rares constituent essentiel]ement l'~tat de la mati~re en dehors dn voisinage imm@diat 
dn soleil, des plan@tes. L%tude de tels plasmas rev@t donc nne grande importance 
en Astrophysique; elle a fair l'objet~ duns le cas elassique, de nombreux travaux [1], 
[2], [3], [~], [5], [6], [7], [8], etc. 

Le pr@sent travail vise, par des arguments physiques et math@matiques simples, 
la construction d'nne th@orie relativiste ph@nom&nologique de la magn~tohydro- 

dynamiqne anisotrope qne nous d~finissons ici eomme ~tant l'@tnde des propri~t@s 
d'nn fluide relativiste de eondnctivit@ infinie, sonmis £ un champ magn~tique fort 
cr@ant l'anisotropie. Notre ~tnde pent @tre consid@r@e comme nne approche th@orique 
qualitative dn probl~me des plasmas anistropes £ collisions rares. 

Ce travail est divis@ en quatre sections. La premi@re section est consacr@e ~ une 
description maeroscopiqae du fiuide anisotrope @tndi~. Duns eette section nons avons 
eonstrnit un sch@ma finide anisotrope relativiste charg@ non dissipatif et de eonducti- 
vit@ infinie. 1Wous avons @t~ amends g adopter pour le fluide envisag@ les hypoth@ses 
suivantes portant sur les ~quations d'Stat: 

P_~=  P=(r ,  s~_, lhl) , P,, = P , ( r ,  s,,, Ihl) 

~r > 0 ,  a s k  O, 3lh[>O 

Or > o, as,~ > o, alh----] < O 

off Pm et P, sent respectivement la composante transversale et lg composgnte longi- 
tudin~le de 1~ pression, S~. et StL eelles de l'entropie sp@cifiqu% r la densit6 propre 
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mat~rielle du  fluide et  lh[ ]e module  du champ magn~tique.  :Nous avons dSdnit le 
syst~me fondamenta l  de ]a magn~tohydrodynamiqne  anisotrope re]~tiviste. Ce 
syst~me est susceptible de d~erire un  plasma anisotrope non collisionnel, plong~ 
dans un  champ magn~tique fort .  

Les vari~t~s caract~rist iques d~ syst~me fondamenta l  out  fair l 'objc t  de la 
seconde section. P~r la technique  des distr ibutions,  nons ~vons mis en ~videnee trois 
types  d 'ondes  comme en magn~todynamique  isotrope (parf~ite) : les ondes d 'entropie,  
]es ondes magn6tosoniqttes et  les ondesd 'Alfven.  

Darts la troisi~me section, nous avons ~tabli, pour  les rayons associSs respecti- 
vemen t  aux  ondes magn~tosoniques et aux  ondes d 'Al iven raises en ~vidence, la pro- 
pri~t~ iond~menta le  des rayons  concernent  1~ propagat ion des diseontinuit~s infini- 
t~simales des variables caract~risant  le champ et  le fluide. 

l~ous avons 5tudi~ darts ]~ quatr i~me section, ]a propagat ion  des ondes en magn~- 
t o h y d r o d y n a m i q u e  anisotrope relat iviste,  lqous avons mis en lumi~re les conditions 
sous lesquelles les vitesses de propagat ion  des ondes d 'Alfven et  des ondes magn~to- 
soniques sont rSelles. Ces conditions sont d~finies par  des in6galit~s s~tisfaites par  
les qnantit~s ~n et  ~± donn~es par :  

"Pll "PA- 
T,, - , 

off # est la perm~abilit5 magn~tique du fluide. Ces in~galit~s impliquent  l 'absence 
d'instabilit~s <~ fire hose ,> et << mirror  >> qui peuven t  ~pparai tre  dans le fluide ~niso- 
t rope considerS. Iqous avons ~tudi~ pour  un fiuide anisotrope suppos~ s~tisfah'e 

1 P[i ~r -PJI ~[hJ > 0 

la position, les nnes par  r appor t  aux  autres,  des vitesses de propagat ion  des ondes 
soniques, m~gn~tosoniqnes, d 'Alfven  et  les consgqnenees g6om~triqnes et physiques 
qni en d~coulent.  Cette ~tude a permis de me t t r e  en lumi~re certaines particul~rit~s 
de la propagat ion  des ondes en magn@tohydrodynamique anisotrope.  Ainsi, on a 
mont r4  qu'~ la diff@rence de Is magn@tohydrodynamique isotrope, les vitesses de 
propagat ion  des ondes magn@tosoniques lentes et  rapides n ' encadren t  pas toujours  
l~ vitesse de propagat ion  des ondes d'Alfven. Sons les hypoth@ses iaites, on a @tab]i 
que l'op@rateur diff@rentiel associ@ aux  ondes magn~tosoniques est hyperbol ique 
str ict  darts quatre  cas d@finis par  des in@galit4s v@rifi@es par  ]es quantit~s ~±, ~]n et  
hyperbol ique  non str ict  dans le cas o/~ avec nos notat ions 

(1 + eGu) ~/n ~ 1 ~ 7±.  

Dans ce dernier  cas le c6ne d 'ondes a deux  g~n~ratrices doubles dans le 2-plan (U, h) 
d~fini par  le vecteur  vitesse uni ta i re  U du fluide et le champ magnStique h. 
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I: Le fluide anisotrope relativiste. 

1. - Le tenseur d'@nergie de la magn6tohydrodynamique anisotrope relativiste. 

(a) Consid~rons sur la vari6t6 espace-tcmps (V~,g) nn  domaine O oecup4 par  
le flnide. On appelle rep~re propre  en nn  point  x de g2 uu  rep~re or thonorm6 V <~') 
dont  le premier  vec teur  V <°') coincide avec le vectenr  ¥itesse uni ta i re  U et  dont  les 
trois autres  V <r) d6finissent l 'espace associ~ ~ U. Ce repute doit ~tre identifi6 au 
rep~re galil~en local, U d~finissant la direction temporelle.  

(b) Duns le domaine O eavisag6 de (V~,g) consid~rons un  schema fluide quel- 
eonqaxe charg~ non dissipat i f ,  de conductivit~ infinie, soumis £ nn  champ 41ectroma- 
gn~tique. En  tou t  point  de g2 le sch~m~ fluide consider6 et le champ ~lectromagn~tique 
correspondant  peuven t  ~tre d4crits par  nn  tenseur  d'~nergie to ta l  [9] 

off @ est la densit~ d'~nergie propre  dn flnide, U~ les composantes  de son ¥ecteur  
nni ta i re  e t / / ~  son tensenr  des pressions propres satisfaisant g H ~  U a =  0; T~a d~si- 
gne le tenseur  d'6nergie du champ 6lectromagnet iqne Le c o . r a n t  j e s t  scnsiblement 
la somme de deux tcrmes,  nn  eom'ant de convect ion et  ~m courant  de co.nduetion: 

j~,= ~ U~-q- ae ~, 

ofx v est la densit4 propre  de charge ~lectriqne et  a la cond~lctivit4 d~ fluide, e le champ 
41ectrique. Le conrant  j ~tant csscntic]lement fini, on a n6cessairement,  sons les 
hypotheses  faites, e = 0. Le tense~r  ~ se r~duit alors alors par  rappor t  ~ 1~ direc- 
t ion temporel le  U ~ sa par t ie  magn4t ique [10] 

(1.2) 

off # (constante donn4e) est la pcrm~abilit~ magn~tiqne dn fluide, lh] le module  du 
champ magn4tiqne d6fini par  l h I = = -  h~h% h 4rant le vcc teur  champ magn~tique 
suppos~ reli4 an vec teur  induct ion magn~tique b par  la relat ion b~ = / t h e .  Los vec- 
teurs  h e t  b sont or thogona~x g U donc spat iaux 

h~ U ~ =  b~U~= 0 . 

Le tenseur  d'6nergie T:~ d6fini par  (1.1) devient  d'apr~s (:I.2) 

(1.3) T~ e = (@ @ ttlh[ =) U~ Ue @ H=e--# ~ g~e--#h~h# 
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(c) La magn6tohydrodynamique anisotrope est ici l'6tnde des propri6t6s d'un 
flnide relativiste charg6, de condnctivit6 infinie, plong6 duns nn champ magn6tiqne 
fort cr6ant l'anisotropie. Le finide consid6r6 est un ensemble de particules charg6es 

collisions rares interagissant par l'interm6diaire du champ magn6tique. Le fluide 
anisotrope ainsi en visage peut-dtre un m6lange de deux fluides~ un plasma d'ions 
et d'61ectrons par exemple. 

D6terminons pour le fluide anisotrope considere l'expression du tensenr //=~ des 
pressions. Pour eela, plapons-nous en an point x du domaine de (Vd, g) occup6 par 
le fiuide et au voisinage duqnel est rapport6 l'espaee-temps au rep6re propre en ce 
point. Duns ce rep6re la mati6re est an repos au point envisag6. Le sch6m~ fluide- 
champ 61ectromagn6tique consid6r6 y est earact6ris6 par sa densit6 d'6nergie T0,o, et 
le tensenr des pressions T~,;,. On a d'apr6s (1.3): 

(1.4) 

lh] ~ 
Yo,o, = q + #-~- 

T~,~, = Hcj,  q- tt dl,~,-- t~hchj,. 

En magnStohydrodynamiqne isotrope, la quadrique des pressions//,,~, est nne sph6re: 

(1.5) /L,J, : PG,~, 

off p est la pression du flnide. Cette d6finition n'est plus rulable en magn6tohydro- 
dynamique anisotrope, l~ous nous proposons, par des consid6rations physiques et 
math6matiques, de d6terminer pour le fiuide anisotrope 6tudi5 l'expression de/L,J, .  
La seule anisotropie physique considSr6e iciest cr66e par le champ mag~6tique. I1 y a 
isotropie par rapport au 2-plan invariant par rotation orthogonal an 2-plan d6fini 
par (U, h). On a done relativement au champ magnStique dcnx degrSs de libert6 
duns les directions transversales et un degr6 de ]ibert6 duns la direction longitndinale. 
Nous sommes ainsi conduits ~ s6parer duns Hi,~, relativement an champ magn6tique, 
une pression P, duns la direction longitudinale ct une p ress ion /~  duns les directions 
transvers~les. Les pressions -Px et _P± sont diff6rentes car il n 'y  a pus d'6change d'6nergie 
entre les degr6s de libert6. I1 y a seulement transfert d'6nergie qui pent engendrer 
des instabilit6s. Duns le rep6re proprie dont Pun des axes, X 3' par exemple, est 
orient6 le long du champ magn6tique~ le tenseur H~,j, ~ pour composantes d'apr6s 
ce qni pr6c6de: 

H~,~, = 0 P± O .  
-P, 

Introduisons le vectenr unitaire ~----h/lh [. Le tenseur //~,~, d6fini par (1.6) s'6crit 
de fa9on invariante duns le rep6re propre 

(1.7) Hi,j, = (P~ -- -Pl) ~,]tj,-}- Px~,¢, • 
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D~FINITION. -- Un fluide est dit ici unisotrope si lu quadrique des pressions est 
d4finie duns ]e repute propre par (1.7). 

Les eomposantes H ~  du tenseur des pressions dnns un rep~re queleonque se d4dui- 
sent de ses composantes H~,~, duns le rep~re propre par des formules de transformu- 
tions tensorielles eonnues 

A~ A~ H~,~, 0.8) / L ~ =  " ~' 

o~ (A~') est lu mutrice de chungement  de repute, les A~' 4runt les composuntes eovu- 
riunts du veeteur V a'~ du rep~re propre duns le nouveau repute [11] (1.8) peut  s'~erire 

ulors 

( 1 . 9 )  . 

En por tunt  (1.7) dans (1.8) off (1.9) il vient:  

(1.1o) 

off leon u pos~ 

/ / :a  = (P,, - P . )  h:ha - / ' : y ~ ,  

(1.11) ]~ = A~'~, ,  ~-- - -  V(~i"~i, - -  [h t 

y~Z = g ~ z - - U ~ U z  qui est le projecteur d 'espuee.  

Le quudrivecteur ]~ est muni ies tement  un ¥ecteur spatial. En  effet on a 

(d) En  por tunt  (1.10) duns (1.3) nous obtenons le tenseur  d%nergie de lu mugn4- 
tohydrodynumique  unisotrope relativiste 

(1.12) T~o-~ W U ~  U ~ - -  q . g ~  - -  fih~h~ 

off l 'on u pos4 

O.as) 

(1.13) 
q± = p . - ? , u  Ih[~ 

2 

= , u ( 1 - - 2 ) ,  2 = ~/,~ --V_L, 
-P[[ /~.k 

V,, - ~]h["- ' V- =/~]h]~" 

Ainsi~ en tout  point x de lu vuri~t4 espuce-temps (V4, g), an  fluide unisotrope churg~, 
non dissiputif est de conductPcit~ infinie est d6crit par un  tensem' 4%nergie T~  d~fini 
par  (1.2) duns un rep~re queleonqae uuqllel est rupport~ l 'espuce-temps nu point 
considSr~. 
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2. - Etude hydro-thermodynamique du fluide anisotrope envisag6. 

Toutes  les variables the rmodynamiques  introduites  sont consid6r6es comme des 
scalaires et doivent  n6cessairement fitre 6valu6es par  rappor t  au rep6re propre.  

(a) Soit r la densit6 propre  mat6rielle du fiuide, lqous d6finissons sa densit6 
sp6cifique d'6~ergie in terne  e selon le point  de r u e  de TAu~ [12] et de LIo~EI~O- 
WZCZ [10] par  

(2.1) @ = r (e~+ e) 

oh c est  la vitesse de la lumi6re. 
Le  scalaire W d6fini par  (1.13) peut  s'6crire: 

(2.2) W - ~  c a r l ÷  ~lhp, 

off l ' oa  a in t rodui t  la variable t he rmodynamique  ] d6finie par :  

(2.3) ( 1 - 1 ) c  2 = e + P____4~. 
r 

En  in t roduisant  la variable the r raodynamique  g d6finie par  

(2.4) 

le scalaire W s '@rit:  

m 5) 

On d6duit  de (2.2) et  (2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

(g - -  1 )  c ~ = e H- P" 
r 

W = e 2 r g - F f i l h p .  

c 2 r ( g - -  ] )  = P ,  - -  P ± . 

(b) Dans la suite nous postulons la conservat ion de r au cours du mouvemen t :  

V~(rU ~) = o 

off V d6signe l 'op6ra teur  de d6rivat ion covariante  duns la connexion associ6e. 
Pou r  le fluide envisag6, les 6quations de Maxwell s '6crivent:  

(2.s) V ~ = ~ : -  0 of~ ~'~-= U~h ~ -- U~h~ , 

et  les 6quations de la dynamique  relat ivis te  sont fournies par  les conditions de con- 

22 - A n n a l i  di  ~llatematica 
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servation: 

(2.9) V~T~-- - 0 o~ T : ~ =  W U  ~ U~-- qkga~--fih~h~. 

(c) Outre la pression, les grandeurs thermodynamiques telles que l'~nergie 
sp~cifique interne, Fentropie sp4cifique, la temp4rature etc., seront consid@r4es comme 
d4doub4es par rapport au champ magn~tique, les eomposantes transversale et longi- 
tudinale de ehacune de ees quantit~s 4rant diff4rentes. ~ous introduisons formellement 
les (~tenseurs ~) d'6nergie interne s~,  d'entropie S~ et de temp6ratnre 0~, d6finis 
par des relations analogues ~ (1.10) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 0 ~  = (0,, - -  Ok) h~f i~--  0~_~,~ 

s k et e, ~tant les composantes transversale et longitudinale de F6nergie intern% Sz 
et S~, celles de Fentropi% 0~ et 0,~ eelles de la temperature. 

L'6nergie interne totale s et l'entropie totale S sont des grandeurs additives, 
elles sont d6finies par: 

(2.13) 

(2.14)  

(d) Si ~ d6signe le temps propre, ]'op6ratenr de d6rivation U ~ Vale long des 
lignes de courant peut @tre d6fini par: 

d 

:Pour des processus quasi-statiques d'6ehange d'6nergie, la relation fondamentale de 
la thermodynamique pent s'6erire pour le fiuide envisag6 sous la forme diff6rentielle [8] 

(2.15) de = H ~  V~ U~dz + 0~ dS~. 

La loi de conservation (2.7) et les 4quations (2.8) de Maxwell permettent de d6velopper 
]e membre de droite de la relation pr4c~dente. ]]n effet lea 4qnations de ~¢Iaxwell 
s'explieitent sous la forme: 

(2.16) V~ H ~ -  U~V~,h~ + h ~ V~ U~--U ~ V~h~-- h~V~, U~= 0 .  
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En  multiplia.nt (2.16) sealMrement par U~ et he, il vient:  

UeV~H~e =- V~h ~ -  U~ U:V~,he = 0 

h~V~l~I ~ ---- h~h~V~ U~ q- U, ~lhl~" 2 + f ~ ? v ~ v ~ = °  

(2.17) 

(2.1s) 

La relation (2.7) donne:  

(2.19) V~(rU ~) : rV~ U~-J- U ~ 8 ~ r :  0 .  

En uti l isant  (1.10), (2.11) (2.12), (2.18) et (2.19)~ la relation (2.15) donne: 

(2.20) de = 20<dSk ~70,j dS , - -P j j  d V - - ~ r  d]hI'a 

off V - :  1It est le volume sp6cifique. 
Consid&'6e eomme une fonetion donn6e de S±, S u , V, ]hl~ l'6nergie interne e du 

fiuide est un  potentiel  the rmodynamique :  0~, 011, Pk  et P, sont d6finies de fa�on 
unique comme des fonctions donn6es de S±, 8~ V, Ihl an moyen des relations: 

1 be be be P~--2 k be 
O m = -{ b & ,  ; 0,, - a & ,  ; P'~ = - -  g P  ; r l  hI - bib I" 

Ainsi on a pour le fluide anisotrope eonsid&6: 

Ok---- O~_(V, &_, [hi) ; 0,~ = Ou(V , & ,  tht) ; V,, = P,,(V, S,,, Ihi) ; Pro= P ~(V, 8 . ,  [hi). 

Introduisons P6nergie libre y~ du fluide d@nie  par 

(2.21) ~p : s -- O~S ~ . 

On en d6duit  &apr6s (2.10), (2.12) et  (2.20): 

(2.22) d%0 = --  20± dS ± - -  O, dS, - -  .P, d V - - ~ r  d[h[= " 

w(V, 0k, 0,, [hl) est un  potentiel  the rmodynamique :  8k, S,~, P~t' P* sont d6finies 
de fa�on unique comme des fonetions donn6es de V, 0i ,  0,, lh[ par:  

Ainsi: 

&~ = - -  ~ 30--7' &' = - -  aO,--]' P" = - -  b--P; rlhl -- blhl" 

& =  & ( v ,  o~, lhl) ; s,, = a, ,(v,  o,,, I<) ; v,, = P, , (v,  o,, 1<) ; ~ ' ~ =  P . ( v ,  Ok, Ihl) .  
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Pour les sealaires ] e t  g introduits on a d'apr6s (2.20): 

(2.23) c 2 d ] : 2 0 ~ d S ± + O ,  dS,~ +VdP±--#~r2 d ( ~ )  

(2.24) c ~ dg = 20_L dS ~ -~ Ojx dS,  @ Vd.Pjj - -  ~o~ d] hI2" 

(e) Dans route la suite nous adoptons r, Sz, S~,, ]hi eomme variables fonda- 
mentales de base et consid~rons 

(2.25) P~_ = .P.(r ,  ~ . ,  Ihl),  _p,, = P,, (~, s,,, thl) 

comme des fonctions donn6es d6finissant pour le fluide envisag6 des 6quations d'6tat. 
~ous adoptons les hypothSses suivantes portant sur ees 6quations d'6tat: 

(l~i) 

~P~ ~P~ ~P± ~ -  >o, ~ >o, qh-~,>o 

bP, ~P,, ~P, 
> o ,  as,i > o ,  alhl < o .  

Ces in6galit6s sont satisfaites par un flnide anisotrope polytropique [13]. 

(1) En multipliant (2.9) scalairement par Ua, on obtient l'6quntion de conti- 
nuit6 relativiste: 

(2.26) U ~ V ~ T ~ = V ~ ( W U  ~) - -  U~'~aq± --  fih ~' U~V:,h~ = 0 .  

Ce qui donne compte tenu de (2.7), (2.18) et (2.23) ou (2.24) 

(2.27) 20 .  U~,~S . - t  - 0,[ U~'b,¢8,, = 0 . 

Duns la suite nous postulons la conservation de l'entropie totale du fluide au cours 
du mouvement:  

(2.28) V~(rSU~) = 0 .  

Soit d'apr~s (2.7): 

(2.29) U°:~,zS = O. 

Ce qui s'@crit d'apr@s (2.14) 

(2.30) 2 U ~ S ±  ~ Uc'~o~Sjt = 0 
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(2.27) et (2.30) entrainent, 0~ et 0,~ 6rant diff6rentes: 

(2.31) U ~ S ~ :  0 ~ U~8~SI~ : 0 . 

Les relations (2.29) et  (2.31) indiqaent  la conservation le long des lignes de courant 
de l 'entropie sp~cifique et de ch icane  de ses composantes. 

(g) I1 r~sulte de eette ~tude que le syst6me fondamenta l  de la magn~tohydro- 
dynamique anisotrope relativiste est const i tu te  p~r 

(8) 

V~(r U~) : 0 

U~'8~SII : 0 

v .v~=z .  

o f f  f t ~  : -  U ~ h  ~ - -  U~h~ 

o ~  T ~ ---- W U ~ U~ - -  q±g~Z - -  f i h ~ h ~  

C'est un syst6me quasi-lin6aire du premier ordre compos6 de 12 6quations pour 12 
ineonnues r, S±, SH, Ih], U=, h~. lqous le notons dans la suite syst~me (8). Ce syst~me 
est susceptible de d6erire un  plasma anisotrope relativiste, non collisionnel, p]ong6 
duns un champ magn6tique fort.  

II :  Les vari6t@s caract~ristiques. 

3. - Tenseurs-discontinuit$s h la travers@e d'une hypersurface [14], [15]. 

D~ns ce par~graphe nous rapellerons quelques r@snltats qui nous seront utiles 
duns l '6tude envisag@e. 

(a) Duns le domaine t2 de ( V ~ ,  g_) occup@ par  le fluide et correspondnnt b des 
coordonn6es locales soit X une hypersurfuce r~gntli~re d'~quation locale ~0 ~- 0 (~0 de 
classe c~). 2] partage $9 en deux domaines ~Oo et /21 eorrespondant respectivemcnt 

~0 ~ 0 et ~ ~ 0. Iqous notons 1 le gradient  de % Duns la suite la m~trique sera 
suppos~e 6tre de cl~sse c 2. 

I~ous eonsid~rons un p-tenseur T sur t) satisfais~nt les hypotheses suivantes: 

(A1) Sur chacun des domaines/2o et ~(21, le tensenr T e s t  un C1-tenseur ordinaire; 

(As) Quand ~0 tend vers z4ro par valeurs n@gatives (rcsp. positives). 



3~2 MAHD¥ CISSO~:O: Sur la magn~tohydrodynamique anisotrope relativistv 

T et VT convergent uniform6ment vers des fonctions ~ valeurs tensorielles d6fi- 
hies sur X et not6es To, (VT~), (resp. T~, (VT)~). 

l~ous sommes ainsi conduits ~ introduire les tenseurs-discontinuit6s sur X 

Supposons en outre T continu sur ~.  On montre [14, 15] qu'il existe un p-tenseur 
distribution not6 ~T de support 2: tel que 

(3.1) (~[AJj = ~ i ,  

off $ d6signe 1~ distribution de Dirae relative ~ q de support X. 
I~es tenseurs satisfaisant ~ ces hypotheses engendrent de mani@re natnrelle une 

alg~bre et (~ est un op6rateur de d6riwtion de cette alg@bre ~ est ~ppel6 op6rateur 
de discontinnit6 infinit6simale et 6T la discontinuit6 infinit6sima.le de T. 

(b) Pla~ons-nous maintenant dans les hypotheses suivantes: 

(B~) IJe tenseur T e s t  continu sur t2. Sur chacun des domaines Y20 et ~(2~, T 
est un c~-tenseur. 

(B2) Quand W tend vers z6ro par v~leurs n6gatives (resp. positives), VT et VVT 
convergent uniform6ment vers des fonctions tensorielles d6finies sur 2: 
et not6es (VT)0, (VVT)0, (resp. (VTh, (VVT~). 

Sous ees hypotheses et eompte tenu de la eontinuit6 du tenseur de eourbure de 
la vari6t6 ~ la travers6e de X, on d6montre [1~, 15] qu'il existe un p-tenseur-distri- 
bution T ~ support sur X tel que 

(3.2) 

4.  - Les  variStSs earae tgr i s t iques .  

On peut mettre les ondes en evidence comme caract6ristiques lots de ]~6tude du 
probl~me de C~uchy. l~ous nous proposons ici d~6tudier~ par la technique des distri- 
butions, les vari6t6s c~ract6ristiques (on ondes) du syst~me Iondamental (8) de la 
m~gn6tohydrodynamique anisotrope relativiste. 

(a) Compte tenu de (2.26)I ls relation (2.9) s'explicite sous 1~ forme: 

(4.1) V~ T ~  =- W U ~ V~ US -- 7 ~  ~ q± ~- fih ~ Ue V~ he Ue ~ tth~h~ ~ 2 -- 
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Soit d'apr6s l'expression de A 

--fi[V~h:'M + h~V~h~J = 0 
oh l'on ~ pos6: 

(4.3) F ~ =  yea+ ]~]~ ; Z ~ =  y~a+ 2~.~,~z. 

La relution (4.1) ou (4.2) constitne le syst6me diff6rentiel anx lignes de conrant. 
(4.2) pent s'6erire en utilis~nt les 6quations d'6tat (2.25) 

( 4 . 4 )  

Ih101  1 + 
- 

+ fih ~ U~Vahq U~-- fi(V~,h~M + h~V~h~) = O. 

Par produit contract6 par ha, (4.2) donne 

Wh~UaVa Ua--h~OaP, ~- #2h~a  @ #lh lW~h ~ 

Soit d'apr6s (2.17) et (2.24) 

(4 5) c~'rg V~h~ + h~ ~PE~ - -  t t2h~ G ]hh~ = O . 

Cette relation pent s'6crire: 

= 0 .  

c"V~(gh ~) - -  c2rh~Gg + h~GP~ - - # 2 h ~  = O. 

Ce qui donne compte teml de (2.24) 

(4.6) V c,(c2gh :') = 20 ± h~3~S.L q- 0,, h ¢' ~S,, . 

De mdme pur produit contract4 par ha on ddduit de (4.4) d'apr6s (2.5) et (2.17): 

(4.7) c~rgV~h~ + ~ r  h ~ r  ~P" '~ #)~) h~,, ]h~ 2 = 0  
 lhJ 

Cette relation se d6duit imm6diatement de (4.5) par ntilisntion des 6qnations d'6tat. 

(b) Dans un domuine ~2 de (V~, _g) oecup6 pnr le fluid G soit X nne hypersurface 
r6guli6re d'6quation locale qJ = 0 (qo de elasse c~). lqous snpposons que les variables 
hydro-thermodynamiques caract6risant le champ et le fluide sour continus duns f2 
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et v4rifient, £ la travers4e de 27, les hypotheses (A) snr les tenseurs ~tudi4s an para- 
gr~phe precedent, lgous avons ~insi d'apr~s (3.1) 

(4.8) 
SLV~Ihl ~] = Z~lhI ~, ~LV~h~j = Z~h~, 

U~ ~LV~S,_J = 0, 

Soit, compte tenu  de (4.8) 

(4.9) 

Ainsi, si l ~ U ~ - 0  (resp. 
~ w ¢ o ) .  

Dans 1~ suite nous supposerons l 'hypersurface X non engendr6e par  les lignes 
de courant  (l~ U ~ va 0). Cette hypoth~se implique 

(4.10) 6Sz- -  6S,-~ 0 . 

(e) Etndions d 'abord ~ quelle condition les distributions 6r, 6Ihl 2, l~SU~, l~Sh~ 

ne sont pas toutes nulles. 
:En 6cri~cant la relation (4.6) de par t  et d '~utre  de X et re t ranchant ,  iI vient compte 

tenu  de (4.10) 

(4.11) ~(gl~h ~) = O . 

Ainsi la quantit~ 

(4.12) b = gl:h ~ , 

eat invariante par l 'op~rateur 6 de d~ri~ation. 
De mSme, en ~eriYant les relations (2.7), (2.8) at (2.9) de par t  at d ' au t re  de 2: 

et re t ranchant  nous obtenous: 

(4.13) ~(rt~ U ") = o,  

Ainsi, le scalaire 

(4.14) a = rl~ U s , 

~ ( t ~ , ) =  o,  6 ( t j ~ ) =  o. 

U '~,~Lv~S, J = o .  

l~ U ~ 6S~ -= 0 ,  l~ U ~ ~ S ,  ~ 0 . 

6S± ~-- ($Sl~ ~ 0), n~eessairement 6S±V=0, 6S, =/:0 (resp. 

En  ~erivant la relation (2.31) de par t  et d 'aut re  de l 'hypersurface 2: et re t ranchant  
il vient apr~s produit  par 
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le vectem" manifes tement  tangent  ~ 2: 

(4.15) V~-= l~,TI~ -~ l~h ~ U~-- a_ ha 
r 

et le vecteur  

(4.16) W~ ---- l~Ta~ ~- Wl~ U a U~-- q~ l~-- filah~M 

sont invariants  par  la dSrivation 6. 
Les relations (4.13) s 'explicitent sous la forme: 

(4.17) rl~SU~+ laU ~& : 0 

(4.18) U~l~h~ + l~h~SUe-- l~U~OM--he la~U~-  0 

[hl ~ 
(4.19) w l ~ U ~ S U ~ - - A ~ l ~ , & - - B ~ l ~  5 ~ -  + 

+ fil~h ~ U~The U~--fi(lah~SM -~ Ml~Sh ~) ~- 0 

= 8P~ F~ ~ -  8P, [ t ~  ~ , B ~n = k ± F  ~ -  k~ h ~  + # Z ~  A~a 
~r 

o~ 

(4.20) 

a v e c  

1 ~P-L 1 ~Pit 
(4.21) k± fal alhl' k , , - - lh l  alhl" 

En  mult ipl iant  (4.18) scalairement par Ua et  ha, il vient:  

(4.22) la(~ha -- l~ U ~ U~bha= 0 ,  

(4.23) ½~ U~a]h[2 + [h]~Zo a ~ -- Z~ h ~  ah~ = 0 .  

Par  ~limination de UzSh~ entre ces relations, il vient:  

(4.24) ½(z~ u=?a]h l  ~ + [h]~l~ U~IqSU e -  l~h~l~Sh q -~ O . 

Par  multiplication contract~e par l~, (4.19) donne compte tenu de (4.22) 

5Ih[ ~ 
(4.25) Wla U~l~6 U~--A~Zl~lpTr-- B~Zl~l~ ~ --fil~h ~ l ~ M  = O. 

Enfin on d~d~it de ]a relation (4.7) compte ten~ de (4.10) 

(4.26) c2rgl~M + ~-~ l:,h~Sr ~- (k~ --/~2)l~h ~ 5]h]~ = 0 
2 
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(~.27) 

(~.2s) 

off 

:En 61iminant blh P entre  (4.24) et  (4.25) d 'une  par t ,  d ' au t re  par t  entre  (4.24) et  (4.26) 
nous obtenons:  

Do l~ U ~ la ~ Ua -- Ao(l~ U~)~ ~r -- JEol~ h ~ la ~ha = 0 

--~ol~ UC~l~h~la~U a Jr- ~ (l~, U~)~l~h~(~r + Gola~h~ = 0 

(~.29) 
{ Do=W(l~U~)2+ IhpB~al~la, Ao= A~al~l~, Eo= Baalala+ #(l~U~') ~ 

~ o :  k~ Ihl ~ -- ~ ,  z : P ,  -- P ± ,  G o :  c~rg(l~ U~)2+ ~(l~h~) ~ . 

Nous avons ainsi obtenns le syst~me homog~ne suivant  de trois 6quations lin6aires 
aux inconnues (~r~ laOU~, tz6h~ 

(i) 

Do la U~l~5 Ua-- Ao(I~ U~)~(Sr-- F~o l~h~laSh a = 0 

rl~ ~ Ua-F la U a6r = 0 

- -  ~o l~ U ~l~h al~ ~ U~ + ~ (l~ U ~) ~ l~ h ~ ~r + Go la Oh~ = O. 

Le d6terminant  de ce syst~me s'6crit: 

Dol ~ U ~ 

H =  

- -  ~ l  ~ U~lah ~ 

--  Ao(l~ U~) ~ --  Eolah ~ 

l~ U ¢* 0 

~P" (l~U~)~l~h ~ Go 

Soit apr6s d6veloppement  et quelques t ransformat ions  616mentaires: 

(4.30) H(~) = P g ) ( 4  U~) ~ 

off 1'on a loos6: 

P(1) = Ax(4 U~)' + A~(4 U~)21~l ~ + Aa(4£~)~41~+ A,(41~)'(4 g~)~ + A,(4M)' (4.31) 

a v e e  *- 

(4.32) 

A I =  e~rg(c~rf - co±) 

A~= c~,g(~lhP+ ~ )  
A~ = - -  # l h l ° ~ ,  (1 + ~:)(1 - -  ¢) 

A , :  #lhl~u(1 + ~)(1 -- ¢) + c~rg(~oL+ :r) --Woz, 

A~ = --/~lht~Tc,, [ (1  -F ~:)(1 - -  a) - -  )1 - -  ~) ]  
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o~ 

(4.33) 

b P :  ~P, 

6¢ - -  

a,, ~, (1 + ~) 8r ~PII (1 -~- ~) 

z± r 3P± ~lt r ~P, 
P ±  P ±  3r ' a1' P ,  P ,  3r 

Le syst~me (I) admet  des solutions autres que la solution nulle si et seulement si: 

H(1) = 0 soit _P(l) = 0 .  

l~uppelons que le probl6me de C~uchy est darts Be e~s ind6termin6 et  que l 'hypersur-  
face 27 est singuli~re au point  de r u e  de ce probl6me. Les relations (4.17)~ (4.24)~ 
(4.25) et (4.26) fournissent  l~dU~, l~bh~, dlh] ~ en fonetion de dr. 

(d) L '6 tude  pr6c6dente concernait  Or, dlhl2 et les composantes  normales g X 
de U et  h. D6composons ces vecteurs  selon leurs eomposantes tangentielles et nor- 
males g Z. I1 vient :  

l~ U~l~ l~h~l~ 
(4.34) U ~ =  v ~  lal ~ , h ~ =  t ~  lala ~vec lq vQ = loto -= 0 .  

D'apr6s les r6sultats du (c)~ les formules (4.18) et  (4.19), fournissent  des relations de 
1~ forme 

(4.35) 

(4.36) W l ~ u ~  Ue - -  ftl,~h~ 5t~ ~ 0 

off le symbole ~ 0 signifie modulo des termes proport ionnels  g dr. Le d6terminant  
des 6quations pr6c6dentes aux inconnues dv~ et  dt~ s'6crit: 

(4.37) Q(~) = w ( l ~  u~)~  - f i ( t : h ~ ) ~  . 

(e) Nous avons ~insi mis en 6videnee trois types  d 'ondes 

1) Les ondes d 'entropie Z'z, solutions de 

(4.38) ~ ~ U % ~ o = 0  . 
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Dans ces c~s routes les discontinuit6s sont proportionnelles g OS~ et ~S~. Les ondes 
d'entropie out, par rapport au fluid% une vitesse de propagation nulle et sont tan- 
genres en chuque point ~ la droite support de U duMe du plan d~6quation 

(4.39) E(1) = ~ U ~'-~ O . 

2) Les ondes magndtosoniques 2~M, solutions de 

P~g~ ~ 9 ~ 9 ~ q ~  = 0 ,  (4.40) 

Oil l 'on a pos6: 

£ ~ o  = A~ U~ U~ U ~ U~ + A~ U~ U~g*e + A~avh~gaQ + A ,  U~ U~]~@* + A ~ £ ~ ] ~ £  ~ . 

Ces ondes correspondent g Fexistenee des diseontinuir6s dr, bib[ ~, labUa, laDha. Elles 
sont tangentes ell ehaque poillt au eSne earaet6ristiqne dual du e6lle d'6quation: 

(4.41) P ( l )  = p a ~ o  l a l ~ l ~ l o  = 0 . 

La g6n6ratrice de contact de l~onde avec le cSne est d6finie par 

1 aP( t )  
2¢~ = - 

2 al~ 

soit: 

(4.42) 7¢a _ 2A~(l~ U~) ~ U~ + A~(l~ U ~) (g~q l~ lo US + l~ U ~ l~) + A~ 1¢, ~(g~Q l~ l ~  + l~ 1~ l~) 

+ A,l~ U~lc, h~(l~h :' Wh~) + 2Ad~h~) 'h ~ . 

3) Zes ondes d~Al]ven Xa, solutions de: 

(4.43) Q ~ Q ~  = 0 

off Qve = WU~ U~ - fih~h °. 
I~es oiides d'Alfven correspondent~ en l'abseiice d'autres discontinuit6s, ~ l~exis - 

teiice des discontinuit6s ~v~ et ~t~ qui sont proportionnelles. Ces ondes sont tan- 
genres ell chaque point all cSne caract~ristique dual du c6ne d'6quatioll 

(4.44) Q(1) = Q,ql, lQ= O . 

Supposolls ( 1 -  ~ )>  0 et posons pour abr6ger /5= V~-/fi/fi. L'6quation aux oiides 
d'Alfvell peut alors s'6crire: 

{(~v~+ h~)t~){(pv~-~) z~) = o .  
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Ainsi sous l'in6gulit6 (1 - -  A) > 0 les ondes d 'Alfven sont engendr6se par  les trajectoires 
soit dn champ de vecteurs  

(ondes d~esp~ce A), soit du  champ de vecteurs  

(ondes d'espgce B). 
Sons 1Hn6galit4 ( 1 -  ~ ) >  0, ces vccteurs  sont mani fes tement  temporels.  En  

effet on a: 

c"rg _ 
A a A O = B a B  q = f 1 2  ]h[~_ _ . > 0 .  

# 

~ous  enon~ons 

THE01~EIVIE 1. - I~eS vuri6t6s c~ract6ristiques (ou ondes) du syst5mefonda men- 
ta l  (s) de la mugn6tohydrodynumique  anisotrope relativiste sour: 

1) Les ondes entropiques,  solutions de 

U ~ 8~ ~ = 0 . 

2) Les ondes mugn6tosoniques, solutions de 

_pt,~e ~ ~, cf ~ qo ~ q~ 8 e qv = 0 .  

3) Les ondes alfv6niques, solutions de 

III: Propri~t~s des rayons en magn@tohydrodynamique anisotrope relativiste. 

Duns ce t te  section nous nons proposons d '6tudier ,  en  te rmes  de tenseursdistr ib~- 
t ions,  les rayons  correspondunt  aux  ondes raises en 6vidence. 

5. - Propri@t~s fondamentales des rayons associ@s aux ondes magn~tosoniques. 

(a) Soit ~ = 0 nne  solution de l '6quat ion (4.41) aux ondes magn6tosoniques ~M; 
I~es bicaract6rist iques ou rayons associ6s £ ces ondes sont les t ra jectoires  du chump 
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des veeteurs 2Va d6fini par (4.42). Ces veeteurs sont tangents  aux ondes magn6to- 
soniques. En  por tan t  (4.34) darts (4.42) et en t enan t  compte de (4.41) nous obtenons : 

(5.1) 2V~ = l~ U~[2AI(I~ U~) ~ + A~g~Q l~IQ + A~( /~ )  2] v~+ 

+ 1,,£~[A~g~l~l~ + A4(l~ U") ~ + 2As(1,,h:')~fi~ 

Nous nons proposons de montrer  que 5r (et par suite les ~ [ht~ , 5U~ (Sh~) se propage 
le long" des rayons~ e 'est  ~ dire que ~r v@rifie un  syst~me diff~rentiel de la ~orme: 

~Y~ V~ 5r + k6r = 0 .  

De 1~ form~le (3.2) il rdsulte quail existe des distributions ~, S±, S~ Ih] ~, U z, h z 
telles que: 

(5.2) (~[ V~V~ rJ = V~ l~ ~r @ l~V~ ~r ~- l~V~ ~r @ l~ l~ 

(5.3) $[V~V~S±] = l~l~S±, $[VaV~Sn] = l~l~S,~ 

(5.4) ~[V~V~lhI ~] = V~ g~ I~I ~ + ~ V ~  lhI o + ~ V ~  lhl ~ + ~ X~l~I ~ 

(5.5) SIV~V~ u~] = V ~ U ~ +  ~ V ~  U~+ ~ V ~ U ~ +  ~ U ~  

(5.6) $[V~V~haJ = V~ l ~ h  z @ l~V~h~ @ l~V~hZ-] -- l~ l~h z . 

(b) Consid~rons la relution: 

V~ u~ ÷ U~ ~ r  = O 

et d6rivons la dans D. I1 vient:  

VaV~ U~ + Va ( ~ )  V,,r + ~ VaV,,," = O . 

En  6erivant cette relation de par t  et  d 'an t re  de X et re t ranch~nt  nous obtenons: 

U~ ~[V~V~rJ @ ~ [V~ ( -~ )V~r ]  = 0  8Lv~v~ v~l + r (5.7) 

o r  

est une combinaison lin~aire des termes en ~ U ~ et ~r est done proportionnel ~ ~r 
d~apr~s les r~sultats du paragraphe quatre. ~ous  ~crivons alors (5.7) sons la forme: 

(5.s) r3[V~V~ U ~] + U ~ 8[V~V~r] ~ 0 
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off le symbole ~ 0 signifie modulo des termes proportionnels £ (~r. En  proc6dant de 
mgme sur les relations (2.31) relatives aux entropies, on obtient 

Soit d'apr~s (5.3) 

l~ U ~ l~S± _ 0 ,  

Ainsi S± ~_ 0, S~ ~ 0 et  il vlent 

(5.9) 8LV~V~S±] _~ 0,  

U ~ SLV~VaSj, J ~- 0 .  

l~ U~ I~SI, ~-- 0 . 

3LV~V~ S, ] ~ o .  

Le m~me raisonnement  appliqu~ aux relations (2.17) et (2.18), consequences des 
~quations de Maxwell, donne 

(5.10) SLVaV~h ~] -- U ~ U~$LVaV~h~J ~_ 0 ,  

Eu  mult ipl iant  (5.10) par  he, (5.11) par Us et re t runchant  on obtient:  

(5.12) ½ U ~ Ua$[V~V~]h[ 2] + ]hi 2 Ua$[VaVa U~J -- ha$[VaV~h a] ~ 0 .  

On d6duit  de m~me du syst~me diff6rentiel (4.4) uux lignes de courant  compte tenu  
de (5.9) et (5.10) 

B~p 
(5.13) W Ua~[VaV~ U~J --  A~3[V~V~r] - - - ~  SLV~Va]h[~] --fih~S[VaV~h ~] ~ O. 

Enfin la relation (4.7) donne compte t enu  de (5.9) 

(5.14) c~rg$[V~Vah ~] + ~ h~$[V~VarJ + (k,, --/~).) ~- $[V~V~]hI~J _~ 0. 

Par  multiplicution par  he, il vient:  

(5.15) e2rgh~3[V~V,,h ~j + h~h~LV~VarJ ~- -~ (k,,--tt2)h~h~kV~Va]hl'-J ~_ 0 

(5.8) donne par  multiplication contract~e par Us 

(5.16) r U~ ~[V~V~ U~] + U~ U~$LV~V~r] ~ 0 .  
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(5.17) 

(5.18) 

off l 'on ~ pos6: 

(c) Consid~rons les relations (5.12), (5.13), (5.15) et (5.16). P~r ~liminution de 
U~$[V~V~ U ~] et h~$[V~V=h:], elles entra inent :  

o~¢3LV=VzrJ 4- ~ ~v=~3LV~V~fhl~J -~ o 

r 

D:~ = WU ~ U~ ÷ rA~-- filh1~ U~ U~ = e~rgU~ U~ + =± F=~ -- =,,~ 

F ~ = B ~ +  fi U ~ U~ = k.F~- k,, ]~]~ + #Z~+ fiu~u~ 
(5.19) 

K ~  = Iht ~ M ~  avec M~=- 7C~l h~h~ - c~r]U ~ U~ 

Les relations (5.17) et (5.18) s'~crivent compte term de (5.2) et (5.4) 

(5.20) 2_D=Zlc, VaOr + rF~laVa(~lh12 4- D~l~l~  + rF=~l,,l;~:~ - ~ 0 

(5.21) 2K~laV~r  4- rL~la V~OIh[ ~ 4- K~lc, l~  4- r.L~l~l~ ] ~  ~ O . 

Par  ~l imin~ion de tht ~ entre  ces deux rel~$ions, il vien~: 

(5.22) 2(LaOl~l~D~l~--.EaOl~l~g~l~)V~Or 4- r(La~l~lo~l~--.Ea~l~l~L~) V~[h] ~ 4- 

4- ~(L~ la l~D~ l~-- .E~ l~Iz K ~  l~) ~_ 0.  

Un cMcnl ussez long muis 4l~men~i~e donne ~ p~rtir de (5.19) 

Ainsi le coefficient de P e s t  nul. (5.22) s~cr i t  ulors: 

(5.23) 2(Z~t~l~D~l~--F~l~l~K~l~)V~Or4-r(L~l~l~EaOl~--~l~leL~l~)VoOlhl~O. 

(d) l~eprenons les relations (4.17), (4~24) et (4.25). I1 est ais~ de montrer  qn~elles 
entra inent :  

(5.24) 2D~el~l~ ~r 4- r:E~el~l~O[ht~----- 0.  

De m6me, les relations (4.17), (4-24) et (4.26) donnent :  

(5.25) 2K~.°-l~le Or 4- rL~b.loOlhl ~ = O. 
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On d6duit  de (5.24) et (5.25) par  d6r ivat ion:  

(5.26) 2Da~l~l~V~6r 4- rF~el;, l~V~ ~ Ih] ~ ~ 0 

(5.27) 2K~lal~V~Sr 4- rLa~l~lqV~6]hl~ ~-- 0 . 

En mul t ip l i an t  (5.26) pa r  L~l~ et (5.27) pa r  F ~ l :  nous obtenons  

2D~l~l~L~l~V~Sr 4- rFael~l~L~V~(~ fh] ~ ~ 0 
(5.28) 

2Ka~ la t~Fa~ laV~6r 4- rL;,qb, lqF~ laV~(~thp ~_ O . 

Compte  t e n u  de (5.28), (5.23) donne 

Z~ V~ &" ~ 0 (5.29) 

off 

(5.30) Z~ = LaQ la lq D ~  l~ - -  F~q la l~ K ~  l~ 4- D~e l~,le L ~  l~ - -  K~e la le F ~  l~. 

On v6rifie i m m 6 d i a t e m e n t  que Port a IQZq= O, en d ' au t r e s  t e rmes  que le vec teur  Z~ 
est  t angen t  ~ Ponde.  

Compte  t enu  de (5.19) on m o n t r e  pa r  un calcul long main 616mentaire que le vec- 
t eur  Z~ d6fini pa r  (5.30) n ' e s t  au t re  que le vec teur  Nz d6fini pa r  (5.1). Ainsi: 

N~V~ ~r _~ 0 .  

51ous 6non~ons: 

T ~ o ~ E  2. - Les d is t r ibut ions  &, 3]hi ~, ~ U~, ~h a g suppor ts  sur Fonde mugn6to- 
sonique XM se p ropagen t  le long des rayons  ansoci6s selon les syntemes diff6rentie]s 

o5 le nymbole ~ 0 signifie modulo  den t e rmes  propor t ionnels  pa r  exemple  g (~r. 
l~emarquons  que la direct ion du vec tenr  N~ n 'ent  pas  en g6n6ral inv~r iante  pa r  

la d6r ivat ion & 

6. - Propri6t4s des rayons  associ6s aux  ondes  d 'Alfven.  

(a) La  direct ion du r ayon  ansoci6 g une onde d 'Al fven  d'esp6ce A (resp. B) 
est  na tu re l l emen t  donn6e par  A s (resp. B~). Soit ~ = 0 une  solution de l '6quat ion 
aux  ondes d 'Al fven  pa r  exemple  d 'esp6ce A. On a: 

(6.1) A ~ q ~ =  (fiU:4- h~)l~ = O. 

2 3  - .Annali di Matema~ica 
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Pour  une onde d 'Alfven on a eer ta inement  P(1)=/: 0 et  par  suite 

~r=O, 

(5.22) se r6duit  alors 

et par  suite ~ =  O. Ainsi 

(6.2) 

~Slhl~= o, Z~dUO= 0 ,  l ¢ d h ~ =  0 

P(/)~ = 0 ,  

SLV~V~r]=0. 

0ompte  t enu  de cet te  relation, (5.8) donne:  

(6.3) NLV~G g~J = 0 .  

De la relat ion (5.20) ou (5.21) il r6sulte que [hi2= 0. 

(6A) NLV~Velhl~l = o .  

On a alors: 

(6.6) 

et  

(6.7) 

(6.5) $[V~Gh~ 1 = 0 .  

(b) Pour  les ondes d 'Alfven envisag6es ici, seules les discontinuitgs (3U~ et  (3t~ 
peuven t  @tre diffgrentes de z6ro. Des relations (4.35) et (4.36) off les seconds membres  
sont nuls, on d6duit  que dtz est propor t ionnel  ~ dye. Le symbole ~ 0 signifie darts 
ce paragraphe,  modulo des te rmes  lin6aires par  rappor t  aux dv~ (ou aux ~ta). 

Compte t enu  de (6.2), (6.3), (6.4) et  (6.5), les 6quations (2.16) de Maxwell et  le 
syst6me diff6rentiel (4.4) aux lignes de eourant  donnent  par  dgrivat ion 

h~ ~LGV~ Vq - ~ 3LV~V~ hq ~ 0 

fl~ U~$LV~V~ Uq - -  h~LV~V~hq ~ 0 .  

En  mult ipl iant  (6.6) par  he et (6.7) par  U~ et  re t ranchant ,  on obt ient :  

@ v~ r J ~ -  h~h~) 3LGV~ W] ~ o 

soit en expliei t~nt:  

(/~ U ~ g~ - h ~ ha)(/~V~ U~ + l~G ~ g~ + l,  l~ U,.) _ 0 .  

Le coefficient de ~z 6t~nt nul  d'apr6s l '6quation aux ondes d 'Alfven,  on obt ient :  

(fi2 l~ U ~ U~ - -  l~h~h~)V~5 U z ~ 0 .  

Compte t ena  de (6.2) et (6.4), la relat ion (5.15) off le second membre  est nul  donne:  
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Soit en uti l isunt (6.1) 
~ U" A~V~ Y~ ~_ 0 .  

~o us  obtenons:  
A ~ V ~ Sv~ ~ 0 .  

On ~t~blit de f~con.~n~Iogue pour  une onde d 'Alfven d'esp6ce B:  B z V ~ r S v ~  O. 

Posons A~ = A p, A~ = B ~. 
Nous ~nonpons : 

T m ~ o R ~ E  3. - Les distr ibutions 6v~, ~t~ £ supports  sur une  onde d 'Alfven X~ 
d'esp~ce A (resp. B) se propagent  le long des rayons essoei~s selon ]es systgmes dif- 
f~rentiels 

A~ V~v ~ ~-- 0 ,  A~ V ~ t  ~ _~ 0 (i = ~, ~) 

off le symbole ~ 0 signifie modulo des termes lin~aires par  rappor t  ~ux 6v~ (ou ~t~). 

(c) t~eprenons une onde d'esp~ce A et ~tudions l 'act ion d~une d~riv~tion sur le 

vec teur  A~ = fi U~ ~ h~. 
D'apr~s l 'Stude d~ (a) du prSsent paragr~phe on a: 

I1 en rSsulte 

c5~= 0 ,  1~ U~= 0 ,  l~r)h~= 0 .  

Soit d'~pr~s (4.35) off le second membre  est nul  

Ce qui donne d'~pr~s (6.]) 5 A ~ :  0. Ainsi 

TRY, ORatE 4. - Pour  une onde d 'Alfven d'esp~ce A (resp. B), le vecteur  A (resp. B) 
hfi re@me et s~ direct ion en purticulier  sont inv~riants par  la d~rivation 6. 

IV: Propagation des ondes en magn6tohydrodynamique anisotrope relativiste. 

7. - Vitesses de propagation. 

(a) La  vJtesse de propagat ion V ~ par  rappor t  an fiuide d 'une  hypersufface 
d 'onde  2: est donn~e par  [9], [10], [16] 

(7.1) = yZ : (l~ U~) 2 -  l~l ~" 

C'est 1~ pente  sp~tio-temporelle du 3-plun tangent  ~ X. 
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b a  relation (7.1) entraine 

(7.2) (1 - y ~ ) ( ~  u~)~ = - y = ~ z ~ .  

Sur cet te  relat ion on voit  que V~:/c< 1 si et  seulement  si l~,l~<O, c 'est  ~ dire si 
X est orient6e duns le temps~ ce que nous postulons duns la suite. La composante  h~ 
de h duns la direct ion spatiale de propagat ion d6finie par  

(7.3) ]~- (l~U~)~ l~l~ 

v6rifie le l emme g6om6trique suivant  [15]. 

IJEtKME. -- On a toujonrs  ~ . < 1 .  t)our que ]t~ = 1, il faut  et  il suifit que 1 ap- 
par t i enne  an 2-plan d6fini par  (U, h). 

(b) La  quanti t6 Q(1) peut  s 'expr imer  en te rmes  de y d'apr~s (7.2) et (7.3) par :  

(7.4) 

off 

(7.5) 

(1 --y) ~(1)-  D(y) = (1 -~- fi)y-- (1 --  ~ ) ~  - - /~/~ 

Q(~)- Q(~) c~rt 
#lh l  =, f l - -  #]hl  =. 

Ainsi les ondes d~Alfven adme t t e n t  par  rappor t  au fluide une vitesse de propaga- 
t ion V A donn6e par :  

(7.6) : y" : ~ / ~ ,  1+~ 
et  qni v6rifie y ~ <  1. 

Sur la relat ion (7.6) on voit  que la vitesse de propagat ion des ondes d 'Al iven 

est r6elle si 

(Ha) (1 - -  4) > O. 

De m@me, compte  t enu  de (7.2) et  (7.3), la quanti t4 .P(1) d4finie par  (4.31) pea t  s'ex- 

pr imer  en te rmes  de y par :  

( 1 - -  
(7.7) 

off 

(7.s) 

M ( ~ )  - ~ l h l % ,  

A. = ?',,(1H- #) 

.B : ~',,(I-F ~±)(1--/~[)-F- y , , (1 - -  ~.)/~-I- (1-]- #)J~ 

C = ~ [ ( 1 -  ~t~) (1 + ~)(1 - - a ) ~ -  ~ ( 1 -  ~)]. 
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~ r e e  

~r (~j. = o)j_ 
(7 .9)  y,, = c'-g ~ , ,  # l h P "  

L~ vitesse sonique longitndinale V ~, est d6finie par: 

= y[ = - - .  

(c) Consid~rons le trin6me //(y) dont les racines d6terminent les vitesses de 
propagation par rapport au fluide des ondes magn~tosoniq~es. Le coefficient A est 
strictement positif. Le t r in6me/ / (y)  aura deux racines %elles distinctes comprises 
entre 0 et 1 si 

(7.10) B > 0 ,  / / ( 0 ) =  C > 0 ,  A - - B > O .  

L'in6galit6 B > 0 est satisf,~ite sous les hypotheses (Hi  et (H~). Sous les m~mes 
hypotheses /7(0) > 0 pourvn que 

(tt~) (1 - a) > o ,  

A - - B  peut s'6crire eompte tenu de (7.8) 

off 

(7.11) ;g = 

A - -  B = y,,(1 +/~)(1 - -  ~) 

y,, (i + ~±)(] - h~) + 7,, (i -- ~)h~ + (i + ~)i~ 
~,,, (1 + ~) 

Sous les hypotheses (Hi,  (Hi ,  on ~ A - - B >  0 si et seulement si 

(H4) (1 - -  z ) > 0 .  

Les hypothgses (HJ ( i --  1, 2~..., 4) assurent ainsi que les in6galit6s (7.10) sont 
satisfaites ; elles entra inent / / (1)  = A -- B + C > 0. 

Consid~rons les hypothgses (Hi  et (H3). Elles conduisent anx in6ga]it6s suivantes: 

( ~ )  ~ ~ 
a, (1 + ~) < ~/j~ < 1  + r / l .  

Ainsi, s.ous ]es hypotheses (H2) et (Hi ,  les quantit6s ~% at Ux ne peuvent prendre des 
vMears ~rbitraires, lenrs variations sont astreintes ~ v6rifier les in6gatit6s (H). Du 
point de rue physique, les hypotheses (H2) et (Hi  ou, ce qui revient au m~me, ]es 
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in6galit6s (II), assurent que les r6gimes 6tudi6s sont stables, elles impliquent  l 'absence 
d'instabilit6s (( fire hase ~> et  (~ mirror ~> qui peuven t  appra i t re  duns le fluide aniso- 
t rope envisag6 [3, 5, 6, 7]. Nous d6signons par  y~-  et  y~*+ les z6ros ent re  0 et 1 du 
t r in6me II(y) et  appelons V ~- et V ~*+ respeet ivement  vitesse mag~6tosonique lente 
et  vitesse magn6tosonique rapide. 

Les conditions d'instabilit6s ent ra inent  que les vitesses de propagat ion des ondes 
alfv6niques et des ondes magn6tosoniques lentes sont imaginaires. 

(d) Etndions  la posit ion de ]a vitesse de propagat ion V ~ des ondes d 'Alfven 
par  rappor t  aux vitesses de propagat ion V ~- et  V ~+ des ondes magn6tosoniques.  
:En po r t an t  y~ d6fini par  (7.6) dans l 'expression (7.7) de II(y) nous obtenons apr~s 
quelques t ransformat ions  6]6mentuires: 

(7.12) 

off 

(7.13) 

i ± 8±) "1 TI(y "~) = ~ ( - - ~ ) ] ~ [ m ( 1 - [ -  f i)(l--~)--y,~)l--~)] = 

y o = y J m ( 1 - - o : ) ;  m---- ( 1 +  ~/1-[- 6 0  ; y~--~ (1 ~ f l ) / (1--  ~). 

La relat ion (7.12) pen t  s'6crire 

(7.14) i I ( y  ~) ---- 

a - f e c  

(1+ ~,)(1 -- ~])Y,, [(1 + ea,,m)~,- (1 + ~1±+ eaL~[/1 + 5.)] 
1 + #  

(7.15) e ~ W/c2rg = (c2r] + #[h]D/c%'g. 

I1 r6sulte de cet te  6tnde 

THI~OI~lVIE 5. -- SOUS les hypotheses  (H~) (i = 1, ..., 4) il existe par  r appor t  an 
fluide anisotrope consid6r6 nne vitesse de propagat ion V ~ pour les ondes d'Alfven, 
denx vitesses de propagat ion V ~- et  V s+ pour  les ondes magn6tosoniqnes v6rifiant 

les in6galit6s snivantes:  

o < v ~ - < v ~ < v ~ + < ¢  si v,<(1/(l+me~,,))(l+v±+e~vL/l+~D 
0 < v ~ < v ~ - < V ~ ' + < ¢  si v,,>(1/(l+me~,,))(l+w+e~:v~/l+~±). 

8. - Cas parficulier. 

I~ous examinons les r6sult~ts pr6c6dents concern~nt la propagat ion des ondes 

duns qnelques cas part icnliers:  

1) champ magngtique tr~s intense: ~?±<<1, ~ <<1, ~± <<1, ~ <<1. 



MAttDY CISSOKO: x~i~r la magndtohydrody,namique anisotrope relativiste 359 

Darts ce eas les coefficients A, B, C d6finis par  (7.8) dev iennent :  

A = 7,, (1 -~- # B = 7(, ~- k~(1 -[-/~, C = k ~ 

L'6qua t ion  H(y) :  0 donne alors 

1 
- = h~./r,,. (8.1) y(n y(2) "2 

L'6qua t ion  D(y) :  0 donne  i m m 6 d i a t e m e n t :  

1 
(8 .2)  y~  _ . 

l + f l  

2) Propagation longitudinale: itS: 1. 
D~ns ce ca s il v ien t :  

A = 7 , ~ ( Z + ~ ) ,  B = 7 , , ( ] _ - - k ) + l + ~ ,  O = l - - k .  

L'6qua t ion  I I (y ) :  0 donne alors 

(8 .3)  yl~' = ( 1 -  ;0/1 + #, 

On d6duit  de F6qnation D(y)= 0 

(8.4) Y~ = (1 - -  4) 
l + f l  " 

1 yT = - .  
71r 

3) Propagation transversate: ]~= O. 
On obt ient  ~lors 

A = 7, , (1-~-  f i ) ,  /3 = 7,~(1-~- ~±), O: 0 . 

Les 6quations D(y) :  0 et 17(y)= 0 donnen t  

B 
(8 .5)  y~  = y~) = 0 ,  Y[E) - A - -  

1+ ~ 

:Nous d6finissons la vi tesse magn6tosonique tra,nsvers~le V~ par  

(8 .6 )  y ~  = - -  - -  . 
7± I-F fl 

Pour  un fluide poly t ronique  les r6sul tats  de ee pa ragrgphe  se r6duisent g l ' approxi -  
m~t ion cl~ssique a,ltx r6sult~ts cl~ssiques [13]. 
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9. - E t u d e  des  c 6 n e s  d 'ondes .  

9.1. Opdrateurs dil]drentiels hyperboliques stricts [10], [17], [18]. 

Spit V~ une vari6t6 diff6rentiable de c]asse c ~ off k est suffisamment grand.  Spit 
a(x, 3) un  op6rateur  diff6rentiel agissant sur des fonctions off x EV. et off ~ d6signe 
la d6rivat ion ordinaire ~ = (3~) ( g =  1, 2, . . . ,  n). T ,  est l 'espaee vectoriel  t angent  
en x ~ la vari6t6 V, et  T* l 'espace dual. S i m  est l 'ordre de l 'op6rateur  a(x, ~), alors 
a(x, ~) off ~ ~ T* est un po lynome r6el en ~ de degr6 m. Iqous consid~rons la par t ie  
principale h(x, ~) de a(~, ~), qui est  constit~6e par  l 'ensemble des termes homog~nes 
de degr6 m de a(x, ~). Spit V~(h) le e6ne de T~* d6fini par  l '6qnation 

h(x, ~) = 0 pour  x f ix6.  

L'op6ratel]r  a(x, ~) est hyperbol ique str ict  en x si l 'hypoth~se suivante est v6rifi6e. 
I1 existe dans T* des 616ments ~ te]s que route  droi te  issue de ~ ne passant  pns par  

le sommet ,  coupe le c6ne en m points  r6els distinets.  Ces points ~ const i tuent  l 'int6- 
r ieur  de denx  demi-c6nes eonvexes ferm6s oppos6s _F+(a) et ]'~-(a) dont  les bords 
appar t iennent  ~ V~(h). 

9.2. l~eprdsentation des cdnes d'ondes dans t~ 8. Consdque~ces. 

(a) En  chaque point  x de la vari6t6 espace-temps (V4, g) les c6nes caract6ri- 
stiques correspondant  ~ux diverses Yari6t6s caract6ristiques sprit des c6nes duaux  
des c6nes d '6quations (4.4) et (4.44). Ces 6quations peuven t  s '6crire: 

(9.2) ~(1) = (1 -~/~)(l~ Ua) ~ -- (1 -- 2)(lc, h~) ~ -  0 .  

Dans (9.1) on a pos6: 

Z l  = y,  (/~ - 6±)  

L:  : r,, (1 ÷ ~±) 

(9.3) L 3 =  --  (1 + ~)(1 -- ~) 

L4 = (1 ~- ~)(1 - -  zt) ~- Z~ (6± + ~t) - -  (1 -~ D) 

L 5  = - -  [(i + ~ ) ( 1  - -  z t )  - -  ( 1  - -  ) t ) ] .  

Sons les hypotheses  (H~) (i = 1, . . . ,  4) les vitesses de propagat ion des ondes magn6- 
tosoniques et des ondes d 'Alfven sprit r6elles et  inf6riettres ~ la ~¢itesse de la lumi~re. 
Les c6nes d6finis par  les 6quations (9.1) et (9.2) cont iennent  donc dans b u r  int6rieur 
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le cSne fondamen tu l  de l~ m6tr ique  d '6qaut ion 

(9.4) G(1) : g ~ l ~ l ~ =  0 .  

(b) :Noas ullons 6tadier  les diff6rents cSnes. Pour  cela, nous rappor tons  l 'espace- 
t e m p s  (V4, g) en a n  point  x d ' u n  domaine  t)  occup6 pa r  le fluide ~u rep6re propre  V w) 
en ce poin t  avec  _~V (~')-- ~ .  

Posons 

/o--  t ,  l~=  x ,  12----- y ,  l s =  z .  

Avec  ces consid6rutions les 6quutions (9.4), (9.1) e t  (9.2) s~6crivent respect  i vemen t :  

( I~)  

t 2 -  x ~ -  y ~ - - z  2 =  0 

L ~ t 4 ~ _  L ~ t 2 ( t  ~ _ x ~ _ y 2  _ z 2) ~ L 3 z 2 ( t  ~ _ x 2 _ y 2  _ z 2) _~ L 4 t 2 z 2 ~ _  . L s z 4 =  0 

(1 + fi)t~ - (1 - ~) z~ = o . 

Les 6quations pr6c6dentes d6finissent trois cSnes que nous nous proposons d '6tudier  

dans  R a. ~ o u s  uppelons (( indicutrices d~ondes duns /~3 ~) les sections de ces cSnes 
pa r  l ' h y p e r p l a n  t = 1. ~ o a s  obtenons ainsi les indicatrices sa ivan tes :  

(S~) 

(S~) 

(S~) 

1 - - x 2 - - y 2 - - z ~ : O  

/]1 + L d l  - -  x 2 - -  y~ - -  z 2) + L d l  - -  x 2 - -  y2 _ z 2) z 2 + L ~ z  ~ + L s z  4 = 0 

(1 + fi) - -  (1 - -  ~) z~ = 0 .  

:Nous al]ons 6tudier ]~ fo rme  de ces trois  indicatrices.  Ce sont trois surfaces de r6vo- 

lu t ion au tour  de oz;  coupons-les pa r  le p lan  x = 0. ~7ous obtenons ulors les courbes 
suiv~ntes : 

(Co) 

(G~) 

(Gs) 

y2 -t- z ~ : 1 

z~= (i + p)[(1 - ~) 

(Co) est  un  cercle de r ayon  6gal £ l ,  (Ca) se compose de c reax  droites et (C~) est  une 
eoarbe  du qaa t r i6me  degr6 a y a n t  oy  et oz c o m m e  axes de sym6trie.  L '6quat ion  
de (C~) p e a t  s~6crire 

(9.5) y~ : (L~ --L,)z, + (L4 + Z~--L~)z ~ + Zl + L~ 

Z3(z 2 + ZdA) 
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Soit eompte  t enu  de (9.3) 

(9.6) y~ = 
( z : - - ? ' l j ) ( z ~ - - y o )  _ 

L~(z~--?'0) 
Pour  z ' ~ :  O, on d6duit  de (9.5) ou (9.6) 

( 1 +  ~)(1--~)(z2--? 'o)  

y 2 =  ~'a = (1 -j- ~)/(1 J- (l~_). 

Pour  z~=  ?'= et  z 2 =  y~ on a y ~ =  O et  ]a eourbe (C~) a d m e t  les a s y m p t o t e s  z~=  yo. 

Des expressions de ?'~, Z; et~ yo on d6duit  les relat ions suivantes :  

(9.7) 

?',, -- ?'a= Z' (1 @ ~_~ -- (i @ eGil)~i, ((i -- ;~)-i 

?'o -- ?',, = ?'o(Gz~/~,, (I + ~±) -- (m -- 1)) 

?'o --  ?'~= ?'o[1 @ ~±-t- eG±~_/(1 -~ ~ J  --  (1 + m~,,)  r],,] (1 --  ~.)-~. 

(o) L '6 tude  de la posit ion,  les unes pa r  r appo r t  aux  autres ,  des racines ?'o, Z~, 
?'~ et  des cons6quences g4om6triqnes qui en d~coulent nous a conduits  ~ consid4rer 

les einq cas snivants  

(CJ ?'~ < ?'ll < ?'o • 

Nous obtenons  alors pour  la eourbe (C~) 1~ figure suiv~nte:  

~Z 

(c,) 

Fig. i. 

~ < ~ < yo • 
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L~ figure obtenue dans ce eas est identique £ 1~ figure 1, les racines 7~ e t  Y~ @t~nt seu- 

lement  6chang6es. 

On d6duit de l '6 tude de ees deux cas que le e6ne (P~) se d6eompose topologique- 

r (" I~a, part ie  int6rieure ment  en une nappe int6rieure -4Pro et une nappe ext6rieure _~ .  

de - 4  ym correspond aux ondes magn6tosoniques rapides et la part ie  ext~rienre de - 4  

aux ondes magn~tosonoques lentes. 

(G3) Y, < Y0 < Y. • 

On obt ient  pour  la eourbe (C,~) la figure suivante 

C~ V 

2 

Fig. 2. 

(C4) y .  < yo < Yll • 

La figure obtenue dans ce cas est identique ~ la figure 2, les racines y ,  et y~ 6rant 
seu]ement 6ehang6es. 

I1 r6sulte de l '6tude de ees deux derniers eas que le c6ne (F~) se compose d:une 

p(2) IJes parties int6rieures de F m nappe int6rieure _~P(x) et d 'une  nappe ext~rieure - 4 .  - ~  

e~ de _~P(2) correspondent  respect ivemnt  anx ondes magn~tosoniqnes r~pides et a~x 
ondes magn@tosoniques lentes. 

(C5) Yl = 7. < 7. • 
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On obtient dana ce cus pour la courbe (C~) la figure suiv~nte: 

Fig. 3. 

On d~duit de l '6tude de cecas que le cSne (F~) ~ deux g6n6r~tricea x = 0, y = 0~ 
z 2 = ( 1  - -  2)-1 (1 + fl) t 2 contenues dana le 2-plan //1 d6fini par (U, h). 

(d) Sous les hypotheses faites, nous nous proposons d 'exprimer en termes de 
~h et ~ lea in6g~lit6s (C1), (Cs), (C3) et (C4) et l'6g~lit6 (Cs). On d6duit de (Ca) d'apr~s 
( 9 . 8 )  et de (1=[):  

(Ii) (~±~/(~,, (1 + ~) <W, < (1 --F ~.)/(1 + e(~,, ) 

(C~) entraine d'al~r~s (9.8) 

I1 r4sulte de (C8) d'apr~s (9.8) et des conditions (H) 

(I3) (1/(1 + me(~,,))(1 + W-+ e(TzV~_)< V,, <1  + ~7± 

(C4) entr~ine d~upr6s (9.8) 

(I,) ci±V~/(~,,(m--1)(l + (5±) < ~,, < (1/(l + meq,,))(l ~-~± + ecijl~/(l + Sj.)) 
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off nons avons suppos~ ( m - - l ) s e 0 .  Iqous sommes ainsi conduits ici ~ adopter  
l 'hypothgse suivante por tgnt  sur la quantit4 m 

(9.8) (m -- 1) > 0 .  

Cette hypoth~se est, d'aprgs (7.12) 4quivalente £ ~ -  8 x >  0. 
Soit d~apr~s (4.33) et l 'expression (7.9) de (~x 

r 3P,, l hl ~P,, 
(H~) 1 _P,, ~r -P,, 31hi > o. 

Soulignons qne sons les hypothgses faites, les in~galit~s (I~) sont impossibles pour 
nn fluide r4el satisfaisant 

r VP,, [hi ~P,, 
( m - - 1 ) < O ~ l  P, 3r - P I , ~  <O" 

L'~galit~ m -  1 ~ 0 est v4rifi~e par un  fluide anisotrope polytropique [17]. 
un  tel fluide le cas (C~), et par consequent les in~galitSs (I~), est impossible. 

(Cs) entraine d'aprgs (9.7) 

Pour 

(9.9) (1 d-  es~ ) ~/, - -  i d-  f l .~. 

On d~duit de ce~te 4rude que, l 'op4rateur diff~rentiel P~@z,~Q associg unx ondes 
magn~tosoniqnes est, sons les hypothgses faites, hyperboliqne strict sons les in4ga- 
liras (It) (i----1, . . . ,  4) et hyperbolique non strict sons F~galit4 (9.9). 

Le eSne (FA) se compose de deux hyperplans  z = ± t~/(1--~)-~(1 d- fi) tangents  
(F~) le long des g4n~ratrices du 2-plan/ /1  d4fini par  (U, h). L'interseetion de ces 

hyperplans est le 2-plan / / ,  d~fini par  z ---- 0, t ---- 0~ c'est ~ dire le 2-plan orthogonal 
au 2 -p lan / /1 .  On en d4dnit  qne l 'op~rateur diff~rentiel associ~ anx ondes d'Alfven 
est hyperbolique non strict, il est le produi t  de deux op~rateurs hyperboliqnes stricts 
correspondant anx denx hyperplans (Ffl .  

Darts le repgre propre considerS, (~.39) est l 'hyperplan t = 0 dont  l~intersection 
avee (P~) on ehucnn des hyperplans (F~) est le 2-plan //~. 

L~op~rateur diff4rentiel Ue~ assoei5 aux ondes d 'entropie est hyperboliqne strict. 
l~ous 4noneerons: 

TH~OI~ME 6. -- L 'op~rateur  diff~rentie] ~P~v;.~8~ associ~ aux  ondes mugn~to- 
soniques est hyperbolique strict sons les in4ga.lit~s (Ii) ( i :  1, . . . ,  4) et hyperbo- 
lique non strict  sous l'4galit4 (9.9). Les op~ratenres diff~rentiels Uq~ et Q~e~ 
associ~s aux ondes d 'entropie et anx ondes d~Alfven sont respect ivement  hyper- 
bolique strict  et hyperbolique non strict. 

Soulignons que si on violait les in~g~lit~s (H), par  consequent les in~gaNt~s (I,) 
(i = 1, . . . ,4) ,  certaines vitesses de propagation seraient r~elles, d 'antres imaginaires; 
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los op6rute~rs diff6rentiels _Pu~e~e et Q~e~,e ne seruient ni totulement hyperboliques 
ni elliptiques. 

Lc systbme differentiel fondamentul  (S) de lu mugn6tohydrodynumique uniso- 
trope re]a~iviste r~'es~ done pus hyperbolique strictement.  

(e) De P6tude du (C) et du  (d) du pr6sent purugraphe on d6duit imm6diutement:  

Les vitesses de propagation V~_, V~, V ~- et V ~+ respectivement des ondes soniques 
duns lu direction longit~tdinale, des ondes d'Alven, des ondes magn6tosoniques 
lentes et rupides ¥drifient les in6gulit6s suivantes: 

0 < V z~- < V~ < V ~ < V ~+ < C 

0 < V  ~ - < V  ~ <  s V~+ VH< < C 

0 < Va< V ~ - <  VI Is < V~±+< C 

O < V ~ < V  ~ - <  V a < V  ~ + <  C 

sous (I~) 

sons (I~) 

sous (I~) 

sons (I , ) .  

Ainsi, sous les in6gulit~s (I1) et (I~) les ondes 6tudi6es poss6dent des propri6t6s simi- 
luires ~ celles obtennes en mugn6tohydrodynamique isotrope; muis sous ]es in~gulit6s 
(In) et (I~) de nouvelles propri~t6s purticnli~res ~ lu mugn6tohydrodynumique uniso- 
t rope uppuruissent. 

(f) Supposons que les quuntit~s y,, et 7± d6finissunt les vitesses sonique et 
magn6tosonique de propugution duns lu direction longitudinal et duns la direction 
transversal  soient ~gules ~ 1 

(9.10) 7~1 = 1 , 7 ± =  1 . 

(9.10) entra inent  d'upr~s la d~finition des qlmntitfis 7rJ ct 7±: 

(9.11) ea,,~, = 1 + ~±. 

G~om~triquement les conditions (9.10) expriment  que lu purtie de lu n~ppe F a) 
correspondun~ u~x ondes mugn6tosoniques rupides coincide uvec (F); ranis, contruir- 
ement  ~ ce qui se passe en mugn~tohydrodynumiqaes isotrope~ eeci n ' implique 
pus que lu purtie de lu nuppe ~P(~) correspondant a ux  ondes magn~tosoniqae lentes 

coincide avec (F~). 

(g) :Etudions lqntersection (F~) (~ (F~). Si nons portons z ~ -- (1 -- ~)-~(1 + fi)t ~ 
duns Pdquation de (F~) nons obtenons: 

(9.12) t~(x~+y~)[m(l-4-fi)(1--g)--TH(1--~)]=t2(x~-~y2)(1/~'o--1/Ta)~,,(l+fi) = 0 .  

I1 en r~s~lte que si 7 . ¢ 7 o ,  c 'est ~ dire d'apr~s (7.11) si (y~)¢0,  l ' intersection 
(FA) (~ (F~) est alors le 2-plun T/~ et les gdn~rutrices de (F~) contenues duns le 
2-puln I/1 et ddfinies par z~= ( 1 - - 2 ) - ~ ( l + f l ) t  ~. 
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1 0 .  - C o n c l u s i o n .  

Le pr@sent t r ava i l  a 4t4 consacr~ 5~ la cons t ruc t ion  d~une th~orie re la t iv is te  ph~no- 
mgnologique de la m a g n 4 t o h y d r o d y n a m i q n e  anisotrope.  Duns ]a premiere  section 
de ce t rava i l ,  nous avons  eons t rn i t  nn  schgma fluide anisot rope  re la t iv is te  et  fai t  

une  4tnde h y d r o - t h e r m o d y n a m i q u e  de ce schgma fluide. Nous avons  d4duit  le 
sys tgme f o n d a m e n t a l  de la m a g n ~ t o h y d r o d y n a m i q n e  anisot rope relat iviste .  

L '4 tude  des vari4%s earac%ris t iques  (on ondes) a fa i t  l 'obje t  de la seconde 
section.  Nons avons  mis en gvidence trois types  d 'ondes  comme en magn4tohy-  

d rodynamique  isotrope (parfa i te ) :  les ondes d 'ent ropie ,  les ondes magn4tosoniques 

et  los ondes d~AIven. 
Dana  la t rois igme section, nous avons  4tabli, pour  les rayons  associ4s aux  ondes 

raises en ~videnc% la propri~t4 fondamen ta l e  des rayons  eoncernant  la p ropaga t ion  
des discontinuit4s infinit4simales des var iables  carac%risant  le p ropaga t ion  fluide. 

Duns la quat r igme section, nous avons  mis en lumigre lea conditions sous lesquelles 
les vi tesses de p ropaga t ion  des ondes magn4tosoniqnes  et  des ondes d~Alfvgn sont 
%elles. Ces condit ions qni impl iqncnt  Pabsenee d ' instabi l i%s duns le fluide aniso- 
t rope  envisag4 sont d~finies pa r  des in4gali%s sat isfai tes  par  les qnant i%s N, et  U±- 
L '~ tude  des c6nes d 'ondes  nons a permis ,  d 'une  pa r t ,  de placer  les unes pa r  r appo r t  

aux  au t res  les vi tesses soniques, magn6tosoniques  et  d 'Al iv4n,  d ' au t r e  pa r t ,  de m e t t r e  
en lumigre le earactgre  d~hyperbolici% des opgrateurs  diff4rentiels assoei4s aux  diff4- 
rentes  ondes. Cette ~tude a permis  de m e t t r e  en ~videnee certaines par t icular i%s 

de la p ropaga t ion  des ondes en m a g n 4 t o h y d r o d y n a m i q n e  anisotrope.  
Si, a b a n d o n n a n t  le poin t  de r u e  m a t h 6 m a t i q n e  nous nous plagons ~ un  point  de 

r u e  physique,  nons pouvons  dire que not re  6tude const i tuc une approche  th4orique 
qual i ta t ive  du problgme des p lasmas  anisot ropes  a collisions rares.  A l ' approx ima-  
t ion classiqne nos r~sul ta ts  englobent  tous  les r4snl tats  an%rieurs  et les p%sen ten t  
de mani~re  plus coh~rente et  r igourense.  

Remerviements. Ce t rava i l  a 4t~ rSalis~ sons la direct ion de M. A. LICttNElgOWICZ. 

Quail t rouve  ici, Pexpress ion de m a  profonde  g ra t i tude  pour  ses conseils et  crit iques 
qui m ' o n t  guid4 tou t  le long de ces recherches. 
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