
Legge di Ott sulla tras formazione  relativistica del calore (*)(**). 

EStRICO OLIVm~I (Catsnia)(***) 

A DARIO GRAFFI nel suo 70 ° compleanno 

S u u t o .  - In  questa Nota, partendo dalle equazioni relativistiche del moto della partieetla con 
massa di q~iete variabile, come legge della aceelerazione e come tegge dell'impulso, aeeettate 
entrambe come valide, p u t  di inter2retare correttameq~te i second~ membri, s~ ~uole dare un 
apporto alla validith della legge di tras]ormazione relativistica del calore di Ott e indicare 
i possibili motivi che hanno portato alcuni autori a ritenere invece valida ~uella di Plane~. 

Summary .  - In  this work, starting from the relativistie equations o] motion o] the variable rest 
mass particle, considering them as acceleration law and imp~tlse law, since we consider them 
both valid, under conditiou we give a right interpretation o] both right hand sides, we wish 
to give our contribution to the validity o] Ott law on relativistic trans]ormation of heat and 
to point out the eventual reasons that led some researches to sustain, on the contrary, the 
validity of Plancl~ law. 

]~ ben noto che ls  legge clsssics di t r ss formszione  rels t ivis t ica del vslore,  conte- 
n u t s  nei l~vori di MOSEN(~EI~ [1] e PLAECK [2], 

(1) dQ = dQoV/Y--fl~ 

dove dQo ~ unu quanti t~ di calore cedutu o ussorbits  ds  u n s  part icel ls  mater is le  P 
r i spe t to  sd  un  r i fer imento inerzisle K '  in cui ~ i s t sn t snesmen te  in quiete e dQ ]s 

qusnt i t~  corr ispondente nel r i fer imento inerzisle K, mobile uni~ormemente r ispet to  
s K '  con velocit~ - - v .  Nel 1963 il fisico tedesco OT~ [3], osservsndo che il cslore 

uns  fo rms  di energis,  ~ pe rvenu to  sll~ legge di t r ssformazione 

dQo (2) dQ - - - .  

Ind icando  con Qo ~ dQo/dt' e con Q -~ dQ/dt r i spe t t ivsmente  le qusnt i t~ di calore 
forni te  nell 'unit~ di t empo  slls particellu (P, too) nei sistemi K '  e K,  le (1) e (2) equi- 

(*) E n t r a t a  in Redazione il 30 giugno 1975. 
(**) Lavoro eseguito nel l 'ambi to  del Gruppo Nazionale per  la Fisica-Ma~ematica del C.N.R. 

(***) I s t i tu to  di Meecanica Razionale e Matematiehe Applicate  al l ' Ingegneria  dell 'Univer- 
sit~ di Catania. 
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va.lgono o rd ina tamente  a 

Q 
(3) Qo - 1 - f i ~ '  

(~) Qo= Q. 

OTT osservb che per la deduzione della legge (1) veniva uti l izzata una  equazione di 
moto  per  la particella con massa di qniete mo variabile e r ra ta  e pervenne alla (2) 
dopo di avere scrit to una  equazione di moto  in una  forma ada t t a  per la critica di 
un certo processo meccanico-termodinamico.  

In  una  mia precedente  l~ota [4] sono pervenuto  ad una  forma, genera.le dell 'equa- 
zione re]ativistic~ del moto  di ~m~ particetl~ con massa, di qlliete comunque ~aria.- 
bile ind ipendentemente  da. un qualsia.si assunto sulla legge di t rasformazione del 
calore ed ho p rova to  che essa., a.ccetta.ndo la. legge di O~t, si r iduee a]l 'equazione di 
G. C A ~ I  [5] ehe util izza una  quadriforza compa.tibi]e con de t ta  legge. In  questa. 
nora, a.nehe se non espresso esplieitamente,  t r ovava  giustificazione la legge di Ott .  

Numerosissimi Autori  si sono occupa.ti di questo problema ed ann vas ta  biblio- 
grafia pub t rovars i  sulla (( Thermodynamique  l%elativiste ~> di A. GUESSOTJS [6]. 

G~/EBSOUS~ servendosi dell~equazione di moto di una. partieella con ma.ssa, propria. 
va.riabil% ha. eerca.to di tin.re nn  contr ibuto a fu rore  della legge di tra.sformazione 

di Planek.  
Assumendo come legge di moto  quella dell ' impulso e considerando il caso in cui 

il calore veng~ forni to  in ~n r i fer imento inerzia.le K, in moto  r ispet to  al sistema, in 
cui ]~ part icella ~ i s t an taneamente  in qniete K'~ egli giunge a.d una. eonclusione 
che ~ in aceordo con la. legge di tra.sformazione di Planck.  Aecet tando inveee come 
eqnazione di moto  quella delFaceelerazione e fornendd ealore alla partieella in m o d o  
isotropo nel s istema a riposo della partieella stessa, egli perviene alla legge di tr~sfor- 
mazione di Ott .  Questi, tuttavia.~ osservando ehe~ per motivi  teeniei si pub fornire 
ca.lore in maniera  isotropa solo nel s istema inerziale K, propende per la legge di 
Planek.  E ben evidente  perb ehe, a preseindere dalla realizzazione fisica~ la legge 
di tr~sforma.zione del ealore non pub dipendere n6 da.1 modo con eui si fornisee ca.lore 
alla particella,  n6 dall~equazione ehe si sceglie per la. descrizione del moto.  

I1 fa t to  che i due esempi di Guessous conduea.no a eonclusioni opposte non dipende 
n6 dalla diversit~ dell~esperimento ideale (isotropia nell~ano o ne l ra l t ro  sistema), n6 
dalla diversit~ delle equazioni che pone a fonda.mento della dinamiea della particella, 
bensl  da. una  erra.ta valntazione delle forze che intervengono in queste equazioni. 

In  un~altra, mia. Iqota. [7] viene riesamina.to il eoneet to di quadriforza motriee 
e si osserva che, se la massa propria  di llna particella, non ~ costante,  pur  poten-  
dosi aecet tare  come equazione rel~tivistiea del suo movimento  tan to  quella, ehe tra-  
duce la. legge della accelerazione~ quanto quella ehe t raduce  la legge dell ' impulso, 
il signifieato di qu~driforza motr ice  ~ da at tr ibuirsi  solo a.lla quanti t~ che figura 
~1 seeondo membro  della pr ima equazione. 
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Cib posto, si p rova  che il cMore ~ invar iante  rel~tivistico e che per t~nto ~ da 
r i tenersi  esa t ta  la legge di Ott .  

Nellu presente  nora  vengono r iesaminati  gli esempi consider~ti d~ GUESSOUS 
conferma della legge di Planek~ met tendo  in luce i mot ivi  che hanno por ta to  GUESSOUS 
ed Mtri Autori  a r i tenere  esat ta  tale legge. Vengono quindi fa t t i  Mtri esempi di carat-  
t e re  pifl generale ehe si r i tengono aceettabil i  per  ]a convalida delia legge di Ott.  

1. - L 'equazione  relat ivist ica del moto  della particella con massa propria  varia- 
bile pub seriversi:  

dt [ moV ( in)  

oppure  

(1.1') m o ~  

pa r  di pronunziarsi  sui seeondi membri .  

DMI~ (1.1) e dalla (1.1') se~turiseono per il t eo rema  dell 'energia r i spe t t ivamente  
le due equazioni:  

(1.2) dE F * × v +  ~dmo 
d--[ = c~ - - ~  (1 --/3"-), 

(1.2') d.E F** × v ~ ~ dmo 
a--i= c -FIT, 

dove mo ~ la massa a riposo della particella,  t e t' il t empo misurato r i spe t t ivamente  
nel sistema inerziMe K e nel s istema di quiete della particella K' .  

Noi ei 9roponiamo di esaminare il eompor tamento  di F* e F** per 9oter  deci- 
dere a quale delle due forze si pub a t t r ibui re  il significato di effet t iva forza motrice. 

DMl'esame della (1.2) appare strano ehe la variazione dell 'energia totale  risu]ti 
somma della potenza  F* × v  e della variazione dell 'energia a riposo c2(dmo/dt ') mol- 
t ipl ieata  per il fa t tore  1--/32; sarebbe invece pifl aceettabile,  come most ra  anehe 
la (1.2'), che tale variazione d 'energia totMe risultasse somma del]a potenza  F** × v  
e della variazione dell 'energia a riposo. 

Si osservi poi che nel caso di variazione di massa senza lavoro mecca~nieo, se F* 
fosse la effet t iva forza meceanica~ per F * =  0, dMla (1.2) si o t terrebbe 

e D o n  

dE e~ dmo 
d r -  --d ( 1 -  [~) 

dE dmo 
dt dt' 

come effe t t ivamente  risulta dMla (1.2') per  F * * =  0. 
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Le precedent i  eonsiderazioni ei 13ortsno gi~ a r i tenere  che lu effett i~a forza motr ice  
si~ lu F** e non la 1 v*. 

Un eontr ibuto a sostegno di quest~ tesi  ~ s ts to  ds to  reeen temente  ~nche ds  

C. M ~ L ~  [8]. 
Le  equazioni (1.1) e (1.2) 13ossono perb essere en t rambe  conservste  p u t  di non 

intendere  F* come l 'effet t iva forzu motr ice  e pur  di pronuncisrs i  su di essa. 
Quando si ha  vsr iazione di masss,  la forz~ motr ice  1 v** ~ ls somm~ della classica 

forza meccaniea F e delle forze convet t ive ;  la F*, inveee, ~ la somma della F** e 
di un  t e rmine  dovuto  al moto  di t r~sporto  [7]. 

Voglismo ora oceuparci,  in p~rticolure, del problemu della psrt icella lb  cui masss 
propr ia  r isnl ta  vuriabile ~ causa di variazione di ealore. ~] evidente  che ls vsr isz ione 
di calore pub svveni re  in msn ie r s  isotropa r ispet to  alls psrticellu, ovvero in maniers  
isotropu r ispet to  sllo spazio fisso e che in cisscuno di questi  cssi il problema ha  un  

uspet to  part icolsre .  
~Tel primo caso, infutt i ,  non venendosi  u cresre forze di ns tur~  convettiva~ non 

si hsnno  effet t i  meccsniei ;  nel secondo cuso, invece, si cresno forze convet t ive  e 
quindi si hsnno  effet t i  meccanici  [6], [7]. 

2. - Consideriamo ors  uns  psr t icel la  P in moto r ispet to  sd  un  s is tems di rife- 
r imento  gslilei~no K e sis K '  il s is tems s riposo di zo. Supponismo ehe alls part icella 
vengs  forni ta  (o sot t ra t tu)  una quanti t~ di cslore nell 'unit~ di t empo Q0 in maniers  

isotropa r i spet to  allu psrt icellu stesss. 
Dal momento  che non si h sn n o  effett i  meccanici (F** ~--0) dsl l 'equazione (1.1) 

segue 

m o ~  - -  0 . 

Poich~ la F*, dovendo tener  conto del te rmine  di t rasporto,  non ~ nnll~, ms  ris~lt~ 

uguale s (Qo/c~)v, dalla (1.1) si o t t iene 

d [  ~oV ~ Qo 

Confrontundo le due equuzioni si ha:  

dmo Qo 
dt r c ~ 

e qnindi, dall 'eqnazione (1.2 ~) 

dE 
(2.1') d-7 = Q° 
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e datt~equazione (1.2) 

dE 
(2.1) --------- F* x v + Q0(1--/3 ~) . 

dt 

La  (2.1), con la sostituzione del valore di F*, d£ come la (2.1'): 

(2.2) dE 
dt Qo , 

cio~: <~ la variazione di energia nel l 'uni t£ di t empo in K, ~ proprio uguale alla quan- 
t i t~ di calore forni ta  o so t t r a t t a  nell 'unit~ di t empo in K '  ,>. 

3. - Supponiamo ora che venga forni ta  (o so t t ra t ta )  ~lla particella una  quan- 
t i t£  di calore nelFunit~ di t empo Q in maniera  isotropa r i spet to  al sistema K.  

Da ta  Fanisotropiu della distribuzione di calore r ispet to  alla particella,  in questo 
easo si genera sulla part icel la  una  forza motr ice  --(Q/c~)v. 

~La (1.1') diviene Mlora: 

mo-- -- - = - - -  
dr V/l__fl~ c 2 

ment re  la (1.1), poich6 il t e rmine  dovuto al moto di t raspor to  6 Fopposto della forza 
convet t iva  --  (Q/ca)v, ci d~: 

d [ moV ~ o 
= 

Confrontando le due equazioni si o t t iene :  

dmo Q 
d$ t c~ " 

Le equazioni dell 'energia sono r i spe t t ivamente :  

(3.1 t) d E _  F** × v + Q ~ 
dt 

(3.1) dE 
dt 

- -  -= F *  x v + Q ( 1 - - f l  2) 

che, con la sosti tuzione dei valori di F* e F**, forniscono a.mbedue: 

(3.2) dE 
d~ = Q ( 1 - - ~ ) .  
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Confrontando i due esempi e la (2.2) con ig (3.2) sembra che ci sia u n a ~ i i a ~ f a d ~ z a  
nella legge di t rasformazione del cMore~ il quMe si comporteI 'ebbe in qnesta ]egge 
in modo diverso secondo che sia forni to in maniera  isotropa nell 'nn r ifer imento o 
nell 'Mtro.  

Cib g dovuto  M non aver  considernto che il cMore, quando ~ fornito in maniera  
anisotropu r ispet to  MI~ particella,  genera una forza motrice. Alcuni Antori  propen- 
dono per  la legge di P lanck  perchg prendono come vMide le (2.1) e (3.1) invece delle 
(2.1') e (3.1'), non notando che ]n F* non ~ l 'effet t iva lorza motrice. 

I1 t e rmine  --Qfi2 deve intendersi  nella (3.2) come lavoro di nnn effet t iva forzn 
meccanica,  ment re  nolle (2.1) e (3.1) g i l  lavoro dovuto  al te rmine  di t raspor to ;  con- 

seguentemente  l 'effet t ivo contr ibnto di energia g Q. 
Inoltre~ come pub vedersi  dni due esempi precedenti ,  la variazione nell ' lmit~ di 

t empo  della massa di qniete, g nguMe al cnlore iorni to  (o so t t ra t to)  ne11'nnit~ di 
t empo ind ipendentemente  dM sistema di r i fer imento in cui ~ iorni to (o so t t ra t to) ;  
e gi~ cib ci induce ~ pensare  che tale q~mntit£ sis nn  invar iante  relntivistico. 

Cib potrh essere osservato~ anche se non sara esplici tamente det to,  negli esempi 
che successiYamente t ra t t e remo.  

4. - A maggior chiar imento di quanto 6 stato asserito fneciamo un ulteriore 
esempio supponendo di fornire (o sottrarre)  ann quant i t£  di ealore nell~unit£ di 
t empo Qo in maniera  isotropa r ispet to  MI~ particelln ed una  qnanti t~ di eMore ncl- 
l~unit£ d{ tempo Q in mnniern isotropn r ispet to  Mlo spazio fisso. 

Essendo in tM caso: 
Q 

dMle (1.1) e (1.1') segne: 

02 

(~mo Q + Qo 
tit' C 2 

ment re  le (1.2) e (1.2') d iventano r i spe t t ivamente :  

d E  
(4.1) a-7 = F*× v ÷  (Q0+ Q)(1 _ f i2 ) ,  

d E  
(~.1') - -  = F** × v ÷  (Q0+ Q), 

dt 

che~ con 18 sosti tuzione dei valori  di F* e F**~ dnnno luogo Mln medesima equnzione: 

d E  
(~.2) d--[ = Q° + Q ( i  - -  fl~) . 
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L8 (2.1), (3.1) e (4.1) me t tono  in e-~idenza il mo t ivo  the  ha  por t a to  diversi  Autor i  
s r i t enere  che il con t r ibu te  al l 'energia  da  pa r t e  del calore fosse (Q0~-Q)(1-f i~) .  
De t to  equivoeo g ch ia ramen te  dovuto  ul f a t to  ehe F* × v  non g t u t t a  l ' e f fe t t iva  

po tenza  meeeanica .  

5. - Comb ult.imo esempio~ che ra.ccoglie quelli precedent i ,  consideriamo il caso 
in cui si fornisce c~lore alla par t icel la  in tma manie ra  qualsiasi. Supponiamo di for- 
hire (o sot trurre)  a n a  quant i t~  di calore, nel l 'uni t£  di t empo ,  Q* in manie ra  isot ropa 

r i spe t to  ad  a n  s i s tema di r i fer imento  K* in moto  ~raslatorio con ~elocit~ w r ispet to  
al s i s tema K '  della part icel la .  D a t a  l ' an iso t ropia  della dis tr ibuzione di calore r ispet to  

alla par t icel la  si genera  nna  forza mor t ice  (Q*/c2)w. 
La (1.1') diviene allora:  

d v = -j;~ w . 
(5 .1 ' )  m ~  V 

La  (1.1), tooich~ il t e rm i ne  doYuto al moto  di t r a spor to  ~ Q*/c ~, fornisce: 

d [ mo V ~ Q* Q* 

Confrontando le due equazioni si o t t iene:  

d m  o Q* 

dr' e ~ 

Le equazioni  del l 'energla sono r i spe t t i vamen te  : 

dE 
- -  = I:** × v ÷ Q *  (5 .2 ' )  dt  ' 

dE 
_ _  = F* × v + Q * ( l _ f l ~ )  , (5.2) at 

che, con la sost i tuzione dei valori  di F* e F**, si r iducono en t r ambe  a 

d--/ ~ - - -  + 

Questo r i sa l ta to  finale m e t t e  magg io rmen te  in lace quali sono s tat i  i mot iv i  che 
hanno po r t a to  a diverse formu]azioni  della legge di t ras formazione  relativistica. 
del calore. 



E ~ I c o  OLIVERI: Legge di Ott sulla tras/ormazione relativistica, ecv. 

Innanzi  t u t t o  osserviamo che i casi evident i  w = 0 e w -~ -- v r idanno quelli pre- 
cedenti ,  unici casi considerat i  da vari  Autori.  

Se si utilizza l 'espressione finale di dE~tit (espressione identica qualunque sia la 
tegge di moto  considerata) si pub essere por ta t i  ad accet tare  come valida la legge 
di Ott ,  oppure la legge classica di Planck,  a seconda che si consideri una  distribu- 
zione di ealore isotropa r ispet to  ~lla part icella (w = 0 e quindi d E / d t :  Qo) op- 
pure  una  distr ibuzione isotropa r ispet to  al sistema inerziale K ( w - ~ -  v e quindi 

dE~dr = Q(1 - fl~) ). 
D'a l t r a  par te ,  sempre prendendo Fespressione finale di dE~dr, l 'ul t imo esempio 

da noi f a t to  por te rebbe  ad unu ulteriore legge di t rasformazione relativist ica del 
calore nel cusp in cui questo sia fornito in maniera  anisotropa,  sia r ispet to  al sistema 
inerziale, sia r i spet to  al s istema della particella. 

GuESSOUS cerca di scavalcare il problem~ dells scelta dells (~ buona ~ equazione 
di moto  della particella,  cri t icando allu base il concerto di isotropiu e spostando 
quindi la propr ia  a t tenzione sul modo con cui si pub fornire calore ad unu particella.  

Si ~ gi~ osservato che, a pa r t e  la reulizzazione fisica, non si vede il mot ivo per 
cui, a lmeno da un  pun to  di vis ta  pu ramen te  concettual% non si possa Iornire comun- 
que del e~lore alle part icelle;  na turu lmente ,  comunque si fornisca tale calore, ]a 
legge di t r~sformuzione relativist icn deve essere la stessa. 

La  critie~ che invece deve essere mossa & quell~ di non isolaxe il eontr ibuto al 

l~voro meccanico dovuto  al calore. 
Se si prendesse come valida per il moto delle particelle la legge dell ' impulso e 

per dE~dr l 'espressione 

dE 
d-7 = F* x v ÷ Q*(1 - - ~ )  

se ne po t rebbe  dedurre  la legge di t rasformazione del calore di P lanck;  ma anche 
in qnesto caso non si me t t e rebbe  in evidenza l 'effet t ivo lavoro meccanico, in quanto F* 
non ~ l 'e f fe t t iva  forza mortice,  ma differisce da questa (come precisato in prece- 
denza) per  il t e rmine  di t raspor to .  

La  quanti t~ --  Q*fl~ che figura nell 'espressione dell~energia deve interpretars i  come 
potenza  meccanica dovuta  a questo termine.  L 'equivoco si elimina se si prende  come 
val ida la legge dell 'aceeler~zione e per dJE/dt, l'esp~ession% 

dE 
- -  ~- F * *  × v ÷ Q* 
dt 

in cui al secondo membro  si isola il contr ibuto all 'energia dovuto all 'effettivo lavoro 
meccanico dal contr ibuto dovuto alla variazione di calore. 

Da quanto det to,  si deduce che il calore si comporta  come qua]siasi a l t ra  forma 
di energia e che quindi per esso ~ valida la legge di t rasformazione relativistica di Ott .  
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