Processi ergodici non stazionari e loro proprieta.

Memoria di Bruxo Forte (%) (a Pisa)

Sunto. - Si stabilisce la condizione necessaria e sufficiente per U equivalenzo ad una costante
della media empirica di una qualunque funzione miswrabile, in un processo discreto

[. - Premesse.

Sia ((X, &, my, T,)) un processo discreto {1], con % variabile nell’insieme
K degli interi relativi. Sia L la classe delle funzioni f a valori reali definite
su X X K misurabili in (X, &, m,) per ogni k€ K, per le quali inoltre esiste
il limite / delle medie:

n—1 -
0 LS, k),
per ogni k€K e x€ X — A4, con m,(4,) = 0.

Si intendono qui caratierizzare ¢uei processi disereti per i quali il
limite f della media (1, 1) per ogni funzione in L e equivalente ad una
costante in (X, &, m,) per ogni k€ K.

Al fine di comprendere U'utilith di tale caratterizzazione si pud inter-
pretare la generica funzione f(x, k) in L come una successione di variabili
aleatorie e conseguentemente la media (1,1) quale media empirica dei loro
valori nel processo in esame. Da questo punto di vista si riconosce che il
problema che si intende affrontare & il problema ergodico nella sua formu-
lazione classica (vedi [2], [3], [4], [B]) risolto per cid che concerne una varia-
bile aleatoria e per un processo stazionario e che si intende percid estendere,
nei termini precisati. ad una successione di variabili aleatorie e per un
processo generico.

Verranno poi presi in particolare considerazione i processi periodici [1].

2. ~ Processi ergodici disereti.

Un processo disereto (X, &, m,, T%)), nel quale si conservi o meno la
misura, & ergodico se dall’essere per un ¥ € K e per un insieme 4 € §

2,1 TPANTPX—A)= @ per ogni j>0

(*) Liavoro eseguito per la realizzazione del programma del gruppo n® 9 del C. N. R.
(1961624,
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segue
(2,2 0 #g(Ad) == 0
0 (X — 4)= 0.

TEOREMA (ergodico). - Condizione necessaria e sufficiente perchd in un
processo discreto ((X, &F, my, Tp)) il limite f della media (1,1) di ogni fun-
zione f in L sia equivalente ad una costante & che il processo sia ergodico.

Dimostrazione.

a) La condizione & necessaria. Infatfi si supponga: (i) che per ogni
fanzione f€ L sia f= cost e (i) che il processo non sia ergodico. Per la
ipotesi (ii) si pud trovare un k€ K e un insieme 4 €& fali che sia

(o) TPANTIX —A4)=0 per ogni intero § >0
® mp(4) > 0, myu(X — 4) > 0.
Si consideri ora la funzione y(x, k) cosi definita
-/1 per €4
per x€X — A4

b per wE T4
X, b+ 3) = .
0 per x€X—TP4
e per ogni intero j >0,
y(x, k4-4) =0 per ogni € X e per ogni intero j <O.
Se x€ 4 le sue immagini mediante le trasformazioni Ty appartengono
agli insiemi TP 4 e se ©€X — A le sne immagini mediante le trasforma-
zioni T appartengono a TP (X — 4) e quindi per la (@) a X — T9 4. Da
¢id segue che &
" 1 per €4
0 per x€X—4

poiche d’altra parte & y(x, k)€ L viene contraddetta 1’ipotesi (i).

b) La condizione & sufficiente.

Si procede ancora per assurdo. Si supponga quindi: (i) che il processo
sia ergodico, (ii) che esista una funzione f in L per la quale f(x, k) per un
k€ K non sia equivalente ad una costante.
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Per la (ii) si pud trovare un numero reale a tale che per i due insiemi
4=1{w: fla, b)>al
X—A={w:fe,bh<al,

misurabili, sia me,(4) > 0, mu(X — 4) > 0.

D’altra parte la funzione f(x, k) & un’invariante nel processo preso in
esame [1], di qui segne che &

TPANTPX—4)= 0.

Se ne conclude contro la (i) che il processo non & ergodico.

L’ imporre ad un processo non stazionario ((X, & m,, T;)) di essere
ergodico & una condizione alquanto restrittiva. Basti osservare che se le
trasformazioni T% sono invertibili (e quindi anche Tﬁcj)) &

TN NTIPEX—-4)=0,

per ogni k€ K, ogni intero j >0 e qualunque sia 4 in § Ne segue che i
soli processi ergodici non stazionari sono in questo caso quelli per i quali
& consta di X e di 0.

Per processi particolari o per classi di funzioni pitt ristrette della I
potranno tuftavia trovarsi condizioni meno restrittive perché sia per esse:

fx, k) = cost., per ogni k€ K.

A titolo di esempio prenderemo in esame i processi periodici ((X, &,
g, Tx)) di periodo intero h (dei quali sono un caso particolare i processi
stazionari) e la classe L, delle funzioni a valori reali definite in X X K,
misurabili in (X, &, msz) e periodiche in % di periodo commensurabile con h.

3. - La condizione di ergodicitd per i proeessi periodiei.

Un processo periodico ((X, &, my, Tx)) di periodo intero /s si dira in-
trinsecamente ergodico se dall’essere per un insieme 4 in &, ed ogni k€K
¢ un intero positivo ¢
(3, 1) T (4) = 4 e T (X — A)= X — 4,
segue che &

(37 2) 0 mi(4) = 0
o mu{X— 4)=0.
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TroreMA. - Condizione necessaria e sufficiente perché in um processo
periodico ((X, &, mr, Tk)) di periodo intero h il limite delle medie (1, 1) di
ogni funzione f in Ly sia equivalente ad una costante, & che il processo sia
intrinsecamente ergodico.

Dimostrazione.

o) La condizione & necessaria. Si supponga: (i) che il processo non
sia intrinsecamente ergodico, (ii) che per ogni f in L; e ogni k€ K il limite
delle medie, flx, k), sia equivalente ad una costante. Per I’ ipotesi (i) si
potra trovare un intero ¢ >0 e un insieme 4 €& tali che

(@) T4 =4 TE(X—A)=X— 4,
(B m{d) > 0 mp(X — A4)> 0, per almeno un k€K,

Si consideri la funzione y,(x, k) definita come segue:

1 €4
ol 1=
N0 rEX—4
1 2z€T{4

2€X—T¢4 conj>0

1 se TPxeX—A
se T{'w€X —4 perj<0.
Tale funzione y (x, k) & periodica nella variabile &k di periodo ¢-%, basti
osservare per questo che gli insiemi 4 e T§:””A coincidono (per gli x appar-

tenenti ad essi la Y, assume valore 1), e ricordare inoltre che il processo in
esame & periodico di periodo %,

E quindi senz’ altro
%% k) =y, k-+qh) per ogni E€K.
D’altra parte per tale funzione risulta

N 1 x€4
Kl B :<0 c€X—4
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per la funzione y,(x, k) cosl costruita e che certo appartiene a L, il limite
delle medie non & quindi equivalente a wuna costante, cid contraddice
Vipotesi (ii).

by La condizione & sufficiente. Si supponga: (i) il dato processo intrin-
secamente ergodico, e (ii) che vi sia una funzione f€ LI, per la quale il
limite 7 delle medie (1, 1) non sia equivalente ad una costante per un k€ K.
Si potra allora trovare un numero reale a tale che gli insiemi, misurabili,

A={m: fla, Ey>atl
X—Ad={x: fa, b)<al

hanno entrambi misura non nulla, Ma per 'invarianza del limite anzidetto,
f(®, k), e per la (ii) &:

T¥ 4 =4
T X —AH=X—4
per ogni intero g > 0 per il quale sia:
fl, k4 qh)=f(x, k) per ogni k€K,

e quindi il processo contro l’ipotesi (i) non risulterebbe intrinsecamente
ergodico.

Con procedimento del tutto simile si pud riconoscere valida la seguente
proposizione :

Condizione necessaria e sufficiente perch®, in un dato processo (X, &,
my., Tx)) periodico di periodo h, il limite f(x, k) di ogni funzione in L, pe-
riodica di periodo % sia equivalente ad una costante, per ogni k€ K, & che

dall’ essere per un insieme 4 €& e per un k€K

TA=4 e TUPX—-AH=X—4
segue che &:

o mpd)=20 ovvero (X — A) = 0.

Sard utile- osservare che quest’ultimo teorema ergodico contiene come
caso particolare quello classico di BIRKHOFF. Si noti altresi che per i teoremi
ergodici qui riportati non si & formulata 1’ipotesi che i processi cui si rife-
riscono conservino la misura.
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