
P ocessl  e rgodic i  non  s t a z i o n a r i  e loro p ropmeta .  

~ [ e m o r i a  di  BRUNO FORTS] (*) (a, Pisa,) 

S n n t o .  - Si  stabilisce la condizio~e necessa~'ia e sufficie~te per l' equivale~za od u~(~ costante 
della media e~pi,rica di It~¢a qualu~q,~e fanzione misurabile~ in  u.n processo discreto 

1. - P r e m e s s e .  

Sia ((X, ~, mh T~)) un processo discrete [i], con k variabile nell ' insieme 
K degli interi relativi. Sia I5 la classe delle funzioni f a YMori reali definite 
su X .  K misurabil i  in (X, ~, ink) per ogni k E K , ,pe r  le quati  inoltre esiste 
il limite f- delle medie :  

(1, t) 1%-~ - .,~ f(T(~)x, k + j ) ,  
tb o 

per ogni k E K e  x E X - - A h  con m , ( A h ) = 0 .  
Si intendono qui caratterizzare quei processi  discreti per  i quali  il 

limite ]'- della media (1, 1) per ogni funzione in L g equivatente  ad una 
costante in (X, 9, ink) per ogni k EK.  

Al fine di comprendere  l'utilit~t di tale caratterizzazione si pub inter- 
pretare  la generiea funzione f(x, k) in L come una successione di variabil i  
ateatorie e eonseguentemep.te la media (1, 1) quale media empir ica dei lore 
valori nel processo in ~same. Da questo punto di vista si r ieonosce che il 
problema ehe si intende affrontare i~ il problema ergodico nella sua formu- 
tazioue cla, ssica (vedi [2], [3], [4], [5]) risotto per  cib che concerne una varia- 
bile aleatoria e per un processo stazionario e che si intende perci6 estendere, 
nei termini precisa.ti, ad una successione di variabil i  aleatorie e per un 
processo generico. 

Verrm~no poi presi in part ieolare considerazione i processi  periodici [1]. 

2. - Process i  ergodici  diseret i .  

Un processo discreto ((X, gJ, m~, Th)), nel quale si conservi o meno la 
misura, ~ ergodico se da l l ' essere  per un k E K e per un insieme A E 

(2,1) ~k~Nr1'(J)~ Td)~ X ~  - - A ) - -  0 per ogni j > 0  

(*) L a v o r o  e s e g u i t o  p e r  la  r e a t i z z a z i o n e  de l  p r o g r a m m a  de l  g r u p p o  n ° 9 de l  C. N.  R.  
(1961.62}. 
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segue 

(2, 2) o mh(A) ---- 0 

o mh(X - -  A) = O. 

TEORE:~[A (ergodico). - Condizione neeessaria  e sufficiente pereh~ in un 
proeesso disereto ((X, ~, m~, Th)) il l imite [ della media (1, 1) di ogni fun- 
alone f in L sia equivalente  ad una costante ~ che il proeesso sia ergodico. 

Dimostrazione.  

a) La  condizione ~ neeessaria.  In[att i  si supponga:  (i) t he  per ogni 
funzione f E L sia f--= cost e (fi) che il processo non sia ergodico. Pe r  la 
ipotesi (ii) si pub trovare un kE K e un insieme A E ~ tall che sia 

(~) 

@) 

T ~ ) A  (~ T ( ~ ) ( X - - A ) =  O per ogni intero j > 0  

ink(A) > O, m ~ ( X - -  A) > O. 

Si consideri ora la funzione X(x,, k) cosi definita 

_ / 1  
7.(~, k ) - \ 0  

_ / 1  
×(x, k +j) - \ o  

per x E A 

per x E X - - A  

per x E T9 )A 

T(J)~ per x E X - -  k 

e per  ogni intero j > 0, 

X(X, k - k  j ) - - 0  per  ogni x E X  e per ogni intero j < 0 .  

S e x  E A l e  sue immagini mediante  le trasformazioni T(k i) appartengono 
agli insiemi T~ ) A e s e x  E X - - A  le sue immagini mediante le trasforma- 
zioni T(~ ) appar tengono a T ~ ) ( X - - A )  e quindi per  la (~) a X - - - ~ k  ~.  Da 
cib segue che 

_ j l  per a~EA 

(x, k) _ \ 0  per x E X - -  A 

poichb d ' a l t r a  parte ~ Z(x, k)E/~-viene contraddet ta  l ' ipotesi  (i). 

b) La coudizione /~ sufficiente.  

Si procede ancora per  assurdo. Si suppong~ qu ind i :  (i) ehe il processo 
sia ergodico, (ii) che esista una funzione f in L per la quale f ( x ,  k) per un 
kE K non sia equivalente  ad una costante. 
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Per  la (ii) si pub trovare un numero reale a tale che per  i due insiemi 

A - ' I x  : "f(x, k ) > a l  

X - - A  = I x  : f ( x , k ) ~ a l ,  

misurabil i ,  sia mh(A) > 0, mh(X --  A) > 0. 

D ' a l t r a  parte la funzione f ( x ,  k) ~ un ' invar ian te  nel proeesso preso 
esame [1], di qui segue the  

T~')A (3 T~ ) ( X - A ) - -  O. 

in 

Se ne conclude contro la (i) che il processo non b ergodico. 
L ' i m p o r r e  ad un processo non stazionario ( (X,  ~, ma ,  Th)) di essere 

ergodieo /~ una condizione alquanto restri t t iva.  Basti  osservare the  se le 
trasformazioni Tk sono invertibili  (e quindi anehe TO ')) 

T~i)(A) (3 T ~ ) ( X -  A ) -  O, 

per ogni k E K ,  ogni intero j > 0  e qualunque  sia A in if. Ne segue che i 
soli processi  ergodici non stazionari sono in questo caso quelli  per i quali  

consta di X e di O .  
Per  proeessi  part icolari  o per  classi di funzioni pii~ r is tret te  della /~ 

potranno tut tavia  trovarsi condizioni meno restri t t ive perchb sia per e s se :  

f'(x, k ) ~  cost . ,  per ogni k E K .  

A titolo di esempio prenderemo in esame i processi  periodici ((X, if, 
ink, Tk)) di periodo intero h (dei quali  sono un caso part icolare i processi  
stazionari) e la classe Lh  delle funzioni a valori reali definite in X X K, 
misurabi l i  in (X, ~, ink) e periodiche in k di periodo eommensurabi le  con h. 

3. - La e o n d i z i o n e  di  ergodieitK per i proeess i  per iod ic i .  

Un processo periodico ((X, ~, ink, Tk) )d i  periodo intero h si dirh in- 
t r insecamente  ergodico se da l l ' essere  per  un insieme A in ~ ed ogni k E K 
e un intero posit ive q 

(3, 1) T~@)(A) - -  A e T~q~)(X - A) - -  X - -  A, 

segue ehe 

(3, 2) o ink(A) = 0 

o m k ( X -  A) = O. 
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TEORE)EA,- Condizione neeessaria e sufficiente perch6 in un processo 
periodico ((X, ~', m~, Tz)) di periodo intero h it t imite delte medic (1, 1) di 
ogni funzione f in Lh sia equivalente ad una costante, b che il processo sia 
in t r insecamente  ergodico. 

Dimoslrazione. 

a') La eondizione 6 neeessaria.  Si supponga:  (i) che il processo non 
sia in t r inseeamente  ergodieo, (ii) t he  per ogni f in Lh e ogni k E K il limite 
delle medic, ~ x ,  k), sia equivalente ad una costante. Pe r  1' ipotesi (i) si 
potri~ trovaxe un intero q > 0 e un insieme A E ~ tali the  

(~') T~@)A = A T(kqh) (X - -  A) = X -  A, 

(Y) m~(A) > 0 m k ( X ~  A) > 0, per almeno un k E K, 

Si eonsideri la funzione Xh(x, k) definita come segue:  

Xh@, k ) - - / 1  xE A 

- - ~ 0  x, E X - - A  

;G(x, k + j) - - / 1  x E T~) A 
rr(i) - - \ , 0  x E X - -  ~ k A con j > O 

rv(j),~ 
)h(x, k + j ) - - / 1  se ~tk ~ E X - - A  

r p ( ] 3  - - \ ' 0  se ~ ~ E X - - A  per j < 0 .  

Tale funzione Xh(x, k) 6 periodica netla variabile k di periodo q.h, basti 
osservare per questo che gli insiemi A e T~qh)A coincidono (per gli x appar- 
tenenti  ad essi la )h assume valore 1), e r icordare inoltre ehe il processo in 
esame 6 periodico di periodo h. 

l~ quindi senz 'al t ro 

Xh(x, k) = Xh(w, k -{- qh) per ogni k E K. 

D 'a l t ra  parte per tale funzione risulta 

_ / 1  x E A  

Xh(x, k ) _ \ 0  x E X - - A  
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per la, fanzione Xh(x, k) cosi costruita e che certo appart iene a Lh il l imite 
delle medie non b quindi equ iwlen te  ~ una costante,  cib contraddice 
l' ipotesi (ii). 

b') La  condizione b sufficiente. Si supponga : (i) il dato processo intrin- 
secamente ergodico, e (ii) che vi sia una funzione fE/~ per la quale il 
l imite f ' de l l e  medie (1, l) non sia equivalenfe ad una costante per un k E K .  
Si potrh allora trovare un numero reale a tale che gli insiemi, misurabili~ 

A - - I x :  f(x,, k ) > a l  

X - - A ' - I ~ :  f ( x , k ) ~ a l  

hanno entrambi misura non nulla. Ma per l ' invar ianza  del limite anzidetto~ 
f(x,, k), e per la (ii) ~: 

T~qt~) A - -  A 

T ~ k ) ( X  - -  A )  = X - -  A 

per ogni intero q > 0 per i[ quale sia:  

f (x ,  k "t- qh) - -  f (x ,  k) per ogni k C K, 

e quindi il processo contro l ' ipotesi  (i) non risulterebbe intr insecamente 
ergodico. 

Con procedimento del tutto simile si pub riconoscere valida la seguente 
proposizione : 

Condizione necessaria e sufficiente perch, ,  in un dato processo ((X, ~, 
ink. Tg)) periodico di periodo h, il l imite f'(x, k) di ogni funzione in Lh p e  
riodica di periodo h sia equivalente ad una costante) per ogni k EK,  ~ che 
dalFessere  per un insieme A E ~ e per un k E K 

T(kh) A = A e T~h) ( X - -  A) - -  X - -  A 

segue che ~: 

o m~(A) -- 0 ovvero m k ( X  - -  A) - -  O. 

Sarh u t i l e  osservare che quest~ultimo teorema ergodico contiene come 
caso particolare quelto classico di BIR3~OFF. Si noti altresi che per i teoremi 
ergodici qui riportati  non si ~ formulata  l ' ipotesi  the  i processi cui si rife- 
riscono conservino la misura. 



356 B. FORTE: Processi ergodici non stazionari e loro propriet~ 

BIBLIOGRAFIA 

[1] B. FORT~, Sulla. corlvergenza delle medie noi proeessi non stazionari  (in torso di pub- 
blicazione). 

[2] D. G. BZRKttOFF, Proof. of the ergodic theory, ,Proc .  Nat. Aead. Sci USA~>, 17, 656.660 
(1931). 

[3] P. R. ItAr,MOS, Lectures on ergodic theory • ed. by  the Math. Soc. of Japan  ~)~ Tokio (1956). 
[4] S. KAKUTANI~ Random ergodic theorems and Markof[ processes with a stable distribution, 

(,Proc. of the Second Berk ley  Symposium,~ (1951) pag. 237. 
[5] K. JACOBS, Neure Methoden und Ergebnisse der Ergoden Theorie~ <( Erg. der  ~Iath. Sprin. 

ger  Ver lag  Ber l in  % (1960) cap. 7. 


