Ancora intorno a completamenti di spazi uniformi.

Memoria di GIOVANNI AQUARO (a Bari)

Sunto. - £ contenuto nell’ introduzione.

InTRODUZIONE. - Nel presente lavoro si prosegue lo studio degli spazii
uniformizzabili #la~completi, iniziato in una Nota, apparsa in questi Annali
(4], alla quale si rinvia per la terminologia ed il simbolismo qui usati.

Al concetto di spazio s—completo fa riscontro il concetto di ofg-com-
pletamento (§ 1, def. 1) e nel seguente § 1 viene approfondita 1’analisi delle
proprietd di entrambi ottenendosi, in una situazione pil generale, proprietd
analoghe alle piu importanti dei @Q-spazii secondo HrEwITT.

Successivamente, nel § 2, utilizzando alcuni risultati ottenuti dallo seri-
vente in [2], viene effettuata wuna esposizione sistematica ed autonoma dei
filtri U-inviluppati, % essendo wuna struttura uniforme, riunendo, in un
assetto unico, risultati di [11], [1], [10}.

Nel § 3, tramite i mezzi forniti dal § 2, si stabiliscono alcune proprieta
dei @-spazii nel quadro delle tecniche sviluppate in [3], [4] e nel presente
lavoro. Successivamente, si utilizzano le conclusioni, alle quali cosi si
perviene, per caratterizzare gli spazii uniformizzabili separati il cui o, -com-
pletamento, con © ==card (N), & uno spazio di LINDELOF. Tali spazii sono
caratterizzati dalla seguente proprieta.

(**) - ogni filtro completamente regolare werificante la propriete della
inlersezione numerabile é meno fine di un filiro massimale della stessa specie.

La (**} va posta in relazione con una consimile proprietd introdotta da
R. W. Baerey e J. D. McKxieaT JR. in [6]. La (*¥), tuttavia, sembra
prestarsi meglio agli scopi prefissici consentendo di ottenere non solo la
caratterizzazione di cui sopra ma anche qualche miglioramento dei risultati
dei suddetti autori.

(*) Lavoro eseguite nel Gruppo di Ricerca n. 9 del Comitato Nazionale per la Mate-
matica del Consiglio Nazionale delle Ricerche, per I’anno 1961-62
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§ 1 - As~Completamenti ed ulteriori proprieta
degli spazii yz-completi

1 - Si & osservato in [4] § 2, prop. 7, che, se E & uno spazio uaniformiz
zabile separato (= di HAUSDORFF), se a & numero cardinale infinito e se Aq(X)
& la ag-strattura uniforme su £ ([3] § 3, def. 4), esiste uno spazio uniformiz-
zabile separato oq-completo ([4] § 2), che denotiamo con

Ua(EJ

(che in [4] si denotava, invece, con vg(£)), tale che £ sia (ingeftivamente)
immerso ed ovangque denso in ve([Z) e, denotata con «falva{F)) la a-struttura
uniforme di va{Z) ¢ con HAalva(E)jz la struttura uniforme indotta da HAqfvaf£))
su [, risulti

(1) AalE) = Aalva(E))z-

Drr. 1 - Lo spazio uniformizzabile separato va(F) ora descritlo chiammasi
Aq~complelamento di E.
Si deve subito segnalare la seguente proprietd caratterizzante vq(E).

Prop. 1 - Se E & uno spazio uniformizzabile separato, se a é un nuinero
cardinale infinito e se va(E) ¢ U Aa-completamento di E (def. 1), velE) é uno
ed & omeomorfo a ciascuno degli spazii uwiformizzabili separati E* che sono
Ag-completi ([4] § 2, def. 2) ed a ciascuno dei quali si pud associare un’inge-
zione j* di E in E* con le seguenli condizions:

a) §* (E) é ovungue denso in B,

b} detta k* la bigezione (ridotta) di E su j*E) definita da j*, tale k*
¢ un omeomorfismo di E su j*(E). ,

c) per ogni applicazione continua [ di E in uno spazio uniformizzabile
separato Ag-complelo X, esiste una (ed una sola) applicazione continwa [ di
E* in X, tale che foj* ={.

OSSERVAZIONE ~ Si pud, equivalentemente, descrivere E* come uno spazio
uniformizzabile separato in cui E sia contenuto e ovunque denso e tale che
ogni applicazione continua f di E in uno spazio- uniformizzabile separato
Aa-completo X, possa prolungarsi in una applicazione continua f di E*in X.
In appresso di frequente le proprieta di E* descritte da a), b) e c) della
prop. 1, si intederanno espresse in questi termini.

Prop. 2 - Se E, a e valE) sono quelli della prop. 1, le seguenti proposizioni
sono equivalents:
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a) E é ola-completo (cfr. [4] § 2, def. 2)
b) risulia K == vge(E)

Dim. a) émplica b). In forza di (1), (B, Aa(E)) ¢ uno sottospazio uniforme
completo dello spazio uniforme (va(E), Halva{E))): cid, poiché ve(E) & separato
(=di HavUsporrr), implica che F & chiuso in us(l) e quindi, £ essendo
ovunque denso in vg(Z), si ha la b).

b) émplica a). B ovvio, dato che va(E) & oa-completo.

In tema di spazii {g-completi, torna a proposito segnalare aleuni esempii
che dovremo, almeno in parte, utilizzare. All’uopo premettiamo un lemma.

Lemma 1. - Supponiamo che E sia uno spazio topologico e che, supposio
a un numero cardinale infinito, E verifichi la proprietd :

(La) —se (U.)er ¢ un qualunque ricovrimento aperio di E esiste una parte
H dell’ insieme degli indici I, tale che card. (H)<<a e tale che la sottofamiglia
(U)eg Sta un ricovrimento di H.

Allora, se (4diher & una qualungue famiglia localwente finita di parti
non vuote di I risulla card (L)< a.

Diym. - Esiste un ricovrimento aperto (U)er di E tale che, per ogni (€1,
Iinsieme L, dei A€L tali che 4, N U =9 sia finito. In forza di {La) esiste
una parte H di I tale che card (H) <a e la sottofamiglia (U).gx ricopra E.
Poiche ogni 4, non & vuoto, risulta L = U L*: poiché ogni L* & infinito ed

LeH
& card {H)<Ca, si ha card (L)<=a.

OsSERVAZIONE 1. - Se & a=card (N), E verifica (Lq) se e solo se esso
& uno spazio di LINDELOF.

OSSERVAZIONE 2. - Se E & uniformizzabile e verifica la (Lg), la a-struat-
tura uniforme di E & identica alla struttura uniforme universale ([3] § 3,
def. 4). Pertanto, se esiste una struttura uniforme di spazio completo su E,
compatibile con la topologia di E, poiché allora la struttura uniforme uni-
versale & una struttura di spazio completo, in forza della def. 2 § 2 di [4],
E risulta Ag-completo.

OSSERVAZIONE 3. - Se [ & uno spazio regolare paracompatto e verifica
la (Lq) esso, per la osservazione 2, & ofg~completo, poich®, come & noto, la
sua strottura uniforme universale & una struttura di spazio completo.

OsSERVAZIONE 4. - Supponiamo che E sia uno spazio di LINDELSF (ofr.
osservazione 1) regolare. Come & noto, £ & paracompatto ed allora, in forza
della osservazione 3, I & o{,-completo, con w = card (N).

OSSERVAZIONE 3. - Se lo spazio topologico E (nessuna restrizione) ha
una base per la sua topologia (T)),ez tale che card (L)< a, allora E verifica
la proprietd (Lg) del lemma 1.

Annali di Matematica 3t
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OsSSEVAZIONE 6.- Se F & uno spazio quasi-metrizzabile ed ha una base
del tipo descritto nell’osservazione D,allora E verifica la (La) e quindi, essendo
regolare paracompatto, risulta g~completo.

OSsERVAZIONE 7. - Ogni spazio quasi-metrizzabile dotato di base nume-
rabile (o, che & lo stesso, regolare e dotato di base numerabile) E risulta
HAa~completo.

Nelle precedenti osservazioni sono contenuti i preannunciati esempii di
spazii Ap-completi.

OsSERVAZIONE 8. - Se lo spazio uniformizzabile £ & og-completo ogni
spazio topologico omeomorfo ad esso gode delle stesse proprietad. Di questa
ovvia osservazione ci serviremo senza esplicito riferimento.

2. - Per stabilire la prop. 3 qui appresso conviene isolare il seguente
lemma :

Lemma 2. - Supponiamo che E sia uno spazio uniformizzabile, che a sio
un numero cardinate infinito e che Aa(E) sia la a-struttura uniforme su I.
Allora esiste una famiglia (Wigperp di strutlure uniformi quasi-metrizzabili
su I, tutte meno fini di AglE) tali che per ogni B€ B, la topologia (di spazio
quasi-metrizzabile) Ty dedolta da N abbia una base (Tapher, tale che card
(Lg) = a e tale che a(E) sia lo struttura wuniforme estrema superiore delln
famiglia (C}%Q)gegll) cio8 HAglL) = ggg Q?Zg.

Dim. - La tesiviene stabilita quasi immediatamente utilizzando il lemma
2 n. 2 di [B]

Supponiamo che (Vg)pep sia una rappresentazione parametrica dell’in-
sieme delle adiacenze di E per ola(E): se & B € DB, per definizione di a(L)
esiste un ricovrimento aperto, localmente finito ed </-riducibile {Ules di
F tale che

card (I) < qa,

U (U; )4 [],) < VB'
el

Per il lemma testé citato di [B] esiste una struttura uniforme quasi-
metrizzabile Vg su E, meno fine di a(Z), tale che la topologia T su E
dedotta da Mz abbia una base (T{iﬂleLg tale che card {Lg)<<a e tale che
esista un’adiacenza W di E per 9 tale che (W(x))wez sia un raffinamento

(%) Ciod la meno fine delle strutture uniformi su E pid fini di ciascuna delle SMp al
variare di § in B.
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di (U)er. Supponiamo che W sia simmetrica. Allora si ha:

WeWeW=U (Wix) X Wix)) = UI(U‘X U)< Vs,
F=i =
Dunque Vg & un’adiacenza di E per ‘W e quindi «Aa(E) & meno fine
di sup M. D’altra parte ogni W & meno fine di Aa(E) e quindi, ovvia-
B

mente, la tesi & dimostratata.

La proposizione qui appresso & fondamentale per gli obbiettivi che sono
in vista in quanto segue.

Pror. 3. - Nelle ipotesi per E, a ¢ AslE) fissate nel lemma 2, esisle una
famiglia (Eglgen di spozii uniformi quasi-metrizzabili ciascuno dei quali ho
una base per la sua topologia Tp che denotiamo con (Tigherg, ftale che card
(Lg) < a e lale che lo spazio uniforme (E, AE)) sia isomorfo (nel senso della
teoria degli spazii uwiformi) con un sottospazio uwiforme dello spazio uni-
forme prodoito

II Eg.
BeB

Inoltre se E ¢ separato (= di Hausdor[f) ogni Ep pud essere supposto, in

particolare, uno spazio metrizzabile.

DiM. - I asserto viene stabilito, tramite il lemma 2, con una argomen-
tazione che, salvo una precisazione, riproduce quella adoperata in [10] prop.
34.6 alla quale si rinvia il lettore per i particolari. di dettaglio.

Come il lemma 2 consente, si assuma una famiglia (Wglgen di strutture
uniformi quasi-metrizzabili su E, tutte meno fini di ola(E) tali che, per
ogni B€ B, la topologia (di spazio quasi-metrizzabile) Ty su E dedotta di
M abbia una base (Tyher, tale che card (Lg) < a e tale che ofa(E) risulti
la struttura uniforme estrema superiore della famiglia (Wg)es.

Per ogni B€ B sia Ey=F e muniamo FEp della struttura uniforme (g
(cio® consideriamo lo spazio uniforme (Ep, Mg)). Consideriamo lo spazio
uniforme prodotto

P=1E,
geB

(munito della struttura uniforme prodotto delle 9(g).

Per ogni B3€B sia ypg l'applicazione identica di Ep e consideriamo la
applicazione prodotto @:é{g%. Ovviamente ¢ applica bigettivamente E

sulla diagonale A di P (ianieme degli (wglgep € P tali che, per un certo
x € E, risulti axp==ao per ogni B€ B). Si riconosce che ¢ & isomorfismo
dello spazio uniforme (E, «a(E)) su A munito della struttura uniforme indotta
su esso dalla struttura prodotto delle ;. Da cid la prima parte della tesi.
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Per quanto concerne la seconda parte, supponiamo £ separato e, per
ogni 8 € B, consideriamo lo spazio uniforme separato associato ad (Lj, i)
e denotiamolo con {Eg‘, C}]Zg) dcve, appunto, C??Zg‘ & la struttura uniforme
associata alla “(g. Poiché Mz & una struttura uniforme quasi-metrizzabile,
la C?IZé" ¢ metrizzabile ed Ef munito della topologia T} dedotta da C)?Zé“ &
ano spazio mefrico.

Sia % la surgezione canonica di Ep sopra E*. essa & una applicazione
continua, chiusa, aperta e propria (*) e poiché E; ha una base {1} ),er tale
che card (L) <a, in forza del lemma 2, n. 2 di [b], altrettanto accade per
E} con Tg.

Sia % = ng. Posto ¢ = %0 ¢, come nella prop.34.6 di [10], si riconosce

che, E essendo separato, ¢ & un isomorfismo dello spazio uniforme separato
(E, Aa(E)) in un sottospazio uniforme del prodotto

P*=1I E*
BegB

munito della struttura uniforme prodotto delle C}?Zé" Da cid la tesi.

3. - Per proseguire pill agevolmente 1’analisi infrapresa, converrd effef-
tuare qualche richiamo e qualche precisazione di Algebra Topologica.

Per tuatti i riferimenti d’Algebra si potrd tener presente [7].

In particolare, se 4 & un’anello commutativo dotato di unitd, dovremo
adoperare il concetto di «algebra sopra 4> (non necessariamente dotata di
unitd per la moltiplicazione) conformemente alla def. 1, §7, cap. Il cap. cit.
Per cid che ci rignarda, 4 sard il corpo reale R.

In primo luogo, supponiamo che E sia un’algebra su 4 e, detta X una
sua parte non vuota sia K(X) la sottoalgebra generata da X.

Notoriamente E(X)) & caratterizzata dalle seguenti proprieta:

1) - E(X) & una sottoalgebra di £ contenente X.

2) - se H & una qualunque sottoalgebra di E contenente X, risulta
EX)< X.
Supponiamo che BM(X) sia la parte di K stabile per la moltiplicazione
di E (come anello) generata da X e sia V(M(X)) il sottomodulo di E, consi-
derato come A-modulo unitario in modo canonico, generato da M(X). Come
& ben noto si ha

(%) Cfr. N. Boursaxi; Topologie Générale; Actual. Scient. et Ind. 1142, Hermann
{Parigi), terza edizione (1961): cap. IT §3, n. 9 prop. 17 Remarque.
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Supponiamo ora, molto pitt particolarmente che E sia un’algebra di
Bawnacm, cioé un’algebra novmata, con noma || |], completa. Ora & 4 = R.
([8] cap. 9, § 3, n. 7, def. 9).

Sia B una qualunque parte di X densa in X, considerato come sotto-
spazio metrico di £, ¢ quindi

X< B,
e sia E(B) la softoalgebra generata da B. Poniamo:

H=T(B), K= HX).

Notoriamente H e K sono sottoalgebre chiuse di £ e, pit precisamente,
le piu piccole (per inclusione} delle sottoalgebre chiuse di E contenenti B
e, rispett., [X. Risultando B< E(B)< E(X) si ha Xc B<H<K e quindi
X< H, donde, H essendo un’algebra, per 2) risulta FE(X)<H nonche

K= FEX)< H=H. In conclusione &

H=K.

Detta M{B) la parte di E stabile per la moltiplicazione generata da B
(analoga di M(X)) e V(M(B)) il sottospazio vettoriale di E generato da M(B)
{analogo di M(X)), anche ora si ha

e quindi &

K = V(M(B)).
Denotato con Q !'insieme dei numeri razionali, sia
Mo(B)

Pinsieme delle combinazioni lineari, a coefficienti in Q, di elementi di
M{B). Ovviamente risulta Mq(B) < V(M(B)) = V(M(X)) e da cid

Mq(B)<= K.
Riconosciamo ora che risulta
(1) Mq(B) = K.

A tal fine, ricordato che V(M(B)) & il sottospazio vettoriale di E generato
da M(B), se 8 x€K ed ¢ & un elemento positivo di R, esistono una fami-
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glia finita (m)e; di elementi di M(B) ed una famiglia finita (a.).e; di ele-
menti di R, tali che

1)
”%—-—-E aamu” <§
eI

Supponiamo come &, ovviamente, lecito che sia m, =0 per ogni 1€l e
quindi che per ogni (€71 sia

[l m, || 0.

Allora, poichd Q & ovunque demso in R, defto # il numero degli ele-
menti dell’ insieme finito I, esiste un ¢, € Q, per ogni t €I, tale che

lq‘_a‘l<?n{{mlﬂ'

Consegue :
loe— Z gm. |} <e.
161

e quindi € My(B) e da cid la (1)

Ora osserviamo che, come & noto, M(B) & V'insieme dei composti molti-
plicativamente delle famiglie finite (%,)y<z<s di elementi di B. Consegue:

card (M(B)) == card (B).
Poiché Q & numerabile consegue card (Mq(B))= card (M(B)) e da cid

card (Mq(B)) == card (B).

4. - Supponiamo che (Z, d) sia uno spazio metrico con distanza d. Sosti-
tuendo eventualmente d con d/(1 + d), possiamo supporre d limitata senza
alterare la struttura uniforme di (£, d). ‘

Denotiamo con 93(E) 1'algebra di BaNaocr delle funzioni reali continue
e limitate su (E, d) con la norma || || definita ponendo

£l = sup | fiw) |
el

per ogni f€B(E). Essendo ||f-gll<= |/l -1l gl la moltiplicazione in B(E)
& continua oltre, che 1’addizione e la moltiplicazione scalare, come ci & ga-
rantito dal fatto che (| | & una norma.

Sia ¢: E-—B(E) Vapplicazione di E in “B(E) delinita ponendo
¢(a) = f, per ogni a€ E avendo indicato con f, I’elemento di “B(E) definito
ponendo fu(x) = d(a, ) per ogni %€ E.
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Come ha rilevato K. KuraTOwsk:, da a€ E, b€ E consegue
(1 Il ¢la) — #(®) || = dia, b).

Consegue, in primo luogo,che risulta o¢(a)=¢(b) se e solo se & a=1b, e
quindi ¢ & ingettiva.

Inoltre, posto E*= ¢(K) e detta ¢ Papplicazione ridotta di ¢, applicazione
di £ su E* definita ponendo ¢(x)=¢(x) per ogni x€ E, e considerato E*
quale sottospazio metrico di “B(E) (con distanza || f—g|] per due elementi
feg di BE), la ¢ risulta una isometria di E sopra E¥*.

Sia

A(E)

la sottoalgebra chiusa di “B(E) generata di E* ciod I’aderenza nello spazio
metrico B(E) della sottoalgebra di 9WB(E) generata da E* nel senso precisato
nel n. 3.

Ovviamente 4(E) & una sottoalgebra di Baxaca di B(E).

Sia B una parte ovunque densa di E e sia B*={(B). Per quanto si
& riconoscinto nel n. 8, esiste una parte ¢ di A(E) che ha lo stesso numero
cardinale di B* cioé di B. Dunque

Leuma 3. - Supponiamo che E sia uno spazio melrico e che a sio un
numero cardinale infinito. Allora esiste un’ algebra di Banach A(E) tale che
E sia isomelrico ad un sottospazio melrico di A(E) e se B ¢ una parte di E
ovunque densa tale che card (B)<S a, esiste una parte C di A(E) ovunque
densa tale che card (C)<a.

Se si osserva ora, che detta parte B pubd esistere, E essendo metrico,
se e solo se esiste una base (7))er della topologia di E tale che card
(L) < a si conclude:

Levma 4. - Se E e a sono quelli del lemma 3 e se (I')er ¢ una base
della topologia di E tale che card (L) = a, esiste uw’ algebra di Banach A(E)
tale che E sia isometrico ad un sotfospazio metrico di A(E) e, a sua volia,
A(E) abbia una base per la sua fopologia (U)er tale che card (I) < a.

5. — Dopo questi preliminari si pud stabilire che:

Prop. 4. - Supponiamo che E, a e AoE) siano quelli della prop. 3. Allora sup-
posto che E sia separato (= di Hausdorff), esiste una famiglio (Ag)eer di algebre
Banach ciascuna delle quali ha per la sua topologia una base (Tgk};ELB tale
che card (Lg) <a e tale che lo spazio uniforme (E, Aa(E)) sia isomorfo ad
un sottospazio uniforme dello spazio uniforme prodotio

1 4
peB #
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(munito della struttura wuiforme prodotio delle strutiure uniformi metrizzabili
di cui ciascun Ag é munito cononicamente).

Dim. - I/ asserto & ovvia conseguenza della prop. 3 e del lemma 4.
Sussiste ora la proposizione seguente che caratterizza la ofg~completezza:

Prop. 5. - Se E, a e HAalE) sono quelli della prop. 4 e se E é separalo,
le seguenti proposizioni sono equivalenti:

a) E ¢ Aq-complelo {cioe lo spazio uniforme (E, Aa(E)) é complelo),

b) esiste una famiglia (Agler di algebre di Bawnach, ciascuna delle
quali Ag ha una base {(Tghe Lg della sua topologia tale che card (Lg) <a e
posto

(1) P=1I Ap
peB

E ¢ omeomorfo ad un sottospazio chiuso E* dello spazio prodotto P.

DiM. - a) implica b). Supposta vera la a) supponiamo che (dpler sia
una famiglia di algebre di BANAcH prevista dalla prop. 4 e P sia definito
da (1). Per la prop. 4 esiste un sottospazio uniforme E* di P, munito della
struftara uniforme prevista nella prop. 4, tale che E munito di ofofE) sia
isomorfo ad E* Poiché (E, Aal(E}} & completo, E¥, quale sottospazio uniforme,
& completo e, poiche P .¢ separato, E* & chiuso in P. Da cid consegue la b).

b) émplica a). Sia vera la b). In forza della osservazione 6 al lemma 1
ciascun 4z & oAa-completo e quindi P, in forza della prop. 5, n. 2 di [4], &
lg-completo. Ma allora E*, previsto in b), essendo chiuso in P in forza della
prop. 3, n. 2 di [4], & Ag-completo ed allora £ & olg-completo (osservazione
8 al lemma 1).

OSSERVAZIONE. - E’ nofo che ogni spazio metrizzabile dotato di base
numerabile e, pitt in generale, ogni spazio di LINDELOF regolare, risulta un
@-spazio secondo E. Hewirr (real-compatto secondo [9]). Inoltre il prodotio
di una qualunque famiglia di @-spazii & un @Q-spazio e ogni sottospazio
chiaro di un @Q-spazio & un @-spazio. Allora la prop. 5, per a=card (N),
dimostra che uno spazio uniformizzabile separato risulta «fg-completo se e
solo se & un @-spazio, (cfr. [4] § 2, prop. 2) a causa del teor. 11.12 di [9].

Si conelude il presente § con la proposizione :

Prop. - Supponiamo che T sia uno spazio uniformizzabile separato e che
E sia un sottospazio di T ovunque denso. Supponiamo, inolire, che a sia un
numero cardinale infinito e che va|T) e volE) stano gli dla-completomenii di T
e di B (def. 1). Allora le sequenti proposizioni sono equivalenti:

a) se A4 é un'algebra di Banach avenfe una base (I))her per la sua
sua topologia tale che card (L) << a e se f: E — A4 é un’ applicazione conlinua
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di E in A esiste un’ applicazione continua f: T — A dellintero T in 4 la
cui restrizione a E sio f:

b) se X ¢é un qualunque spazio uniformizzabile separato e Aa-complefo
e se [: E~X & un’applicazione continua di E in X esiste uw’ applicazione
continua f: T — X dell intero T in A la cui restrizione ad E sia f.

c) risulta va(T) = va{E) (topologicamendte).
d) risula E < T < vo(E) (ingettivamente).
Dimostriamo 1’asserto stabilendo che a)=» b)=> c¢)=> d) => b)=> a).

a) ¢émplice b). Supponiamo che X sia quello previsto da b) e suppo-
niamo che (4g)gep sia una famiglia di algebre di BANACH la cui esistenza
& assicurata dalla b) della prop.b con tutte le condizioni ivi dichiarate. sosti-
tuende E con X. Possiamo idenfificare, in medo del tutto lecito, X con X*
previsto in detta b) prop. 5 riferita ad X perfanto la f pud essere riguar-
data wun’applicazione continua di E in P.

Per ogni 1€ sia prg la B-esima proiezione di P (su 4p) e poniamo
fe=pracf. La fa & un’applicazione continua di E in Ap: in forza di a), detta
Jr Vingezione canonica di E in T. esiste un’applicazione continua gg di T
in Ag la cui restrizione ad E sia fg cio® sia tale che

(1) gsojr= praof

Sia g = (gglaen cioé sia g lapplicazione di T in P tale che per ogni
x €T sia glx) = (ga(x))pen. Poiché ogni g & continua anche g & una appli-
cazione continna di T in P. A causa della (1) si ha gojg=".

Inolire, essendo g(E) = giju(E)) = gojr(E)= f(E) risulta

9(T) = glE™) < g(B)P = fIE)P) « XP) = X.

Pertanto la g definisce un’applicazione continua f di T in X al modo
seguente: per ogni x €T risulta fx)=g(x). Evidentemente fojp=/f e da
cid segue la b).

b) émplica c). Sia vera la b) e sia f: E— X una qualunque appli-
cazione continna di E in uno spazio uniformizzabile separato ed ofg-com-
pleto X. Per b) la f si pud estendere in una applicazione continua g di T
in X e, considerato T come (ingettivamente) immerso quale sottospazio
ovanque denso di va(T), per la osservazione alla prop. 1, esiste una esten-
sione cotinua f di g a ve(T). Poiché E & ovunque denso in 7, esso & .anche
ovunque denso in ug(T) e cid, va(T) essendo ofa-completo, dimostra che, a
meno di un omeomorfismo, risulta va(T) == ve(E) (cfr. ancora prop. 1)

c) smplica d). K ovvio, in forza della prop. ¢) e del fatto che & E < T.

d) émplica b). E ovvio, in forza della prop. 1.

b) émplica a). B ovvia per la osservazione 6 al lemma 1.

Annali @i Matematica 32
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§ 2. - Filtri U-inviluppati

La seguente definizione ha origine da P. SamurL [11].

Der. 1. - Se (E, U) é uno spazio uniforme, una base di filiro B su E si
dice U-inviluppala se per ogni B € B esistono un B € B ed una adiacenza V
di (B, U) tali che V{B')< B.

OssSERVAZIONE 1. - La precedente definizione si applica ai filtri che sono,
come & noto, particolari basi di filtro.

OSSERVAZIONE 2. - Ogni filtro 9/~ inviluppato ha una base formata da
insiemi chiusi ed una base formata da insiemi aperti.

OSSERVAZIONE 3. - Se U’ & una ulteriore struttura uniforme su E piu
fine di U ogni base di filtro U-inviluppata & anche U’ inviluppata.

Pror. 1 - Se (E, U) é uno spazio uniforme e se F & un filkro su E le
seguenti propozizioni sono equivalenti:

a) & & U-inviluppato (def. 1)

b) ogni base di F é U-inviluppaia

¢c) esiste una base “U-inviluppata per .
Dim. - Che a)=> b)=> ¢) & ovvio,

¢) émplica a). Sia B una base W-inviluppata di §F e sia FEF. Esiste un
B€SB tale che B< F ed esistono un B €% de un’adiacenza V di (£, U} tali
che V(B)< B. Cid, essendo B < F dimostra la a).

Un esempio di filtro </-inviluppato & fornito dalla seguente

Pror. 2. - Se (E, U) ¢ uno spazio uniforme, per ogni x € E, il filiro B(x)
degli intorni di x & U-inviluppato.

Dim. - Sia W€ B(x): esiste un’adiacenza V di (E, ) tale che VoV{xjc W.
Poiché. V(x) & un intorno di = e risulta V{Vix)) = VoV({x) = W la tesi & vera.

Ulteriori esempii di filtri 9¢-inviluppati sono forniti dalla seguente pro-
posizione :

Prop. 3. - Se (E, U) ¢ uno spazio uniforme e se § é un filiro su E, esiste
un filtro U-inviluppoato Fq; su E (def. 1) che é meno fine di F ed ¢ tale che,
supposto che S sia un sistema fondamentale di adiacenze di (E, U) e che B sia
base di &, Uinsieme Bg delle parti B di E della forma B = V(4) con VES
ed A€ B, é base di Jq,.

DiM. - Che Bg sia una base di filtro consegue dal fatto che & e % sono
basi di filtro.
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Riconosciamo che Bg & UW-inviluppato. Infatti se & BEBg esistono VES
ed A€% tali che B = V(4). Poiché & & un sistema fondamentale di adia-
cenze per (E, U) esiste un W€ S tale che Wo W < V. Posto B’ = W(4) risulta
B€Bg e W(B)< B il che, essendo WE®S, dimostra che la base Bg &
U-inviluppata.

Sia 9 il filtro delle adiacenze di (E, “i() (del qnale &, per ipotesi, & una base).
Se in quanto sopra si assume B= ed & =9 risulta che Fyy & una base di
filtro -inviluppata (osservazione 1 alla def. 1) ed il filtro §q, da essa gene-
rato e, del pari, U/-inviluppato.

Inoltre ogni B & base di Fq ed Fqr ¢ meno fine di F.

Dopo c¢id & giustificata la definizione che avrd ufficio essenziale, in ap-
presso.

DEF. 2. - Se Fq ¢ ¥ fillro U-inviluppato previsto nella prop. 2 della quale
conseviamo notazioni e deﬁmzioni, ad Fq, st atiribuisce il nome di U-~inviluppo
di & oppure di fillro U—inviluppato generato da .

OSSERVAZIONE 1. - Se U e Y sono strutture uniformi su E ed )/ & meno
fine di U e se F e F somo filtri su E', I’ WU-inviluppo Fq, di § & meno
fine dell’Q/-inviluppo di ¥'.

OSSERVAZIONE 2. - Se & gode della proprietd dell’intersezione numera-
bile (cfr. il seguente § 3. def. 1) altrettanto accade ad Fq,.

Come & ovvio:

Prop. 4. — Se (E, U) ¢ uno spazio uniforme, se § & un filtro sull’ insieme

B se Fop & 4l filtro U-inviluppalo generato da F (def. 2) le seguenti proposi-
ziont sono equivalenti ;

a) § é U-inviluppato.
b) risulta F = Fqp .
Dim. - a) émplica b). Dalla def. 2 e dalla prop. 3 consegue Fq, < & mentre,

poiché § & U~ inviluepato si ha §F < Fq,. Da cid la b).
b) émplica a). K ovvia conseguenza della def. 2 e della prop. 3.

OSSERVAZIONE. - Se § & /~inviluppato e se &’ & un filtro pitt fine di
& 1 U~inviluppo F'gr di F (def. 2) & piu fine di F. Consegue dalla osserva-
zione 1 alla def. 2 e dalla prop. 4.

Di particolare utility risultera la
Prop. 5. - Se (E, U) e uno spazio uniforme. se § é un filtro su E e se

Tae € ¢ filtro U-inviluppato generato da ¥ (def. 2) le seguenti proposizioni
sono equivalenti:
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a) § & un fillro di Cauchy su (E, Uj,
b) Fqp & un filtro di Cauchy su (E, ).

DiuM. - a) émplica b). Sia V un’adiacenza di (K, Q) e sia W un’ adiacenza
simmetrica di (E, U) tale che WoWoW < V. -Se & vera la a) esiste un FEF
tale che F>X F < W: allora W(F) & piccolo di ordine WoWoW e quindi di
ordine V, il che, essendo W(F)€ Fq, dimostra la b).

b) implica a). B ovvia poichd &, ¢ meno fine di §.
La seguente proposizione ha un nefevole inferesse tecnico.

Prop. 6. - Se (B, U), F ed Fq; sono quelli della prop. 5, ogni qual volla
& sia un filtro di Cauchy su (E, U), ogni filtro di Couchy ¥ su (E. U) meno
fine di & risulta pivn fine di T, .

DiM. - Sia 4 € Fqp: eistono BEF ed un’adiacenza V di (E, U) fali che
A=V(B). Poiché¢ & & un filtro di CAUCHY su (E, U} esiste F' € tale che
F'>X}XF <V: poiche & & meno fine di @, risulta anche F' €& e quindi
BN F = g donde, F' essendo piccolo di ordine V, consegue F' < V(B) = A.
Per un assioma di filtro, & 4€F ed F & piu fine di Foy.

CoroLLARIO 1. - Se (B, U), F ed Jq, sono quelli della prop. 6 e se §, e
quindi Fq, (prop. B), é un filtro di Cauchy su (E, U), allora Fq, & ¥ unico filiro
di Cauchy minimale su E, meno fine di §, sull’ insieme, ordinato per finezza,
dei filtri di Cauchy su (E, U).

Dim. - Detto §' un filtro di CavcHY su (E, U), se risulta che & & meno
fine di §q/, §F ¢ meno fine di § (def. 2 e prop. 3) e quindi, per la prop. 6,
&' risultando piu fine di &, si ha § = F'.

Se, invece, si suppone che ¥ sia un filtro di CAUCHY minimale e meno
fine di &, per la prop. 6, si ha che & & piu fine di Fq, e, per la minima-
iith ¥ = .

CoRrOLLARIO 2. - (H-J. Kowarskr [10]). Se (E, U) é uno spazio uniforme
se ' ¢ un filtro WU-inviluppato e se &' & un filtro di CAUCHY su (E, W), ogni
volla che esista un filtro § su E pin fine di § ed §', allora §F é meno fine
di §.

DM, - Sia o, il filtro U-inviluppato su E generato da & (def. 2.). Poiché
% & pin fine del filtro di CAvoHY §” anche § & un filtro di CAUCHY su
(E, U) e quindi, per la prop. 6, Fq, & meno fine di F".

Allora. per 1’ osservazione alla prop. 4, §q, e pitt fine di F. Poiché Fq
& meno fine di %" (prop. 6) la tesi & dimostrata.

COROLLARIO 3. — Se (E, U) é uno spazio uniforme, se 3’ & un filtro U-
—inviluppato su E (def. 1) pin fine del filiro di Cauchy ' su (B, U), st ha

§=5"
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Dim. - Nel corollario 2 ora pud assumersi F =g & quindi § & meno
fine di §"; poiche, per ipotesi, &’ & meno fine di ', la tesi & vera.

OSSERVAZIONE. - Se § & un filtro di CAvcHY su (E, ), sappiamo, per
la prop. 4, che anche I’Y-inviluppo Fq, di F & un filtro di CavcHY, per cni,
se § & un filtro 9f-inviluppato su, (E, Q) pit fine di Fq, si ha F = Fq .
Dungue §q, & an filtro U~inviluppato massimale, cioé un elemento massimale
dell’ insieme dei filtri /-inviluppati, ordinato per finezza. Si rilevi che l’esi-
stenza di &q, & stabilita senza 1’ausilio del lemma di ZorN e, se (E, %) non
& compatto esistono filtri -inviluppati massimali oltre quelli previsti dalla
prop. 2.

Del lemma di ZorN, al contrario ci si serve per stabilire 1’ esistenza di
ultrafiltri non banali e di cid si fa uso nella seguente

Prop. 7. - Supponiamo che (E, U} sia uno spazio wuniforme precompatto
e che F sia un fillro U-inviluppato su E (def. 1). Allora esiste un filtro -
—inviluppato di Cauchy su (B, U) pin fine di .

Dim. - Sia % un ultrafiltro su E piu fine di & e sia Uq, il filtro Y-in-
viluppato generato da ¥ (def. 2). Poich® % & un filtro di CAvCHY su (B, Q)
(stante la precompatezza) g, & del pari un filtro di CavcmY (prop. H). Cid
per la osservazione 1 alla def. 2 e per la prop. 4, dimostra che 9, & pid
fine di .

OSSERVAZIONE. - Per quanto precisato nella osservazione al corollario 3,
g, & un filtro Y-inviluppato massimale.

LemMA 2. - Supponiamo che (E, U) sia uno spazio uniforme, che §§ sia
un fillro di Cauchy su (E, U) e che A e B siano parti di E tali che sia
V(4) = B per almeno un’ adiacenza V di (B, U). Allora o risulta B € F oppure
risulta 04 € 3.

Diu. - Se per ogni FEF risulta FNAs$=@, poiché § & un filtro di Cavony
esiste un F€F tale che F>XX F< V e quindi si ha F < V(4) < B. Se, invece,
esiste F€ & tale che FN A= @ si ha F<(4 e quindi 4 €.

Si dovra utilizzare un risultato noto, relativo alla teoria generale delle
strutture uniformi di spazio precompatto.

LemMMA 3. - Se (E, U) é uno spazio uniforme esiste una (ed una sola)
slruttura uniforme A(U) su E, compatibile con la topologia dedotta da U su
E e che risulta la pin fine delle strutture uniformi di spazio precompatio su
E meno fini di U. Inoltre, una parte V di EXE ¢ una adiacenza di (E, A|U))
se e solo se esistono un ricovrimento chiuso (Frlo<k<n ed un ricovrimento aperto
(Gr)ok<n di E ed una adiacenza W di (E, U) tali che risulti, per ogni k=0, ..., n

W(Fy) € Gy
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e si abbia:
U(GeXGr)eV
k=0

Dim. - Consegue dal coroll. 1 alla prop. 3 e dal lemma 3 di [2] § 2.

OSSERVAZIONE. — Per brevita, uniformandoci alla def. 1 del § 2 di [2], 1a
AUy sard denominata «la struttura uniforme associata ad U > ciod assa-
miamo la seguente definizione:

DEF. 3 - Se (B, U) ed A(U) sono quelli previsti nel lemma 3, <A(U) dicesi
la struttura wniforme associate ad U.

LeMmA 4. - Se (E, U) ¢ uno spazio uniforme, se A(U) é la strutlura
uniforme associata ad U {(def. 3) e se A e B sono parti di E tali che per
un adiacenza V di (B, U) sia V(4)< B, allora esiste uw’ adiacensa W di
(E, AU)) tale che W(A)< B.

DiM. - La tesi consegue dal lemma 1, § 2, dalla def. 2, § 2 e dalla prop.
2, § 1 di [3].

Propr. 8 - Se (E, U) e AU) sono quelli del lemma 4 e se F ¢ un fillro
su B, le sequenti sono equivalents:

a) % é WU-inviluppato (def. 1)

b} & é Al U)-inviluppato.
DiM. - a) émplica b). Consegue dalla def. 1 e dal lemma 4.

b} émplica a). Consegue dal fatto che o{(U) & meno fine di .
La seguente proposizione ha ufficio fondamentale in seguito.

Propr. 9. — Se (B, U) e AU) sono quelli del lemma 4 e se F & un filtro
U-inviluppato su (E, U) (def. 1) le sequenti proposizioni sono equivalenti:

a) & & un filtro di Cauchy su (E, AU)),

)
) s¢ A e B sono parti di E tali che per un’adiacenza V di (E, ()
)

b
sia V(4) < B, allora risulta B€% oppure (4 € F,

) se (Arlosi<n € (Brlo=k<n SOWO famiglie finite di parti di E, se esiste
un’ adiacenza V di (E, A(U)) tale che, per ognik =0, 1, ..., n, sia V(4x) < Bx

e se risulta Lﬁ' Ax €, allora esiste un k=0, 1, ..., n tale che risulti B €.
k=0

d) Se (Ax)osi<n € (Br)oi<n SONO0 ricovrimenti di E ed esiste un’ adiacenza
V di (B, A(W) tale che per ogni k=0. 1, ..., n risulti Vidx) < By, allora
esiste wn k=20, 1, .., n lale che sia By €.
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Dim. - a) émplica b). Consegne dal lemma 2.
b) smplica ¢). Se per ogni k=0, 1, ..., n fosse b4res, per un assioma

di filtro risulterebbe O U A =( N ((4x) €S, contro Uipotesi U Ax € 5.
k=9

k=0 k=0
Duanque & Br € per almeno un k.

o) implica 4). Intatti 8 U A, = €.
k=0

d) ¢mplica a). Consegue dalla def. 3 e dal lemma 3.

OSSERVAZIONE. - In forza del lemma 4, in b), ¢) e d), AU} pud essere
sostituito da L.

Prop. 10. - Se (E, U) é uno spazio uniforme, se § & un filkro U-invilup-
pato e se é x € I, le sequenli proposizioni sono equivalenti.

a) risulta x€ O F,
Feg

b) risulia x€ N F.
Fe®

Dim. - a) émplica b). Se & vera la a) in forza della def. 1 e del lemma
4, poiché U & meno fine di <(U), si ha la b).
b) implica a). E ovvia.
Der. 4 -~ Se (B, i) é uno spazio uniforme chiamasi filtro U-inviluppato

(def. 1) massimale ogni elemento massimale dell’ insieme dei filtri U~inviluppati
su E, ordinato per « finezza ».

OsSERVAZIONE. - Di questa nozione ci siamo gia serviti nella osservazione
al corollario 3 della prop. 6. Tale osservazione.ha fornito esempi rilevanti di
filtri “Y-inviluppati massimali.

Prop. 11 - Se (B, U} ¢ uno spazio uniforme, se § & un fillro U-invilup-
pato (def. 1) su E e se A(U) ¢ la struttura uniforme associata ad U (def. 3),
le seguenti proposizioni sono equivalenti:

a) § é un filiro di Cauchy su (E, A\U)),
b} & ¢ un filtro “U-inviluppato massimale (def. 4).
Dim. - a) émplica b). Sia F un filtro YW-inviluppato pit fine di .

A causa della prop. 8, ¥-ed ' sono «{(U)-inviluppati e quindi, in forza del
corollario 3 alla prop. 6, da a) consegue b).

b) émplica a). Sapponiamo che & sia un filtro 9/~inviluppato massimale.
Ancora per la prop. 8, F & A(U)-inviluppato e quindi per la precompattezza
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di (B, A(U)) esiste, per la prop. 7, un filtro A(U)-inviluppato di Cavony sm
(B, A(W) pit fine di ¥ che, per la massimalitd di &, coincide con .

Chiarito in questo modo la struttura dei filtri “W-inviluppati massimali,
riconosciamo che:

Prop. 12 - Se (E, W) é uno spagio uniforme, se § & un fillro U-invilup-
pato massimale e se & x € E, le seguenti proposizions sono equivalenti:

a) risulta ©€ N F,
Feg

b) risulta x € N F.
FE%

c) & converge verso .

DIM. - a) émplica b). & ovvia conseguenza della prop. 10.

b) émplica c). Poicheé §F & U-inviluppato da b) consegue che ogni F €
& intorno di # e quindi § & meno fine del filtro /-inviluppato (prop. 2) B(x)
degli intorni di « e quindi per la def, 4 & § = Bla}.

¢) implica a). B ovvia.

OSSERVAZIONE. - Se lo spazio uniforme (E, ) di cui sopra & separato,
se % ha intersezione non vuota esso converge verso ciascun elemento del-
’intersezione e quindi, a causa dell’assioma di HAUSDORFF, la sua interse-
zione & formata da un unico punto x(§) di E. Inoltre due filtri -inviluppati
massimali non possono avere uno stesso punto di E come loro intersezione
senza coincidere (come consegue dalla b) <=> ¢} e dalla massimalithd), Dunque
la § — ®(§) & un’applicazione bigettiva dell’insieme dei filtri <-inviluppati
massimali, aventi intersezione non vuota, sull’insieme E.

8i osservi anche che:

Prop. 13 - Se (E, U) ¢ uno spazio uniforme e se F é un filiro U-invi-
luppato (def. 1) le seguenti proposizioni sono equivalenti:

a) § converge,

b) § & un filtro U-inviluppato massimale (def. 4) e risulta non vuota
la sua intersezione.

DiMm. - La necessitd & stata chiarita da quanto sopra e la sufficienza
consegue dalla prop. 12.

Prop. 14 - Se (E, U) ed § sono quelli della prop. 13, esiste un filtro
WU-inviluppato massimale pite fine di §F (def. 4).



G. Aquaro: Ancore intorne o completaments di spazi uniformi 257

DiM. - Consegue dalle propp. 7, 8 e 11.

OSSERVAZIONE. - Si notera che la proposizione stabilita consegne dalla
prop. 7 ed in conseguenza del lemma di ZORN e quindi dall’assioma della
scelta. Cid va posto in contrasto con l'osservazione al corollario 3 della prop. 6.

La precompattezza di uno spazio uniforme pud essere caratterizzato me-
diante filtri 9/-inviluppati massimali. A tal fine premettiamo un lemma del
quale si farh uso anche alfrove.

LeMMa 5. - Se V é wuna parte simmetrica contenente la diagonale dell in-
sieme E X E prodolio dall’ insieme E per se stesso, esiste una parte A di E
tale che da x€ A, y€ A e x 3=y consegua y € (Vix) e tale che sia E = UA Vix).

/ e

DiM. -~ Detto ® Pinsieme delle parti X di F tali che da #€X, y€Y
x <=y consegua y € [V(x), si riconosce che ¥ ordinato per inclusione & indut-
tivo e quindi, -per il lemma di ZORN, esiste un suo elemento massimale per
inclusione 4 che & quello previsto dalla tesi.

Prop. 15. - Se (E, U) ¢ uno spazio uniforme non precompatto esistono
una parte infinita A di E ed uwadiacenza V di (E, U) tali che da x€ A,
y€A4 e x=y consegua yEGV(w) ed inoltre risulti E = UA Vix).

z€

Dim. - Be (B, U) non & precompatto esiste un’adiacenza W di (B, U)
tale che E non sia riunione di alcuna famiglia finita di sue parti piccole di
ordine W. Sia V un’adiacenza simmetrica di (B, ) tale che Vo Ve W.
Costituita, in relazione a questo V, la parte 4 di E prevista nel lemma b5,
ogni V(a), per a €4, & piccolo di ordine W ed essendo £ = U Via), se 4
fosse finita si contradirebbe la definizione di W.

OSSERVAZIONE. - Consegue che se (E, %) & numerabilmente compatto
esso & anche precompatto per cid, se in pii, si assume che Y sia metrizza-
bile, lo spazio E ha base numerabile e quindi (§ 1 osservazioni 5 ed 1 al
lemma 1), F & uno spazio di LINDELOF. Pertanto essendo numerabilmente
compatto, £ & compatio: c¢id & ben noto,

Sussiste la seguente caratterizzazione della precompattezza, gia dimostrata,
per altra via, in [1] n. 1, teor. 2, pag. 100.

Prop. 16. - Se (E, U) é uno spazio uniforme le sequenti proposizioni sono
equivalenti:

a) (B, U) é precompaito.
by Ogni filtro U-inviluppato massimale (def. 4) é un filiro di Cauchy
su (B, U).

Annali di Matematica 3
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DiM. - a) émplica b). Se & vera la a), detta <(\U) la struttura uniforme
agsociata ad </ (def. 3), per la precompattezza di (E, ‘W), per la def. 3 e per
il lemma 3, risulta U = AU) e da cid, in forza della prop. 11, consegue
la attuale b).

b) implica a) Sia vera la b) e, ragionando per assurdo, supponiamo che
(E, °U) non sia precompatto. Allora, in forza della prop. 13, esistono una
parte infinita 4 di E ed un’adiacenza V di (E, ) tale, che €4, y€4 e
x = y consegua y € (Vx).

Sia 9 Vinsieme delle parti X di E della forma 4 n(GB) dove B & una
parte finita di 4: & subito visto che A & base di un filtro B e denotiamo
con ¥ il filtro U-inviluppato generato da B (def. 2) e, mediante la prop. 14,
consideriamo un filtro %/-inviluppato massimale 9% (def. 4) pin fine di .

Sia W un’adiacenza aperta simmetrica di (E, U} tale che Wo WoWoc< V.

Per b), M e un filtro di CavcHY su (B, U) e quindi esiste un M€
piccolo di ordine W (ciod M X M < W). Evidentemente, per ogni B € 2, risul-
tando A =B, si ha W(BJeEF M e quindi WB N ME &.

Poiche risulta W(B) ::bUHW(b), esiste a € B tale che W{a)n M &.

¥

Ora sia B=B1N (G{a}}. Poiche & B €%, come prima si deduce che
esiste b€ B tale che WD) N M= @. Poicheé M & piccolo di ordine W,
dalla simmetria di W, consegue (@, ))E Wo Wo W< ¥V e quindi 06€ Via).
D’altra parte ¢ a€ 4, b€ A4 e a=0b: per definizione di 4 econsegue belbV(a)
¢id che & escluso.

Dunque vera ¢ la aj.

Indichiamo ora una caratterizzazione degli spazii uniformi compatti. A
tal fine, premettiamo la

Prop. 17. - Se (E, U) ¢ uno spazio uniforme, se § é un filtro su E e se
& & il filtro WU-inviluppaio generato da § Vaderenza di § ¢ identica a quella
ai Fop

Dim. - Poiche §q, & meno fine di &, I'aderenza 4 di § & contenuta nel-
Vaderenza B di §q,. Dimostriamo che, reciprocamente, & B < 4. Notiamo che,
in forza della prop. 12, si ha B = N H. Sia dunque € B e, ragionando per

HE%%
assurdo supponiamo x €04 e quindi che esista un’adiacenza V, che possiamo
supporre simmetrica, di (B, ) tale che Vix) N F = ¢ per almeno un FEG.
Si ha € V(F) e quindi esiste y € F tale che x € V{y), donde, per la simmetria
di V, risulta y € V(x) e poi y€ V(x) N F = @. Dunque & B < 4.
Dopo cid la notevole

Prop. 18. - Se (B, U) é uno spazio uniforme le seguenti proposiziont
sono equivalenti:

a) (E, U) é compaiio,
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b) (E, W) é precompatto e complelo,
¢) ogni filtro U-inviluppato massimale (def 4) ha intersezione non vuota,

d) ogni filtro U-inviluppato (def. 1) ha infersezione non vuola.

Div. - a) mplica b). B ovvia.

b) implica c). Se & vera la b), per la prop. 16, ogni filtro U-inviluppato
massimale & di CAUCHY, per la completezza, converge e, per la prop. 13, ha
intersezione non vuota.

¢} implica d). Consegue dalla prop. 14 se si suppone vera la ¢).

dy implica a). Se § & un qualunque filtro su E, se & vera la d), il filtro
Y -inviluppato generato da § (def. 1) ha intersezione non vuota e quindi
anche §§, essendo vera la prop. 12.

Prop. 19. - Se f ¢ un’applicazione uniformemente continua dello spazio
uniforme (E, U) sullo spazio uniforme (E', W) (f(EY=1E) e se & é un filtro
WU —inviluppato su (E', W'} la sua immagine reciproca [~ F') é base di un
filtro & U-inviluppato su (E, U).

Dim. - B ovvia conseguenza della def. 1 e della surgettivitay di f.
Segnaliamo, poiché dovremo adoperarlo, un ulferiore risultato.

LemMa 7 - Supponiamo che (E, U) sia uno spazio uniforme, che A sia
una parte di E e che U4 sita lo struttura uniforme indotta da U su A. Allova,
se F & un qualungue filtro su A, il filtro Us-inviluppato 3%‘4 generato da F
su (4, U4 (def. 2) & identico alla traccia su A che denotiamo con Fq, 4 del
filtro “U-inviluppaio Fq; generato da F su (B, U).

Div. - Sia X €Fq 4: esiste un’adiacenza V di (E, U) tale che, per un
certo FEF, sia X = V(F) N 4. Detta V4 la traccia di V su 4 X 4 (ciod
Va=V 0 (4 X 4)), risulta X = V4(F) e quindi, poich¢ V, & una adiacenza
di (4, “U4), consegue XG%%A. Dunque Sar, 4 & meno fine di %%A.

Reciprocamente in maniera analoga si riconosce che %Q{A ¢ meno fine
di For, 4 © da cid consegue la tesi.

§ 3. - Spazii prelindelsfiani.

1. Si dovranno adoperare appresso alcune proprietd dei filtri che godono
della proprieta descritta dalla seguente

Der. 1. - Si dice che il filtro & sull’insieme E wverifica la proprietqd della
intersezione numerabile se ogni intersezione numerabile di elementi di F non
é vuola.
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Equivalenfemente, se ogni successione (Fuluey di elementi di & ha inter-
sezione non vuota.

La seguente proposizione viene qui esplicitamente stabilita per comodita
del lettore, benché, almeno in parte, debba considerarsi implicitamente nota.

Pror. 1. - Se § ¢ un filtro sull’insieme E le seguenti proposizioni sono
equivalenti:

a) § verifica la proprieta dell’ intersezione numerabile (def. 1),

b) per ogni ricovrimento numerabile (Aywen di E, esiste un n€N tale
che lo traccia di F su A, sia un filivo verificante lo proprieto dell’ intersezione
numerabile,

) per ogni ricovrimento numerabile (Au)uen di E, esiste un n €N tale
che la traccia di § suw A, sia un filiro.

Dim. - Supposta vera la a), (4,)nen sia un ricovrimento di E. Per assurdo,
se per ogni n € N, esistesse una successione (F,p)peny di elementi di §, tale
che 4, N (N F,) = @, sarebbe 4,< U ((F,,) e quindi, insieme ad (dunen,

PEN PEN

la (Gan)m,meNxN sarebbe un ricovrimento di E e quindi sarebbe vuota 1’in-
tersezione della famiglia numerabile (F,p)u, penxw, contro la a). Dunque &
vera la b).

Supposta vera la b) la ¢) ne & ovvia conseguenza.

Supponiamo vera la ¢) e, per assurdo, supponiamo che esista una suc-
cessione (F,),en di elementi di §§ avente intersemione vuota. Consegue che
(0F,).en ® un ricovrimento di E e cid & contro la ¢) poiché risulta F, N
n(6F,) = @ e F,€F per ogni n€N. Dunque & vera la a).

2. 8i procede a fornire alcune definizioni di uso parficolarmente conve-
niente in quantfo segue.
Innanzi tutto conveniamo che, salvo contrario esplicito avviso, si abbia che

CONVENZIONE 1. - E & uno spazio uniformizzabile.

CONVENZIONE 2. - A(E) é la strutlura uniforme di Tyckonoﬁ—@eh su E
secondo la terminologia di [2] § 3, def. 4. Pertanto A(E) é la pin fine delle
strulture uniformi di spazio precompatto su E compatibili con la fopologia di
E. E noto (cfr. [2] § 8, def. 4) che V é un’adiacenza dello spazio uniforme
(E, A(E)) se e solo se esiste un ricovrimento aperto finito U-riducibile (cfr. [2
§ 38, def. 6) (Uk)o<k<n tale che

U (Ux X U < V.

k=0
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CONVENZIONE 3 - Detto, come al solito, N Uinsieme degli interi naturali,
lo zero incluso, indichiamo con v il numero cardinale di N, cioé

o == card (N).
(ciod w & alef-zero).

CONVENZIONE 4. - AJE) é lo o-strultura wuniforme su E secondo la
terminologia di [3] § 3, def. 4. Pertanto, A E} é la struttura uniforme su E
caratierizzata dal fatto che una porte V di E X E é. uw adiacenza dello
spazio uniforme (E, A E)) se e solo se esiste un ricovrimento aperto, nume-
bile, localmente finito ed “U-riducible (U,)nen di E (cfr. [3] §, def. 6) tale che

U(U. X U V.

neN

Ovviamente A(E) é meno fine di A,E) e quindi, essendo lo pin fine delle
strutture uniformi di spazio precompatio su E compatibili con la fopologio di
E, <l(E) risulta, esattamente, la struttura uniforme associata ad o (E) secondo
lo def. 1, § 2 di [2].

OSSERVAZIONE. — Se a 8 un numero cardinale infinito e se oa(E) & la
a-struttura uniforme su E, A(E) seguita ad essere la struttura uniforme as-
sociata ad o{a(E) in quanto A, (E) & meno fine di Aq(E).

2. - Di particolare importanza per il seguito & la:

Drr. 2. - Chiamasi filtro completamente regolare su E ogni filtro su E
che sia A(E)-inviluppato (§ 2, def. 1).

OsSERVAZIONE 1. - Daunque il filtro § su E & completamente regolare
se e solo se per ogni F €@ esistono un FE€, un insieme chiuso 4 un
insieme aperto B di E tali che FFc 4, 4 sia 9f-coutennto in 4 e B<F
(cfr. [3] § 3, def. 2 o [2]§ 3, def. 4).

OSSERVAZIONE 2, - Se a ¢ un numero cardinale infinito, in forza della
osservazione alla Convenzione 4 del n. 1, il filtro § su E & completamente
regolare se o solo se esso & Ag(E)-inviluppato ed in, particolare, se e solo
se & oA (E)~inviluppato.

OSSERVAZIONE 3. - Se 4 & un qualunque sottospazio di E, la traccia su
4 di un qualunque filtro completamente regolare su E, se risulta un filtro,
¢ completamente regolare (cfr. osservazione 1).



262 G. AQUaro: Ancora intorno ¢ completamenti di spasi uniformi

Drr. 3. - Se B ¢ unao base di filtro su E chiamasi fillro completamente
regolare generato da B, il filtro A(E)-inviluppalo generato dal filtro su E di
cui B ¢ base secondo la def. 2, §2.

OssErvaziONE 1. - Richiamata la osservazione 1 della def. 1, F & un
elemento del filtro completamente regolare generato da ¥ se e solo se esi-
stono un F' €%, un insieme chiuso 4 ed un insieme aperto B di E tali che
sia F'< 4, 4 sia Qf-contenuto in B e B< F.

OSSERVAZIONE 2. - Se § & un filtro completamente regolare su £ meno
fine dell’ ulteriore filtro §' su E, in forza del corollario alla prop. 4, §2, il
filtro completamente regolare su E generato da ¥ & pin fine di .

OSSERVAZIONE 3. - Se § gode della proprietd dell’intersezione numera-
bile (def. 1), in forza della osservazione 2 alla def. 2, §2 e della def. 3 qui
sopra, anche il filtro completamente regolare da ¥, gode della stessa proprietfa.

Drr. 4 - Chiamasi filtro completamente regolare massimale su E, ogni
filtro A(E)-inviluppato massimale su E (cfr. def. 4 §2 o def. 2 di questo §).

OssERrvAzIONE 1. - Affinch& il filtro completamente regolare & su K sia
massimale, per la prop. 11, §2 e la def. 2, & necessario e sufficiente che
sia un filtro di Cauchy su (E, A(E).

n. 3. — In questo n. 3 si stabiliscono alcuni risultati dei quali si dovra
fare uso successivamente e nei quali interverranno le nozioni fino ad ora
esposte.

LeMMA 1. - Se & ¢ un sistema uniformizeante di Tukey sull’insieme E
(efr. [3] § 1, def. 9), se U(S) ¢ la struttura uniforme su E generata da & {(3]
§ 1, def. 8) e se § & un filiro su E, le seguenti proposizioni sono equivalenti:

a) § e un filtro di Cauchy su (B, “U(S)),

b) per ogni ricovrimento (Uer di o, esiste 1€ 1 tale che U €.

DiM. - @) émplica b) Sapponiamo vera la a) e sia (I)es un elemento di d.

In forza della prop. 6, § 1 di (3], esiste un’adiacenza B di (E, W)
tale che (B{x).er sia un raffinamento di (U)e;. Per a) esiste un F€F tale
che sia # X F< B. Sia € F e €1 tale che Blx)< U,: se & y€F, risulta
@ ¥)€EF X F< B e quindi y € B(x) < U, donde F < U, e quindi ancora, per
ua assioma di filiro, risulta U, € %. Cid implica b).

b) implica a). Supponiamo vera la b} e V sia una qualunque adiacenza
di (B, U(S)). Allora, in forza della def. 8 e del lemma 6, § 1 di [3] esiste un
elemento (U),e; di & tale che U (U, X U)< V. Cio, per b) implica a).
1=24
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LeMMA 2. - L’insieme W, (E) dei ricovrimenti aperti wumerabili ed
U-riducibili di E (ctr. [3] § 3, def. 6) & un sistema uniformizzante di TukEy
(3] § 1, def. 9) e la struttura uniforme UN, (E)) da esso generata (3] § I,
def. 8) e identica ad A (E).

Dim. - La tesi consegue osservando che “N(,(E) & esattamente 1’insieme
dei ricovrimenti aperti numerabili ed R(E)-riducibili di E (cfr. [3] § 3, deff.
5 e 6) dove R(E) & il reticolo esteso universale su E (ibidem, def. 3), e te-
nendo presente la prop. b, § 2 di [3).

OssErvAZIONE. - Dunque, affinché V sia un’adiacenza di (E, ,(E))
occorre e basta che esiste un ricovrimento aperto numerabile, Y-riducibile
(ma non necessariamente localmento finito) di E tale che, indicatolo con
(Unlnen, risulti:

U U XU)<=T.
HE N

Prop. 2. - Se § ¢ un filtro complelamente regolare su E (def. 2), le sequenti

Proposizioni sono equivalenti:

a) F & un filtro completamente regolare massimale (def. 4) e verifica la
proprieta dell’ intersezione nummerabile {def. 1),

b} ¥ ¢ un elemenio massimale dell’ insieme dei filtri completamente re-
golari e verificanti la proprietc dell intersezione numerabile,

¢} Per ogni ricovrimenio aperto numerabile ed U-riducibile (3] § 3,
def. 6} (Unuey di E, esisie un n€ N lale che sia U, €,

4y F & un filiro di Cauchy sullo spazio uniforme (E, o (E)).
DM - a) inplica b). B ovvia.

b) implica c). Supponiamo vera la b} e sia (Un)nen un ricovrimento
aperto numerabile ed “/-riducibile di F e (F.).eny sia una sua -riduzione.
Duonque, secondo la def. 5, § 3 di [3), (Fu)ueny & un ricovrimento chiuso di E
tale che, per ogni n€ N, F, sia -contenuto in U,. Poichs, per b); § veri-
fica la proprietd dell’intersezione numerabile, per la prop. 1 equivalenza di
a) e b), esiste un n € N tale che la traccia di § su F, sia un filtro verifi-
cante la stessa proprietd siccheé posto F = F U | F,}, § risulta base di un
filtro " su E del pari verificante la proprietd dell’ intersezione numerabile.

Ovviamente § & meno fine di §” sicche, in forza della osservazione 2
della def. 3 il filtro completamente regolare 5 generato da §” & piu fine di
& e, per la osservazione 3 alla def. 3, gode della proprieta dell’ intersezione nume-
rabile. In forza di b), tutto cid, ¥ essendo massimale, implica § = F/,. Consegue
che & U, €§. Infatti, F, & WU-contenuto in U, e c¢id, per la osservazione 1
alla def. 3, dimostra 1’ asserto.

¢) implica d). Consegue dai lemma 2 e 1,
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d) implica a). Sia vera la d) e sia (F,).egy una successione di elementi
di &, che, ragionando per assurdo, supponiamo abbia intersezione vuota.

Poiché, per ipotesi, & ¢ completamenie regolare, in forza della def. 2 e
della osservazione 1 ad essa, per ogni n € N, esistono un F, €%, un insieme
chiuso 4, e un insieme aperto B, di K tali che F, < 4,, 4, sia WU-contenuto
in B, e B, < F,: per un assioma di filtro, da F,€% e F, < A4, consegue
A, €. Consegue QN B, = @ e quindi, (GBn)nEN ¢ un ricovrimento chiuso di

n

E; inoltre per note proprietd della Q/~inclusione risulta che (B, & f-conte-
nuto in (4,. Consegue ancora che ([4n).eny ¢ un ricovrimento aperto nume-
rabile QY-riducibile di E e (ﬂB,,)neN & una sua Y-riduzione. In forza di d)
e dei lemmi 2 e 1, esiste » € N tale che (4, €% il che & contro la A4,€
sopra osservata. Dunque la intersezione di (Fy)ueny non pud essere vuota e da
cid consegue la a).

Una conseguenza immediata della proposizione dimostrata & la seguente
caratterizzazione dei @-spazi (necessariamente separati nonché nniformizzabili)
secondo HEwITT:

Prop. 3 - Le seguenti proposiziont sono equivalenti:
a) B ¢ oA,-complelo,

b) ogni filtro completamente regolare massimale (def. 2) e wverificante lo
proprieti dell intersezione numerabile ha infersezione non vuolw,

c) ogni elemento massimale dell'insieme dei fillri completamente regolari
e verificanti la proprietd dell’ intersezione numerabile, ordinalo per finezza,
ha intersezione non vuota.

OsSERVAZIONE 1. - Dunque se E & separato, in forza della osservazione
alle prop. b § 1. la precedente a) pud sostituirsi con: E & un Q-spazio (ciod
E & realcompatto).

OSSERVAZIONE 2. - In forza della prop. 10 § 2, nelle b) e ¢} di cui so-
pra si pud leggere anzich® « intersemione non vuota » 1’altra «aderenza non
vuota ».

OSSERVAZIONE 3. - Uno spazio topologico E & di Lindelof (§ 1 osserva-
zione | al lemma 1) se e solo se ogni filtro avente base chiusa e verificante
la proprieta dell’intersezione numerabile, ha intersezione non vuota. Dalla
proposizione di cui sopra consegue ogni spazio di Lindelsf regolare &
A,~completo.

OsSERVAZIONE 4. - La prop. 8 sopra stabilita pud raffrontarsi con la
seguente conseguenza delle deff. 2 e 4 e della prop. 18 del § 2.

Per E le sequenti proprietd sono equivalenti:

a) K & compatio,
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b} ogni filtro completamente regolare massimale su E (def. 4) ha inler-
sezione non vuola,

c) ogni filtro completamente regolare su E (def. 2) ha intersezione non
vuota. (Si tenga presente la prop. 10 del § 2).

4. - Se ¥ & un filiro completamente regolare su E, in forza delle deff.
2 e 4 e della prop. 14 § 2, esiste un filtro completamente regolare massima-
le su I pid fine di &.

Anche se si ammette che, in aggiunta, § verifichi la proprietd della
intersezione numerabile, in generale non pud affermarsi che, quale che sia
&, esista un filtro complefamente regolare massimale e verificante la pro-
prietd dell’intersezione numerabile pitt fine di ¥, senza imporre una notevole
condizione restrittiva sullo spazio uniformizzabile K.

In relazione a cid ed in relazione strettissima con gli spazii chiamati
« I-spaces » da R. W. BacLey e J. D. Mc KN1GHT JR., & la proprietd descritta
nella seguente def. 5. A tale proprietd si perverra pitt spontaneamente dopo
alcuni preleminari.

LEMMA 3. - Suppowiamo che B sia uno spazio uniformizzabile ¢ che E
sia una sua parte ovunque densa e supponiamo che dette ALE) e AL E) le
rispettive w-strutture uniformi (cfr. n. 2 Convenzione 4) ‘e detta A (E)r la
struttura uniforme indotta da g{w(E) su E risulti:

(1) A(E)g = Ao(E).

Allora, supposto che (Fulwen € (Gu)uen Siano successioni di insieme chiusi
e non vuoli e, rispettivamenle, aperti di E tali che, per ogni n€ N, F, sia
U-contenuto in G,(3) § 3, def. 2} relativamente ad E, risulta che:

(2) Ea(N G)=¢g=> NF,=¢

nEN nEN

DiM. - Denotiamo con ?R(E’) e R(E) i reticoli estesi universali su E e
rispett., su E (cfr. [3] § 3, def. 3); risulta che

K

o) st ha (F, G)ES%(E’) (rispett. (F, G)ER(E) se e solo se F e G sono
instemi chiusi il primo e aperto il secondo di E (rispett. di E) ed F & U-con-
fenuto in G relativamente ad E (rispeti. ad E).

Cid osservato, per ogni # € N, poniamo:
(3) AkzcﬁGn; B;/ZZGE'FM
Per «), per la prop. 1 § e def. 1 § 2 di [3], si ha che:

Annali di Matematica 34
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14

A, & YU-contenuto in B, relativamente ad £
ed inoltre esistono un insieme aperto B, ed un insieme chiuso 4 di E tali che:
4, & U-contenuto in B, relativamente ad l~f7,

Al & Qf-contenuto in Bj relativamente ad 17],
B,<A4,.

Cio premesso sia £ n( N Gu) = ¢. Consegue I = U (Aw n L) ed inoltre,

come & ovvio, A, n F & U- c%ntenuto in B, E rel‘:tlvamente ad F.

Dunque (B, N E)ueny & un ricovrimento aperto numerabile </-riducibile
del sottospazio E e (4u n E)uen © sua “l-riduzione,

A causa del lemma 10, § 2 di [3], richiamata la @) qui sopra, si riconosce
che esiste un ricovrimento aperto numerabile, localmente finito ed Q/-ridueci-
bile del sottospazio £ che denotiamo con (Gn)uen tale che, per ogni n €N,
sia Gy < B, 0 E. Ovviamente per ogni # € N risulta

4) Gy <4, E

Supponiamo che (F,).ey sia una W-riduzione di (G luen-

Per la prop. 1, § 1 di [4] risulta che (Fy)ieny & o,E)-uniformemente
localmente finito nel sottospazio £ e quindi, per il lemma 2, § 1 ancora di
[4] risulta che (Fy)uen © anche (K i)-uniformemente localmente finito in E
(si tenga presente la (1)). Per ¢id si ha

E=FE~ = U FF=
nenN
dove —(~) denota aderenza relativa all’intero I
Per ogni n € N, richiamata la (4), si ha F, < Gy < 4, e quindi, A4; es-

sendo chiuso in E, consegue Fji(~)< 4y e per la (9), E= U 4. Dunque
HEN

deve essere,
N F,=0s(V 4) =9

neN nEN
e da cid la fesi,
LeMMA 4. - Supposto come al solito che E sin uno spazio uniformizzabile
le sequenti proposizioni sono equivalenti:
a) £ ¢ spazio di Lindeldf,
b) Ogwi filtro completamente regolare (def. 2) e wverificante la proprietd
della intersezione numerabile (def. 1) su E ha inlersezione non vuola,
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¢} Se (Uler & un ricovrimento aperto “W-riducibile di E (3] § 3, def. )
esiste una parle numerabile H di I tale che la softofamiglio (Ulen sia un
ricovrimento di E.

Dim. a) émmplica b). B ovvia, poiché ogni filtro completamente regolare ha
una base formata da insiemi chiusi

b) émplica e¢). Supponiamo che (U)gr sia un ricovrimento aperto Q-ri-
ducibile di ¥ e {F).er sia una sua Y-riduzione.

Ragionando per assurdo supponiamo che

«) se H ¢ una qualunque parte numerabile di I risulti E<= U U,.
e H

Denotiamo con % I’insieme delle parti B di £ della forma

B=0( U U) con H parte numerabile di I.
e H

Ovviamente, B & base di un filtro § su E, verificante la proprieta del-
Iintersezione numerabile, Se &* & il filtro completamenie regolare su FE
generato da & (def. 3) anche F* verifica la proprietd dell’ intersezione nume-
rabile (def. 3, osservazione 3) A causa della b) risulta

(1) N F= 3.

Fegx

Per ogni t€ I, essendo F, Ul-contenuto in U,, si ha che [, & 9¢-conte-
nuto in (7, e quindi per I’ osservazione 1 alla def. 3, si ha GFLE%* e cib.
poiché (F)er & un ricovrimento di E, & contro la (1). Dunque «} & falsa e ¢)
¢ vera.

¢) ¢mplica a). Supponiamo vera la c¢) e supponiamo che (U)e; sia un
ricovrimento aperto di E. Per ogni x € I esiste un 1, €I tale che x €U, e
poiché F & uniformizzabile, in forza del lemma 6,83 di [3], esiste un insieme
chiuso F, di E tale che sia € F, ed F, sia 9-contenuto in U, . Dunque
(U.)*€% & un ricovrimento aperto Uf-riducibile di E ed (F.),ez ¢ una sua
‘-riduzione. Da ¢} consegue che esiste una parte numerabile K di E tale
che = U U, : detto H l'insieme degli elementi della famiglia (iz)serx, si

xck
ha £= U U,. Da cid, H essendo numerabile, la a).
EeH

6. ~ In cid che segue adopereremo la

-

CONVENZIONE 5. - J(E) denota Uinsieme dei fillri completamente regolari
(def. 2) e verificanti la propriets dell inlersezione numerabile (def. 1).

Drr. - Chiamasi spazio prelindeléfiano ogni spazio uniformizzabile E
che verifichi U assioma :
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(PL)). -~ Per ogné & € J(E) esiste un F*€ J(E) massimale in J(F) ordinato
per « finezza ».

La proprietd (PL) ha origine dalla proprietdh consimile adoperata in [6].
La successiva prop. 11 giustifichera il termine « prelindelsfiano ».

Prop. 4. ~ Le seguenti proprieta sono equivalenti per E:
a) E ¢ prelindelofiano (def. b},

b) per;ogni ¥ € J(E) esiste un filtro completamente regolare massimale
K* che é in J(E) ed é pin fine di F,
c) per ogni 5 € J(E) esiste un filtro completamente regolare F* su E piw

fine di §F e tale che per ogni ricovrimento aperto numerabile e U-riducibile
(Unnen diiE, esista n € N tale che U, € F*,

d) per ogni F € J(E) esiste un filiro completamente regolare F* su E
piw fine di § e che risulla di Cauchy per ,\E),

e) per ogni & € J(E) esiste un fiiliro di Cauchy su (E, A, (E) pin fine
di .

Dmi. - L’equivalenza di a), b), ¢) e d) & conseguenza diretta della def. 5
e dalla prop. 2. Inoltre che d) implichi e} & banale e che e) implichi d) risulta
da quanto segue.

Supponiamo vera la e) e sia § € J(E). In forza della osservazione 2 alla
def. 2, & & un filtro of,(FE)-inviluppato. Per e) esiste un filtro di CAvCHY §’
su (E, A(E)) pit fine di §: sia §* il filtro o, (E)-inviluppato generato da
8/, Poiche §' & pit fine di § ed § & completamente regolare, per la osser-
vazione 2 alla def. 3, §* & pit fine di § e, per la prop.5 del § 2, F* & un
filtro di CAUCHY su (E, A,(E)) nella stesso tempo che, per la detta osservazio-
ne 2 alla def. 2, esso & completamente regolare.

Un prevedibile esempio di spazio prelindeldfiano & fornito dalla seguente
proposizione :

Prop. 5. = Le seguenti proposizioni sono equivalenti:

a) E & prelindelifiano (def.5) ed oA,-completo (cioé (E, AE)) é complelo).
b) E ¢é uno spazio di Lindeldf.

DinM. - a) émplica b). Supponiamo vera la a) e sia § € J(E). Per la def. b,
ed in forza della prop. 4, esiste un filtro di CavoHY §F* su (E, A E) pin
fine di . Poiche E & «, completo, §* converge e quindi & ha almeno un
punto aderente che, ¥ avendo una base formata da insiemi chiusi, appartiene
all’ intersezione di §. Cid, per il lemma 4, dimostra b).

b) émplica a). Supponiamo vera la b). Per |’ osservazione 3 alla prop. 3,
E & #,-completo. Inoltre se § & un filtro completamente regolare su E, per
il lemma 2, § ha aderenza non vuota e quindi esiste un filtro F* su E piu
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fine di % e convergente: dunque F* & un filtro di Cavcmy su (£, < (E)).
Cio, per la prop. 4 (a) equivale e)) dimostra che ha a) di questa prop. 5 @&
vera.

Pror. 6 - Se E ¢ U-numerabilmenle compatio (cioé pseudocompatto per
(3] § 8 coroll. prop. 1) secondo la def. 1. § 6 di [3], allora E ¢ prelindelifiano.

Dim. - Per la osservazione alla convenzione 4, ¢{(E) & meno fine di «{,(F),
mentre che per il lemma 2, § 6 di [3], «{,(E) & meno fine di «A(E). Dunque
& ANE)= AE). Per la def. 4 e per la prop. 14 § 2, esiste un filtro di CavcHY F*
su (E, A(E)) piu fine di §. Dungque §* & un filtro di CavcHY su (B, A,(E))
e quindi per la prop. 4 equivalenza di a) ed e), consegue la tesi.

Indichiamo ora alcune proprietd degli spazi prelindelsfioni.

Prop. 7 - Se (Euuen é una successione di sottospazi prelindelofiani di E
della quale E sia riunione, allora E é prelindeléfiano.

DiM. - Denotiamo con §§ un qualunque elemento di J(E). In forza della
prop. 1, equivalenza di a) e b), esiste n € N, tale che la traccia &, di ¥ su
E, sia un filtro su E, verificante la proprietd della intersezione numerabile.
Per I’osservazione 3 alla def. 2, % & un filtro completamente regolare sul
sottospazio E, e, poiché il sottospazio E, & prelindeldfiano, esiste un filtro
di CavorY § su (E., A,E.) (dove A,(E,) ¢ la o-struttura uniforme su &,
{cfr. Convenzione 4) pit fine di §. Sia A (E)g, la strattura uniforme indotta
da o (E} su E,: A,E)g, ¢ meno fine di o, (E,} e quindi ¥ & anche filtro
di CAvucHY su (E,, Al)g,). Sia F* il filtro su B che ha come base ¥ (ciod
generato da §'): evidentemente § & meno fine di §* e R* & filtro di CAUCHY
su (B, A,(E). Per la prop. 4, equivalenza di a) ed e}, consegue la tesi.

Prop. 8 - Se f: E — E' é un’ applicazione surgettiva e continua di E so-
pra. uno spazio uniformizzabile E'| ogni volta che E sia prelindeldfiano anche
E' lo é.

DiM. - Sia A,(E) la o-struttura uniforme su E (Convenzione 4). Poiché
f & continua essa & un’applicazione uniformemente continua di (E, f,(E)) su
(B, A,E") in conseguenza del lemma 3, § 3 di [4]. Sia & un filtro comple-
tamente regolare verificante la proprietd dell’ intersezione numerabile su E'.
Per la prop. 19 § 2 e per la def. 2, f essendo surgettiva, I’immagine reciproca
%) di & per f & base di un filtro & su E appartenente ad J(E). Poiche
E & prelindelsfiano, per I’equivalenza di a} ed e) nella prop. 4, esiste un
filtro di CavcHY F* su (E, «A,(E)) piu fine di f~YF): la sua immagine f(F*)
per f & un filtro di CAUCHY su (B, A, (E') pit fine di & donde, ancora per
la prop. 4, a) equivale e), E' risulta prelindeldfiano.

ProP. 9 - Supponiamo che E sia uno spazio regolare (non necessariamente
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separato = di Hausdorff) normale (e quindi uniformizzabile) prelindeldfiano
e supponiamo che F sia un insieme chiuso di E. Allora il sotfospazio F ¢é
prelindelifiano.

Dim. - Siano A,(E) le w-strutture uniformi su E e, rispettivamente, su
F,secondo la Convenzione 4. Detta o{ (E)p la struttura uniforme indotta da
ALNE) su F, poiché E & normale, in forza della prop. 7, § 3 di [3], risulta

(1) Q{to(E)F = szm(F)-

Sia €I (F) (’analogo di FE) della Convenzione b) e sia §F il filtro
su F che ha come base ¥ e sia &, il filtro complementare regolare generato
da ¥’ nell’intero spazio E (def. 3). Al pari di &, prima & e poi &, verifi-
cano la proprietd dell’interesse numerabile. Per il lemma 7 § 2, la traccia
For di §, su F & identica ad §.

Poiché E & prelindeldfiano, per I’equivalenza di a) e d) nella prop. 4,
esiste un filtro completamente regolare di CAvcHY F* su (E, o, (E)) pit fine
di .. Riconosciamo che la traccia Fr di F* su F & un filtro. Ragionando
per assurdo, supponiamo che esista nun H € F* tale che F N H = @ : poiche
%* ha una base chiusa, si pud supporre che H sia chiuso. Allora CH &
aperto e contiene F e, poiché E & normale, F risulta 9 contenuto in GH
{cfr. [3] § 8, prop. 1, osservazione) e quindi per 1'osservazione 1 alla def. 3,
risulta 0H €., ed &, essendo meno fine di &, si ha CH € %* contro la HEF*,
Dunque %5 ¢ un filtro su F che & un filtro di CAUCHY per A,(E)p ossia,
per (1), filtro di CAvcHY su (F, Ay (F)), cid che, 5 essendo pit fine di
For = %, dimostra la tesi in forza della prop. 4, a) implica e).

Sussiste ora la proposizione conclusiva che procediamo a dimostrare con
ogni dettaglio.

Prop. 10 - Supponiamo che E sia uno spazio uniformizeabile e suppo-
niamo che E siw una parte ovunque densa di E tale che, dette A, E) e A E)
le o-strutture uniformi su E e, rispett., su E ( C’onvenzzone 4) la AR sia
una struttura uniforme di spazio completo e, detia AL E 0 la struttura unifor-
me indotta da .cziw(ﬁ}) su E, risulli:

(1) ANE)g = oA E).

Allora le seguenti sono equivalenti:

a) ogni € J(E)é meno fine di alimeno un F* € J\E) massimale su I(E)
ordinato per « finezza ».

b) E ¢ uno spazio di Lindeldf.

Dim. - a) émplica b). Sia vera la a) e denotiamo con & un qualanque
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elemento di J(E) (analogo di J(E) della Convenzione 5); a causa della equi-
valenza di a) e b) nel lemma 4, la presente b) sard dimostrata stabilendo
che &% ha intersezione non vuota.

Poiché § ha una base formata da insiemi aperti ed E & ovunque denso
in E, la traccia %z di § su E & un filtro completamente regolare. Poiche &
ha anche una base formata da insiemi chiusi, ricordata I’ osservazione 1 alla
def. 2, in forza del lemma 3, x verifica la proprietd dell’intersezione nume-
rabile al pari di §. Dunque & FrC€J(E) e quindi per a) esiste un F* € J(E)
massimale nel modo descritto da a). In forza della equivalenza di b) e d)
nella prop. 4, * & un filtro di CaucHY su (B, A,/E)) e quindi, per I’ipotesi
(1), un filtro di CAUCHY su (E, ANE)z). Pertanto &* & base di un filtro di
Cavony su (B, o, E) (,he denotiamo con H* e sia * il filtro completamen-
te regolare su (E, d( 7)) generato da F*. Per la prop. b, § 2 2, tale §% & un

tiltro di CavcHY su (E, o, (E). Poiche, per ipotesi, (B, AL E)) & completo,
risulta :

(2 N F== @ per F variabile in ¥,

A sua volta §z & base di un filtro su & che denotiamo con 5.

Poiché & F < JFz< &+, in forza dell’ osservazione 2 alla def. 3, si ha
&< §o e quindi, per la (2), Uintersezione di § non & vuota. Dunque & vera lab).

b) émplica a). Supponiamo vera la b) e supponiamo che § sia un filtro
in J(E) (Convenzione 5): per la osservazione 2 alla def. 2, § & ANE)—invilup-
pato.

Sia §& il filtro su B generato da & e sia §, il filtro dw(EJ inviluppato
su B generato da $: per il lemma 7, § 2, la traccia %mg di %w su K ¢ iden-
tica al filtro ,(E)-inviluppato su E generato da § ciod, per la prop. 4 § 2,
il filtro § stesso (che per ipotesi ¢ «{,(E} inviluppato; osservazione 2 alla
def. 2).

Osserviamo che &, al parl di & verifica la proprieta dell’ intersezione
numerabile e quindi anche &, la verifica. Dalla equivalenza di a) e bj nel
lemma 4 esiste un punto x di E appartenente all’intersezione o, se si vuole,
all’aderenza di %m Consegue- che esiste un filtro ¥ su & convergenfe verso
x e pitt fine di §,. Dunque detto Bw ) il filtro degli intorni di « in E risulta

(3) B(x) meno fine di §F
4) ﬁ‘ meno fine di .

Sia &, il filtro A(E)~inviluppato su £ generato da . Da(3) e (4) e
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per la osservazione alla prop. 12 § 2, poiché B(x) e F., sono ANE) —  invi-
luppati, per la osservazione 2 alla def. 3, risulta:

(5) B(x) meno fine di F,
{6) &, meno fine di .

La traccia §.z di F, su E & un filtro poiché E & ovanque denso in E
%, ha una base formata da insiemi aperti.

Dalla (5) consegue che $F,, oltre ad essere completamente regolare su E
converge verso x e quindi & un filtro di CAUcHY su (E, o,(E)). Pertanto,
Fom, oltre ad essere completamente regolare sul sottospazio E, & un filtro
di Cavcny su (E, A,(E)) in forza di (1).

A caasa della equivalenza di b) e d) nella prop. 4, si ha F,z€ J(E) ed ¢
massimale (efr. la a)). Inoltre, richiamata la (6), risulta

¥ =F,z meno fine di F.g.

Dunque la a) & vera.

Ed ora, dimostrata la prop. 10, non c¢’é che da far ricorso alla defini-
zione dell’ A ,-completamento di uno spazio uniformizzabile E, per concludere:

Prop. 11. - Se lo spazio E é uniformizzabile separate, le seguenti propo-
sizioni sono equivalenti:

a) E ¢ prelindelofiano (def. D),
b) v,(E) é uno spazio di Lindeldf.

In particolare, se E & separato, v,(E} & !'estensione di Hewirt di E
e quindi E & prelindelofiano se e solo se 'estensione di Hewirr di E & une
spazio di LINDELOF.

Si desidera segnalare che, in conseguenza di quest’ ultima osservazione,
o, se si vuole della prop. 11, per E separato si pud dare una agevole dimo-
strazione indiretta delle precedenti prop. 7, 8, 9.
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