
Ancora intorno ~ completamenti  di spa,zi uniformi. 

)/[emoria di GIOVANNI AQUARO (a Bari) 

S u n t o .  - E contenuto nell'introduzione. 

IN~t~ODUZIONE. -- Nel presente lavoro si prosegue lo studio degli spazii 
uniformizzabili  Sa-comple t i ,  iniziato in una  Nota, apparsa in questi Annali  
[4], alla quale si r invia per la terminologia ed il simbolismo qui usati. 

A1 concerto di spazio ~a -comple to  fa riscontro il concerto di ~a-com-  
pletamento (§ I, def. 1) e nel seguente § 1 viene approfondita l ' anal is i  delle 
proprieta di entrambi ottenendosi~ in una  situazione pitt generale,  propriet'~ 
analoghe alle piu importanti  dei Q-spazii secondo HEwing. 

Successivamente,  nel § 2, utilizzando alcuni  risultati  ottenuti  dallo scri- 
vente in [2], viene effet tuata  una esposizione sistematica ed autonoma dei 
filtri ~ - inv i luppa t i ,  c~ essendo una s t ru t tura  uniforme~ riunendo, in un 
assetto unico, r isultat i  di [I1], [1], [10]. 

Nel § 31 t ramite  i mezzi forniti  dal § 2, si stabiliscono alcune propriefft 
dei Q-spazii nel quadro delle tecniche sviluppate in [3], [4] e nel presente 
lavoro. Successivamente,  si utilizzano le conclusioni, alle quali  cosi si 
perviene, per caratterizzare gli spazii uniformizzabili  separati  il cui .¢~-com- 
pletamento, con ¢o = card {N), ~ uno spazio di LINDEL(iF. Tali spazii sono 
caratterizzati  dalla seguente proprietor. 

(**) - ogni filtro completamenle regolare verificanle la propriet~ della 
intersezione numerabile ~ meno fine di un  filtro massimale della stessa specie. 

La (**} va posta in relazione con una consimile proprieta introdotta da 
R. W. BA(~L~¥ e J. D. ~ I c K ~ m ~  Jn. in [6j. La {**)1 tuttavia, sembra 
prestarsi  meglio agli scopi prefissici consentendo di ot tenere non solo la 
caratterizzazione di cui sopra ma anche qualche miglioramento dei risultati  
dei suddett i  autori.  

(*) Lavoro eseguito nel Gruppo di Ricerca m 9 del Comitato ~azionale per la Mate. 
matiea del Consiglio Nazionale delle Ricereh% per l'anno 1961-62. 
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§ 1 - ~ a - C o m p l e t u m e n t i  ed  u l t e r i o r i  p r o p r i e t i t  

d e g l i  s p a z i i  S a - c o m p l e ¢ l  

1 - Si 6 osservato in [4] § 2, prop. 7, che, se E b uno spazio uniformiz- 
zabile separato (----~ di HAUSDORFF), se a b numero cardinale infinito e se _~a(E) 

la a - s t ru t tu ra  uniforme su E ([3] § 3, def. 4), esiste uno spazio uniformiz- 
zabile separato ~a-eomple to  ([4] § 2), ehe denotiamo con 

(the in [4] si denotava, inveee, con va(E)), tale che E sin (ingettivamente) 
immerso ed ovunque denso in ~a(E) e~ denotata con ~a(~atEt) la a - s t ru t tu ra  
uniforme di vail';) e con .¢~a(~aIE))z la s t ru t tura  uniforme indotta da ~a(vaIE)) 
su E, risulti 

(1) 

DEF. 1 - Lo spazio uniformizzabile separato ~a(E) ora descritto chiamasi 
Sla-complelamento di E. 

Si deve subito segnalare la seguente proprieth caratterizzante va(E). 

PROP. 1 - Se E ~ uno spazio uniformizzabile separato, s e a  ~ u n  numero 
cardinale infinilo e se on{El ~ l 'Sa-completamento di E (def. 1)~ 'on(E) ~ uno 
ed ~ omeomorfo a ciaseuno degli spazii unifbrmizzabili separati E* che sono 
~a-completi  ([4] § 2, def. 2) ed a ciascuno dei quali si pub assoeiare unhinge . 
zione j* di E in E* con le seguenti condizioni : 

a) j* (E) ~ ovunque denso in  E*, 

b) detla k* la bigezione (ridotta) di E su j*(Et definila da" j*, tale k* 
un omeomorfismo di E su j*(E). 

c) per ogni applicazione continua f di E in uno spazio uniformizzabile 
separato ~a-complelo X, esiste una (ed una sola) applicazione continua f di 
E* in X,  tale che / o  j * =  fi 

0 S S E R V A Z I O N E  - S i  pub, equivalentemente,  descrivere E* come uno spazio 
uniformizzabile separate in cui E sin contenuto e ovunque denso e tale che 
ogni applieazione continua, f di E in uuo spazio, unilormizzabile separato 
~a-comple to  X, possa prolungarsi  in una applicazione continua f di E* in X. 
In  appresso di f requente  le proprietor di E* descritte d a a ) ,  b) e c) della 
prop. 1~ si intederanno espresse in questi termini. 

PROP. 2 - Se E, a e ,aiE} sono quelli delta prop. 1, le seguenli proposizioni 

sono equivalenti : 
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a) E ~ ~a-completo (cfr. [4] § 2, def. 2) 

b) r isul ta  E -~ t~a(E) 

DIM. a) implica b). In  forza di (1), (E, ~a(E)) ~ uno sottospazio uni forme 
completo dello spazio uniforme (•a(E), ~:~a(va(E))): cib, poich6 ua(E) ~ separato 
(-----di H~USDORFF), implica che E ~ chiuso in ~)a(E) e quindi, E essendo 
ovunque denso in ~a(E), si ha  l a b ) .  

b) implica a). ]~ ovvio, dato che valE) 5 _~a-completo. 

[n tema di spazii.c~a-completi, torna a proposito segnalare alcuni  esempii 
che dovremo, almeno in parle, utilizzare. All 'uopo premet t iamo un lemma. 

LE~}aA 1. - Supponiamo che E sia uno spazio topologico e ehe, supposto 
a un  numero cardinale infinito, E verifichi la propriet&: 

( L a ) -  se (U,.)~ei ~ un qualunque ricovrimenlo aperto di E esiste una  parle 
H dell' insieme degli indict  I, tale che card. ( H ) ~ a  e tale che la sottofamiglia 
(U~):e~ sia un  rieovrimento di E. 

Allora, se (A~)~eL ~ una  qualunque famigl ia  localmenle finita di pa t t i  
non vuote di E r isul ta  card ( L ) <  a. 

DI~L-Es i s te  un ricovrimento aperto (U~i:e~ di E tale che, per ogni :EI,  
l ' ins ieme L* dei kEL  tall ehe A~fl U~:~=t5 sia fini~o. In  forza di (La) esiste 
una par le  H di I tale che card (H) -< a e la sottofamiglia (b~}~eH r icopra E. 
Poich6 ogni A. non ~ vuoto, r isulta L - -  (2 L* :  poich6 ogni L~ ~ infinito ed 

L ~ H  
i~ card ( H ) ~  a, si ha card (L)~-- < a. 

0SSERVAZIO~E 1. - Se 6 a - - - c a r d  (N), E verif ica (La) se e solo se esso 
i) uno spazio di LI~DELtiF. 

0SSERVAZIONE 2. - Se E ~ uniformizzabile e verif ica la (La), la a-s trut-  
tura uniforme di E 6 identica alla s t ru t tura  uniforme univers~le ([3] § 3, 
def. 4). Pertanto,  se esiste una s t ru t tura  uniforme di spazio completo su E, 
compatibile con ]a topologia di E, poich~ allora la s t rut tura  uniforme uni. 
versale 6 una s t ru t tura  di spazio completo, in forza della def. 2 § 2 di [4], 
E risulta ~a-eomple to .  

0SSEnVAZI0~E 3. - Se  E ~ uno spazio regolare paracompatto e verifica 
la (La) esso, per la osservazione 2, 6 ~a-eomple to ,  poich6, come 6 nolo, la 
sua s t ru t tura  uniforme universale 6 una s t ru t tura  di spazio eompleto. 

0SSERVAZ~ONE 4. - Supponiamo che E sia uno spazio di LI:NDEL(it~ (err. 
osservazione 1) regolare. Come 6 nolo, E 6 paracompatto ed allora, in forza 
della osservazione 3, E 6 ~ , - c o m p l e t o ,  con ¢o---~ card (N). 

0SSERVAZIONE 5 . -  Se 10 spazio topologieo E (nessuna r e s t r i z ione )ha  
una base per la sua topologia (T).)~eL tale the  card ( L ) ~ a ~  allora E verif ica 
la propriet~ (La) del l emma 1. 

Annali  di  Matemat~va 31 
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OSSEVA~O~ 6 . -  Se E ~ uno spazio quasi-metri~zabile ed ha una base 
del tipo descritto nell 'osservazione 5, allora E verifica la (La)e quindi, essendo 
regolare paracompatto,  r isulta .dga-completo. 

0SSERVAZ~O~TE 7. - 0gni spazio quasi-metrizzabile dotato di base nume- 
rabile (o, che ~ lo stesso, reg01are e dotato di base numerabile') E risulta 
~a-comple to .  

~e l le  precedent i  osservazioni sono contenuti  i p reannuncia t i  esempii di 
spazii ~a-comple t i .  

0SSERYAZIONE 8. - Se lo spazio uniformizzabile E b ~a-comple to  ogni 
spazio topologico omeomorfo ad esso gode delle stesse proprietor. Di questa 
ovvia osserva~ione ci serviremo senza esplicito riferimento.  

2. - Pe r  stabilire la prop. 3 qui appresso conviene isolare il seguente 
lemma : 

L]~MMA 2. - Supponiamo the E sia uno spazio uniformizzabile, che a s i a  
un  numero eardinate infinito e che Sa(E} sia la a-s trut lura uni forme su E. 
Allora esisle una  famigl ia  t~lg~)~eB di strullure u~i formi  quasi-melrizzabil i  
su E, tutte meno fini di ~a(E} tali ehe per ogni ~EB, la topologia (di spazio 
quasi-metrizzabile) rC~ dedotta da "~]~ abbia una  base IT~)~)).eL~ tale che card 
(L~) ~--a e tale the ~a(E) sia la s lrut tura uni forme estrema superiore della 
famigl ia  (c~]~)~eB~ } eio~ ~a(E)  = sup c)I~. 

DIM.- La tesi viene stabilita quasi immedia tamente  utilizzando il lemma 
2 n. 2 di [5]. 

Supponiamo the  (V~)~B sia una rappresentazione parametr icu dell ' in.  
sieme delle adiacenze di E per Sa (E) :  se ~ ~ E B, per dcfinizione di ~a(E)  
esiste un  r icovrimento aperto, localmente finito ed C~-riducibile (U~):~x di 
E tale t he  

card (I) <_ a, 

U (0~ X U:) c V~. 

Pe r  il lemma test~ eitato di [5] esiste una s t ru t tura  uniforme quasi -  
metrizzabile c)/g~ su E, meno fine di ~ { E ) ,  tale c h e l a  topologia ~ su E 
dedotta da ~?~ abbia una base (T~)).EL ~ tale che card ( L ~ ) ~ a  e tale che 
esista un 'ad iacenza  W di E per ~ tale che ( W ( x ) ) ~  sia un raff inamento 

(i) Cio~ l a  m e n o  f ine  del le  s t r u t t u r e  u n i f o r m i  su E pifi f in i  di c i a seuna  de l le  ~ $  al 

v a r i a r e  d i  ~ in  B.  
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di (U~)~. Supponiamo che W sia simmetrica. /kllora si ha:  

w ¢  Wo w---- u (w(x) x w(x)) c u (v, x c vs. 

Dunque V~ ~ un'adiacenza di E per c)lg~ e quindi .~a{E)~ meno fine 
di sup cTK~. D'al t ra  parte ogni cllg~ ~ meno fine di ~a(E} e quindi, ovvia- 

~ B  
mente, la test ~ dimostratata. 

La proposizione qui appresso ~ fondamentale per gli obbiettivi the sono 
in vista in quanto segue. 

PROP. 3. - hrelle ipotesi per E, a e Sa{E} fissate nel lemma 2, esiste una 
famiglia (E~)~eB di spazii uniformi quasi-metrizzabili ciascuno dei quali ha 
una base per la sua topologia ~C~ the denotiamo con (TX~)XeL~, tale che card 
(L~) ~_ a e tale che lo spazio uniforrne (E, Sa(E)) sia isomorfo (nel senso della 
teoria degli spazii uniformil con un sottospazio uniforme dello spazio uni. 
forme prodotto 

UE . 

Inoltre se E ~ separato (----di Hausdorffl ogni E~ pub essere supposto, in 
particolare, uno spazio metrizzabile. 

D I M .  - L'asserto viene stabilito, tramite il lemma 2, con una argomen- 
tazione che, salvo una precisazione, riproduce quella adoperata in [10] prop. 
34.6 alla quale si rinvia il lettore per i part icolari  di dettaglio. 

Come il lemma 2 consente, si assuma una famiglia (gff~)~eB di strutture 
uniformi quasi-metrizzabili su E, tutte meno fini di S a ( E ) t a l l  che, per 
ogni ~i E B, la topologia {di spazio quasi-metrizzabile) ~C~ su E dedotta di 
c)g~ abbia una base (T~).)XeL~ tale the card (L~)_<:a e tale the ~a(E) risulti 
la struttura uniforme estrema superiore della famigtia (c~g~)~eB. 

Per ogni ~ E B sia E ~ -  E e muniamo E~ della struttura uniforme c?]g~ 
(cio~ eonsideriamo lo spazio uniforme (E~, c~)) .  Consideriamo lo spazio 
uniforme prodotto 

P - -  II E~ 
~ B  

(munito della struttura uniforme prodotto delle 9K~). 
Per ogni ~EB sia ~ l 'applicazione identica di E~ e consideriamo la 

applicazione prodotto ~ X ~ .  Ovviamente ~ applica bi~ettivamente E 

sulla diagonale h di P (insieme degli tX~)~BEP tali che, per un certo 
EE, risulti x ~ - - w  per ogni ~EB). Si riconosce che ~ ~ isomorfismo 

dello spazio uniforme (E, Sa(E)) s u h  munito della struttura uniforme indotta 
su esso dalla struttura prodotto delle cyg~. Da cib la prima parte della test. 
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Per quanto concerne la seconda parte, supponiamo E separate e, per 
ogni ~ 6B,  eonsideriamo lo spazio uniforme separate associate ad (E~, 97g~) 
e denotiamolo con IE~, q]g~) dove, appunto, 97(~ 6 la struttura uniforme 
assoeiata alla cT]g~. Poieh6 QK~ 6 una struttura uniforme quasi-metrizzabile, 
la 9K~ 6 metrizzabile ed E~ reunite della topologia ~C~ dedotta da c )~  
uno spazio metrieo. 

Sia x~ la surgezione eanoniea di E~ sopra E~: essa 6 una applicazione 
continua, chiusa, aperta e propr]a (~) e poich6 E~ ha una base (Tz)xEL tale 
che card (L)_<a, in forza del lemma 2, n. 2 di [5], a ltrettanto decade per 
E~ con cC~. 

Sia z-----X x~. Posto ~ = x o V, come nella prop. 34.6 di [10], si rieonosce 
~ B  

ehe, E essendo separate, q5 6 un isomorfismo dello spazio uniforme separate 
(E, Sa{E)) in un sottospazio uniforme del prodotto 

P* - -  II E* 
B~B 

reunite della struttura uniforme prodotto delle ~ .  Da eib la test. 

3. - Per  proseguire pifi agevolmente l 'anal is i  intrapresa, converrh effet- 
tuare quatehe riehiamo e qualche precisazione di Algebra Topologica. 

Per  tutti i r iferimenti  d 'Algebra si potrh tener presente [7]. 

In  particolare, se A 6 un 'anel lo  commutative dotato di unith, dovremo 
adoperare il concerto di <<algebra sopra A>> (non necessariamente dotard di 
uniti~ per la moltiplieazione) eonformemente alla def. 1, § 7, cap. II cap. cir. 
Per  cib ehe ci riguarda, A sarh il corpo reale R. 

In  primo luogo, supponiamo ehe E sia un 'a lgebra  su A e, detta X una 
sua parte non vuota sia E(X) la sottoalgebra generata da X. 

l~otoriamente E(X)) 6 earatterizzata dalle seguenti proprieti~: 

1 )  - E(X) 6 una sottoalgebra di E contenente X. 

2 ) -  se H 6 una qualunque sottoalgebra di  E contenente X, risulta 
E(X) x .  

Supponiamo ehe M(X) sia la parte di E stabile per  la moltiplieazione 
di E {come anello) generata da X e sia V(/]/(X)) il sottomodulo di E, consi- 
derate come A-modulo unitario in mode eanonieo, generate da M(X). Come 
i~ ben note si ha 

E ( X )  = 

(~) Oft. I~L BOURBAKI; Topologie Gdndrale; Actual.  Soient. et Ind.  1142, t I e rmann  
(Parigi),  terza edizione (1961): cap. I I  § 3, n. 9 prop. 17 Remarque. 
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Supponiamo ora, molto pifl par t icolarmente  che E sia an ' a lgeb ra  di 
BA~Ac~, ciob an ' a lgeb ra  normata,  con noma 1] I1, completa. 0 r a  b A - - R .  
([8] cap. 9, § 3, n. 7, def. 9). 

Sia B una qualunque parte  di X densa in X, eonsiderato come sotto- 
spazio metr ico di E, e quindi 

e sia E(B) la sottoalgebra generata  da B. Poniamo : 

H - -  E(B), K = E(X). 

Notoriamente H e K sono sottoalgebre chiuse di E e, pifi precisamente,  
le pifi pieeole (per inclusione) delle sottoalgebre chiuse di E contenent i  B 
e, rispett . ,  !X. Ristlltando B ~ E ( B )  c E ( X )  si ha X ~ B c H ~ K  e quindi 
X ~ H ,  donde, H essendo un 'a lgebra ,  per  2) r isulta E(X) c H noneh~ 
K-- -  E(X) c H - -  H. In  conelusione 

H - - K .  

Detta M(B) la parte  di E stabile per la moltiplicazione generata  da B 
(analoga di M(X)} e F(M(B)) il sottospazio vettoriale di E generato da M(B) 
(analogo di M(X)), anche ora si ha 

e quindi 

= 

K =  

Denotato con Q t ' ins ieme dei humer i  razionali~ sia 

MQ(B) 

F insieme delle combinazioni lineari,  a coefficienti  in Q, di elementi  
M(B). 0vviamente  r isulta MQ(B) ~ V(M(B))--V(M(X)) e da cib 

MQ(B) c K. 

Riconoseiamo ora che r isulta 

di 

(I) MQ(B) = K. 

A tal fine, r ieordato ehe V(M(B)) ~ il sottospazio vettoriale di E generato 
da .M(B), se ~ x E K  ed e ~ un elemento positivo di R, esistono una  fami- 
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glia f ini ta (m~)~ di elementi  di M(B) ed una famiglia 
menti  di R, tali the  

finita (a,.):¢z di ele- 

Supponiamo come 6, ovviamente, lecito che sia m~=]=0 per ogni :E I e 
quindi the  per  ogni c E I  sia 

tl It 4= o. 

Allora, poichi~ Q ~ ovunque denso in R, detto n il numero degli ele- 
menti  del l ' ins ieme finito /, esiste un q~E Q, per ogni : E / ,  tale che 

I I <2ntlm011.  
Consegue : 

Il z - -  Z q~m, [I < z. 

e quindi ~EMQ(B) e da cib la (1}. 

Ora osserviamo the, come b noto, M(B) ~ l ' ins ieme dei eomposti molti- 
pl icat ivamente delle famiglie finite (a~h)0__:k_<, di elementi  di B. Consegue : 

card (M(B))"-" card (B). 

Poichb Q b numerabi le  consegue card (MQ(B))--" card (M(B))e da cib 

card (MQ(B))-~ card (B). 

4. - Supponiamo ehe (E, d) sia uno spazio metrico con distanza d. Sosti- 
tuendo eventualmente  d con d/tl + d ) ,  possiamo supporre d l imitata senza 
al terare  la s t rut tura  uniforme di (E, d). 

Denotiamo con q3(E) l ' a lgebra  di BANACrr delle funzioni reali  cont inue 
e l imitate su (E, d) con la norma I1 11 definita ponendo 

H f l l ' -  s u p l f ( x )  l 

per ogni f E ~(E}. Essendo II f "  g l[ <- [I f [I " [] g H la moltiplicazione in Q3(E) 
cont inua oltre, t he  l 'addizione e la moltiplieazione scalare, come ci b ga- 

ranti to dal fatto che [I [1 b una  norma. 
Sia ¢p: E.--.-c)3(E) l 'appl ieazione di E in ~?2(E) definita ponendo 

¢~(a) " - fa  per ogni a E E avendo indicato con fa 1' elemento di c)3(E) definito 
ponendo f~,(x) - -  d(a, x) per ogni ~c E E. 
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Come ha rilevato K. K u n ~ o w s K ~ ,  da a~ E, b ~ E consegue 

(~) il ~(a) - -  ~(b) II ~ -  d (a ,  b). 

Consegue, in primo luogo, che r isul ta  ¢¢(a)--¢~(b) se e solo se ~ a----b, e 
quindi ~ b ingettiva. 

Inoltre,  posto E * - - ~ ( E }  e detta ~ l 'applicazione ridotta di % applica~ione 
di E su E* definita ponendo ~(x)~c~(x) per  ogni ~vE E, e considerato ~*  
quale sottospazio metrico di ~)2(E) (con distanza II f - -g  I] per due elementi 
f e g di ~(E}}, la ~ r isul ta  una isometr ia  di E sopra E*. 

Sia 
i ( E )  

la sot toalgebra chiusa di c)2(E) generata  di E* eio~ l ' aderenza  hello spazio 
metrico c)2(E1 della s0t toalgebra di cf2(E) generata  da E* nel senso precisato 
nel n. 3. 

Ovviamente A(E) ~ una sot toalgebra di BA~Ac~ di ~ (E) .  

Sia B una parte ovuaque  densa di E e sia B*- -~(B) .  Per  quanto si 
i~ r iconosciuto nel n. 3, esiste una parte C di A(E) che ha lo Stesso numero 
cardinale di B* cio~ di B. Dunque 

LEM~A 3. - Supponiamo che E sia uno spazio metrico e che a s i a  un  
numero cardinaie infinito. Allora esiste un'algebra di Banach A(E) tale the 
E sia isometrico ad un sottospazio metrico di A(E) e se B ~ una parte di E 
owunque densa tale the card ( ~ ) ~  a, esiste una parte C di A(E} ovunque 
densa tale the card (C)---~ a. 

Se si osserva ora, che detta parte B pub esistere, E essendo metrico, 
se e solo se esiste una base (T).)).~L della topologia di E tale che card 
(L) -< a si conclude : 

LEM~[A 4. - Se E e a sono quelli del lemma 3 e se (Tz)~eL ~ una base 
della topologia di E tale che card ( L ) ~  a, esiste un' algebra di Banach A(E) 
tale che E sia isometrico ad un  sottospazio metrico di AlE)e ,  a sua volta, 
A(E) abbia una base per la sua topologia (U:)~I tale che card {/) -~ a. 

5. - Dopo questi  prel iminari  si pub stabil ire che :  

PROP. 4. - Supponiamo che E, a e .~a(E~ siano quelli della prop. 3. Al lorasup.  
posto the E sia separato (--  d~i Hausdorff),  esisle una famiglia (A~)~B di algebre 
Banach ciasvuna delle quali ha per la sua topologia una  base (T~),}zeL~ tale 
che card (L~) ~ a  e tale the lo spazio uniforme (E, ~a{E})s ia  isomorfo ad 
un  sottospazio uniforme dello spazio uniforme prodotto 

II A~ 
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lmunito della s lrut lura uui forme prodolto delle strutlure un i formi  metrizzabili 
di cui ciascun A~ ~ muni to  eanonieamente). 

D I M .  - L'asser to  ~ ovvia conseguenza della prop. 3 e del lemma 4. 

Sussiste ora la proposizione segaente che caratterizza l a~a -comple tezza :  

PnoP. 5. - Se E, a e ~a(E) sono quelli della prop. 4 e se E ~ separalo, 
le seguenti proposizioni sono equivalenti : 

a) E d _~a-complelo (cio~ lo spazio uni forme (E, ~a(El) ~ completo), 

b) esiste una  famigl ia  (A~)~eB di algebre di Banach,  ciascuna delle 
quali  A~ ha una  base (T~)XeL~ della sua topologia tale che card ( L ~ ) ~ ' a  e 
posto 

(1) P - -  II Ae 
~eB 

E ~ omeomorfo ad un  soltospazio chiuso E* dello spazio prodotto P. 

D I ~ . -  a ) i m p l i c a  b). Supposta vera la a) supponiamo the  (A~)~eB sia 
una famiglia di algebre di BA~ACH prevista dalla prop. 4 e P sia definito 
da (1). Pe r  la prop. 4 esiste un sottospazio uniforme E* di P~ munito della 
s t ru t tura  uniforme prevista nella prop. 4, tale che E munito di Ja(E} sia 
isomorfo ad E a. Poieh~ (E, Sa(E)) b completo, E*, quale sottospazio uniforme, 
~, completo e, poich~ P .~  separato, E* ~ chiuso in P. Da cib consegue lab) .  

b) implica a). Sia vera l ab ) .  In  forza della osservazione 6 al lemma 1 
ciascun A~ ~ ~a-comple to  e quindi P, in forza della prop. 5, n. 2 di [4], 
~a-comple to .  ]~Ia allora E*, previsto in b), essendo chiuso in P in forza della 
prop. 3, n. 2 di [4], ~ Sa-comple to  ed allora E ~ Sa-comple to  (osservazione 
8 al lemma 1). 

0 S S : E R V A Z I O ~ E .  - E' noto che ogni spazio metrizzabile dotato di base 
numerabi le  e, pifi in generale,  ogni spazio di LINDELSF regolare, r isul ta  un 
Q-spazio seeondo E. HEWI~  (real-compatto secondo [9]). Inoltre  il prodotto 
d i u n a  qualunque famiglia di Q-spa~ii ~ un  Q-spazio e ogni sottospazio 
chiaro di un Q-spazio ~ un Q-spazio. Allora la prop. 5, per a ~  card (PC), 
dimostra che uno spazio uniformizzabile separato r isulta Sa-comple to  se e 
solo se i~ un Q-spazio, (err. [4] § 2, prop. 2) a eausa del teor. 11.12 di [9]. 

Si conclude il presente § con la proposizione: 

PROP. - Supponiamo che T sia u~w spazio uniformizzabile separato e che 
E sia u n  soltospazio di T ovungue denso. Supponiamo,  inoltre, che a sia u n  
numero cardinale infinilo e ehe ~a(T} e ,a(E) siano gli ~a-completamenti  di T 
e di E (def. 1). Allora le seguenti proposizioni sono equivalenti:  

a) se A ~ un'  algebra di Banach avenle una  base (~l~,)~eL per la sua 
sua topotogia tale ehe card (L) <-- a e se f :  E ~ A ~ un'  applicazione continua 
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di E in  A esiste un'appticazione continua [: T ~ A dell'intero T in  A la 
cui restrizione a E sin f :  

b) se X ~ un qualunque spazio uniformizzabile separato e Sa-completo 
e se f :  E ~ X ~ un'applicazione continua di E in X esiste un'applicazione 
continua ~" T--~ X dell' intero T in A la cui restrizione ad E sin f. 

c) risulta ~a(T) - -  ~a(E) (topologicamente). 

d) risula E ~ T c va(E) (ingettivamente). 

Dimostriamo l 'asser to  stabilendo che a) - -~  b) -----> c) - -~  d) - - ~  b) - -~  a). 

a) implica b). Supponiamo che X sin quello previsto da b) e suppo- 
niamo che (A~)~eu sia una famiglia di algebre di BA~AC~ la cui esistenza 

assieurata  dalla b) della prop. 5 con tutte le condizioni ivi dichiarate,  sosti- 
tuende E con X. Possiamo identif icare,  in modo del tutto lecito~ X con X* 
previsto in detta b) prop. 5 r i fer i ta  ad X pertanto la f pub essere riguar- 
data ua 'appl icaz ione  cont inua di E in P. 

Pe r  ogni : E I  sin pr~ la ~-es ima,pro iez ione  di P (su A~) e poniamo 
fa---praof .  La fa ~ un~app lieazi°ne continua di E in A~: in forza di a), detta 
j~  l ' ingezione canonica di E in T. esiste un 'appl icazione continua ga di T 
in Aa la cui restrizione ad E sin f~ ciob sin talc che 

(1) g~ o jE- -  Pra o f 

Sin g :(g~}aeB ciob sin g l 'appl icazione di T in P tale che per ogni 
x E T sia g(x)-~ (ga(x))~eB. Poichb ogni ga 6 cont inua anche g b una appli- 
eazione continua di T in F. A causa della (1) si ha g o j ~ :  f. 

Inoltre,  essendo g(E) - -  gijE(E)) : g ojE(E) - -  f(E) r isulta 

g( T) = g(~(T) ) ~ g(~)(e) : f(~,),P) C S:(P) --- X .  

Per tan to  l a g  definisce un ~applicazione continua f di T in X ul modo 
seguente:  per  ogni x E T  r isul ta  f x ) - - g ( x ) .  Evidentemente  fo/E=f e da 
cib segue l a b ) .  

b) implica c). Sia vera la b) e sin f :  E--* X una qnalunque appli. 
cazione continua di E in uno spazio uniformizzabile separato ed ~a -com-  
pleto X. Pe r  b) la f si pub estendere in una applicazione continua g di T 
in X e, considerato T come (ingettivamente) immerso quale sottospazio 
ovunque denso di va(T), per la osservazione alla prop. 1~ esiste una esten- 
sione cotinua f d i  g a va(T). Poichb E ~ ovunque denso in T, esso ~ a n c h e  
ovunque denso in va(T} e cib, ~a(T) essendo ~a-eompleto ,  dimostra che, a 
meno di 

c) 
d) 
b) 

un omeomorfismo, r isulta ~a(T)-~ ,a(E) (err. ancora prop. 1) 

implica d). ]~ ovvio, in forza della prop. c) e del fatto che /~ E c T. 

implica b). ]~ ovvio, in forza della prop. i. 

impliea a). ~ ovvia per la osservazione 6 al lemma 1. 

Annal i  d~ Matemat~ca 3~ 
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§ 2.  - F i l t r i  c ) ~ - i n v i l u p p a t i  

L a  seguente  defini~ione ha  origine da P. SAMUEL [11]. 

DEF. 1. - Se (E, ~ )  ~ uno spazio uniforme, una base di fittro !D su E si 
dice ~ - i n v i l u p p a l a  se per ogni B E ~ esistono un  B' E ~ ed una adiaeenza V 
di (E, qg) tall che V(B'} c B. 

0SS]~RVAZIONE 1. - L a  p receden te  def iniz ione si appl iea  ai f i l t r i  che seno, 
come ~ note,  pa r t i eo la r i  basi di  f i l tro.  

0SSERYAZIOI~E 2. - 0gn i  f i l t ro qg- inv i luppa to  ha  una  base fo rma ta  da 
ins iemi  ehiusi  ed u n a  base fo rma ta  da ins iemi  apert i .  

0SSERVAZIO~E 3. - Se ctg' ~ u a a  u l t e r io re  s t r u t t u r a  un i fo rme  su E pifi 
f ine  di 9~ ogni base di f i l t ro q~- inv i luppa ta  ~ anehe  q~' inv i luppa ta .  

PROP. 1 - Se (E, 9Z) ~ uno spazio uniforme e se ~ ~ un  fillro su E le 
seguvnli propozizioni sono equivalenli : 

a) ~ ~ c~-inviluppato {def. 1) 

b) ogni base di ~ ~ 9Z-inviluppala 

e) esiste una base cg-invi luppata per ~. 

DI~.  - Che a )=~ b)~..~ c) ~ ovvio. 

c) implica a). S i a l 6  una  base ~ - i n v i l u p p a t a  di ~ e sia F E  ~. Esis te  un 
B E ! 3  tale che B c F  ed esistono un  B ' E ! 3  de un  ~adiacenza V d i  ( E , ~ t a l i  
che V(B')~ B. Cib, essendo ~ ~ ~ d imos t ra  la a). 

Un esempio di f i l tro ~ - i n v i l u p p a t o  b forni to  dal la  seguente  

Pl~ot ). 2. - Se (E, ~ )  ~ uno spazio uniforme, per ogni ~ E E, il filtro ~(x) 
degli intorni di x ~ Q£-inviluppato. 

DI~a. - Sia  WE !3(x): esiste u n ' a d i a c e n z a  V di (E, ~ )  tale che VoV(x)c W. 
Poichi~. V(x) ~ un  in te rne  di w e r i su l t a  V(Vt~c)) -- Vo V(w) ~ W la tesi  ~ vera.  

Ul te r ior i  esempi i  di f i l t r i  Qg-inviluppati  sono forni t i  da l l a  seguen te  pro- 
posizione : 

Pl~ol~. 3. - Se tE, ~ )  ~ uno spazio uniforme e se ~ ~ un filtro su E, esiste 
un filtro ~ - inv i luppa to  ~qg su E {def. 1) the ~ meow fine di ~ ed ~ tale che, 
supposto che ® sia un sistema fondamentale di adiacenze di (E, ~ )  e che !3 sia 
base di ~, l ' insieme iD~ delle pat t i  B di E della {orma B -  V(A) con VE ® 
ed A E ~ ,  ~ base di ~ .  

DIM. - Che ! ~  sia una  base di f i l t ro consegue dal fat to c h e ®  e !3 sono 
basi  di fil tro. 



G. AQUARO : Ancora intorno a co mpletamenti di ,~pc~zi u~dformi 251 

Riconosciamo che iD a b '~g-inviluppato. Infat t i  se ~ B E ~  esistono VE® 
ed A E ~  tali che B - -  V(A). Poich~ ® ~ un sistema fondamentale  di adia- 
cenze per  (E, 92) esiste un V¢ E ® tale che TWo W ~ V. Posto B' --  W(A) r isul ta  
B'E ~ e W ( B ' ) c  B il che, essendo W E ® ,  dimostra  e h e l a  base ~ 
92-inviluppata.  

Sia 9/ il filtro delle adiacenze di (E,-)g) (del qtmle ®, per ipotesi, b una base}. 
Se in quanto sopra si assume ! 3 - - 3  ed ®----9I r isul ta  che 3v/ ~ una base di 
filtro -92-inviluppata {osservazione 1 alla def. 1t ed il filtro ~oZ da essa gene- 
rato e, del purl, 92-inviluppato.  

Inol tre  ogni ~ ®  ~ base di ~9; ed ~ ~ meno fine di 3- 
Dopo eib ~ giust i f ieata  la definizione che avrh ufficio essenzia.le, in ap- 

presso. 

DEF. 2. - Se 3 ~  e il filtro ~ - inv i tuppa to  previsto nella prop. 2 delta quale 
conseviamo notazioni e definizioni, ad 3 ~  si attribuisce il nome di 92-inviluppo 
di 3 oppure di filtro 92-invituppato generato da 3. 

OSSERYAZIO~E 1. - Se 92 e 92' sono s t rut ture  uniformi su E ed 92 ~ meno 
fine di 92' e se 3 e ~ '  sono filtri su E', l' 92-invi luppo 3~g di ~ ~ meno 
fine del l '92 ' - invi luppo di ~'. 

OSSERYAZIONE 2. - Se  3 gode della propriet~ del l ' in tersezione numera- 
bile (cfr. il seguente § 3. def. 1) al t ret tanto aceade ad ~q~. 

Come /~ ovvio:  

PROP. 4. - Se (E, 92} ~ uno spazio uniforme , se 3 ~ un fillro sull' insieme 
E se 3~L ~ it filtro 92-inviluppato generato da 3 (def. 2} le seguenti proposi. 
zioni sono equivalenti ; 

a) 3 e 92-inviluppato. 

b) risulta 3 - -  ~ .  

DIM. - a) implica b). Dalla def. 2 e dalla prop. 3 consegue ~ g  c ~ mentre,  
poieh~ 3 b ~ -  inviluepato si ha 3 ~ 3 ~ .  Da cib l a b ) .  

bt implica a). ]~ ovvia conseguenza della def. 2 e della prop. 3. 

OSSERVAZIONE. - Se ~ ~ c)£-inviluppato e se ~'  ~ un filtro pifi fine di 
1 ~92-inviluppo ~ ' ~  di ~'  (def. 2) ~ pifl fine di ~. Consegue dalla osserva. 

zione 1 alla def. 2 e dalla prop. 4. 

Di part ieolare utilith risulter~ la 

P~oP. 5. - Se (E, ~} e uno spazio uniforme, se 3 e un fillro su E e se 
3 ~  e i l  filtro 92-inviluppato generato da ~ (def. 2) le seguenti proposizioni 
sono equivalenti : 
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a) ~ ~ un filtro di Cauehy su (E, Q~}, 

b) ~gz ~ un filtro di Cauchy su (E, Qg}. 

D I M .  - a) impliea b). Sia V u n '  adiacenza di (E, 9Z) e sia W an'  adiacenza 
s immetr ica  di {E, c/g} tale ehe Wo~VoW c V. S e  ~ vera la a) esiste nn  F E 
tale che F X F =  W: allora W(F) ~ piccolo di ordine WoWoW e quindi di 
or(line ~¢, il ehe, essendo W(F} E ~ c  dimostra l ab ) .  

b) implica a). ]~ ovvia poich~ ~gs ~ meno fine di ~. 

La seguente proposizione ha un notevole interesse tecnieo. 

PROP. 6. - Se (E, qg), ~ ed ~9~ sono quelli della prop. 5, ogni qual volta 
sia un filtro di Cauchy su (E, c)~), ogni fillro di Cauchy ~' su (E. qg) meno 

fine di ~ risulta pii~ fine di ~c~. 

DI~. - Sia AE~q~:  eistono B E ~  ed un 'ad iacenza  V d i  {E, qg) tali che 
A=VIB) .  Poich~ ~'  /~ un filtro di CAuc~¥ su (E, qg) esiste F ' E  ~'  tale the  
F ' X F ' =  V: poich~ ~ ' ~  meno fine di ~, r isuIta anche F ' E ~  e quindi 
B f l / r '  ::~ ¢t donde, F '  essendo piccolo di or(line V, consegue F '  = V(B) --  A. 
Pe r  an  assioma di filtro, b A E ~'  ed ~'  b pifi fine di ~gL" 

COROLLARIO 1. - Se (E, ~), ~ ed ~qg sono quelli della prop. 6 e se ~, e 
quindi ~ {prop. 5~, 0 un filtro di Cauchy su (E, 9~), allora ~ ~ l' unieo filtro 
di Cauchy minimale su E, meno fine di ~, sull'insieme, ordinato per finezza, 
dei filtri di Cauvhy su (E, qg). 

D ~ .  - Detto ~ '  un filtro di C±uc~¥ su (E, 9Z), se risulta che ~ ' ~  meno 
fine di ~9~, ~ '  ~ meno fine di ~ (def. 2 e prop. 3) e quindi, per la prop. 6, 
~ r isul tando pifi fine di ~,  si ha ~ - - ~ ' .  

Se, invece, si suppone the  ~ '  sia un filtro di C.~vc~¥ minimale  e meno 
fine di ~, per la prop. 6, si ha che ~'  ~ pifi fine di ~ e, per la minima- 

COROLLARIO 2. - ( H - J - .  KOWALSKI [10]). Se (E, Q~) ~ uno spazio uniforme 
se ~' ~ un filtro ~-inviluppato e se ~" ~ un filtro di C~ucHY su (E, ~),  ogni 
volta che esista un filtro ~ su E piie fine di ~' ed ~", allora ~' ~ meno fine 
di ~". 

D~i. - Sia ~¢~ il filtro ~ - i nv i l uppa to  su E generato da ~ (def. 2.). Poiehb 
~ pifi fine del [iltro di CAUCH¥ ~" anehe ~ ~ un filtro di C_~ucH~ su 

(E, c/g) e quindi, per la prop. 6, ~ 5 meno fine di ~". 
Allora. per  l 'osserva~ione alla prop. 4, ~ e pifi fine di ~'. Poieh~ ~ 

meno fine di ~" (prop. 6) la tesi ~ dimostrata. 

CoRoLz~nm 3. - Se (E, ~g) ~ uno spazio uniforme, se ~' ~ un filtro ~ -  
-inviluppato su E (def. 1) piie fine del filtro di Cauchy ~" su (E, ~}, si ha 
~'=~". 
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DllVL - Nel corollario 2 ora pub assumersi  ~ = 3 '  b quindi ~ '  b meno 
fine di ~ " ;  poichb, per  ipotesi, ~" b meno fine di ~', la tesi b vera. 

0SSERVAZlOI~E. - Se ~ b un filtro di CAVOI~Y su (E, q~), sappiamo, per  
la prop. 4, ehe anehe l 'q~-invi luppo ~9, di 3 b u n  filtro di CAtIc~¥, per  cui, 
se 3 '  ~ un filtro qg-invi luppato su. (E, c~g) pi/1 fine di ~ ,  si ha ~ ' - - ~ 9 ~ .  
Dunque ~gZ b u n  filtro ~£-inviluppato massimale,  eiob un elemento massimale 
dell '  insieme dei filtri ~ - i nv i l uppa t i ,  ordinato per finezza. Si rilevi ehe l'esi- 
stenza di ~ e  ~ stabit i ta senza l 'ausi l io  del lemma di Z o ~  e, se (E, c~) non 

compatto esistono filtri c/g-inviluppati massimali  oltre quell i  previst i  dalla 
prop. 2. 

Del lemma di Zone,  al eontrario ci si serve per  stabil ire l 'es is tenza di 
ul trafi l t r i  non banali  e di cib si fa uso nella seguente 

P~oP. 7. - SuFponiamo che (E, c~  sia uno spazio uniforme precompatto 
e che ~ sia un filtro c~-inviluppato su E (def. 1). Allora esiste un filtro c'~_ 
-inviluppato di Cauchy su (E, c-~) pi~i~ fine di 5. 

D I M .  - Sia ~9.I un ultrafi l tro su E pifi fine di ~ e sia '9/~ il filtro c~-in. 
vi luppato generato da 9/ (def. 2). Poichb ~ b u n  filtro di CAvcrr¥ su (E, c~) 
(stante la precompatezza) 9/~ b del pari un filtro di CAvc~¥ (prop. 5). Cib 
per  la osservazione 1 alla def. 2 e per  la prop. 4, dimostra  the  9/c~ b pifi 
fine di ~. 

0 S S E R V A Z I O ~ E .  - Per  quanto preeisato nella osservazione al corollario 3, 
9/~)£ b u n  filtro c~g-inviluppato massimale.  

LEPTA 2. - Supponiamo the (E, °tg) sia uno spazio uniforme, the ~ sia 
un filtro di Cauchy su {E, c~) e che A e B sictno parti  di E tall che sia 
V(A) ~ B per almeno un' adiacenza l? di (E, c~). Allora o risulta B ~ 3 oppure 
risulta ~A ~ 3. 

D~u. - Se per ogni F ~  r isul ta  F f l A = ~ ,  poieh6 ~ b u n  filtro di C ~ v c ~ ¥  
esiste un F ~  ~ tale che /7 X F ~  V e quindi si ha F ~  V(A)~  B. Se, inveee, 
esiste F S ~  tale ehe F l e A =  13 si ha F ~ A  e quindi ~ A ~ .  

Si dovr/~ utilizzare un r isultato noto, relativo alla. teoria generale  delle 
s t ru t ture  uniformi di spazio precompatto.  

L~,~MA 3 . -  Se {E, c~) ~ uno spazio uniforme esiste unct (ed una sola) 
slruttura uniforme ~(c~g} su E, compatibile con la topologia dedolta da c~ su 
E e the risulta la p i~  fine delle strutture uniformi di spazio precompatto su 
E meno fini di c~. Inoltre, una parte V di E X E  ~ una adiacenza di (E, :~(~)) 
se e solo se esistono un ricovrimento chiuso (F~)o~<~ ed un  ricovrimento aperto 
(G~)o<~,~ di E ed una adiacenza W di (E, °l~) tall che risulti, per ogni k--O, ..., n 
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e si abbia: 

(G~ X G~) ~ V 
k=O 

D I M .  - Consegue dal eoroll. 1 alia prop. 3 e dal temma 3 di [2] § 2. 

0SSERVAZlONE. - Per  brevith, uniformandoci alla def. 1 del § 2 di [2], la 
_~(Qf) sara denominata  ¢ la s t ru t tura  uniforme associata ad c/g>) cio~ assn. 
miamo la seguente definizione:  

DEF. 3 - Se (E~ ~ )  ed ~ ( ~ )  sono quelli previsti  nel lemma 3,-~tqf) dicesi 
la s trut tura  un i forme associata ad clg. 

L]~MMA 4 . -  Se iE, c~) ~ uno spazio uniforme, se S(Clg) ~ la strut tura 
uni forme associata ad ~ (def. 3) e se A e B sono par t i  di E tali che per 
un 'ad iaeenza  V di (E, ~ I  sia V(A) ~ B, allora esiste un 'adiacenza  W di 
(E, SIQf)) tale che W(A) c B. 

D I M .  - La tesi consegue dal lemm~ 1, § 2, dalla def. 2, § 2 e dalla prop. 
2, § 1 di [:3]. 

PROP. 8 - Se (E, c)~ 1 e S4cl~} sono quelli del lemma 4 e se ~ ~ un  filtro 
su E, le seguenti sono equivalenti : 

a) ~ ~ ~ - i n v i l u p p a t o  (def. 1) 

b) ~ ~ S(~g)-inviluppato.  

D I M .  - a) implica b). Consegue dalla def. 1 e dal lemma 4. 

b) impliea a). Consegue dal fatto che S(ch~) ~ meno fine di c/g. 

La seguente proposizione ha ufficio fondamentale  in seguito. 

PBo~'. 9. - Se (E, ~ )  e 5~(cl~) sono quelli del lemma 4 e se ~ ~ un  filtro 
cff.-inviluppato su  (E, clg} (def. 1) le seguenti proposizioni sono equivalenti : 

a) ~ ~ u n  filtro di Cauehy su (E, ~(c/gt) , 

b) se A e B sono pa t t i  di E tall che per un 'adiacenza  V di (E, S (~}}  
sia V(A) ~ B, allora r isul ta B E ~ oppure ~A E ~,  

e) se (ADo<_kg, e (Bk)o<_k<_~ sono famiglie finite di p a t t i  di E, se esiste 
un'  adiaeenza V di (E, M(c~t) tale the,  per ogni k - "  O, 1, ..., n, sia V(Ak) c Bk 

e se risul ta ~ A1, E ~, allora esiste u n  k = O, 1, ..., n tale ehe risul t i  B~: ~ ~. 
k~O 

d) Se (A~)o~<<~ e (B~)og~,, sono ricovrimenti di E ed esiste un '  adiacenza 
V di (E, ~ (~} I  tale che per  ogni k - -  O. 1, ..., n r isul t i  V(AD ~ B~, allora 
esiste un  k = 0, 1, ..., n tale the sia B~ ~ ~.  
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DI~. - a) implica b). Consegue dal l emma 2. 

b) implica c). Se per  ogni k--O, 1, ..., n fosse CAk E ~, per  un  assioma 

di filtro r isul terebbe C( ~ A ~ ) - - (  ~ (CA~))E~, contro l ' ipotes i  ~ A k E ~ .  
k ~ o  k = o  , ~ o  

Dunque  ~ B~ E ~ per  a lmeno un k. 

c) implica d). Infa t t i  ~ ~ A ~ - - E E ~ .  

d) implica a). Consegue dalla def. 3 e dal l emma 3. 

OSSEaVAZIO~E. - In  forza del l emma 4, in b), e) e d), ~{c/C) pub essere 
sosti tuito da ~ .  

Paot ' .  10. - Se (E, c)~) ~ uno spazio uni/orme, se ~ ~ un filtro clg-invilup- 
pato e se ~ x E E, le seguenti proposizioni sono equivalenti. 

a) risulta x E N F, 

b) risulta x E N F. 

DIM. - a) implica b). Se ~ vera la a) in forza della def. l e del lemma 
4, poich~ -~ ~ meno fine di 5gic~!, si ha l a b ) .  

b) implica a). ]~ ovvia. 

DEF. 4 - Se (E, Qgt e uno spazio uniforme chiamasi filtro ~- inv i luppato  
(def. l) massimale ogni elemento massimale delt' insieme dei fillri ~ - inv i l uppa l i  
su E, ordinato per <~ finezza )). 

O S S E R V A Z I O : N E .  - Di questa  nozione ci siamo gih serviti nella osservazione 
a|  corol[ario 3 della, prop. 6. Tale osservazione, ha fornito esempi  r i levanti  di 
filtri  Q~-inviluppati  massimali .  

PROP. 11 - Se (E, ~ ~ uno spazio uniforme, se ~ ~ un fillro ~ - i n v i l u p .  
pato (def. l) su E e se . ~ ( ~  ~ la struttura uniforme associata ad ~ (def. 3), 
le seguenti proposizioni sono equivalenli : 

a) ~ ~ un filtro di Cauchy su (E, ~(c)~)), 

b) ~ ~ un filtro ~ - inv i luppa to  massimale (def. 4). 

D I ~ . -  a ) i m p t i c a  b}. Sia ~'  un  filtro ~ - i n v i l u p p a t o  pith fine di ~. 
A causa della prop. 8, ~ . e d  ~' sono ~ ( ~ } - i n v i l u p p a t i  e quindi ,  in forza del 
corollario 3 alla prop. 6, da a) eonsegue b). 

b) implica a). Suppou iamo  ehe ~ sia un  filtro c/g-inviluppato massimale.  
Ancora per  la prop. 8, ~ ~ :~g(Qg)-inviluppato e quindi  per  la preeompat tezza  
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di (E, S(c~)) esiste, per la prop. 7, un filtro S(c~)-inviluppato di CAuo~Y su 
(E, S(c~)) pifl fine di ~ che, per ]a massimalit/~ di ~, coincide con ~. 

Chiarito in qnesto modo la s t rut tura  dei filtri -qg-invituppati massimali, 
r iconosciamo che :  

PROP. 12 - Se (E, c)g} ~ uno spazio uniforme, se ~ ~ un filtro qd-invilup- 
pato massimale e se ~ x E E, le seguenti proposizioni sono equivalenti: 

a~ risulta ~c E ('1 F, 

b) risulta oc E (-1 F. 
FEI~ 

C) ~ converge verso x. 

DIM. - a) impliea b). ]~ ovvia conseguenza della prop. 10. 

b) implica c). Poich6 ~ 6 qd-inviluppato da b) consegue che ogni F E 
6 intorno di x e quindi ~ 6 meno fine del filtro c2~-inviluppato (prop. 2) !D(~c) 
degli intorni di x e quindi per  la def. 4 6 ~ = !8(x). 

c) implica a). ]~ ovvia. 

0SSERVAZIO~]~. - Se lo spazio uniforme (E, qd) di cui sopra 6 separato, 
se ~ ha intersezione non vuota esso converge verso ciascun elemento del- 
l ' in~ersezione e quindi, a causa del l 'ass ioma di HACSDORFF, la SUa interse- 
zione 6 formata da un unico punto x(~;) di E. Inoltre  due filtri c)d-inviluppati 
massimali  non possono avere uno stesso punto di E come loro intersezione 
senza coincidere (come consegue dalla b)~=~ c) e dalla massimalith). Dunque 
la ~ ~ x ( ~ )  6 un 'appl icazione bigettiva del l ' ins ieme dei filtri c'E-inviluppati 
massimali,  aventi  intersezione non vuota, sul l ' ins ieme E. 

Si osservi anche che :  

PROP. 13 - Se (E, ~q~) ~ uno spazio uniforme e se ~ ~ un filtro qg-invi- 
luppato (def. 1) le seguenti proposizioni sono equivalenti : 

a) ~ converge, 

b) ~ ~ un filtro ~- inv i luppato  massimale (def. 4) e risulta non vuota 
la sua intersezione. 

D I ~ . -  La necessith 6 stata chiar i ta  da quant, o sopra e la sufficienza 
consegue dalla prop. 12. 

PROP. 14 - Se (E, c~} ed ~ sono quelli della prop. 13, esiste un filtro 
clg-inviluppalo massimale pii~ fine di ~ (def. 4). 
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DIM. - Consegue dalle propp. 7, 8 e I I .  

0SSERVAZlO•E. - Si noterh c h e l a  proposizione stabil i ta consegue dalla 
prop. 7 e d ' i n  conseguenza del lemma di ZOR~ e quindi  dal l 'assioma della 
seelta. Cib va posto in eontrasto con l 'osservazione al corollario 3 della prop. 6. 

La precompattezza di uno spazio uniforme pub essere caratterizzato me- 
diante  filtri c~g-inviluppati massimali.  A tal fine premet t iamo un lemma del 
quale si farh use anehe altrove. 

L E p t A  5. - Se V ~ una parte simmetrica eontenenle la diagonale dell'in. 
sieme E X E prodotto dall' insieme E per se stesso, esiste una parte A di E 
tale che da x~ E A, y E A e x~ :4: Y consegua y E ~ V(x~) e tale the sia E = U V(x.). 

x6A 

D I ~ . -  Detto ~ l ' ins ieme delle part i  X di E tali ehe da x E X ,  y E Y  
~c:4=y consegua yE  OV(x), si r iconosce che 9I ordinate per inelusione ~ indut- 
t i re  e quindi, p e r  il lemma di ZoR~, esiste un sue elemento massimale per  
inclusione A che ~ quello previsto dalla tesi. 

PROP. 15. - Se (E, ~ }  ~ uno spazio uniforme non precompatto esistono 
una parte infinita A di E ed un'adiacenza V di (E, ~ )  tali che da x E A ,  
y E A e ~c ~ y consegua y E ~V(x) ed inoltre risulti  E - -  0 V(w). 

x~A 

DIM. - Se (E, Clg} non ~ precompatto esiste un 'adiacenza W di (E, Q~) 
tale ehe E non sia r iunione di a leuna famiglia finita di sue part i  piccole di 
ordine W. Sia V un 'adiacenza s immetrica di (E, clg) tale ehe Vo V =  W. 
Costituita, in relazione a questo V, la parte A di E prevista  nel 1emma 5, 
ogni V(a), per  a E A ,  i~ piccolo di ordine W e d  essendo E - - ( J  V(a), se A 
fosse finita si contradirebbe la definizione di W. ~ '~ 

0SSERVAZIO~E. - Consegue c h e s e  (E, ~ )  ~ numerabi lmente  compatto 
esso ~ anche precompat to  per cib, se in pifi, si assume ehe c/g sia metrizza. 
bile, lo spazio E ha base numerabi le  e quindi  (§ 1 osservazioni 5 ed 1 al 
lemma 1), F ~ uno spazio di LI~DE%~i/F. Per tanto  essendo numerabi lmente  
compatto,  E i~ compatto:  cib ~ ben note. 

Sussiste  la seguente caratterizzazione della precompattezza, giit dimostrata,  
per  al tra via, in [1] n. 1, leer. 2, pag. 100. 

PROP. 16. - Se (E, ~ )  ~ uno spazio uniforme le seguenti proposizioni sono 
equivalenti : 

a) (E, Qg) ~ precompatto. 

b) Ogni filtro cff_-inviluppato massimale (def. 4) ~ un  filtro di Cauohy 
su  (E, ~). 

Annal~ ~ Matemat~va 33 
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DI~. - a) implica b). Se ~ vera la a), detta :c~(cTgl la s t rut tura  uniforme 
associata ad Qg (def. 3), per  la precompattezza di (E, (~f, per la def. 3 e per 
il lemma 3, r isulta '~--- - .~(~)  e da eib, in forza della prop. 11, cousegue 
la at tuale b). 

b) implgca a) Sia vera la b) e, ragionando per assurdo, supponiamo che 
(E, • )  non sia precompatto.  Allora, in forza della prop. 13, esistono una 
parte  infinita A di E ed un'adiacenza V di (E~ ~ )  tale~ che x E A ,  y E A  e 

:4= y consegua y E ~V(x). 
Sia 9.I t ' ins ieme delle pat t i  X di E della forma A fl I~B) dove B ~ una 

parte finita di A: ~ subito visto the  ~ ~ base di un filtro ~ e denotiamo 
con ~ it filtro 9Z-inviluppato generato da ~ (def. 2) e, mediante ]a prop. 14, 
consideriamo un filtro +/g-inviluppato massimale ~ (def. 4) pifi fine di ~. 

Sia W un'adiacenza aperta s immetrica di (E, ~ )  tale che Wo Wo~Vo ~ V. 
Pe r  b), !gt e un filtro di CAucl~¥ s u t E ,  c7~) e quindi  esiste un ME!ff~ 

piccolo di or4ine W (cio~ M }( M c W). Evidentemente~ per  ogni B E ~, risul- 
tando 9.I~!~, si ha W(B) E ~ c ~ e quindi W(B} N ~I::~ ~5. 

Poichi~ risulta W ( B ) - - U  W(b), esiste a E B tale che W(a) f l  M=~ ~.  
b ~ B  

Ora sia B ' - - B I l ( ~ I a i ) .  Poich~ ~ B ' E ~ ,  come prima si deduce che 
esiste bE B' tale che W(bl N M : ~  ~5. Poich~ M ~ piccolo di ordine W, 
datla s immetria di W, consegue (a, b)E W o W °  W c V e quindi bE V(a). 
D'altra parte ~ a E A ,  b E A  e ct=~=b: per definizione di A consegue bEeF(a)  
cib the  ~ escluso. 

Dunque vera  ~ la a). 
Indichiamo era una caratterizzazione degli spazii uniformi compatti.  A 

tal fine, premett iamo la 

PROP. 17. - Se (E, ~ )  ~ uno spazio uniforme, se ~ ~ un filtro su E e se 
~ il filtro ctg-invituppalo generato da ~ l'aderenza di ~ ~ idenlica a quella 

di ~ .  

DI~. - Poich~ ~7~ b meno fine di ~, l 'aderenza A di ~ ~ eontenuta  nel. 
Faderenza B di ~ g .  Dimostr iamo che~ reciprocamente~ ~ B ~ A. ~o t iamo che, 
in forza della prop. 12, si ha B --  (-/H. Sia dunque  wE B e, ragionando per 

assurdo supponiamo w E ~A e quindi che esista un 'adiacenza 17, che possiamo 
supporre simmetrica, di (E, Qgl tale che V(x) N F - -  ~ per almeno un F E  ~. 
Si ha x E V(Ft e quindi  esiste yE  F tale che x E Vty), donde, per la s immetr ia  
di V, risulta y E V(x) e poi y E V(x) N F ~= ~l. Dunque b B ~ A. 

Dopo cib la notevoIe 

PROP. 18. - Se (E+ ~ )  ~ uno spazio uni forme le seguenti proposizioni 
sono equivalenti : 

a) (E, 9~g) ~ compatto, 
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b) (E, ~ )  ~ precompatto e completo, 

c) ogni filtro ~)l-inviluppato massimale (def 4) ha intersezione non vuota, 

d) ogni filtro Q£-inviluppato (def. 1) ha intersezione non vuota. 

DI~I. - a) impliea b). E ovvia. 
b) implica c). Se ~ vera lab) ,  per la prop. 16, ogni filtro q~-inviluppato 

massimale b di CAuor[¥, per  la completezza, converge e, per la prop. 13, ha 
intersezione non vuota. 

e} implica d). Consegue dalla prop. 14 se si suppone vera la c). 
d) implica a). Se ~ ~ un qualunque fiItro su E, se ~ vera l ad ) ,  i] filtro 

9Z-inviluppato generato da ~ (def. 1) ha intersezione non vuota e quindi 
anche ~, essendo vera la prop. 12. 

PROP. 19. - Se f ~ un'applicazione uniformemente continua dello spazio 
uniforme (E, ~ )  sullo spazio uniforme (E', ~()  ( f ( E ) - - E )  e se ~ '  ~ un filtro 
9~.'-inviluppato su (E', ~ ' )  la sua immagine reciproca f-~(~') ~ base di un  
filtro ~ ctg-inviluppato su (E, 9Z). 

DIM. - ~] ovvia conseguenza della def. 1 e della surgettivit~ di f. 
Segnaliamo, poich~ dovremo adoperarlo, un ul teriore risultato. 

LF,~:[A 7 Supponiamo che {E, eft=) sia uno spazio uniforme, che A s i a  
una parle di E e che C)~A sia la struttura uniforme indotta da c)g su A. Allora, 
se ~ ~ un  qualunque filtro su A, il filtro 9~A inviluppato ~9~A generato da 

su (A, gZA) (def. 2) ~ identico alla traccia su A the denotiamo con ~ % A  del 
filtro c~-inviluppato ~)~ generato da ~ su (E, Q~ ). 

DI~. - Sia X E ~ % A :  esiste un 'adiacenza V di (E, Q~) tale che, per un 
certo F C ~, sia X -  V(F)fl  A. Detta VA la traceia di V su A X A (ciob 
VA : F fl (A X A)), r isulta X - -  FA(F) e quindi, poich~ Y.~ ~ una adiaeenza 
di (A, ¢~gA), consegue X ~  ~g~t" Dunque ~ % A  ~ meno fine di ~q~A" 

Reciproeamente  in maniera  analoga si riconosce t he  ~)~A 8 meno fine 
di ~ % A  e da ci6 consegue la tesi. 

§ 3. - S p a z i i  p r e l i n d e l ( i f i a n i .  

1. Si dovranno adoperare appresso alcune propriet/~ dei filtri  che godono 
della proprietor descri t ta  dalla seguente 

DEF. 1. - Si dice che il filtro ~ sull ' insieme E verifiea la propriet~ della 
intersezione numerabile se ogni intersezione numerabile di elementi di ~ non 

vuota. 
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Equiva len temente ,  se ogni successione (F,~)~eN di e lement i  di ~ ha inter- 
sezione non vuota. 

La  seguente  proposizione viene qui espt ic i tamente  stabili ta per  comodit~ 
del lettore, bench~  a lmeno in parte, debba eonsiderarsi  impl ic i tamente  nora. 

PROP. 1. - Se ~ ~ un filtro sull ' insieme E le seguenti proposizioni sono 
equivalenti : 

a) ~ verifica la propriet& dell'intersezione numerabile (def. 1), 

b) per ogni ricovrimento numerabile ( A , ) ~ v  di E, esiste un n E N tale 
ehe la traccia di ~ su A ,  sia un  filtro verificante la proprietY, dell'intersezione 
numerabile, 

e) per ogni rieovrimento numerabile (An),ejv di E, esiste un n E N tale 
the la tracvia di ~ su An sia un filtro. 

D I M .  - Suppos ta  vera la a), (A,),~eN sia un r ieovr imento  di E. Per  assurdo, 
se per  ogni n E AT, esistesse una  suceessione (F,p)pe~ di e lement i  di ~,  tale 
ehe A.  [1 ( A F~p) ~ ~ ,  sarebbe A n c  g (~F,p) e quindi ,  ins ieme ad (A,),eN, 

p e n  p ~ N  
la (~F~p)(n,p)eN:<~ sarebbe un r icovr imento  di E e quindi  sarebbe vuota F in- 
tersezione della  famigl ia  numerab i l e  (F~p)(~,p)e~×~, contro ta a). Dunque  
vera l ab) .  

Suppos ta  vera  la b) la c) ne ~ ovvia eonseguenza.  
Supponiamo vera la c) e, per  assurdo, supponiamo ehe esista una  suc- 

cessione (Fn),~v di e lement i  di ~ avente  intersezione vuota. Consegue che 
(~F~),~e~ i~ un r icovr imento  di E e eib b eontro la e) poieh~ r isul ta  F~ fl 
fl:(~F~)-- ~i e F~ ~ ~ per  ogni n e N. Dunque  ~ vera  la a). 

2. Si proeede a fornire a lcune definizioni  di uso par t ico la rmente  conve- 
n iente  in quanto  segue. 

Innanz i  tutto eonveniamo ehe, salvo eontrar io esplicito avviso, si abbia ehe 

CONVE~ZIONE 1. - E ~ uno spazio uniformizzabile. 

CO:~VENZIONE 2. - •(E} ~ la struttura uniforme di Tychonoff-Cevh su E 
secondo la terminologia di [2] § 3, def. 4. Pertanto ~(E) ~ la pii~ fine delle 
strutture uni formi di spazio precompatto su E compatibili con la topologia di 
E. ~ noto (efr. [2] § 3, def. 4) the V ~ un'adiacenza dello spazio uniforme 
(E, ~(E)) se e solo se esiste un  ricovrimento aperto finito c~g-riducibile (eft. [2 
§ 3, def. 6) (U~)o<~,, tale che 

U ( ~  X Uk) = V. 
k~o 
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CONVENZIOIqE 3 - Detto, come al solito, IV l ' insieme degli interi naturali ,  
lo zero incluso, indichiamo con ~o il numero cardinale di IV, cio~ 

¢o = card (N). 

(eio6 ~o 6 alef-zero). 

CON¥~,NZIO~E 4 . -  S+(EJ ~ la o)-struttura uniforme su E seeondo la 
terminologia di [3] § 3, def. 4. Pertanto, ~ ( E )  ~ la struttura uniforr~e su E 
caratterizzata dal fatto che una parte 17 di E X E ~ un' adiacenza dello 
spazio uniJorme (E, S,(E~) se e solo se esiste un ricovrimento aperto, nume- 
bile, loealmente finito ed Q~-riducible (U,),eN di E (cfr. [3] §, def. 6) tale che 

u (G X G)¢  v. 
n G N  

Ovviamenle ~(E)  ~ meno fine di ~ ( E )  e quindi, essendo la p ih  fine delle 
slrutture uni formi di spazio precompatto su E compatibili con la topologia di 
E, S ( E )  ~isulta, esattamente, la struttura uniforme associata ad ~+(E) secondo 
la def. 1, § 2 di [2]. 

0 S S E R ~ A Z I O ~ E .  - Se a 6 un numero cardinale infinito e se ~a(E) 6 la 
a - s t ru t tu ra  uniforme su E, S (E)  seguita ad essere la struttnra uniforme as- 
soeiata ad Sa(E) in quanto ~ ( E )  6 meno fine di Sa(E). 

2. - Di par t icolare  importanza per  il seguito 6 la :  

DEF. 2. - Chiamasi filtro completamente regolare su E ogni filtro su E 
the sia ~(E)-invi luppato (§ 2, def. 1) 

0 S S E R V A Z I O N ' E  1. - Dunque il filtro ~ su E 6 completamente  regolare 
s e e  solo se per ogni /i E ~  esistono un F ' E ~ ,  un insieme ehiuso A un 
insieme aperto B di E tall ehe F ' ¢ A ,  A sia Ql-contennto in A e B c  F 
(cfr. [3] §3 ,  def. 2 e [2 ]§3 ,  def. 4). 

0 S S E R Y A Z I O ~ E  2, - S e a  6 u n  n u m e r o  cardinale infinito, in forza della 
osservazione alla Convenzione 4 del n. 1, il filtro ~; su E 6 completamente  
regolare s e e  solo se esso 6 ~a(E)- invi luppato  ed in. part icolare,  s e e  solo 
se 6 ~+(E}-inviluppato. 

0SSERVAZIO~E 3. - Se A 6 un qua lunque  sottospazio di E, la t raccia su 
A di un qua lunque  filtro eompletamente  regolare su E, se r isul ta  un filtro, 
6 completamento regolare (err. osservazione 1). 



262 G. AQUARO: Aucora intorno a comph~tame~ti di ~pazi uniformi 

DEF. 3. - Se ~ ~ una  base di filtro su E ehiamasi filtro completamente 
regolare generato da ~ ,  il fillro ~(E)- invi luppato generato dal filtro su E di 
cui ~3 ~ base secondo la def. 2, §2. 

0 S S E R Y A Z I O N E  ][. - Richiamata  la osservazione 1 della def. 1, F 6 un 
elemento del-f i l t ro eompletamente  regolare generato da g3 s e e  solo se esi- 
stono an F ' E ~ ,  un insieme chiuso A ed un insieme aperto B di E tail che 
sia F ' ~  A, A s i a  ~ - c o n t e n u t o  in B e B ~ F. 

0SSERVAZIOZgE 2. - Se ~ ~ un filtro completamente  regolare su E meno 
fine del l 'u l te r iore  filtro ~'  su E, in forza del corollario alla prop. 4, §2, il 
fi l tro completamente  regolare su E generato da ~ '  ~ pifl fine di ~. 

0SSERVAZIONE 3. - Se ~ gode della proprieth del l ' in tersezione numera- 
bile (def. 1), in forza della osservazione 2 alla def. 2, §2 e della def. 3 qui 
sopra, anche il filtro completamente regolare da ~, gode della stessa proprieth. 

DEF. 4 - Chiamasi  filtro eompletamente regolare massimale su E, ogni 
filtro ~(E)- inv i luppato  massimale su E (cfr. def. 4 §2 e def. 2 di questo §). 

0SSERVAZIO~E 1. - Affinch~ il filtro completamente  regolare ~ su E sia 
massimale,  per  la prop. t l ,  §2 e la def. 2, ~ neeessario e sufficiente che 
sia un filtro di Cauchy su (E, S(E)). 

n. 3. - In questo n. 3 si stabiliscono alcuni risultati  dei quali  si dovri~ 
fare uso success ivamente  e nei quali  interverranno le nozioni fino ad ora 
esposte. 

LE~MA t. - Se c5 ~ un  sistema uniformizzan~e di Tukey sul l ' insieme E 
(cfr. [311 § 1, def. 9), se c~(c~) ~ la s trut lura uni forme su E generala d a d  ([3] 
§ 1, def. 8) e se ~ ~ un filtro su ~, le seguenti proposizioni sono equivalenli: 

a) ~ e un  filtro di Cauchy su (E, ~tg(cJ)), 

b) per ogni ricovrimento (U~}~ef di d, esiste : E I tale the U~ E ~. 

DI~L - a) impliea b) Supponiamo vera la a) e sia (L~):~I un elemento di c~. 

In  forza della prop. 6, § 1 di [3], esiste un ' ad iacenza  B di {E, 9~(~i) 
tale che ( B ( x ) ) ~  sia un raff inamento di (U~}:~I. Per  a) esiste un F E ~ tale 
ehe s i a ~ X F ~ B .  Sia x E F  e ~EI  tale che B(x) c U~: se ~ y E F ,  r isulta 
(x, y) E F ~ F ~ B  e quindi  y E B { x ) ~  U, donde F ~  U, e quindi ancora, per 
ua assioma di filtro, r isulta U~ E ~. Ci5 implica b). 

b) implica a). Supponiamo vera la b) e V sia una qua lunque  adiacenza 
di (E, ct~(cJ)). Allora, in forza della def. 8 e del lemma 6, § 1 di [3] esiste un 
elemento [U~):~ di cJ tale ehe U (U: X U:) ~ V. Cib~ per b) implica a). 

~ I  
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LE~I~A 2. - L ' ins ieme  9]~ (E) dei rieovrimenti aperti numerabil i  ed 
:~{-riducibili di E (cfr. [3} § 3, def. 6) ~ un sislema uni formizzanle  di TuKE¥ 
([3] § 1, def. 9) e t a  s lrut tura uni forme ~g(~:F~ (E)) da esso generata ([3] § I, 
def. 8) ~ identiea ad g{~(E). 

DI~. - La, tesi consegue osservando che '~fC,(E) ~ esat tamente  l ' ins ieme 
dei r ieovrimenti  aperti  numerabi t i  ed IR(E)-riducibili di E (err. [3] § 3, dell. 
5 e 6) dove ~(E} ~ il retieolo esteso universale su E (ibidem, def. 3), e te- 
nendo presente la prop. 5, § 2 di [3]. 

OSSERVAZIO~'. - Dunque,  affinch~) V sia un ' ad iacenza  di (E, ~,~(E}) 
occorre e basra che esiste un r icovrimento aperto numerabile ,  ~)[-riducibile 
(ma non necessar iamente  localmento finito) di E tale che, indicatolo con 
(U~),eN, risulti  : 

u v. 
n ~  N 

Pnoe .  2. - Se ~ ~ un filtro completamente regolare su E (def. 2), le seguenli 
proposizioni sono equivalenti : 

a) ~ ~ u~z filtro completamente regolare massimale (def. 4) e verifica la 
propriet&, dell'intersezione numerabile (def. 1), 

b) ~ ~ un elemento massimale dell ' insieme dei filtri completamente re- 
golari e verificanti la propr~et8 dell 'intersezione numerabile, 

c) Per ogni ricovrimento aperto numerabile ed ~-r iduc ib i l e  ([3] § 3, 
def. 6) (U,),e~.v di E, esiste un  n E N tale che sia U, E ~, 

d) ~ ~ un fillro di Cauchy sullo spazio uni forme (E, ~o,(E)). 

DI~[; - a) inplica b). E ovvia. 

b) implica c). Supponiamo vera la b) e sia (U~),~eN un r icovrimento 
aperto numerabi le  ed qg-riducibile di E e (F,~),eN sia una saa C~-riduzione. 
Dunque, seeondo la def. 5, § 3 di [3j, (F,),,,e~ 6 un .ricovrimento ehiuso di E 
tale ehe, per ogni n E/V, F,, sia q~-eontenuto in 5~,. Poichb, per b); ~ veri- 
fica la proprieth del l ' intersezione numerabile ,  per la prop. 1 equivalenza di 
a) e b), esiste un n E N  tale che la traccia di ~ su F~ sia un filtro verifi .  
eante la stessa propriet/~ siech6 posto ~ ' - - ~  U iF**}, ~ '  r isulta base di un 
fiitro ~" su E del pari verifiean~e ]a proprieth del l ' in tersezione numerabi le .  

Ovviamente ~ ~ me~o fine di ~"  siceh6, in forza delia osservazione 2 
della def. 3 il filtro eompletamente  regolare ~ generato da ~" 6 pifi fine di 

e, per la osservazione 3 alla def. 3, gode della proprieth dell' intersezione nume- 
rabile. In  forza di b), tutto eib, ~ essendo massimale, implica ~ - -  ~ .  Consegue 
che 6 U,E ~. Infalti ,  F ,  ~ c/~-contenuto in Un e cib, per la osservazione 1 
alia def. 3, dimostra l 'asserto.  

c) implica d). Consegae dai | e m m a  2 e 1. 
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d) implica a). Sia vera  la d) e sia (F.) .e t  v una 
di ~, ehe, ragionando per  assurdo~ supponiamo abbia 

Poich~, per  ipotesi, ~ 6 completamente  regolare, 
della osservazione 1 ad essa, per  ogni n E N, esistono 
chiuso Am e un insieme aperto B~ di E tall che F~ 
in B .  e B~ ~ F,~: per an assioma di filtro, da F~E 
A,, E ~. Consegue ('1 B ~ - -  ¢I e quindi, (CB~).~N ~ un 

n ~ N  

successione di elementi  
intersezione vuot a. 

in forza della def. 2 e 
un F~E ~, un insieme 

An, A .  sia ~ - c o n t e n u t o  
e F .  ~ A .  consegue 

r icovrimento chiuso di 

E ;  inoltre per  note propriet/~ della qg-inclusione r isul ta  che ~B.  6 c/g-conte. 
nuto in OA.. Consegue ancora ehe (CAn).EN ~ un r ieovrimento aperto nume- 
rabile ~ - r i d u c i b i l e  di E e (OB~).~N 6 una sua qg-riduzione. In forza di d) 
e dei lemmi 2 e 1, esiste h E N  tale che ~ A . E ~  il ehe b eontro la A . E  
sopra osservata. Dunque  la intersezione di (F.) .eN non pub essere vuota  e da 
cib consegue la a). 

Una  eonseguenza immediata  della proposizione dimostrata 6 la seguente 
caratterizzazione dei Q-spazi (neeessariamente separati  nonch~ uniformizzabili) 
secondo HEWIT~ : 

PROP. 3 - Le seguenti proposizioni sono equivalenti: 

a) E ~ ~-completo ,  

b) ogni filtro completamente regolare massimale (def. 2) e verificante la 
propriet~ dell'intersezione numerabile ha intersezione non vuota, 

c) ogni elemento massimale delt'insieme dei filtri completamente regolari 
e verificanti la propriet4 dell'intersezione numerabile, ordinato per finezza, 
ha intersezione non vuota. 

OSSERVAZIONE 1 .  - Dunque se E ~ separato, in forza della osservazione 
alle prop. 5 § 1. lu preeedente  a) pub sostituirsi  con: E ~ un Q-spazio (eio~ 
E 6 realcompatto). 

0SSERVAZIO~]~ 2. - In forza della prop. 10 § 2, helle b) e e) di cui so- 
pra  si pub leggere anzieh~ (( intersezione non vuota >> l ' a l t ra  << aderenza non 

v u o t a  >). 

OSSERVAZIONE 3. - Uno spazio topologieo E ~ di LindelSf (§ 1 osserva- 
zione t al lerama t) se e solo se ogni filtro avente base chiusa e verif ieante 
la proprieta  delFintersezione numerabile,  ha intersezione non vuota. Dalla 
proposizione di eui sopra eonsegue ogni spazio di Lindel(if regolare 

S~-comple to .  

0SS]~RVAZIO~E 4 . -  La  prop. 3 sopra stabil i ta pub raffrontarsi  con la 
seguente eonseguenza delle deft. 2 e 4 e della prop. 18 del § 2. 

Per E le seguenti propriet& sono equivalenti: 

a) E ~ compatto, 
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b} ogni filtro completamente regolare massimale su E (def. 4) ha inter- 
sezione non vuota, 

c) ogni filtro completamenle regolare su E (def. 2) ha intersezione non 
vuota. (Si tenga presente la prop. 10 del § 2). 

4. - Se ~ i~ un filtro eomptetamente  regolare su E, in forza delle deff. 
2 e 4 e della prop. 14 § 2, esiste un filtro eompletamente  regolare massima- 
le su E pih fine di ~. 

Anche se si ammet te  che, in aggiunta, ~ verifichi la proprieti~ della 
intersezione numerabile,  in generale  non pub affermarsi  the,  quale che sin 
~, esista un filtro completamente regolare massimale e verif icante la pro- 
prieti~ deWintersezione numerabi le  pih fine di ~, senza imporre una notevole 
condizione restr i t t iva sullo spazio uniformizzabile E. 

In  relazione a cib ed in relazione strett issima con gli spazii chiamati  
<</-spaces >> da R. W. BAGLEY e Z. D. )/[O KNIGtIT JR., ~ 1 a propriet~ descri t ta  
nella seguente def. 5. A tale propriet~ si perverrh pi~ spontaneamente  dopo 
alcuni preleminari .  

LEMMA 3 . -  Supponiamo che E sia uno spazio uniformizzabile e che E 
sin una sun parle ovunque densa e supponiamo che detle S~(E) e S~(E} le 
rispettive ¢o-strutture uniformi (cfr. n. 2 Convenzione 4j 'e detta S~(EJE la 
struttura uniforme indolta da ~ ( L ' )  su E risulti: 

(1) = 

Allora, supposto ehe (F~)n~N e (G,),eN siano sueeessioni di insieme chiusi 
e non vuoti e, rispeltivamente, aperti di E tall che, per ogni n E N, F ,  sia 
~-eontenuto  in G~([3] § 3, def. 2} relativamente ad E~ risulla che: 

(2) E n ( n  G, , )=  nF.=  
n ~ N  ~ e N  

DB[. - Denotiamo con ~R(I~ ~) e iR(E) i reticoli  estesi universal i  su E e, 
rispett., su E (cfr. [3] § 3, def. 3~; r isul ta  che 

~) si ha (F, G) E!R(E} (rispett. (F, G) E~t(E)) se e solo se F e G sono 
insiem.i chiltsi il primo e aperto il seeondo di E {rispelt. di E) ed F ~ Q~-eon- 
tenuto in  G relativamente ad L~ (rispett. ad E). 

Cib osservato, per ogni n E PC, poniamo: 

Per  ~), per li~ prop. 1 § e def. 1 § 2 di [3], si ha ehe:  

A n n a l i  di  M a t e m a t ~ c a  
34 
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A~ ~ :~g-contenuto in Bg relat ivamente ad /~ 

ed inoltre esistono un insieme aperto B~ ed un insieme chiuso A',; di E tali che:  

A~, ~ C~-eontenuto in B~ r e l a t iwmen te  ad L~. 

Air . ~ ~£-eojatenuto in B". re la t ivamente  ad E, 

B' c A" 

Cib premesso sia E f t (  A G , ) ' -  ~ . C o n s e g u e E - -  U (A~n E) ed inol t re ,  
~N n~N 

come ~ ovvio, A'~ n E ~ ~ - c o n t e n u t o  in B~ O E re]ativ~mente ~d E. 
B' Dunque  ( , fl E),~ew 6 un ricovrimento aperto numerabi le  CE-ridueibile 

del sottospazio E e (A~ n E),~N 6 sua ~ - r iduz ione .  
A eausa del lemma 10, § 2 di [3], r iehiamata  la :¢)qui sopra, si riconosce 

che esiste un ricovrimento uperto numerabile,  localmente finito ed ~ - r i d u c i -  
bile del sottospazio E che denotiamo con (G*),Ew tale che, per ogni h E N ,  
sia G* c B~ fl E. Ovviamente per ogni n E N risulta 

(4) G * ~ A ~ n  E. 

Supponiamo che * G* (F~),ew sia una C~-riduzione di ( , ) , e w .  
F* Per  la prop. t, § 1 di [4] r isutta cbe ( , ) , e w  ~ .¢g.!E)-uniformemente 

loealmente finito nel sottospazio E e quindi, per il lemma 2, § 1 ancora di 
F* [4] r isul ta  ehe ( , ) ,~w e anehe ~¢~(E)-uuiformemente localmente finito in E 

(si tenga presente la (1)). Per  eib si ha 

n E W  

dove -(~) denota aderenza relat iva a lFin tero  E. 
Pe r  ogni n E N, r ich iamata  la (4), si ha F 2 c G* c A" e quindi, A~ es- 

sendo ehiuso in E, eonsegue F;(~)cA~ e per 1~ (9), / ~ =  U Ai~. Dunque 
n~W 

deve essere~ 

n ~.=C~(  u A", 
nEW n ~ N  

e da cib la tesi, 

LEM~A 4. - Supposto come al solito che E sia uno spazio uniformizzabile 
le seguenti proposizioni sono equivalenti : 

a) E ~ spazio di Lindeldf, 

b) Ogni filtro completamente regolare (def. 2) e verificante la propriet~ 
della intersezione numerabile (def. 1) su E ha intersezione non vuota, 
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c) Se {U,.i:ez ~ u~ ricovrimento aperto ~2g-ridueibile di E ([3] § 3, def. 5) 
esisle una parle numerabile H di E tale the la sottofamiglia (U~):~H sia un 
ricovrimento di E. 

DIM. a) implica b). ]~ ovvia, poich6 ogni filtro completamente  regolare ha 
una base formata  da insiemi chiusi 

b) implica c). Supponiamo che {U:}~ sia un r icovrimento aperto c~£-ri. 
dueibile di E e (F:)~e~ sia una  sua CE-riduzione. 

Ragionando per assurdo supponiamo ehe 

~} se H ~ una qualunque parle numerabile di I risulti E:~= U U:. 

Denotiamo con ~ l ' ins ieme delle parti B di E della forma 

B - - ~ (  U U~) con H parte numerabi le  di I. 

Ow'iamente,  ~ b base di un filtro ~ su E, verif icante la proprieti~ del. 
l~intersezione numerabile,  Se ~* b il filtro completamente  regolare su E 
generato da ~ (def. 3) anehe ~* verifica la propriet/~ del l ' intersezione nume- 
rabile (def. 3, osservazione 3 ) A  causa della b) r isulta 

Pe r  ogni ~E I, essendo F: Qg-contenuto in U:, si ha che ~U: ~ c-g-conte- 
nuto in ~F, e quindi per l 'osservazione 1 alla def. 3, si ha ~F:Eq~* e cib. 
poich~ (F,,)~ez b lln r ieovrimento di E, ~ contro la (1). Dunque a) i~ falsa e c) 
b vera. 

c) impliea a). Supponiamo vera la e) e supponiamo che (U,.)~z~ sia un 
r icovrimento aperto di E. Pe r  ogni : t E E  esiste un : ~ E I  tale che m E U ,  e 
poich/~ E ~ uniformizzabile, in forza del lemma 6,83 di [3], esiste un insieme 
chiuso F_~ di E tale che sia x E F ~  ed Fz sia c~[-eontenuto in Ux. Dunque 
{U~) *eE e un r icovrimento aperto Q~-riducibile di E ed ( F ~ ) ~  ~ una  sua 
QZ-riduzione. Da c) consegue ehe esiste una parte  numerabi le  K di E tale 
che E - -  U U:~: detto H l ' ins ieme degli e lement i  della famiglia (:~)~k, si 

xGt¢ 

ha E - -  U ~ .  Da cib, H essendo numerabile ,  la a). 

6. - In  cib che segtte adopereremo la 

CozqvE~mozq]~ 5. - ~(E} denota l'insieme dei filtri completamente regolari 
(def. 2) e verifieanti la propriet~ dell'intersezione numerabile (def. 1). 

DEF. - Chiamasi spazio prelindel6fiano ogni spa~io uniformizzabile E 
vhe verifichi l' assioma : 
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c) per ogni 
fine di ~ e tale che 
(U~)~+~v di~E, esista 

d) per ogni ~ E ~(E) esiste un filtro 
piit fine di ~ e che risulta di Cauchy per 

e) per ogni ~ E ~(E} esiste un fiiltro 
di ~. 

DI~. - L 'equivalenza di a), b), c) e d) 
e dalla prop. 2. Inoltre  ehe d) impliehi e) 
da quanto segue. 

(PL). - Per ogni ~ E ~(E) esiste un ~*E ~tE) massimale in ~(E) ordinato 
per << finezza >>. 

La proprieth (PL) ha origine dalla proprieth consimile adoperata in [6]. 
La successiva prop. 11 giustif ieher~ il termine << prelindelSfiano >>. 

Paoe .  4. - Le seguenti propriet~ sono equivalenti per E: 

a) E ~ prelindel6fiano (def. 5), 

b) per[ogni ~ E ~(E) esiste un fillro completamenle regolare massimale 
q~* vhe ~ in ~(E) ed ~ pii~ fine di ~, 

E ~(E) esiste un filtro completamente regolare ~* su Epit~. 
per ogni ricovrimento aperto numerabile e ctg-riducibile 
n E N tale che U, E ~*, 

completamente regolare ~* su E 
/+( ~), 

di Cauchy su (E, S+(E)) pii~ fine 

conseguenza diret ta  della def. 5 
banale e the  e) impliehi d) r isul ta  

Supponiamo vera la e) e sia ~ E ~(E). In  forza della osservazione 2 alla 
def. 2, ~ ~ un filtro S.{E)- invi luppato.  Pe r  e) esiste un filtro di CAvc~¥ ~ '  
su (E, ~,(E)) pifi fine di ~ :  sia ~*  il filtro ~ ( E ) - i n v i l u p p a t o  generato da 
~'. Poich~ ~'  ~ pifi fine di ~ ed ~ ~ completamente  regolar% per la osser- 
vazione 2 alla def. 3, ~* ~ pifi fine di ~ e, per la prep. 5 del § 2, ~* ~ un 
filtro di CAUCH¥ su (E~ ~ . (E))  nella stesso tempo che, per  la detta osservazio- 
ne 2 alia def. 2, esso ~ eompletamente  regolare. 

Un  prevedibile esempio di spazio prelindel0fiano (~ fornito dalla seguente 

proposizione : 

PROP. 5. - Le seguenti proposizioni sono equivalenti : 

a) E ~ prelindel6fiano (def.5) ed ~-complelo (cio~ (E, ~,(E)) ~ completo). 

b) E ~ uno spazio di LindelSf. 

Diff. - a) implica b). Supponiamo vera la a) e sia ~ E ~(E). Per  la def. 5, 
ed in forza della prop. 4, esiste un filtro di C~vc~¥  ~* sn (E, S.(E))  pifi 
fine di ~. Peich~ E ~ S o  completo, ~* converge e quindi ~ ha almeno un 
punto aderente  ehe, ~ avendo una base formata da insiemi chiusi, appart iene 
al l ' in tersezione di ~. Cib, per  il lemma 4, dimostra b). 

b) imp!ica a). Supponiamo vera la b). Per  l' osservazione 3 alla prop. 3, 
E ~ S~o-completo. Inoltre se ~ ~ un filtro completamente regolare su E, per 
il l emma 2~ ~ ha aderenza non vuota e quindi esiste un  filtro ~*  su E pifi 
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fine di ~ e convergente :  dunque ~* b u n  filtro di CAUC~Y su (E, S~(E)). 
Cib, per la prop. 4 (a) equivale e)) dimostra che ha a) di questa prop. 5 
v e r a .  

PnoP. 6 - Se E ~ 9£-numerabilmente compatto (cio~ pseudocompatto per 
[3] § 8 coroll, prop. i) secondo la def. 1. § 6 di [3], allora E ~prelindel6fiano. 

DDL - Pe r  la osservazione a lla conven~ione 4, S(E} ~ memo fine di ~i~(E), 
mentre  che per il lemma 2, § 6 di [3], So~(E) ~ mcno fine di ~(E).  Dunque  

S~(E)--S(E) .  Per  la def. 4 e per la prop. 14 § 2, esiste un filtro di CAUC~¥ ~* 
su (E, ~(E)) pit1 fine di ~. Dunque ~* ~ un filtro di C n u c ~ ¥  su (E, ~ ( E ) )  
e quindi per la prop. 4 equivalenza di a) ed e)r consegue la tesi. 

Indiehiamo ora alcnne proprieti~ degli spazi prelindel(ifioni. 

PROP. 7 - Se (E,},eN ~ una successione di sottospazi prelindelofiani di E 
della quale E sia riunione, allora E ~ prelindel6fiano. 

D I M .  - Denotiamo con ~ un qualunque elemento di $(E}. In  forza della 
prop. 1, equivalenza di a) e b), esiste h E N ,  tale c h e l a  traccia ~,~ di ~ su 
E ,  sia un filtro su E~ verif icante la proprieth della intersezione numerabile.  
Pe r  l 'osservazione 3 alla def. 2, ~ b u n  filtro completamente  regolare sul 
sottospazio E,, e, poichb il sottospazio E .  b prelindelSfiano, esiste un filtro 
di CAvcI~Y ~'  su (E~, ~ (E~) )  (dove S~(E,) 6 la (o strut~ura uni forme su E~ 
(cfr. Convenzione 4) pifi fine di ~. Sia ~.{E)E, la s t ru t tura  uniforme indotta 
da S~(E} su E~: ~,(E)E, ~ meno fine di ~o{E,) e quindi ~ '  b anche filtro 
di C~ucH¥ su (En, ~¢~.tE)~,t. Sia ~* il filtro su E che ha come base ~'  (eiob 
generato da ~'i : evidentemente ~ ~ meno fine di ~* e "~* ~ filtro di CAuc~¥ 
su (E, ~ (E l} .  Pe r  la prop. 4, equivalenza di a) ed e), consegue la tesi. 

Prior.  8 - Se f: E ~ E' ~ un'applicazio~e surgettiva e continua di E so- 
pra uno spazio uniformizzabile E', ogni volta che E sia prelindel6fiano anche 
E' lo ~. 

DI~. - Sia ~ ( E ' ~  la (o s t ru t tura  uniforme su E (Convenzione 4). Poich~ 
f ~ continua essa b u n '  applicazione uni formemente  continua di IE, ~:~(E)) su 
(E', ~iIE'} in conseguenza del lemma 3, § 3 di [4]. Sia ~ '  un  filtro comple- 
tamente  regolare verif icante la proprieth dell' intersezione numerabi le  su E'. 
Pe r  la prop. 19 § 2 e p e r  la def. 2, f essendo surgettiva, F immagine reciproca 
f-~(~') di ~ '  per f ~ base di un filtro ~ su E appar tenente  ad ~(E). Poich~ 
E b prelindelSfiano, per l ' equivalenza di a) ed e) nella prop. 4, esiste uu 
filtro di CAucItY ~* su (E~ J/.(E}) pi~:l fine di f-~(~): la sua immagine f(~*) 
per f (~ un filtro di C~vc~g¥ su (E', ~ ( E ' ) )  pifi fine di ~'  donde, aneora per 
la prop. 4~ a) equivale e), E' r isul ta  prelindeliifiano. 

PnoP. 9 - Supponiamo ehe E sia uno spazio regolare (non necessariamenle 
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separato = di Hausdor/]) normale (e quindi uniformizzabile) prelindel6fiano 
e supponiamo che F sia un insieme chiuso di E. Allora il soltospazio F 
prelindel6fiano. 

DI)L - Siano ~ ( E )  le ~o-strutture un i formi  su E e, r i spet t ivamente ,  su 
F, secondo la Convenzione 4. De~a ~ ( E t F  la s t ru t tu ra  un i forme indot ta  da 
.~,(E) su F, poich~ E ~ normale,  in forza della  prop. 7, § 3 di [31, r is ldta 

(1) = 

Sia ~ E ~  (F) (Fanalogo di ~(E} della Convenzione 5) e sia ~ '  il filtro 
su E che ha come base ~ e sia ~ il filtro complementa re  regolare generato  
da ~-' ne l l ' in te ro  spazio E (def. 3). A1 pari  di ~,  p r ima ~ '  e poi ~ verifi- 
cano la propr ie th  de l l ' in te resse  numerabi le .  Pe r  il l emma 7 § 2~ la t raccia 
~'~F di ~"  su F ~ ident ica  ad ~. 

Poich~ E 6 prel indel0fiano,  per  l ' equ iva lenza  di a) e d) nel la  prop. 4, 
esiste un filtro eomple tamente  regolare di CAUC~Y ~* su (E, S . (E) )p i f i  fine 
di ~ .  Riconosciamo e h e l a  traceia ~ di ~* su F ~ un filtro. Ragionando 
per  assurdo, supponiamo che esista un  H E~*  tale che F (3 H - -  ~ : p o i c h 5  
~*  ha una  base ehiusa., si pub supporre  che H sia ehiuso. Allora ~H 
aperto e cont iene F e, poieh~ E ~ normale,  F r isul ta  ~ contenuto  in ~H 
(cfr. [3] § 3, prop. I, osservazione) e quindi  per  l 'osservazione 1 alla def. 3, 
r isul ta  ~HE ~'o ed ~ essendo meno fine di ~', si ha ~ H E ~ *  contro 1~ H E ~ * .  
Dunque  ~ ~ un filtro su F che ~ Un filtro di CAUCK¥ per  ~o(E)~ ossia, 
per  (1), [iltro di CAuc]~¥ su (F, ~ ( F ) } ,  ci5 che, ~ essendo pih f ine di 
~ _ - - ~ ,  d imost ra  la tesi in forza della prop. 4, a) impl ica  e). 

Sussiste  ora ta proposizione conctusiva  che procediamo a d imost rare  con 
ogni dettaglio.  

PROP. 1 0 -  Supponiamo che E sia uno spazio uniformizzabile e suppo. 
niemo che E sia una parle ovunque densa di E tale che, dette 5to'E) e ~:/{~(E) 
le to-strutture uni /ormi su E e, rispett., su E (Convenzione 4) la ~t~(E} sia 
una strut tura uniforme di spazio eompleto e, detta S~,(E)E la slruttura unifor. 
me indotta da S~(E} su E, risulti : 

= 

Allora le seguenti sono equivalenti : 

a) ogni ~ E ~(E)~ meow fine di almeno un ~* E ~(E) massimale su .~(E) 
ordinato per << finezza >>. 

b) E ~ uno spazio di Lindel6f. 

D I M .  - a) implica b). Sia vera la a) e denot iamo con ~ un  qua lanque  



G. AQUARO : An cora i~tor~to a completamentl di spazi uniformi 271 

e lemento  di Sj(/~) (analogo di ~(E) della Convenzione 5); a eausa della  equi.  
valenza di a) e b) nel l emma 4, la presente  b) sari~ d imost ra ta  stabilendo 
che ~ ha intersezione non vuota. 

Poich~ ~ ha una base formata  da insiemi apert i  ed E b ovunque  denso 
in E, la t raccia ~z  di ~ su E ~ un  filtro comple tamente  regolare. Poieh6 
ha  anche  una  base formata  da insiemi chiusi~ r icordata  1 ~osservazione 1 alia 
def. 2, in forza del l emma 3, ~E verif ica la propriet/~ de lFin tersez ione  nume- 
rabile al pari di ~. Dunque  b ~EE~(E} e quindi  per  a) esiste un  ~* E~(E) 
massimale  nel modo descri t to da a). In  forza della equivalenza di b) e d) 
nel la  prop. 4, ~* ~ un filtro di CAUcHY su (E, ~.IE))  e quindi ,  per  l ' ipotes i  
{1), un filtro di CAUCH¥ su (E, ~(/~t~).  Per tan to  ~* ~ base di un  filtro di 
CAvcl~¥ su (E, ~,2E)) che denot iamo con @* e sia ~ il filtro eomple tamen-  
te regolare su (/~ ~.(E1) generato da ~*.  Pe r  la prop. 5, § 2, tale ~ b un 
filtro di CAIyC~Y su {E, S.(E)).  Poiehb, per  ipotesi, (E, ~ ( E ! )  b completo,  
r isul ta  : 

N F=I= ¢1 per  F variabi le  in ~* .  

A sua volta ~E 6 base di un  filtro su E che denot iamo con ~F .  

Poichb ~ ~ c ~ E C ~ * ,  in forza de l l 'osservaz ione  2 alla def. 3, si ha 
c ~ ,  e quindi ,  per  la (2), l~interse~ione di ~ non b vuota. Dunque  i~ vera  lab). 

b) implica a). Suppon iamo  vera la b) e supponiamo che ~; sia un filtro 
in ~(E) (Convenzione 5) : per  la osservazione 2 alla def. 2, ~ b S,~(E)-invilup- 
pato. 

Sia ~ il filtro su E generato  da ~ e sia ~ il filtro ~ d / ~ ) - i n v i l u p p a t o  
su /~ generato  da ~ :  per  il l emma 7, § 2, la traccia ~¢~ di ~ .  su E b iden- 
tica al filtro S,(E) invi luppato  su E generato da ~ cio6, per  la prop. 4 § 2, 
il fil tro ~ stesso (che per  ipotesi b .¢~.(E} inv i luppa to ;  osservazione 2 alla 
def. 2). 

Osserviamo ehe ~,  al pari  di ~ verif iea la propriet~ del l ' in tersez i0ne  
numerab i le  e quindi  anehe ~ la verifiea. Dalla equivalenza di a) e b) nel 

l emma 4 esiste un  punto  x di E appar t enen te  a l l ' in tersez ione  o, se si vuole, 
a l l 'aderenza di i~'.. Consegue -ehe  esiste un  fil tro ~ su /~ eonvergente  verso 
x e pb:l f ine di ~ . .  Dunque  detto ~(x) il filtro degli  intorni  di x in E r isul ta  

~(x) meno fine di ~- 

meno fine di ~ .  

Sia ~ il fiItro ~ , (E}- inv i luppa to  su /~ generato  da ~,~. Da (3} e (4) e 
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per la osservazione alla prop. 12 § 2, poich~ ~(x) e q~ sono S ~ ( E ) - -  invi- 
luppati ,  per  la osservszione 2 alla def. 3, r isul ta :  

(5) 
v 

i8(x) meno fine di ~ .  

(s) ~ .  meno fine di ~ .  

La traccia ~.K di ~ su E b u n  filtro poichb E b ovunque denso in /~ 
~ .  ha una base formata da insiemi aperti.  

Dalla (5) consegue che q~o, oltre ad essere completamente  regolare su 
converge verso x e quindi b un filtro di CAVCx4Y su (/~ ~,(E')). Pertanto,  
~ , E ,  oltre ad essere completamente regolare sul sottospazio E, b un filtro 
di CAUCttY su (E, S~(E)) in forza di (1). 

A causa della equivalenza di b) e d) nella prop. 4, si ha ~¢osE2(E) ed 
massimale (cfr. la a)). Inoltre, r ichiamata la (6}, r isul ta  

---~ ~ , s  meno fine di ~ z .  

Dunque  la a) b vera. 

Ed era, dimostrata la prop. 10, non e'~ ehe da far ricorso alla defini- 
zione de l l 'S~-comple tamen to  di uno spazio uniformiz~abile E, pe rcone ludere :  

PROP. 11. - Se lo sl)ctzio E ~ uni formizzabi le  separato, le seguenli  propo- 
sizioni sono equivalent i  : 

a) E ~ prelindel6fiano {def. 5), 

b) o,(E) ~ uno spazio di Lindel6f .  

In particolare,  se E ~ separato, ~(E)  6 l ' es tens ione  di HEWIT~ di E 
e quindi E ~ prelindelSfiano se e solo se l 'estensione di HEW:[WT di E 8 uno 
spazio di LINDELiJ1% 

Si desidera segnalare che, in eonseguenza di quest '  ul t ima osservazione, 
o, se si vuole della prop. 11, per E separato si pub dare una agevole dimo- 
stra~ione indiret ta  delle preeedent i  prop. 7, 8, 9. 
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