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SutLto. - I ~  uno spazio proiett ivo sopra u~, corpo qualunque si introducono delte iperst,perficie 
genera l i zzant i  Ie quadriche s tudia tc  da B. SEGRB e se ne s tud iano  la proprietY,  I n  par .  
ticolare si considerctno su,perficie e curve del secovtdo e terzo ordine. Si  tra~ta anche u na  

questione re lat iva  a p i a n i  grctfici non desarguesiani ,  

In una memoria [3] pubblicata sui (~ Rendiconti  del Circoto Matematico 
di Palermo y~ e r iportata nel suo libro << Lectures  on modern geometry )> [4] 
B. SEGRE ha iniziato lo studio della geometria non l ineare sopra un corpo 
sghembo occupandosi della teoria delle schiere rigate e delle toro sezioni. 

Successivamente E. BERZ [1] ha dato altre definizioni di eoniche, metten- 
dole a raffronto. 

In questa nora, dopo una premessa di carattere algebrico (n ° 1), in uno 
spazio proiettivo S,. sopra un corpo qualunque si introducono e si studiano 
delle ipersuperficie generalizzanti  le quadriche e da noi chiamate P-ipersu-  
perficie. Su di esse si mettouo in evidenza due diverse specie di punti, si di~ 
una definizione di ret ta tangente ad una P- ipersuperf ic ie  in un punto di 
prima specie, si dimostra ehe tutte le tangenti  in un punto di prima specie 
sono contenute in un iperpiano, si studiano le intersezioni di una P-ipe'rsu- 
perficie con una retta contenente punti  di prima specie della P- ipersuperf ic ie  
(n ° 2). 

Si collega poi questo lavoro allo studio delle quadriche e de!le eoniche 
ratio da B. SEGRE (n ° 3) e si dimostra l 'es is tenza in un piano non desargue- 
siano finito di insiemi di punti  godenti di proprieth analoghe a quelle delle 
C-configurazioni  definite in [3] (n ° 4). Inf ine  si considerano le superficie cu- 
biche e si mettono in evidenza due diverse specie di curve cubiche gobbe. 

1. Premesse algebriche. - Siano:  K un corpo qualunque,  V , (K) lo  spazio 
vettoriale a n dimensioni sopra K, T l a  t rasformazione ' l ineare  di V , , ( K )  in si~ 
di equazioui 

(1) ),i' -" ),ia~ + ... Jr ),,a~, (i --  1, ..., n}, 

A la relat iva matrice. 
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Secondo the  T (e quindi A) sia invertibile o no diremo che il determi- 
nante  destro di A non ~ equivalente ~ zero oppure b equivalente a zero e 
scriveremo rispett ivamente 

l A t i n 0 ,  t A l l = 0 .  

Chiameremo equivalenti  due determinanti  che entrambi siano equivalenti  
a zero oppure non equivalenti  a zero. 

Dalla definizione di det~erminante destro r isultano subito le seguenti 
propriet~ 

1.1. Se la matrive B ~ ottenuta dalla matrice A molt ipl icandone a destra 
tutti  gl i  elementi  di  una  riga o a s in is tra  tutt i  gli  elementi di  una  colonna 
per  u n  elemento di K diverso da zero allora I A II e 1B I] sono equivalenti .  

1.2. Matr ic i  ottenute l' una  dall '  al tra mediante  lo scambio di righe o di 
colonne hanno determinant i  equivalenti .  

1.3. Se una  matrice ha ugual i  a zero tut t i  gli  elementi di  una  riga o 
di una  colonna allora il suo determinante ~ hullo. 

1.4. Condizione necessaria e sufficiente perch~ il sistema 

( i = 1  . . . .  , n)  

sia risolubile e abbia una  sola soluzione ~ che sia ]a~j I1:4: o. 

1.5. Condizione necessaria e sufficiente perch~ il sistema omogeneo 

x~ail ~ ... ~- x~a~, = 0 ( i - - 1 ,  ..., n) 

abbia soluzioni non banali  ~ che sia l al~ [I--O. 

Indicheremo con A B  il prodotto colonne per righe delle due matrici  detlo 
stesso ordine A, B. Allora da noti teoremi sulle trasformazioni lineari risu]ta 

1.6. Se B ~ invertibile allora I A B  tl e i B A  il sono equivalenti  a I A t:. 

In  part icolare 

1.7. Se B ~ ot tenuta da A aggiungendo a una  colonna di A una  combi. 
nazione lineare con coefficienti a sini~stra datle altre colonne (aggiungendo a 
u n a  r iga di A una  combinazione lineare con coefficienti a destra delle altre 

righe) allora i A tl e I B I1 sono equivalenti .  

Risulta facile verificare the  



1.8. Se i minori  d'ordine n-1 della nzatrice 

sono tutti nu l l i  allora i t  detergnilzante / hi$ /I (i, j = 1, ... , n )  B nullo, qualunque 
~imn-o h,, , la,, , .., , h,, . 

I n  mod0 analog0 a quello tenuto per introdurre i determinanti destri si 
potranno definire i deterrninanti sinistri. Indichereino con 1 1  A I il determinante 
sinistro della rnatrice A. 

Assegnati gli elementi di  IT b i j ,  p i j  (i, j = 1, ... , n) l'equazione ne117 inco- 
crnita x a 

verrk chiamata una A-equaxione e se 1 b,, 1: + 0 diremo che la  A-equailione 
(1) ha grado 14. 

Se A B una qualunque matrice invertibile ad elementi in K c C una 
matrice invertibile ad elernenti del centro di  K si  ha che, posto B= 1 1  b, j~+P,j  / I ,  
1% rnatrice L) =I A B C  si pub scrivere nella forma della matrice B, sicchB anche 
l'equaaione D 1 1  = 0 B una A-equaaione. Per  1.6. B chiaro che ogni radice 
della (1) B anohe radice dell'equaaione 1 D 1 1  = 0 e viceversa. Pertanto diremo 
ecpivalenti le due matrici B e D e analogamente le due eqcxaaioni 1 B / I  = 0 
e iD/I=O. 

Si dimostrn facilmente che 

1.9. Se  a = u verifica l'epu,a,siome (I), allora esiste u n a  A-epuazione 
equiv~lente  allm f 1) nella quale tutti  gli elementi d i  u n a  colonna s o ~ o  d i u i s ~ i l i  
a destra per x - u. 

Non sara restrittivo supporre u = 0 e allora sarh / pij 1 = 0. Esisteranno 
pertanto n elernenti A , ,  ... , A, di K non tutti nulli tali che si abbia 

Xupponendo, per fissare le idee, che sia A, + 0 si moltiplichi a sinistra 
l'ultirna colonna della matrice B per A, e si  aggiungano poi le rimanenti 
colonne moltiplicate rispettivamente per A,, ... , A,-,, I n  questa ma,niera per 
1.7. si ottiene una matrice 

B'= I 1  b ' i j ~  + F i j  I1 (i, j. = 1) .,. , 9%) 

equivalente a B e nella quale i termini noti fi'i, (i = I, ... , n-) degli elementi 
dell'ultirna colonna sono uguali a liero ed i l  teorema & dimostrato. 
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In  genera le  non accadrh  che, se u ver i f ica  la (1), si possa  t rovare  una  
A-equaz ione  equ iva l en t e  a l ia  (1) in cui  tut t i  gli e lement i  di una  r iga  siano 
divisibi l i  a des t r a  pe r  x - - u .  Nel  caso che ques to  avvenga  u si dirh~ una  
so luz ione  di p r i m a  specie del la  (1), di seconda specie nel caso contrar io .  

1.10. Se la (1) ~ urta A-equazione di grado n e u ~ una  sua  radice di 
p r ima  specie al lora le sue r imanen t i  radici  verificcmo una  h-equazione di grado 
n - - 1 .  

Senza  ledere  le genera l i th  po t remo suppo r r e  che tut t i  gli e l emen t i  del la  
p r ima  riga, del  p r imo m e m b r o  del la  (1) s iano divis ibi l i  a des t r a  pe r  x - - u .  
Allora,  pe r  ogni  r ad ice  • de l la  (1) d ive r sa  da u, si avr~ 

(2) 

bl{ ... bl. 

. , .  

= 0  

Poichi~ la (1) ha grado n si avrh l bu I]=t = 0  e percib  b, , ,  bi~ . . . .  , b~, non 
sa ranno  tut t i  nulli .  S u p p o n i a m o  che sia b~ =1=0; si po t ranno  al lora  determi-  
nare  ko, ... ,  k ,  in modo Che si abb ia  b~- - lv~b~ ( i - - 2 , . . . ,  ~);  si so t t ragga  
a l lora  dal la  i - m a  co lonna  del d e t e r m i n a n t e  ~2)la prima, mol t ip l i ca ta  a s in is t ra  
per  k~. Si otterr/~ l ' e q u a z i o n e  equ iva l en t e  al la  (2) 

bt~ 0 ... 0 

b~,~ -q- ~.2~ c~ic + Y2~ ... c~,~ + Y2, 
. . .  

= 0, 

con ev idente  s igni f ica to  per  Ch,~, yh, k. 
P e r  1.5. e s i s t e ranno  a l lora  k I , . . . ,  i ,  non tut t i  null i  in modo che si abb ia  

k~b. - -  0 

),,(b,,~ -{- ~h) -{- >'2(% ~ + Y,~) -[- ... + t,(c,~5~ -[- y,,) = 0 

Sarh perc io  1 { - - 0  e 

+ + ... + + = o 

(i = 2, .. . ,  n). 

(i = 2, . . . ,  n), 

e quindi ,  s empre  pe r  1.5., 2 ver i f ica  l ' equaz ione  

j c~ix + yq 11 = 0 (i, j = 2, ..., n) 

e poich/~ ]b# It =# 0, sarh, anche  ]c~j !l =t = 0. R imane  d u n q u e  d imos t ra to  il t eorema.  
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Se la ( 3 ) h a  aneora la radiee ~c : u questa  si dice m u l t i p l a  d i  p r i m a  
specie per la (1). 

2. P - i p e r s u p e r f i e i e  e / ) - v a r i e t Y . -  Sia S,._~ (r > 2) t0 spazio proiettivo 
destro sopra il corpo K di dimensione r - - 1 .  Allora i punti  di S,._~ sono 
le r -p l e  ordinate destre (~c~, x~ 2 ~ . . . ,  x,.) di elementi  di K non tutti  nulli, eio~ 
le classi di r -p l e  della forma (x~h, . . . ,  x,.k)7 dove x~7 . . . ,  x r  sono elementi  di 
K non tutti  nulli  e k un qua lunque  elemento di K diverso da zero. 

Gli iperpiani  di S~._~ hanno equazioni del tipo ).~x~ ~ ...-{-),,.x~----07 
cosiceh~ essi sono in corr ispondenza biunivoca con le r -p l e  ordinate sinistre 
[)'~7 ..., )~] di elementi  non tutti  nulli di K. Per tanto  7 se I la~il~:O, I b¢il]:~:O, 
le trasformazioni l ineari  

~c'i --" a~iX i -~- ... -~ airxr (i = t ,  ."7 r) 

(i - -  1, ..., r) 

rappresentano in coordinate di punto e in coordinate di iperpiano collineazioni 
di S,,_~. Chiameremo pro i e t l i v i t~  le collineazioni di S,_~ di questo tipo. 

Consideriamo ora le n 2 forme X~,~ (i, ] = 1, ..., n) l ineari e omogenee 
helle r variabili  xi  . . . .  , x,. e a coefficienti a sinistra e supponiamo che non 
sia ident icamente I X~,] t l - - 0 .  Pe r  1.1. se (x~, x~, ... x,.) b una solazione del- 
l ' equazione [Xi,  il] " - 0  anche (~c~h, x~h, . . . ,  x,,h) lo 6, qua lunque  sia h : :~0 
in K. Per tanto  chiameremo P- iper super f i c i e  di S,._~ d ' o r d i n e  n il tuogo dei 
punti  di S,._~ le cui coordinate verif icano un 'equaz ione  del tipo 

(4) 1 x , ,  J[I = o, 

ossia il luogo dei punti  di Sr_t  per  cui la matrice ItXii[I r isul ta  non inver- 
tibile. 

Per  1.5. la P - ipe r super f i c i e  14) ~ rappresenta ta  parametr icamente  dal 
s is tema 

(5) k~X~ + ... -~ k,~X~ --  0 (i ---- 1, ..., n) 

cio~ ~ il luog0 dei punti  di S~._~ le cui coordinate verificano~ per opportuni 
~,, ..., ),~, il s istema (i). 

]~ chiaro ehe F ordine d~una P - ipe r supe r f i c i e  6 un invariante proiett ivo.  
Chiameremo poi P-var ie t& di S r - i  F intersezione di due o pifi P - ipe r su -  

perficie di S,._~. 
L~intersezione d i u n a  P- ipe r super f i c ie  S di S r - i  con un iperpiano S,._. 2 

di S,._i ~ una P - ipe r supe r f i c i e  di Sr_~ avente lo stesso ordine di $. 

A nnali dt Matematica 
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Siano ~ ,  ~ ,  ~ tre P - i p e r s u p e r f i c i e  d[ S,. e siano 

Ixi, lI = o ,  I Y , ll = o ,  Iz , iI=o 

le loro equazioni ,  n, m, n -~ m i r ispet t iv i  ordini  (i, ] - -1,  ..., n ;  p, q--=l, . . . ,  m;  
r, s = i ,  . . . ,  n + m ) .  

Se I1Z~,~ il ~ la somme d i re t t a  di l! Xii!l  e di tl Ypq N cio~ la mat r ice  tale 
che Zi, i - -  X~, ~ (i, i - -  1, .. . ,  n), Zp+,, ~+~ - -  Yp, q (p, q --. I, . . . ,  m) e con i . r ima-  
nent i  e lement i  ugua l i  a zero, a l lora  it Z~s II r i su l t a  non inver t ib i le  nei punti ,  
e sol tanto i n  essi, dove u n a  delle due matr ic i  I] :Ypq II e ] i  X~j/t r i su l ta  non 
invert ibi le .  Qaesto s igni f ica  che un  punto  appar t i ene  a ~ se, e so lamente  se, 
appa r t i ene  ad ~ o a ~ .  Diremo percib che C ~ l ' u n i o n e  di ~ e di ~ ,  

~ ~U~3 ,  o anche  che ~ ~ r iducib i le  e che ~ e ~3 sono le sue component i .  
E v i den t emen te  F ordine  di ~ ~ la somma degli  ordini  di ~ e di ~ .  

Se ( ~ ,  .. . ,  .~,,) ~ una  delle in tersezioni  di una P - i p e r s u p e r f i c i e  $ di ord ine  
n di S~_~ con u n a  re t i e  t a l lora,  e l iminando  a2~ ..-, ~,--~ t ra  l ' equaz ione  di 
$ e le equazioni  di t, si ha  che ~ ,  ~,. ver i f icano u n a  A-equazione 

bijx, +  ijx,. I1 = O. 

dove hi, j, ~i.j sono e lement i  di K d ipenden t i  da S e da t e sarh Ibiill4=O se 
e solo se, per  tu t te  le in tersezioni  di S con t, r i su l t a  ~,.4=0, cio~ so $ e t 
non hanno  in tersez ioni  impropr ie .  

L a  p r ima  coord ina ta  non  omogenea  x -  x~a~,. -~ di c i a scuna  delle interse- 
zioni propr ie  di S con t v iene d e t e r m i n a t e  del la  5 -equaz ione  

(6) t b jm Jr- t3ij 1l = O. 

Diremo che un  punto  P di coordina te  non omogenee (2~, .. . ,  2,._~) appar- 
t enen te  a u n a  P - i p e r s u p e r f i c i e  S ~ di p r i m a  specie (mul t ip lo  di p r i m a  specie) 
qnando  per  ogni  re t t a  t uscen te  da P l ' equaz ione  (6) ha  xi come radice  di 
p r i m a  specie (mul t ip le  di p r ima  specie). 

Un punto  di una  P - i p e r s u p e r f i c i e  che non sia di p r ima  specie verr~t detto 
di seconda specie. 

Se P(2~, ...~ 2,._~) ~ di p r ima  specie, ma non mult ip lo ,  e per  una  t e t ra  
t uscen te  da P l a  (6) ha  2~ come radice  di p r ima  specie m ul t ipla ,  a l lora  t si 
dice tangente a 8 in P.  

Vogl iamo d imos t ra re  t h e  

2.1. Le  tangent i  a u n a  P- ipersuper f ic ie  ~ in  u n  p u n t o  semplice A di 
p r i m a  specie sono le retle di u n  iperpiano = uscente da A. 
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Per  semplicith supporremo che A abbia le coordinate non omogenee 
(0, ..., 0). I ragionamenti  ehe faremo saranno perb validi in generale. Sia 
tIXi~ ![ - -  0 Fequaz ione  omogenea di S e si abbia Xq = a ~qw~ + ... + aqx~.~ Se 
x~--tix~ ( i - - 2 ,  ..., r - - l )  sono le equazioni di una retta, t, per  A e se la 
(t;) ~ l ' equazione che fornisce la prima coordinata non omogenea delle inter- 
sezioni proprie di S con t, allora si avrh 

bqz + = (ai  + ... + + ai , 

ossia ~i,i = ai~ r isul ta  indipendente  da t~, ..., t,._,. 

Sieeome per  ipotesi A ~ di prima specie esisteranno due matrici  P e Q 
dello stesso ordine di !1Xq II, ]a pr ima ad elementi  in K, la seeonda ad elementi  
nel centro di K, ent rambe invertibili ,  tali che nella matrice 

P]] bqx + ~q r[ O 

tutti  gli elementi  di una riga, la prima tanto per fissare le idee, abbiano il 
termine noto uguale a zero. 

D ' a l t r a  parte si ha 

P II bqw + ~q II (2 -- P II bqx I[ (2 + P tl ~,] tIO. 

Per tanto  tutti  gli elementi  della prima riga della matr ice P II ~qll O sa- 
ranno uguali  a zero. 

Ma, come abbiamo giit osservato, la matrice Ii~q !! non dipende dalla tetra 
t. Per tanto  per ogni ret ta  t passante per A l 'equazionglbi ix  + ~ii!l "--" 0 che 
fornisce le prime coordinate non omogenee delle intersezioni di S con t ~ tale 
che nel l ' equazione ad essa equivalente I P ] ] b q x +  ~q]! Q 11-" 0 i termini noti 
degli elementi  della pr ima riga sono uguali  a zero. 

Posto P II Xq 1! Q ---- !I Yq II, sia hq il coefficiente di x,. in Yq e eonsideriamo 
1' equazione 

(71 

~YII "*' 

hft~ ,*. 

,°° 

a n 1  .,° 

Y~ n 

h2n 
--  O~ 

the, come abbiamo osservato non dipende dalla retta t. Se tutti  i minori 
d 'o rd ine  n - - t  della matrice 

hnl 

"'" h~n 1 
... h , , J  
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fossero uguali  a zero allora per 1.8. la (7) sarebbe ident icamente soddisfatta 
e percib, per qualunque retta t useente da A, l' equazione (6}, che ne fornisce 
le intersezioni proprie  con $, avrebbe 0 come radice mult ipla di pr ima specie, 
mentre  invece A ~ semplice. Quindi almeno uno dei minori della matrice (8) 
sarh differente da zero. Allora l ' equazione ~7) rappresenta  un iperpiano. Sia 
infatti  M un punto di coordinate omogenee t ~ ,  ..., 2+) soddisfacente all 'equa- 
zione {7}. Esisteranno corr ispondentemente  ~ ,  )~, ..., ~.~ non tutti nulli  in 
modo che si abbia 

),,Y,~ + ... + X~,Y~ = 0 

Na  per 1.4. il s is tema 

~ h ~  + ... + ),,,h~,, = 0 

y~h~ + ... q- y,h~, = 0 

(i = 2, ..., n). 

(1 = 2, ..., n) 

ha, a meno di un •attore sinistro, una e una sola soluzione, cosiech~ ),~,... ).~ 
r isultano indipendenti  da M. Per tanto  l ' iperpiano a d 'equazione  

?,,Y,, + ... + ~.~Y~. = 0 

r isulta il luogo dei punti  che verif icano l ' equazione (7) ed ~ chiaro ehe questo 
iperpiano passa per  A. 

S i a m  una retta qua lunque  passante per A. Si cede faci lmente c h e l a  
corr ispondente equazione (6) che fornisce il valore della prima coordinata 
non omogenea delle intersezioni di m con S ha 0 come radice mult ipla di 
prima specie se, e solamente se, m appart iene ad :¢. L ~iperpiano ~ ~ dunque  
il luogo delle tangenti  a $ in A. 

Chiameremo s¢ 1' iperpiano tangente  a $ in A. 

Vogliamo ora dimostrare che 

2.2. Una retta pas san te  per  n - -  1 p u n t i  di  p r i m a  specie di u n a  P- iper .  

superficie S d' ordine n e non  appartenente  ad  $ ha al  mass imo  n intersezioni  

CO~ ~. 

La specie di un punto non muta per effetto di trasformazioni proiettive. 
Per tanto  potremo supporre che gli n - - 1  punti  che co'nsideriamo siano tutti  
propri  e the  le loro prime coordinate non omogenee u~, u~, . . . ,  u~ - I  siano 
tut te  d i f ferent i ;  allora u~, u~, . . . ,  u , _ j  saranno radici di prima specie del- 

l' equazione 

(9) I b~ix + ~t  ]t - 0 

ehe determina anche le ul ter iori  intersezioni della ret ta  con ~. 
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Sia poi 

(10) i cqx -F Y~i II --- 0 

un 'equazione  equivalente alia (9) e tale the  gli elementi  della prima riga del 
primo membro siano divisibili a destra per x - - u ~ .  

Anzi, come abbiamo visto nella dimostrazione del teorema 1.10., potremo 
supporre che sia c~(x -F Y~, - -  ¢~(x  ~ u~), c:, - -  "A~ - -  0 (i - -  2, . . . ,  n). Per indu- 
zione supporremo che la matrice B del primo membro della (9) sia equiva- 
lente alla matrice 

A _ 

~t: 0 

. . . .  o ,  

°°o ooo 

ani O~u2 

O ~ ... 0 \ 

\ 0 ... 0 

• "" ~ r - + - i n  

a ~ n  

dove a~:,  c t~ ,  . . . ,  ot~,. sono polinomi di primo grado in m divisibili a destra 
r ispet t ivamente per m - - u  l ,  ..., m - - u r ,  aij (i=~=j; i, j----l,  ..., n) polinomi 
destri di primo grado in x, e dimostreremo che B ~ equivalente ad una  ma- 
trice dello stesso tipo di A dove gli elementi  della diagonale principale fino 
a quello di posto r Jr- 1 sono divisibili r ispet t ivamente per x - - u , ,  . . . ,  x -  u, .+l 

e dove nella (r4-1)-ma riga sono uguali  a zero tutt i  gli elementi  dopo l'(r-F1)-mo. 

Intanto  esisteranno due mutrici d 'ordine n,  P e Q - - I I  q~J !!, la pr ima ad 
elementi in K ,  la seconda ad elementi nel eentro di K, entrambe invertibili,  
tali che P A t 2  abbia tutti  gli elementi di una riga divisibili a destra per 
x - - u r + l .  Avrh allora tutti gli elementi di una riga divisibili a destra per 
x - -  u,.+~ anche la matrice A Q  - -  P - q P A Q ) .  

Se indiehiamo con M la matrice avente l e  prime r eolonne in comune 
con A e gli elementi delle altre eolonne uguali  a zero e con N la matrice 
ot tenuta da A sostituendo con al tret tanti  zeri gli elementi delle prime r co- 
lonne, abbiamo A ---- M 4 - N  e quindi AQ -- MQ -{-/VQ. 

Tutt i  gli elementi di M Q  non appartenenti  alle prime r colonne sono 
uguali  a zero e percib in una riga di NQ, la / -ma supporremo, tutti gli ele- 
menti non appartenent i  alle pr ime r colonne saranno divisibili a deetra per 

Allora, se consideriamo una qualunque matrice invertibile 
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U -- 

t /o 
, ° .  

0 

0 

o ° .  

0 ... 0 \ 

1 .., 0 I 

. . .  0 

• o .  O 

qa ... qt,~ 

d r - t - i t  . . .  dr+~, 

con dh,~ ( h = r + l , . . ,  n; k - - l , . . . ,  n) elementi del eentro di K, si ha che 
AU 6 equivalente ad A e quindi a B, che nella sua p - m a  riga (p----1, ..., r) 
il termine p -mo 6 divisibile a destra per ~ - -  up e ehe ne l l a  (r + 1)-ma riga tutti  
gli elementi situati helle colonne dalla (r-{-1)-ma a l l 'u l t ima sono divisibili 
a destra per x -  u~+~. A questo punic basra moltiplicare a sinistra AU per 
una eonveniente matrice invertibile ad elementi in K per avere una matriee 
con le carat terist iche volute. 

Esisteri~ pertanto una  matriee triangolare C equivalente a B in eui i 
primi n -  1 elementi  della diagonale principale saranno divisibili rispettiva- 
: m e n t e  p e r  ~ - - U l , . . . ~  X - - ~ ' n - - 1 .  

Risulta facile convineersi the  l 'equazione ]CII----0, oltre le radici di 
prima specie u~,. . . ,  u~_~, ammet~e al massimo un 'a l t ra  radice (Pultimo ele- 
mento della diagonale principale). Infatti ,  come del resto abbiamo gi~t osservato, 
un determinante  del tipo 

a~i 0 ... 0 

a21 ~22 --. (~2n 

, , .  H o  

risulta uguale a zero se, e solamente se si ha a n - - 0  oppure ]ah~ ] j -  0 (h, 
k = 2, ..., n). 

Rimane quindi dimostrato il teorema. 

Mostriamo ora che 

2.3. Dati in  ~ - 1  n sistemi lineari proiettivi di iperpiani di dimensione 
n -  1, il luogo dei pun t i  "comuni a iperpiani corrispondenti ~ una P-ipersu- 
perfieie di S~-1 d'ordine n, passante per i sostegni dei sistemi lineari conside. 
rati i pun t i  dei quali sono di pr ima specie. 
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Siano 0 e O' due sistemi proiettivi di iperpiani  della, stessa dimensione 
n -  1. Sia poi E ~iX~--0 il generico iperpiano di 0, con Xi " - E  ajax i. Dette 

i ] 
[u~, ..., u~], [u~, ..., u~] le coordinate di E ) , i X i - - 0  e del suo corrispondente, 

i 
si avr~t uj Y~ Xiaj,~ u' --- h - -  E u j b h j  ~--- ~ (~  2~aj~)bhi, con evidente significato per 

j J 
aji, bhi. 

Ne segue the  [u'~, .... u~] ha un ~ equazione u~x~ ~ ... q - u ~ x , - - 0  del tipo 
E kiX~ ~ 0 con X~ forma omogenea di primo grado a coefficienti costanti. 
i 
Questo basta per concludere cbe il nostro h o g o  sar/~ rappresentato parame- 
tr ieamente da un sistema di tipo (5) e the  b quindi una P- ipersuperf ic ie  di 
ordine n. 

II resto deI teorema si ottiene tenendo presente the  se ie coordinate di 
un punto annul lano tutt i  gli elementi di una riga dell 'equazione di una P -  
ipersuperficie allora il punto appart iene alla P- ipersuperf ic ie  stessa per 1.3 
e r isulta per essa di prima specie. 

Come conseguenza di questo teorema si ha subito che 

2.4. L a  pi~ generale P-ipersuperficie di S~ d'ordine n si pub ottenere 
come inlersezione con S~. di una  P-ipersuperficie d'ordi~e n generata al modo 
del teoremct 2.3. e ctpparlenente a un S~ di una  conveniente dimensione n ~ r. 

3. Quadriche e coniche. - Diremo quadriche e coniche r ispet t ivamente le 
P-superf ic ie  del secondo ordine di ~ e le P -cu rve  del secondo ordine di S~. E 
diremo quadriche e coniche degeneri r ispet t ivamente le quadriche e le coniche 
di cui facciano parte i punti  di un piano o i punti  di una retta. Diremo 
infine complelamente degeneri le quadriche e le coniche che siano rispettiva. 
mente 1 ~unione di due piani o 1 ~unione di due rette. 

La conica 

i 

Xl X,2 ; 
--0 

a~1 ~a 

degenere e r isul ta  completamente degenere se o solo se a appart iene al 
centro di K. 

Una conica semplicemente degenere ~ costituita da una retta e da un 
insieme di punti  che B. SEinE in [3] ha chiamato C-configurazione. 

Si vede subito che le quadriche e le coniche non degeneri coincidono 
r ispet t ivamente con le quadriche e con le eoniche introdotte da B. SE~RE 
in [3], cio~ una quadrica non degenere /~ il luogo dei punti  delle rette che 
si appoggiano a tre rette due a due sghembe e una conica non degenere ~ una 
sezione di una quadrica con un piano non passante per una tetra della qua- 
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drica. E r isul ta  facile verif icare the  i punti  di prima specie di una quadr ica  
non degenere si dis tr ibuiscono sulle direttrici  della quadrica.  

I1 piano tangente ad una quadrica in un suo punto di pr ima specie la 
taglia secondo una conica completamente degenere unione della direttrice e 
delia generatr ice passanti  per il p unto di contatto. 

Come ha gi~ visto B. SE~R~ in [3] un piano per una genera trice d i u n a  
quadr iea  la taglia ul ter iormente secondo una diret tr ice o secondo una C- 
configurazione. 

4. Una questione rela t iva a p iam grafici non desarguesiani.  - Nella sua 
memoria  [3] B. SEC~:aE ha posto il problema, enunciato anche da L. LOM]~ARDO- 
RADICE in [2], di vedere se in qnalche piano non desargfiesiano esistano 
insiemi di punti  dotati di propriet~ analoghe a quelle trovate da  lui per le 
C-configurazioni  o per  le coniche. Per  inciso nel piano (non desarguesiano 
di traslazione) sopra un conveniente quasicorpo associativo R troveremo insiemi 
di punti  dotati di proprieth analoghe a quelle delle C-eonfigurazioni.  

Sin R un quasicorpo associativo destro d 'ordine q (q numero cardinale 
finito o infinito), cio~ un quasicorpo associativo d~ordine q dove valga la pro- 
priet~ dis t r ibut iva a destra  a(b ~ c) ~ ab ~ ac. Sin H il nucleo di R ciob 
il corpo formato dagli elementi  c di R per cui vale la propriet~ dis tr ibut iva 
a sinistra (a ~ b ) c - - a c - ~  be. Gli elementi  di R permutabil i  con un elemento 
c di H costi tuiseono an eorpo L contenente~ come del resto anche H, il 
centro C di R. Indicheremo con m l 'ordine di L. 

Supponiamo poi che R sia tale che H contenga propriamente  C e indi= 
chiamo con t un elemento del l ' ins ieme H - - C  deg]i elementi  di H non 
appar tenent i  a C. 

Siano: ~ il piano (non desarguesiano di traslazione) sopra R~ g la retta 
impropria  di :¢, I l ' ins ieme dei q punti  propri di a le cui coordinate (x~ y) 
soddisfano l 'equazione 

Due qualunque  puQti di I 

x - - y r .  

M(ut,  u), M'(u't ,  u') (u' 4 u} 

sono congiunti  da una retta che taglia g nel punto (improprio) 

N{ctc -1, 1, O) 

dove c - - u - - u ' .  Infat t i  la ret ta  M_M' ha Fequazione 

(u - -  u')-~(y - -  u) = t-~(u - u ' ) - l (x  - -  ut). 
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Poich6 per ipotesi H contiene propriamente C, se indichiamo con J l ' in-  
sieme dei punti  di g di coordinate (ctc-l~ 1, 0), il numero cardinale,  finito o 
infinito~ degli elementi  di J sarh certamente maggiore di uno. 

Ebbene come in [3] si pub vedere facilmente che I gode delle proprieth 
delle C-configurazioni.  

Precisamente  

a) Ogni tetra congiungente un pu~to M di I con un  punto N di J 
contiene m p u n t i  apparlenenti  ad I. 

b) Ogni retta congiungente due distinti  punl i  M, M'  appartenenti  a I 
incontra g in un  punto N appartenente a J e quindi  viene a contenere un  
pun to  di L 

Supponiamo ora che R sin finito d 'ordine q. 
Se si uniscono i q punti  di I con an  qualunque punto 0 d i g  che non 

appartenga ad J si ottengono q rette distinte fra loro e da g ciascuna delle 
quali per b) non eontiene altri punti  di l. Poieh~ le rette proprie di :¢ uscenti  
da 0 sono precisamente q si ha che 

c) ogni rella d i a  disl inta da g che tagli g in Un punto 0 clue non 
apparlenga ad J contiene uno ed un  solo pun to  di L 

5. Le superficie cubiche e le curve cubiche gobbe. - Tenuto conto del 
teorema 2.3. si ha 

5.1. Se A, B, C sono i centri di tre stelle di p ian i  il luogo dei pun t i  
comuni nile terne di p ian i  corrispondenli ~ una  superficie S del terz'ordine 
avente A, B, C come pun t i  di p r i m a  specie. 

Dal teorema 2.2. r isul ta  allora c h e l a  tetra AB,  se non fa parte di S, 
iucontra  ul ter iormente S al massimo in un punto, mentre le residue interse- 
zioni con S di una ret ta  generiea passante per A per il teorema 1.I0. dipen. 
dono, come le intersezioni di una ret ta con una quadrica, dalla risoluzione 
di una h-equazione di grado 2. ]?ertanto per esse potranno capitare i casi 
trovati da B. SEGRE per le intersezioni di una retta con una quadrica. 

5.2. Dati tre fasci proiettivi di p ian i  ad assi sghembi, il luogo delle 
intersezioni delle terne di p iani  corrispondenli ~ una  curva residua intersezione 
di due quadriche aventi una  direttrice in comune. 

Siano a, b, c gli assi dei tre fasci. I1 h o g o  delle rette comuni alle coppie 
di piani corrispondenti  nei primi due fasci ~ una quadrica avente a, b come 
direttrici.  Analogamente il primo e il terzo generano una quadrica  avente le 

A n n a l i  di  M a t e m a t ~ v a  
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re t te  a, c come di re t t r ic i  e il secondo e il terzo una  quadr ica  avente  b, c 
come diret t r ic i .  Pe r  i punt i  de l l ' i n t e r sez ione  del la  pr ime due  quadr iche  non 
appa r t enen t i  a l la  t e t ra  a passa  anche  la terza quadr ica ,  cosicch~ F in te r sez ione  
delle tre quadr iche  ~ il luogo dei punt i  comuni  alle te rne  di piani  corrispon.  
dent i .  Diremo cubica gobba di p r i m a  specie ques ta  c u r w .  

5.3. I1 luogo C dei pun t i  comuni a raggi corrispondenti in due stelle 
proiettive ~ una  curva passante per i loro centri, residua intersezione di due 
quadriche aventi una  generatrice in comune. 

Siano 

due stel le  proie t t ive  di p iani  di cent r i  r i spe t t ivamente  X e Y. Esse inducono 
u n a  proie t t iv i th  t ra  le due stelle di raggi di centr i  X e Y che a l la  gener ica  
re t ta  x del fascio di centro  X 

xIX~ + ),;X~ + ),;X~ = O, ),;'X~ + )d'X~ + ;~'X~ = 0 

fa cor r i spondere  la t e t ra  y del  fascio di centro  Y 

, " ~ " v  ) , ' y  ),, Y~ + ;,'2 Y,  + ;,'3 Ya --  O, ~,~ ¥~ + 2 ~ 2 + a 8 - - 0 .  

0ra ,  suppost i  fissi )~, ).'~, ~'s, ki', k~', ~ ' ,  il s i s tema helle incogni te  u~, us, ua 

X;ul + ),;u~ + ). . . . . .  au8 = 0, X lu ,  + ~"u 2 q-),3ua = 0 

ammet te ,  a meno di un fa t tore  sinistro,  una  e una  sola soluzione cosicch~, 
s e x  e y sono inc ident i  in un punto  (xl, x2, x~, x4), in esso sara  

Yl  = X ,h ,  Y~ = X~h, Y~ = X~h ; 

per tan to  per 1.1. tu t t i  i minor i  d 'ord ine  due del la  mat r ice  

X~ 322 
Y~ Y~ Y~ 

sa ranno  ugua l i  a zero. Ne viene  t h e  ~ ~ il luogo dei pun t i  comuni  alle tre 
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quadriche 

X~ X2 = 0 .  X~ X.i = 0 ,  X~ 
I71 Y~ Y~ Y~ 

- - 0  

aventi due a due una generatrice in comune. Evidentemente per i punti  
comuui Mle prime due che non stanno sulta retta X~--  I71--0 passa anche 
la terza. Diremo C cubica gobba di seconda specie. 
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