Teoremi di unicith in domini nou limitati e teoremi
di Liouville per le soluzioni dei problemi al contorno relativi
alle equazioni ellittiche.

Memoria (*) di CarLo MIRANDA (a Napoli)

Sunto. - Come nell’ introduzione.

Se si eccettuano alcuni interessanti risultati recentemente stabiliti da
A. DouaLis e L. NIRENBERG in [2] e da S. AeMoON, A. DousLis e L. NIREN-
BERG in [1] per le soluzioni delle equazioni ellittiche a coefficienti costanti
contenenti soltanto le derivate di ordine massimo, non sembra che le que-
stioni richiamate nel titolo siano state finora approfondite, almeno per quanto
riguarda le equazioni di ordine superiore (‘). Credo percid che i risultati al
riguardo, che esporremo in questo lavoro, abbiano qualche interesse, anche
se & molto probabile che essi possano essere notevolmente migliorati. Tali
risultati sono contenuti nei nn. 4, 5, 6, 7 di questa memoria. Di essi alcuni
(n. 4) consistono in teoremi di uniecitd per problemi al contorno, astrattamente
formulati, in domini mon limitati; altri (n. 4) forniscono delle condizioni
sufficienti affinché le funzioni di una certa classe, definita in relazione a un
certo sistema di equazioni elliftiche, si riducano a polinomi rispetto a tutte
o ad alcune delle variabili da cui dipendono.

Nel n. 6 particolare attenzione & stata posta nello studio delle soluzioni
dei sistemi di equazioni che. essendo definite .in tutto lo spazio, verificano
su di una frontiera degenere, costituita dall’intersezione di due o piu iper-
piani, delle condizioni di DiricHLET del tipo di quelle considerate da S. L.
SoBoLEV [11] per le funzioni poliarmoniche ().

I risultati ottenuti sono stati poi ulteriormente precisati nel n. 7 per le
equazioni a coefficienti costanti, con speciale riguardo al caso di una sola
equazione fortemente ellittica contenente soltanto le derivate di ordine

(*) Liavoro nell’ambito dell’ attivita del Gruppo di Ricerche n. 18 del Comitato per la
Matematica del C. N. R. poer I’anno 1991.62,

(*) Per la bibliografia relativa alle equazioni del secondo ordine rimandiamo a [9],
Cap. VII n. 49, in proposito vedi anche [6].

(*) Per il caso delle equazioni fortemente ellittiche generali vedi M. I. Visix [13].
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massimo, caso nel quale & stato stabilito un teorema di wunicita per i pro-
blemi sopra indicati.

Nei nn. 1, 2, 3 sono indicate le notazioni adottate e sono stabiliti alcuni
risultati preliminari. Tra questi sono particolarmente importanti, ai fini della
presente memoria, i lemmi di crescenza del n. 3 che generalizzano un pre-
-cedente risultato di G. StamMpaccHIA [12]

1. Campi e funzioni. Consideriamo un 8§, euclideo di cui indicheremo
con &= (%, %,,.., %) il punto generico, designando poi con | & | la distanza
di guesto dall’origine.

Se 6 =14,4,,.., 4, & un qualsiasi sistema di interi non negativi, porremo
anche:

ol =14, 44+ .+ i,
dlal

LR i
X7 = Xy v Xy, D7 == —
9y, ., Oyn

Sia ora Q un aperto non limitato, dotato della proprieta di cono, e la
cui frontiera indicheremo con 2Q. Per ogni aperto limitato D < Q diremo
C™)(®) la classe delle funzioni reali o complesse continue nella chiusura 9
di @ insieme con tutte le derivate di ordine k< m e CI(D) la sottoclasse
di C(D) costitnita dalle funzioni di C™D) a supporto compatto in 2.

Per ogni funzione g e C™(D) porremo:

ks
(1.1) [g|k,g>=H x |D7g2dac]”, k< m,

{6 | =k

Indicheremo poi con H™(®), H" (@) i completamenti di Co(D), M®)
rispetto alla norma (1.2} e per ogni funzione ge& H™(D) adopreremo il simbolo
Dsg nel senso della derivazione debole; in tal senso continueremo anche a
valerei delle posizioni (1.1} e {1.2).

Se poi u = (u,, u,,.., up) & un vettore, il cui modulo indicheremo con
|u|, che ha per componenti funzioni di classe H™)D) diremo che tale vettore
& di classe H™)D) e porremo:

who=(£ ulk o).
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Diremo ancora che un vettore & di classe U™(Q) se esso & di classe
H™)(®) per ogni aperto limitato ® = Q. Diremo infine che un vettore
we Um(Q) & di classe UYV(Q) se esso & a sapporto compatto in Q.
Fissato una volta per tutte un punto x, = (x,,, ..., %) di S, indichiamo
con Qg I'ipercubo aperto | x; — 2, | << B e poniamo

Qr=2 0@z

Diciamo poi Iz il trasformato di Qp nell’omotetia x; = xy; + Ry; e per
ogni vettore ue H™(Qg) poniamo #(x) = v(y). Un noto lemma di G. EHRLING
e L. NIRENBERG (°) assicura che ad ogni I'p si possono associare due numeri
g, e O tali che per ¢ <¢, e qualunque sia il vettore ve HO([g) riesca per
E<m:

k
(1.3) }fv}k,pﬁgeiv}m,pﬂ,+Csm;vio,p3.
Ora, se
m
0 0,1 = ™ |0 b
posto:
m—k
e — (‘ VloTg >_m—:
|V |n, T
si ha dalla (1.3):
x mok
[0l SU+ Ol o] .

Se invece &
_m_
l v 1011’}2 = Eom—-k ‘ v !m,PR 3
si ha dalla (1.3) scritta per e = ¢, :
k

Iv lk,I‘R = (1 - 0)30’"77:75 \ v lo,I‘R .

Ad ogni R si pud dunque associare una costante K, tale da risultare

(®) Per il caso che I'p sia sufficientemente regolare una dimostrazione si trova in [10];
per il caso generale qui considerato vedi [8].
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per ve H™)(I'g) e per kb <m:

k m -k
W

S K100 (0l vy

Y

Ne segue che per ue H™(RQp) si ha:

k m—F

(1.4) [“fk,()RgK)[{“i: a | |

"

+ B %lu fo,nR} .

R o.0p

Nel corso di questo lavoro noi supporremo costantemente che 1’aperto Q
sia tale che la (1.4) valga uniformemente rispetto ad E, almeno per R abba-
stanza grande, faremo cioé¢ 1’ipotesi che:

i,}) Esistono due numeri positivi K, ed B, tali che la (1.4) sussiste per
k< m e per lutli i vettori we H"™(Qg), qualunque sic R=>R,.

Fissato ora un intero s < # indichiamo con Q' e Q'p le proiezioni di
Qr sulle varietd lineari 8 ed §” di 8§, rispettivamente di equazioni
Xgp1 = Xgpg = .. =&, =0 € , =@, = ... = = 0 e per ogni « di S, diciamo
® e x' le sue proiezioni su § ed §” e poniamo: x = (x, x"}. Per ogni
'€ Q"p resta allora determinato un aperto di §":

wp = wgx") C Vg

costituito da tutti e soli i punti «’'e Qg tali che (x', x’)e Qr. In alcune parti
di questo lavoro faremo su @ la seguente ipotesi, relativa anche ad un fissato
valore di s:

i) Ad ogni indice k si possono associare due costanti K, ed R, tali
che per vix'je H™ o) wg) sé abbia:

k w
. PRy mtk
(1.5) [0 liag S K o[ 0l BF [0 0]

{(¢) Tale formula si trova gis nell’appendice della memoria [4] di E. GAGLIARDO come
caso particolare di un teorema molto pita generale; qui si & preferito dedurla pilt rapida.
mente dalla (1.3).
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Considerato ora un vettore u(x) = u(®/, «”) indichiamo con Viu il suo
gradiente di ordine £ rispefto a «', cioé il vettore che ha per componenti
tutte le derivate di ordine % delle componenti di u fatte esclusivamente
rispetto alle variabili «,, «,,.., ; e prese in un ordine convenzionalmente
stabilito, Applicando la (1.5) ad un vettore u e C™+*)(Qg), considerato come
dipendente solo da «, si ha per " €Q% e per R= R,:

k m
, , R
lvku{O,wRS"Ko[Ivmibku }o,mgiuio,mR—{_R kI“IO,wR .

Di qui quadrando e integrando rispetto a " su RQp, valendosi della
disuguaglianza di ScHWARZ e tenendo conto che:

| Vit {2 da’ < | Viul
G, op

m, Qp
o
si ha facilmente:
L "
1.6 Vi loop < K, V2| | i " ju [ 4 B* | u
(1.6) i EIO,QR*— Kov ;vku’ ‘m:QR;u“’,QR%— iuxo’ﬂﬁ .

Se ora indichiamo con H(®) lo spazio delle funzioni g ottenuto per

completamento di C*)(D) rispetto alla norma

-

tﬁ IVEng:@F

h=0

e se conveniamo di dire che un vettore ¢ di classe H%(D) se tali sono tufte
le sue componenti, si pud facilmente concludere che:

LeMMA L1. - Nell’ipotesi i) la (1.6) sussiste per B=R, e per tutti i
vettori w e Hi(Rg) tali che Viue H(Qg).

Si noti che il risultato sussiste anche per s = n, intendendosi che sia
allora Hp = H®); in tal caso infatti la (1.6) si identifica con la (1.5), la quale
a sua volta non & altro che la (1.4) scritta con m -k al posto di m.

Un’altra ipotesi relativa all’aperto Q che nel seguito dovremo talvolta

Annali di Matematica
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supporre verificata & la seguente:

i,) Ogni polinomio ul{x) che per un « reale soddisfi alla limilazione

lim' B—Cotm |u0 < 4oo, (),
Res>o ’ o 0p

& mnecessariamente di grado nown superiore ad o se =0, ¢ nullo se a <0,

Si verifica facilmente che tale ipotesi &, per esempio, soddisfatta se si ha:

lim” R—*mis @z > 0.

B>

Un’ipotesi dello stesso genere della i,}) e che pure dovremo in certi casi
utilizzare & la seguente:

i(f)} Ogwi polinomio u(x) nelle variabili w, , ..., xs, con coefficienti funzioni
dé Xogyy ., Xn che per un o =0 soddisfi alla limitazione

lim" B~*sup |u | < 4 oo

R0 2r

¢ necessariamente di grado non superiore ad o.

Tale ipotesi & per esempio verificata se & & tale che, quando
ey, ..., )€, anche (Ax,,.., M, Tsg1,.., ©x) €L qualungue sia A >1
(oppure qualunque sia 2 < 1),

Notiamo anche che:

LEMMA 1.2. - Le ipotesi 1)), i), i), i¥’) sono certo werificate se Q = S,
oppure se Q si ottiene da S, privandolo dei punii di wn iperpiano oppure
dell intersezione di due o piw iperpiani, essendo inolire x, e 39.

Invero nei casi indicati I’aperto Iy & indipendente da R e c¢id basta per
quanto rignarda i) e if”). Per quanto concerne poi le i) e if’) 1’asserto

segue dalle osservazioni gid fatte a proposito di queste ipotesi.

(5 Adopreremo i simboli lim’ e lim” al posto di lim e Tim.
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Avvertiamo inoltre che nel seguito porremo per semplicita:
%k 0p = | %k, B

e che adopreremo sovente la funzione {p(x) definita dalla posizione:

g = 1 (R? — x5 per xeQgr
i=1

Crlw)
?:O per x€8,— Qg.

4

2. Problemi uniformemente Vp-ellittici. Consideriamo una qualsiasi va-
rietd lineare V di U™)(Q) che soddisfi alla segnente condizione:

i) Si ha V> Uf,m)(Q} e se ueV si ha anche ulre V.

Talvolta, detto « un qualsiasi numero reale positivo, faremo anche !ipo-
tesi che:

i®) B identicamente nullo ogni vettore we V le cui componenti siano
polinomi di grado non superiore ad o.

Nel seguito indicheremo poi con Vg la variefd lineare di V costituita da tutti
i vettori ue TV che hanno supporto contenuto in Qr -+ 9Qz.

Cib premesso consideriamo un sistema di p equazioni a derivate parziali
di ordine 2m nel vettore incognito u:

0.9
X (——' 1){G§DG(7%@"?"G,TDT'M/” = fi; i = 1, 2, aae g p)
j=1 {ol, |7}

b

(2.1) Miln) =

e proponiamoci di studiare per tale sistema il problema al contorno *consi-
stente nella ricerca delle soluzioni verificanti la condizione:

(2.2} ueV

o |’ ulteriore condizione all’infinito:

(2.3) lim' R—(zatm) | g pZR < + o0,

R —c0

nella quale si indica con x un qualunque numero reale soddisfacente alla
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limitazione:
2.4 20 +n>0.
Osserviamo che la (2.3) & per esempio soddisfatta se, essendo « = 0, riesce:

lim" B—* sup | ulx) | <oco.
R— zelpn

e quindi, in particolare, se si ha, sempre con « = 0:

sup | u(x) | = O(R%)
aG(OR

Supposto il vettore f=(f,, f,,..., fp) di classe U(Q). porremo il problema
in senso debole, ricercheremo cioé un vettore ue€ V tale che per ogni B e
per ogni alfro vettore ve& Vg riesca:

Blu, v] = 2 J‘fmdm
1

i=:

avendo indicato con v il coniugato di v e avendo posto:

Lier s 0yenn, 2
Blu, v}= X z j My, i, g, DoV D*uidi .
4§ fGlalTlQ

%

In gquesto studio supporremo verificate le seguenti ipotesi:

is) I coefficienti mi ;. sono definiti quasi ovunque in Q e wi misura-
bili. e limitati.

i) Il problema considerato & Vg-ellittico uniformemente rispetio a B,
esiste cioé una costante ¢ tale da risultare, qualunque sia B e per ogni
ve Vg:

. 2 —
{2.5) | 0], g < ¢ | Blv, v]|.
Osserviamo anche che, conformemente all’ ipotesi i,), risulta finita la quantita:

Mp= sup | 9,4, 0,(@) |

i’j7¢
lol+lri=h
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Ci tornmera inoltre assai utile una disuguaglianza che si ottiene dalla (2.5)
ponendo in essa v = ulp, essendo u un arbitrario vettore di V.
A questo proposito osserviamo innanzitutto che, essendo:

DGCR —_ O(Rzmn-—] ol )’

si ha facilmente:

+K I3 3 Mugr|ulpgRemtRtrt,
hk p=0 qg=0
pHa<h-+Fk

dove K ¢ una costante dipendente solo da m ed n.
Per 0 < =< R si ha parimenti:

{Rz — rz)zmw { m 12

",

< |ulg|

2
m, R

m m
+ Kv p z l U ’p.R ’ u ]q'RR4mn-«2m+p+q_
Pp=0 g=0
prg<lem

Da tali formule e dalla (2.5) si trae:

(2.6) (R2 — p2)2mn ! " ‘jn . =c 1 Blu, ?;‘&QER] |

o,.

+ (K + K) Ek

"

bg =

k
I M'nixBeme—h—%(Rp | w |y g RY| u g, r),

h, pP=0 q=0
pHo<h+k
dove:
= M per b << 2m
My,
= My + 1 per h = 2m.

Ora, se vale l'ipotesi i,) si ha dalla (1.4):

{ A m—p—g 2
(B [ lp, R)(EY | u g, R) = BEG|(B™ | w 1%8) " ulr) " lulr
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e quindi dalla (2.6) segue una limitazione del tipo

(Bt —ripme [, o] Blw, k]|

Rmt, 2m—h-1

/ e ‘ A Tm ! h 2
+¢ 2 Mp | B | "l + R !,

o R
essendo ¢ una costante che dipende soltanto da m, n, @ ed B,. Di qui, se
gi fa !’ulteriore ipotesi che sia:

ig) Mp=10 per 0 < h <m,,

si trae, tenendo sempre presente che R= R, :

1) (B — v wll, < o| Blu, uCh]
§ 2”;—1 1 m;—x LMty 1
o IR (w7 (w07 (ull 07 ()

2
+ Rowm | uf?

dove anche ¢, dipende solo da m, n, Q@ ed R,.
Riassumendo possiamo enunciare il seguente:

LevMa 2.1. - L’ aperto Q, la varietd V e gli operatori N, soddisfino alle
ipotesi 1i,). i,), i,), is), is). Esiste allora una costanie c,, dipendente solo da
m, n, @ ed R,, tale che per essa valga la (2.7} qualunqgue siano BR= K,
r<Reuel.

3. Lemmi di crescenza. Prima di proseguire dobbiamo soffermarei sn
alcuni lemmi di crescenza, i quali, pur essendo enunciati in. forma alquanto
diversa, possono essere considerati come una generalizzazione di un risultato
di G. STaMPAccHIA [12] e si dimostrano con un procedimento analogo a quello
seguito da questo autore. In una forma un pd pilt generale di quanto stretta-

mente ci occorra, tali lemmi sono i seguenti:

Levmma 3.1, — Siano B e v (< 1) due nwmeri positivi e siano A(t), B(f),
$(f) tre funzioni definite nell’ intervallo Ir = (¢t,, T) aperto a destra ed ivi non
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negative e wverificanti la relazione.
(3.1 (t — =Be(t) =< A(t) 4 B)[$(H)]r

per ogni coppia t, (< t) di punti di tale intervallo. Se, posto:

_ B

Vo= '1—*:'—'{,

riesce per t — T':
1

(3.2) o) = 0 ( = ﬂv)
si ha anche:
(3.3) (T — ©)Bep(7) = 28 sup A4(¢) + 2 sup B(#)[¢(7)]¥.

Ir i

Osserviamo innanzitutto che si pud senz altro supporre che le funzioni
A e B siano limitate e che inoltre la B non sia identicamenfe nulla, altri-
menti la (3.3) sarebbe ovvia. Inoltre basta dimostrare la (3.3) per i valoridiz
per i quali ¢ft) == 0.

Procedendo per assurdo supponiamo che esista un punto ¢, di Iy per il
quale riesca:

(3.4) (T — t,)Pop(t,) — 28 sup A{#) > 2v sup B(t)[o(¢,)]r > 0.
T IT
Posto:

si avrebbe allora, come ora vedremo:;

(3.5) Plia) = (£,)27%1,

da cui seguirebbe in confraddizione con la (3.2):
Pltall T — tal = @t NT — 2,).

Il nostro lemma sard percid dimostrato se faremo vedere che dalla (3.4
seguirebbe la (3.5). Per questo osserviamo che la (3.5) & gia soddisfatta per
# =1, onde basia far vedere che, se essa sussistesse per n=—1m, essa
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varrebbe anche per # = m + 1. Ora dalla (3.1) scritta per & =1tun,,, T = tm,
si trae:
( —_tl)g

sup Bie)[@(tm+)Jr = —gup 9(tm) — sup A(f)
ip Ir

e quindi, se sussistesse la (3.D) per % = m, tenuto anche conto che
vym — v 4 B> 0, si avrebbe:

sup B(t)o(tmr ) = 27={(T — #,P0(t,) — 28 sup A(#)]
Ip I

e di qui, in forza della (3.4), seguirebbe la (3.5) per » = m -4 1.

Levma 3.2. - Siano Af), B,(f),.., Bs(t), s+ 1 funzioni definite nell’in-
tervallo (t, + oo) ed i non negative. Siano poi B, Y (< 1), .., 1s{< 1), dei
numeri positivi e sia infine o(f) nna funzione definita nell intervallo (£,, 4 oo)
ed ivi non negativa e verificante la relagione:

(3.6) (6 — Pplc) < Ay(t) + = Bt

=1

per ogni coppia t, W< t) di punti di lale intervallo. Se, detto y il piit grande
dei vi e qualungue sia T > 1, lo o(t) soddisfa alla (3.2) per t — T —0 e se
inoltre si ha:

3.7 lim" T-8sup(4,(f)+ & Bi{t)] =0,

T Ir fm==1

la o(t) ¢ identicamente nulla in (t,, -+ o).

Invero, detto vy il piu grande dei numeri y; e posto:

A=A+ S B, B=2Z2B
f==1

fnml

si ha che ¢(f) soddisfa alla (3.1). Poiché ¢(t) soddisfa anche alla (3.2) varra
la (8.3) e da quest’ ultima, dividendo per (T — 1) e passando al limite per
T — oo su di una particolare snccessione di valori di 7, segue in forza della

8.7): oty =0.

4. Aleuni teoremi di unicith., Siamo oramai in grado di dimostrare il se-
guente teorema di anicité:
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2

I - Laperto Q, la wvarietd lineare V e il sistema (2.1) soddisfino alle
ipotesi 1,), i,), 1,), i,), i,). Detto o un qualunque numero reale tale che:

2m
4.1 O<2a+n<m,
due soluzioni del sistema (2.1) soddisfacenti alle condizioni (22) e {2.3) diffe-
riscono per un veltore che ha per componenti dei polinomi di grado m — 1 al
pit. Se poi Q soddisfa anche all’ipotesi 1,) e, nel caso o= 0, si suppone che
lo varieta V soddisfi all’ipotesi i®), esiste al pit una soluzione del sistema
(2.1) che soddisfi le (2.2) e (2.3).
Applicando invero la (2.7) ad una soluzione u del problema omogeneo associato,
per la quale riesce dungue:

Blu, utx] =0,
si ha che tale disuguaglianza, posto:
t=R, t=r%  Julwr= i),

si presenta come una limitazione del tipo (3.6), laddove la (4.1), unitamente
alla (3.3), assicura, com’& facile verificare, il sussistere della (3.7). Ne segue,
in forza del Lemma 3.2: u |, g=0 per ogni R= R, e quindi le componenti
di % sono polinomi al pit di grado m — 1. S8e ¢ « << 0 dalla (3.3) e dall’ipo-
tesi i,) segue u = 0. Se invece & a =0 P'ipotesi i,) porta di conseguenza che
le componenti di % sono polinomi al pitt di grado 2 e dall’ipotesi i®} segue
di nuovo u = 0.

A proposito del teorema ora dimostrato potrebbe sembrare conveniente
di sostituire l'ipotesi i) con l’ipofesi i), ma c¢id non sarebbe di alcun
vantaggio perché il verificarsi della (4.1) implica che &: 2 < m — 1. Vogliamo
invece far vedere che un teorema analogo sussiste senza alcuna limitazione
per o del tipo (4.1) e rinunciando anche a supporre verificate le ipotesi i,)
e i®), a condizione perd di sostitnire I’ipotesé i;) con I’altra pilt restrittiva:

is) Hsiste una costante ¢, tale da risultare, qualungue sia B e per ogni
vel R

(4.2) v o r+ vl r=¢c, | Blv, ][, (%
Si ha infatti che:

IL. - L’ aperto Q, la varietd lineare V e il sistema (2.1) soddisfino alle
ipotesi 1,), 1), 1,), i5). Qualunque sia il numero reale a, esiste al pit una solu-
zione del sistema (2.1) verificante le condizioni (2.2) e (2.3).

{®) Bi noti che, almeno in certi casi particolari e per esempio se V= U gm)(g), il sussi-
stere di una disuguaglianza del tipo {4.2) con ¢, dipendente da R sarebbe consegnenza
immediata della ¢5); qui peraliro si suppone che la (4.2) valga con un ¢, indipendente da R.

Avnali di Malematica %
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Per la dimostrazione basta osservare che nell’ipotesi ij) sussiste una
disuguaglianza come la (2.7) con m, =1, nel cui primo membro, perd, ad
K |m,» subentra:

Ur) = |t fm,r + %o,

Allora, se # & una soluzione del problema omogeneo associato, si trae
dalla formula ora richiamata una limitazione del tipo:

(4:3) (R? — r2ppmnl(y) << ¢y Remn—3[U|R)J—¢ I " 1(2;,8R ’

dove ¢ pud essere preso piccolo a piacere. Ora, poiché u soddisfa alla (2.3)
& certo possibile scegliere ¢ in modo che sia:

lim R~-! l % lng =0
R—w

Dopo cid si ha dal Lemma 3.2: U=0 e quindi « =0.

5. Aleuni teoremi generali del tipo di Liouville. In questo paragrafo.
detti &, ¢, s(<< ) tre interi positivi, supporremo sempre che sia:

_ [s+ k41
p - g( k *
Cid premesso diremo che un vettore w a ¢ componenti w,, w,,... wy & di

classe |k, s, V, | se:
a) riesce per ogni R: we Hyp(Qg), Viwe H™ (Qp),

b) ¢l wettore u = Viw & soluzione debole del sistema (2.1) e soddisfa
alla (2.2).

Sunssiste il seguente teorema del tipo di LiouvILLE:

1II. - L’ aperto Q, la varieta lineare V e il sistema (2.1) soddisfino alle
ipotesi 1)), 1,¥)), i), 1)), i}, i,). Detto x un qualunque numero reale lale che:

2(m + k)
(5.1) O<20€+n<2mﬁ,
ogni vettore we ik, s, V, O} che verifichi " ulieriore condizione

(5.2) lim' R=a+n) | |g g < + o0

R~—
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ha tulte le componenti dello forma:

w; = P} + Qilx),

essendo ¢ Pi(x) dei polinomi nelle variabili x,, ..., x, di grado non superiore ad
m -k — 1 rispetto al complesso di tutte le variabili, di grado non superiore
ad m — 1 rispetto alle ®syy, ..., Xn ¢ non conlenents termini di grado inferiore

o k ed essendo i Qix) dei polinomi di grado nown superiore a k— 1 nelle va-
riabili x, , ..., xs con coefficienti funzioni di Loy, .., Ty

Se poi si suppone verificata anche Uipotesi i,) ed é « =k, il grado dei
Pjx) rispetto al complesso delle variabili non supera « e-quello rispetto alle
variabili %syy, ..., €, non supera o — k.

Se infine, sempre essendo verificata Uipotesi i,), si ha O < o < k i polimoni
Pix) sono nulli. Nella stessa ipotesi e se inolire si suppone che per Q wvalga
anche la i,)) e che w soddisfi, invece che alla (5.2), alla condizione pii re-
strittiva :

{5.3) lim" R~*sup |w| < + o
R w0 0p
il grado del polinomio Qix) rispetio alle variabili x ,..., ©s non supera «.

Per dimostrare questo teorema potremo di nuovo ricorrere alla (2.7), che
seriveremo questa volta pounendo # == Viw. Tenendo conto anche del Liemma
1.1 si trova che per R= F, sussiste una disuguaglianza del tipo:

(54 (Re — ropmn | Vi [ << K S Riwn—si| Ty %6 |y 0

dove gli esponenti ¢;, v;, y: sono dati dalle relazioni:

Yi+73i:17
_ 1 _ 1 _ 2m—m, 41
KO TPy Mo = gy ="l 1 %)
2m —m, + 1 m
“’)4ZT, T)a=m+k; 7)5217
w4k
6%21, g = ’;’t 5 53‘:1,
E(2m — -1
84:m+ (2m — m, + )7 ., =m,, e, = m, + 2%,

m
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Si verifica facilmente che per tutti i valori di ¢ si ha:

e di qui, in conseguenza della (5.1), si ha:
(5.5) — g + (20 + n)y; < 0.

Dopo di cid, se si pone:
R =1, rfPe=, | Viw 1o, g = 9(£),

la (5.4) si presenta come una disuguaglianza del tipo {3.6) per la quale, in
forza della (5.5), & soddisfatta la (3.7). Dal Lemma 3.2 segue | Viw |m,gr =0
e di qui il feorema, per tutto cido che pud stabilirsi senza ricorrere all’ipotesi i,).
Dal risultato ottenuto segue perd ancora, tenendo conto della (1.6):

Rttt | Vi B p << K, V2R-Ca4m [ |2 o

e quindi, se si suppone verificata 1’ ipotesi i,), si trae dalla (5.2) che Viw ha
per componenti dei polinomi di grado non superiore ad o — % se a =k ed &
nullo se a < k. In quest’ultimo caso si ha: w; = @; e pertanto, se w soddisfa
alla (5.3) e se si suppone che Q soddisti alla i), il grado dei Qix) rispetto
alle @, , .., x, non pud superare «. Con c¢id il teorema III & completamente
dimostrato.

Vogliamo ora far vedere come questo teorema possa, sotto certi aspetti,

essore reso pitl espressivo se allipotesi i.) si sostituisce la iz). Si ha invero:
p 5

IV. L’ aperto Q, lo varieta lineare V e il sistema (2.1) soddisfino alle ipo-
fesi i,), 1,), i,), 1,), ii). Qualungue sia «il wnumero reale «, ogni vellore
welk, s, V, O} che soddisfi lo (5.2) ha per componenti dei polinoms, di grado
non superiore a k-—1, nelle variabili x.,..x,, con coefficienti funzioni di
Dgpyy ey L.

Nel caso che 0 < a < k e nell’ipotesi che per @ wvalga la 1,%9) e che w
soddisfi alla (5.3), invece che alla (5.2}, ¢ detti polinomi hanno grado non su-
periore ad .

Per la dimostrazione cominciamo con 1’osservare che, nelle ipotesi poste,
si pud, ragionando comé per il teorema II, pervenire ad una limitazione del
tipo (4.3) in cui perd ad U(r) subentra:

Wir) = | Viw o, » + | Virw 5, -
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In forza della ii’) si ha, valendosi della (1.6) del Lemma 1.1:

me

(5.6) (R2 — v W(r) < cyRomn— | [W(RP™ s %[ | 01 ki

+ Bsks [W(RJF~{| w3, o)

.

Se ora si sceglie ¢ in modo che riesca:

me

wm+k

(20 4 n) < 1, e(20 4= n — 2k} < 1,

dalla (5.6) e dal Lemma 3.2 segue W=0 e quindi anche Viw = 0. Con cid
il teorema & dimostrato.

6. Alcune applicazioni a casi particolari. In questo paragrafo ci propo-
niamo di meglio chiarire la portata dei teoremi III IV applicandoli allo
studio di alcuni casi particolari che si ottengono specializzando 1’aperto @,
ia varieth V e la classe |k, 8, V, O},

Cominciamo a considerare un sistema di ¢ operatori differenziali lineari di
ordine 2m mnel vettore w = (w,, ..., w,), che scriveremo nella forma:

q 2m
9{«5(77)) = X > %i,]-,GDUWj, i=1 2, .., q.

j==1 |o]l=0
Fissati due indici non negativi h << 2m ed s <<-n, quest’ultimo in modo che
riesca:

— 8

=

(6.1) z=m-.[” }_120,

taremo sugli operatori 9T; le seguenti ipotesi:

i} I coefficienti n;; , sono di classe C™+" in S, e visultano limilati in
Sw con tulle le loro derivate fino a quelle di ordine m + h.

i) Per tutte le combinazioni ¢ =1i4,,.., i, tali che i FooFis<h i
coefficienti n;, ;. sono funzioni delle sole variabili s, , .., %, (sono costanti
se § = n).

i} Il sistema degli operatori OU; é fortemente ellittico nel senso che esiste
una costante N tale da risultare, per qualunque § = (£, ..., &) reale:
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1, 0d - q
2
Re B2 miy e =N(E e L e,
iyj |o|=m f=1 el
Consideriamo poi un secondo sistema di operatori differenziali 9T; di ordine
non superiore a 2m e tali da verificare le seguenti ipotesi:

i) I coefficienti degli 9U; soddisfano anch’essi all’ipolesi i,) e inolire
sono funzioni delle sole variabili sy, , ..., %y.

i,,) Esiste una costante N’ ftale da risuliare per gqualunque vetlore
we UM(Q):

R £ [motmiae= N wia 0

=1

Cid premesso, e avendo indicato con @ D'intero spazio nel caso s =n il
semispazio x, > 0 nel caso s = n — 1, I"aperto che si ottiene da S, privandelo
dell’intersezione degli iperpiani ®eq, =0,.., ¢, =0 nel caso s<n—1,
prendiamo in considerazione le soluzioni del sistema

(6.2) Oiw) + A9Uiw) = i, i=12..,q
definite in Q e che su 3Q (nel caso s <C ) verifichino le condizioni:

(6'3) Dow; = fi,
con
6 =0 Olysin, 0= |0] <L

Lo studio di tali soluzioni verrd condotto nell’ipotesi che:

i,) le funzioni f; ed f;, siano dei polinomi di grado inferiore ad h
nelle variabili x,, ..., s, le [; con coefficienti funzioni di xsy,,..., n, le fi,
con coefficienti costanti.

Sussiste il teorema:

V. - Supposte verificate tuile le ipotesi dalla i) alla i,,), nonché la (6.1),
esiste un L, lale che per > A, ogni vetiore w che, per qualunque R, sia di
classe Clemtm(Q) n CE+m(Q) N Hm+M(Qp) o che soddisfi alle (6.2), (6.3), (5.2) ha
per componenti dei polinomi, di grado non superiore ad h— 1 wnelle variabili
x,,..., s, con coefficienti funzioni di ®sy,,.., .. Se poi w soddisfa alla

(5.3} con «=0 il grado di tali polinomi non pud superare o.

() Vogliame esplicitamente rilevare che tale ipotesi non implica che il sisiema degli
9 sia ellittico; tali operatori potrebbero percid essere anche di ordine dispari
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Cominciamo con 1’ osservare che derivando & volte le (6.2} rispefto alle varia-
bili %, ..., % si trova che Vimw soddisfa a un sistema del tipo

(6.4) S DPw) + DUy, o(Vrww) + 2D DPw) = O,
i=1,2..,q B8=i,..,40,..,0,  [B|=h,

nel quale gli 9T;s sono operatori differenziali di ordine non superiore a
2m — 1. Inoltre derivando le {6.3) si trova, conservando i significati indieati
per § e a:

(6.5) DeDBw; = 0 per xedf.

Osserviamo anche che i coefficienti del sistema (6.4) sono tutti di classe(C™
e quindi il sistema stesso pud essere scritto in forma analoga alla (2.1).
Detta allora V() la varieta lineare di U®(Q) costruita da tutti i vettori v
tali che per ogni R sia v{gre HY"(Qg) e tenendo conto che Viwe H(Qg) si
si deduce dalle (6.5) che:

Viwwe Vo,

D’ altra parte, poich® per il Lemma 1.2 Q soddisfa all’ipotesi i,) si puo, ripe-
tendo un ragionamento di T. GARDING (5], dimostrare che, in forza delle
i,), i), i,,), i,,), esiste un A, tale che per A > X, il sistema (6.4) soddisfa alla
ipotesi ig).

Dopo cid, essendo verificate anche tutte le altre ipotesi del teorema IV
{con k= h), il teorema V segue da esso come caso particolare.

J1 teorema ora dimostrato si semplifica notevolmente se avviene che per
ogni f=144,,.., 40,..., 0 il vettore DB soddisfa ad un sistema che ha lo
stesso primo membro di quello soddisfatto da .

Per chiarire cid riprendiamo in considerazione gli operatori gia conside-
rati nel n. 2 e alle ipotesi i,) e i,) aggiungiamo ancora 1’ altra che:

i,5) @ coefficienti m; ; ; . siano funzioni delle sole variabili ®s,, , .., Tmw.

Sia poi w = (w,, w,,.. , wy) un vettore soddisfacente al sistema
(6.6) 911@(1?)) = fi, i=1 2 .., p,

e alle condizioni al contorno (6.3), in relazione alle quali supporremo ancora
verificata la (6.1). Valendoci del teorema III, invece che del teorema IV,
possiamo dimostrare che:

VI. - Supposte wverificate le ipotesi i), i,,), i) e i), quest ultima in
relazione alla varietd V©), ogni veltore w che, per qualungue R, sia di classe
CeEm@Q)n COR) N I (Qg) e che soddisfi alle (6.5), (6.8), (5.3) con un «= 0,
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ha per componenti dei polinomi, di grado non superiore ad «, nelle variabili
X, , . %5 CON coefficienti funzioni delle variabili %oy, , .., Ty

Cominciamo con 1’osservare che esiste certo un vettore w, avente per compo-
nenti dei polinomi e tale che w — w, soddisfi ad nn sistema che & dello
stesso tipo del sistema (6.6) e a condizioni del tipo (6.3) con le f;,=0.
Dopo ¢id un noto procedimento di L. NIREMBERG [10]. basato sull’applicazione
della (2.5) ai rapporti incrementali di w — w,, permette di dimostrare che,
qualunque siano k ed B, si ha:

w — w, € HiSLRr), Vi(w — w,) € H™(QR),
da cui anche:

w € Hy(QR), Viw e H™|(Qpg).

Scelto k= h per ogni § =4,,..40,..., 0 con |B|=~F si ha, derivando le
(6.6) e (6.3):

(6.7) IMi(DBw) =0,
(6.8) DeDBw; =0, per x €2,

dove o verifica le stesse limitazioni indicate per la (6.3). Le (6.7) e (6.8) co-
stituiscono un sistema di equazioni e di condizioni al countorno per il vettore
Viw, il cni verificarsi rende possibile 1'applicazione del teorema IlI con
m, = 1. Scelto k£ in modo che risulti:

2(m + k)

Fatn < 2m

’

segue da fale teorema che le componenti di w sono polinomi di grado non

superiore ad o,
Il teorema ora dimostrato contiene anche un risultato negativo che vogliamo

esplicitamente enunciare:

VIIL. - Nelle stesse ipotesi del teorema V1 ¢ se, essendo o < h—1, fra i
polinomi f; ed f;,, ve w'é almeno wuno di grado non inferiore ad h —1, non
esiste alcuna soluzione del sistema (6.6) verificante le (6.3) e (5.3).

7. Il caso delle equazioni a coefficienti costanti. I teoremi del numero
precedente sono senz’altro applicabili quando il sistema soddisfatto da w @
a coefficienti costanti. A questo proposito si pud osservare che, per un nofo
feorema di L. GARDING (5], I'ipotesi i,) & certo verificata se:
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i,,) Esiste una costante M, tale che, per qualsiasi §=(§,,..., &) reale
riesca :
1y.05p

- P ?
Re T B i j0-ECmim = My 2 &) X [
=1

i fol,|T[==m =1

Sussiste pertanto il teorema:

VIII - Se il sistema (6.6) é a coefficienti costanti e se sono soddisfatte le
ipotesi 1i,,) e 1i,,) ogni vetlore w che, per qualunque R, sia di classe
CeEm Q) 0 OHQ) N Hm(QR) e che soddisfi alle (6.6), (6.3), (5.3), quest ultima con
un =0, ha per componenti dei polinomi, di grado non superiore ad o,
nelle variabili x,, ..., xs con coefficienti funzioni di x5y, ..., ®u.

Nel caso s=mn e se gli 9; contengono solo le derivate di ordine 2m, tale
teorema rientra come caso particolare in un risultato di A. DoueLis e
L. NireMBERG [2]. Nella stessa ipotesi per gli O; e se s = n — 1 il teorema
& poi molto affine ad un altro di S. AeMoN, A. Dovgris e L. NIRENBERG [1]
di cni diviene caso particolare, perd, solo nell’ipotesi che le f; siano dei
polinomi anche rispetto alla variabile x,. In tal caso peraltro il risultato
dei predetti autori & piu significativo perché afferma che anche le compo-
nenti di w sono dei polinomi rispetto a tutte le variabili (5).

Per terminare questa memoria vogliamo ora considerare il easo di una
sola equazione, contenente soltanto le derivate di ordine massimeo, in una
sola incognita w(x):

(7.1) Mw)= I wnDw=fF

|o]=2m

al fine di stabilire un teorema di unicitd per il problema al contorno che si
ottiene associando alla (7.1} le condizioni sulla frontiera:

(7.2) Dew(x) = f, per x€dQ

6=0,.., Odsqa, 0o, p, O0=slol=!

e la condizione all’infinito (5.3). Tale teorema & il seguente:

(!} Veramente il teorema ora citato si riferisce al caso di una sola equazione, ma
sembra assai presumibile che esso valga anche per i sistemi. Da notare imoltre che il
teorema stesso & dimostrato nell’ipotesi che I’ equazione sia ellittica, Senza ricorrere all’ipotesi
di ellitticita forte.

Annali di Matematica z
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IX. - I coefficienti n, siano tutti costanti e il polinomio ReXn E° sia defi-
nito positivo per £ reale. Se fe C©®Q) ed f,e Cl11)3Q) esiste al pit una
soluzione della (1.1) che per ogni R sia di classe C@(Q) N CHQ) N HM (Qg)
e che soddisfi alle condizioni (7.2) e (5.3), quest’ ultima con 0 <o < I+ 1.

Invero per il teorema precedente ogni soluzione del problema omogeneo
associato & un polinomio nelle variabili «,,..., x, di grado B =< «, cio® una
funzione del fipo:

g
(7.3) w== X yrodl),

dove, per semplicitd di scrittura, si & posto:

Y= = (2, .., %) b= 2" = (@eqr. ey Tu):

Il teorema sard dimostrato, per induzione, se faremo vedere che ¢. =0
per |t ] =2f. Ora, sostituendo la (7.3) nella {7.1) resa omogenea, si trova
agevolmente che per ogni t tale che || = f§ deve risultare:

M) = X' mD, =0,

lo|=2m

dove il simbolo E” sta a indicare una sommatoria estesa a tutti i o del tipo:
g = 0, ey Ois+1, ey in-

Poiché P operatore O’ & ellittico si ha, in forza di un teorema di

A. DoucLis e L. NIRENBERG [2], che per | o | <X 2m riesce:

| Dol | = O t=17) sup |4ute) )

lef=z|

D’ altra parte, poich®é w verifica le (7.2), la ¢.{f) deve avere uno zero di
ordine [+ 1 per |¢| =0, da cui per { — O:

sup | :(2) | = of |2 ).
lzl=2]t|
Si ha percid, in conclusione, che per |o| =2m—1 e ¢ — 0 riesce:

| Dog(t) | ==of | ¢ |—(am—i—2)-1)
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e questa limitazione assicura, per un teorema di ¥. Jomx [7], che:

i
(7.4 o) = bl + X oDIK( Blacs,

o =0

dove .{f) & una funzione analitica anche per | {| =0, la Kz, ) & la solu-
zione fondamentale dell’ operatore W, le ¢, sono delle costanti e infine:

7@=2m——l——-2—-(n—s)+l:m—i—rlgs]—(n—s).

Ora ¢ stato dimostrato da F. Joux [8] che, posto 2— ¢ ={, si ha:

(1.5 Kie, 4= € oo ( )+ qlC) log €,
dove (£} & una funzione analitica regolare per |[E|=1 e g({), per essere nel

nostro caso 2m>n —s, & un polinomio di grado 2m —(n—3s) se n—s &
pari, ¢ nulla se » — s & dispari. Ne segue che per |¢| =1 la sommatoria
a secondo membro della (7.4) & O(] ¢ |Pm—(n—9)+5) ¢ di qui, tenendo conto della
{5.3) e del fatto che 2m — (n — ) =21 4+ 1 si trae:

lim" B—(2m—(n—s)+s) sup ] (;)T (t} l< + .

R—scc jt1 =R

Dal teorema precedente segue, dopo cid, che .{fj & un polinomio di grado
non superiore a 2m — (n — s} e poiché p.(f) ha nell’ origine uno zero di ordi-
ne I+ 1 si avra:

He=""% " [t (- log | ¢
oty =" 3 |1 e )+ e Tog ]
essendo le yg(€) funzioni analitiche regolari per |&| =1 e e ay delle

costanti. Ma tale funzione non pud manifestamente verificare la (5.3) senza
essere identicamente nulla e di qui il teorema.
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