
Nombre d'615ments ind~pendaats et hombre d'~16ments 
g4n~rateurs dans les algbbres abstrnites finies. 

par EDWARD ~¢~ARCZEWSKI (~Vroclaw, Z°ologne) 

R~sum~. -  Da~s un espace vectoriel~ le hombre max imal  ~ d'dldments inddpendants et le 
hombre min imal  y d' dtdments gdndrateurs co~cide~t  et teur vale~r commune, c' est-~t-dire 
ta dimension, est essentielle da~s la description de l'espace considdrd. 

Le but de ce travai l  est d'dtablir tes relations entre ~ 7 et certains nombres 
apparentds pour ]es alg~bres abstraites £inies, /e mot alg~bre dtanten tendu au se~s 
bien connu de G. ]3~nKn0F~ et la notion d'i~ddpendance au sens de Ill (~) (volt n ° 1). 

Nous obteno~s les relations ent~'e les ~o~nbres en question (n ° 2) en exprimant  
lear aide certains rdsuItats a~tdrieurs, en partieulier ceux de S. SW~nCZKOWSK~ [5] et 
[6]. Ces hombres, calculds pour des alg~bres approprides (n ° 3)~ mcntrent  que les relations 
dent il s 'agi t  ne peuvent pas ~tre re~forcdes (n o ~). 

1. l l g~b re s  abs t r a i t e s :  ddf ini t ions  et  exemples .  Une  fonct ion f: A ' ~  A 
(off n - - 1 ,  2, ... ) s ' appe l l e  une  o p d r a t i o n  dans  A. Les  opera t ions  de la forme 
e ~ i ) ( x l , . . . ,  xn) - -  x k  (off 1 ~ k ~ n) sent  di tes t r i v ia l e s .  Un ensemble  
A ~ In ,  b, ... I m u n i  d' une  classe F = l f ,  g, ... I d ' o p ~ r a t i o n s  dans A, ot b plus  
pr~cis~ment ,  le couple  (A; F )  (qui pen t  ~tre anssi  d~sign~ par  (A; f ,  g , . . . )  

on b ien  pa r  (a, b, ... ; f, g, ... )), s ' appe l l e  une  alg~bre. Les  opera t ions  appar te .  
nan t  i~ F s ' appe l l en t  / o n d a m e n l a l e s .  La  plns  pet i te  classe A ('~ d ' opd ra t i ens  
clans A telle que 10 e(k~)eA ~) pour  k -  1, 2, . . . ,  n~ 2 o si f e F e t  f ~  f2, ... e A  (~, 

on a f ( f l ,  . . ' ,  f , ~ ) e  A (~) s' appel le  lu elasse des opera t ions  a lgdbr iques  de n va- 
r iables.  L ' a l g ~ b r e  est dire t r i v i a t e  lorsque  ebaque  opera t ion  a lg~br ique  est 
t r iviale.  Les  va teurs  de toutes  les opera t ions  a lg~br iques  cons tan tes  s' atopellent 
c o n s l a n t e s  a lgdbr iques .  Deux  alg~bres (A; F )  et  (A; G) ayan t  les classes des 
opera t ions  a lg~br iques  ident iques ,  sent  considdrdes comme ident iques .  

Un ensemble  B c A, clos pa r  r appor t  a u x  op6rat ions  alg6briques,  s 'ap-  
pel le  une  s o u s - a l g ~ b r e  de A. 

Un ensemble  E c A s ' appe l l e  un  ensemble  de g d n d r a t e u r s  de A lo rsque  
la plus  pet i te  sous-a lg~bre  con tenan t  E coXneide ~t A. Dans  le cas off chaque  
~16ment de A est une  cons tan te  a lgdbrique,  F ensemble  vide est par  d6f in i t ion  
un ensemble  de g6n6ra teurs  de A. 

Un ensemble  I---- t az, . . . ,  a~ } c A est un  ensemble  d' 61~ments i n d d p e n .  

(t) Voir aussi tousles autres travaux citgs ici. D'autres tra~aux sur la m~me notion 
d'inddpendance sent citgs dans [3]. 

A n n a l i  d i  M a t e m a t i ~  1 
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dants  lorsque les relations 

f(a~, ..., a~) --  g(a~,.. . ,  a,) f, g e A ("~ 

enirainen~: f = g. 
Passons aux exemples. Posons X,~ = 1 0 ,  1, ..., n - - 1 I  et consid6rons les 

alg~bres suivantes : 

~n - 1' alg~bre triviale /~ n gl~ments: (X.). 

~ ,  - l 'a lg~bre universel le  ~ n ~l~mcnts: (X~; U~), off U.  ddsigne la 
classe de toutes les operations dans X,~. 

C ~ -  (X~, C,), off C~ d~signe la elasse de routes les operations con- 
stantes dans Xs. 

~,~ - l 'a lg~bre des hombres entiers modulo n avec l 'addi t ion modulo 
n, e' es~-~t-dire (X,~; ~ mod. n). 

] B ~  - F algbbre de BooLE de tous les sous-ensembles d' un ensemble /~ 
n ~l~ments: (2x~; D, '). 

~ ,  ~ , ,  ~5' - trois alggbres de P o s t  (~) /~ deux ~l~ments quelconques:  
(a, b; p , ,  p*), (a, b;p,) et (a, b; 1 o*) off p .  et p* sont des operations ternaires 
d~finies par  les conditions 

p,(x,  y, y ) -  p,(y, x, y ) - - p , ( y ,  y, x ) " -  

p*(x, y, y ) -  p*(y, x, y ) =  ~v*(y, y, x ) " - y .  

I 

- l ' a l g ~ b r e  de SWIEI~CZKOWSKI () ~t quatre  616ments quelconques:  
(A; s), off s(x, y, z) d6signe l '616ment de A, diff6rent de x, y e t  z s ' i ls sont 
diff6rents deux /~ deux et s(x, y, z ) -~p , (x ,  y, z) dans le cas contraire.  

~L, - - (Xn;  l~), off l~(a~l, .o., x ~ ) =  xl si xl ,  ..., x~ sont diff6rents deux /~ 
deux et l~(xl, ..., ~ ) - - x ,  dans le cas contraire.  

/15~ --  (X~, m), off re(x, y) --  min (x, y). 

Q,~=  (X.;  q~,... ,  q~_~) pour  n >  1, off q i ( 0 ) = j  et qj(x) = ~c pour $:4=0, 
j =  1, 2, . . . ,  n - - 1 .  

~ = (X,~; r~) pour n > 1, off r,~(~vx, ..., x,_~) d*signe 1' ~l~ment different  

(u) Voir [4]. SWIEI~CZKOWSKI ddsigne 15" par  t¢][~; voir [6], p. 9~ et 96. 
(s) Voir  [5], p. 94, off cette alg~bre est dgsignge par  Ao. 
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de x~, . . . ,  x ,_~ si ~c~, ..., xn_~ sent diffeirents deux ~ deux et rn(~v~, ... ~ x~_~)-- x~ 
duns le eas contraire (~videmment, r~(0) - -  1,~et r2(1)--0).  

(~n°-'(Xn; oo), off co est une op6ration eonstante:  Oo(W)--0 pour tout 

x,~ Xn ,  

2. Propridtds numdriques d 'alg~bres finies. Consid~rons une alg~bre 
2!1--(A; F )  non-vide et finie (e'est-/~-dire telle que l ' ensemble  A est 
non-vide  et fini) et d~signons par  

- le nombre des ~16ments de A ;  

y * - l e  plus petit nombre tel que chaque ensemble compos~ de y* 
~il~ments de A forme un ensemble de g~n~rateurs de A; 

~, - le plus petit nombre de g6n~rateurs de A; 

t - le plus grand hombre d'(~16ments ind~pendants dans A; 

: , -  le plus grand nombre tel que chaqae  ensemble compos6 de :, 
~16ments de A forme an  ensemble d'~l~ments ind6pendants dans A ;  

- le plus grand hombre tel que route op~fration alg6brique duns A 
de "¢ variables soit triviale. 

Ces d~finitions exigent  quelques commentaires  et quelques suppl6ments 
concernant  des cas d~g6n~r6s. 

Duns le eas oil ehaque ~16ment de A est une constante alg~brique, on a 
~,*--~, ~ 0. /kinsi, les valeurs admissibles de y, y*, : et :, sent 0, 1, 2,..., a. 
Si y * ~  1, Ie hombre y * - - 1  est le nombre maximal  des non-g~n~rateurs,  
c 'est-/~-dire la puissance de la plus nombreuse sous-alg~bre aliquote. 
Si :, ~ a, le hombre ~, -'b 1 est ~gal h la puissance d ' u n  ensemble le moins 
nombreux d '~l~ments d~pendants.  

Le nombre ": n ' es t  d6fiai que pour les algbbres non-tr iviales.  S ' i l  existe 
duns A des constantes alg~briques, on pose par  d~finition " : - -  1. S ' i l  n ' y  
a pus de constantes alg6briques et il existe une op~iration alg6brique non 
triviale d ' u n e  variable, on a " : - -0 .  Les valeurs admissibles pour n: sent 
done - - 1 ,  0, 1, 2, .... 

l~ous aliens ~itablir certaines relations entre les six nombres d6finis 
ci-dessus.  

(i) a ~ 7 * ~ , f ~ ,  

L' in6gali t4 ~,_~: (pour les alg~bres finies!) r~sulte d i rec tement  de ]a 
proposition suivante, d~montrde par  SW'IEROZKOWSK[: s ' i l  existe darts une  
algbbre A an ensemble de n g~a6rateurs et un ensemble de n Jr-1 4h!ments 
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ind6pendants, A est inrinie ([5], p. 746, Corollary 1). D'aut~re in4galit6s con. 
tenues duns (i) sent 6videntes. 

On volt ais6ment que duns route a lg6bre  triviale, tous les hombres dans 
la suite ( i ) s e n t  6gaux. Le probl6me s ' impose:  lesquels des nombres clans 
eette suite peuvent 6tre 6gaux pour les alg6bres non- t r iv ia les?  

Remarquons  d 'abord  que F6galit6 c¢ - -~ , ,  ainsi que l '6galit6 ~---~, 
6quivaut ~ la condition suivante:  tons les 616merits de A sent ind4pendants 
(plus pr6ois6ment: A est un ensemble d'416ments ind6pendants dans A). Pa r  

cons4quent, certains r6snltats de SW~ERCZKOWSK[ ([6] p. 94, Th6or6me 1), 
~KRCZZWSKt et U R B ~ K  [4] peuvent  O~re exprim6s comme sui t :  

(ii) Si  2 =~= ~ = ~, l' alg~bre est trii;iale. 

(iii) Si  2 = ~ = ~, l'cdg~bre est ou biet~ triviale, ou bie~ une alg~bre de 
Pos% c ' e s t -~ -d i re  ~ ,  I~ , ,  ou ~*  (voir n o 1). 

L'6galit6 ? * =  ~,----k, off k d6signe un nombre entier  positif quelconque, 
6quivaut ~ la condition suiv~nte: tout sous-ensemble de A, compos~ de k 
416ments, [ormo une base .de A (c 'es t -h-d i re  un ensemble de g6n6ratenrs 

t 

ind6pendants). Pa r  oons6quent, terra ins  r6sultats de SWIERCZKOWSKI ([6)j p. 94, 
Th6or6me 2 et Th4or6me 4) peuvent  4tre exprim6s comme suit:  

(iv) Si  ?* ----- :, ~ 4, l' alg~bre est triviale (et, p a r  eonsdquent, o~ - -  ~,). 

(v) Si  y * - - ~ , - "  3, l'alg~bre, est o~t bien une  al.g~bre tr iviale ~ trois 

dldraer~ts, ou bien l' cdgdbre ~ de S~vierczkowski ~ quatre  dl&nents, (voir n o 1). 

Nous allons d6montrer  encore que (dans les algbbres f in ies! ) la  condition 
?*- - - : ,  ~quivaut h ~ '* - - :  ainsi qu 'h  ~, = ~,. En d 'au t res  te rmes:  

(vi) S ' i l  y a d u n s  la sui te  y * ~  y ~ ~ ~ t, trois termes dgaux,, tons les 

nombres  de oette suite sent  dgaux  : y * - - - ~ , .  

Supposons en effet que k est la valeur  commune des trois termes de la 
suite en question. Pa r  cons6quent • ---- : --  k. I1 exis~e donc duns l ~alg6bre A 
considSr6e un ensemble de k g6n6ra~eurs et un ensemble de k 61~ments 
ind6pendants.  Pa r  consSquent (voir [5], p. 749, Th6or6m 1), pour '  que k 
61~ments de A ferment  un ensemble de g6n6rateurs, il fant et il suffit qu ' i ls  
ferment  un ensemble d~ensemble d'616ments ind6pendants.  Ainsi, si ?*--" k, 
on a :,-----k et inversement,  c. q. f. d. 

La proposition (vi) peut ~tre formuI6e encore de faqon snivante:  

(vi') S il y a d(~ns la s~tite "(* ~ '( ~ ~ ~ ~+ p r d c i s g m ~ t  deux, vcdeurs 

diffdrentes, on a ? ~ ~. 
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l~ous atlons completer  los relations entre les nombres consid6r~s par  des 
propositions coneernant  le nombre z: 

(vii) P o u r  toute  alg~bre n o n - t r i v i a l e ,  on  a • --- ~, ou bien z - -  ~, - -  1. 

I1 est done h d4montrer  

(*) ~, ~ z et (*) ~: ~ ~, - -  1 

Dans le eas z_< O, l ' in~galit~ (*) est 4vidente. Si ": ~> 1, route operation 
alg~brique dans A est triviale, d 'o~  il r~sulte directement  que chaque 
ensemble eontenant  z ~14ments es~ un ensemble d'41~ments ind~pendants,  ee 
qui donne (*). 

Dans le cas : , - - 0 ,  l ' in4gali t4 ( * ) e s t  4vidente. Si ~ , - - 1 ,  il n ' y  a pas 
dans A de constantes  alg4briques,  d ~ofi z ~ 0 - - ~ , - - 1 .  Enfin, si : , > 1 ~  on 
d~montre ais~ment (voir [6], p. 95, proposit ion (~)) que ehaque operat ion 

alg4brique de : , -  1 variables et triviate~ d'o¢t (*). 

(viii) P o u r  route alg~bre n o n - t r i v i a l e ,  si :¢ ~ ~, on  a o: ;> ~ et y > ~. 

L'in4gali t~ :¢ > ~  r6sulte de (ii), (iii) et de ceei que z - - 2  dans les 
algbbres de Pos~ (voir [4], p. 292). 

L ' in6gal i t4  ~ ~ z est 4vidente dans le cas z : -  1. Si " : - - 0  il n ' y  a pas 
de eonstantes alg6briques,  d 'ofl  7 > 0 -- z. Si z ~ 1, route operat ion alg6brique 
de s ~ z variables  est triviale et, par consequent,  chaque sous-ensemble  S de 
A, compos4 de s 414ments est une sous-alg~bre de A. Comme s ~_~ z < a par  
hypoth~se, l ' ensemble  S n ' e s t  pas un ensemble de g4n6rateurs de A, d'ofl 
y > %  c . q . f . d .  

Ajoutons que les proposit ions (vii) et (viii) entrainent  certaine sym~trie 
darts la sui te  

(o) 

savoir, si y : ~ ,  on a y * ~ y = t > ~ ,  ou bien ~ , * . ~ y - - ~ - - ~ , .  Daus le se. 
cond cas, l 'a lg~bre est triviale, ou bien ~,* : y - -  ~ - -  :, ~ 3 (ce qui resul te  
de (iv) et (v)) et ~ > ~(* --  ~, > ~. 

Les  proposit ions (i) et (vii) entra lnent  :¢~. z, il r6sulte donc de (iii) que 
l'6galit(~ ~ - - z  ne subsiste que pour les algbbres de PosT. Pa r  consequent,  
la proposit ion (viii) entralne 

(ix) Si ,  p o u r  u n e  alg~bre n o n - t r i v i a l e  ~ --- z, cette alg~bre est u n e  alg~bre 
de Po~t, 
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3. Table num4rique.  Voiei la table des hombres en question pour les 
alg~bres d4[inies d~ns le n o 1. Nous d~isignons par d(n) le plus grand parmi 
les diviseurs du hombre n moindres que n. 

Alg~bre ~¢ ~'* y : :, ": 

"0,, n 0 0 0 0 - -  1 

¢~ n 0 0 0 0 - -  1 

: ~  2 ~ < n < 2  ~+I 2 ~ 2 ~-~-51 k-}-i  k 0 --I 

:~, n -- 2 ~, k = 0, 1, 2, ... 2 ~ 2 +-~ + 1 k k 0 -- 1 

~ n >  1 n d(n) ~ l 1 1 0 ~ 1  

1ff2 

2 2 2 2 2 2 

2 1 1 1 1 0 

3 2 2 2 2 1 

4 3 3 3 3 2 

~ n  n > 2  n n n n - - 1  n - - 1  n - - 1  

~ n >  1 n n n 1 1 1 

C~ n >  1 n n n - - 1  n - - 1  0 - - 1  

Q~ n > l  n n 1 1 0 0 

~ ,  n > 3  n n - - 1  n - - 1  n - - 2  n - - 2  n - - 2  

Les dSmonstrations des positions respeetives de cette table ne presentent  
pas eu g4n4ral de diffieult4s. Nous nous bornons de donner iei les d4mon- 
strations pour les algbbres de BOOLE : ~  et - i~ titre d~exemple - pour 

1' alg~bre ~ .  
L'alg~bre de Boole ~ possbde 2 ~ 414ments, et pour ehaque sous-algbbre 

de :~. (o1:l n : l, 2, ... ), qui est 4videmment elle-m~me une algbbre de BOOLE, 
le hombre de ses 414ments est de la forme 2] aussi. Il  existe une sous-algbbre 
de ~ ,  qui possbde pr~ieis~ment 2 ~-~ ~14ments; e 'est,  par exemple~ l 'a lgbbre 
de tous les ensembles contenus dans X.  qui contiennent  les deux ~l~iments 
0 et 1, ou bien ne contiennent aueun d 'en t re  eux. Par  consequent,  le hombre 
des 414ments d ' uue  sous-algbbre la plus nombreuse de ~ est 2n-1~ 01~ 

7* = 2"-~ + 1 pour :~.. 
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Oomme on suit, pour  qu ' i l  existe duns ~ une famille de k ~l~ments 
indCpendants (c 'est-¢t-dire seus -ensembles  ind(ipendants de X~) E~, ..., E~, il 
faut  et il suffit  que n ~ 2  ~: ([2], p. 141, proposit ion (iv) (*)). Pa r  consequent,  
si 2 ~ ~ n  ~ 2~+ ~, on u ~ --  k pour  l ' a lgbbre  ~n .  

Passons  au nombre y. I1 est facile ~t dCmontrer que l 'a lg~bre de Boo:sE 
engendr¢e par  une famille compos¢e de I ensembles est compos~e el le-mSme 
de 2 ~ ensembles au plus. Par  cons¢quent,  s i n  --  2 ~, on a ~" => k pour  1' alg~bre 
~ ,  et s i n  ~ 2 ~, on a 7 ~ k - [ - 1 .  ~ o u s  allons d¢montrer  les deux in¢galitCs 
inverses. 

Si n - - 2  ~, la famille E~, ...E~ d 'ensembles  indCpendants const i tue une 
famille de g¢nCrateurs de ~ .  En effe~: les 2 ~ -  n atomes de cette famille 
sent disjoints et non vides, et par  consequent  ee sent les ensembles:  I01,  
I l l ,  i 2 I , . . . ,  f n - - t l ;  il en r¢sulte que les reunions de ces ensembles  
ferment  la classe de t o u s l e s  sobs-ensembles  de X~. On a done y ~_ k. 

Supposons maintenant  2 ~  n ~ 2 ~+~ et dCsignons par F~, . . . ,  F~, F~+~ 
une famille d' ¢l¢ments ind¢pend~nts dans ~ + ~ ,  c' es t -h-d i re  de sous-ensem- 
bles ind¢pendants de X~+~. I1 n' est pas difficile k dCmontrer que les ensembles 

ferment  une famille de g~n~rateurs de :~,~. 0n  a donc y ~ k-~-1. 
I1 existe dans l 'a lg~bre :~n des constantes  alg~briques ( l 'ensemble vide 

et X~), d 'ofi  ~ , - - 0  et z - - - - 1 .  
Passons  maintenant  ~t l'alg~bre ~ n .  On a ~videmment l~(~c~,..., x ,)  

e l  x~ .... , x~ l ;  il en r~sulte que chaque sous-ensemble  de X,~ est une 
sous-alg~bre de ~ .  Pa r  consequent  7 * - - Y -  n. 

:Nous allons d~montrer  qua toute operation algdbrique de n - - i  variables  
dans ~ .  est triviale. Cela rdsulie directement  de la d~finition des operations 
alg~briques et de l ' impl ica t ion suivante:  Si f~, . . . ,  f,~ sent des operations 
triviales de n - - 1  variables,  l 'op~rat ion ln(f~,..., f,) est triviale. En effet:  
parmi les operations f~, . . . ,  f ,  il y en a deux identiques,  d~ofi, par  la 
d~finition de l~, on a l,,(f~, ..., f.)--f,~. 

Les ~ldments 0, 1, 2 , . . . ,  n - - 1  sent d(~pendants car  

1~(0, 1, 2, ..., n - -  1) = e~'~(O, 1, 2, ..., n - -  1) 

tandis que 1,, :~: e(~ "). Pa r  consequent  : <: n -  1. 

(4) :Remsrquons que ]e symbole ~ n  poss~de datls le travail  citd [2] un autre sens qu'ici.  



8 E. MAgCZEWSrCI: ~V'ombre d'dldments inddpendc~ts et hombre, etc. 

II en r6sulte, d'apri~s (i) et (vii) que 

n - -  1 ~_ : ~  : , ~  z - -  n - -  1". 

4. Discussion des rdsultats .  /qotre table num~rique permet  de formuler  
quelques remarques  sur les propositions d u n  o 2. Nous voyons par exemple 
que dans la suite (i): 

le plus grand saul peut  se t rouver entre  ~ et y* (l 'algbbre ~1~), entre y* et ~, 
( algebre ~,,), entre  ~( et L (l 'alg6bre xqD,~) ou bien entre : et :, (l 'alg~bre G°). 

Le but  principal  ce eette section est de montrer  h l ' a ide  de la table du 
n o 3 que les propositions d u n  o 2 ne pourra ient  pas ~tre renforc6es. 

Dans la proposition (i), aueune  parmi les in6galit~s ~> ne pent ~tre rem- 
plac~e ni par > ni p a r - - .  De plus, it exisfe des algbbres pour lesqueltes 
les cinq hombres consid6r6s sent cliff,rents deux /~ deux (l 'alg6bre de BooLE 
JB., off 2 ~ n < 2 ~ +  ~, k - - l ,  2, . . .)  et il y a d ' au t res  pour lesquelles ces 
hombres sont 6gaux (les algdbres t r iv ia les  et les alg~bres de Pose). 

Dans les propositions (ii) et (iii) l 'dgalit6 ~- - - :  ne pent ~tre remplacge 
ni par  ~ - - y  (exemples: les algbbres 2Ln et ieiD2), ni par ~,*---¢ (les algbbres 
~e~ et 1~), ni par :¢ - -  : <~ 1 (les algbbres 2L~ et 11~). 

Dans les propositions (iv) et (v), on ne peut pas remplacer  l '6galit6 
y*- - - : ,  par y * - - : ,  ~ i (exemple:  11~, pour n > 3). I1 existe une infinit6 
d' algbbres non triviales pour lesquelles y* - -  :, < 3 (par exemple:  17alg~bre 
1R~ et les algbbres mentionndes clans [6], p, 94.95). 

]~galement, la proposition (vi) ne peut 6tre renforc~e. Plus pr~cis6ment: 
routes les combinaisons d'6galit6s et d'indgalitds, saul  celles qui sont exclues 
par la proposition (vi), peuvent  avoir lieu dans ]a suite y*~> y ~ : ~ : ~ ,  /~ 
savoir : 

> 7  ~ ,  

> ,  > ,  > 

(tes alg~bres ll~, lO et d' autres) 

(les alg~bres ~ ,  flD,~ et ll~n pour n > 3): 

(les alg~bres ~2k pour k -  1, 2, ..., Q~, C°~ 

(17 atg~bre ~ pour 2 k ~ n ~ 2k+1). 

La th~se de (vi') tombe en d~faut lorsqu ' i l  y a trois valeu-rs diffdrentes 
darts route la suite (o). (Exemple:  l 'alg~bre ~ ) .  
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Quant ~, la proposition (vii), il y a dans la table du n o 3 mainf~s exemples 
pour les deux possibilit6s pr6vues par la thbse. 

L 'a lg~bre  %,~ montre  que le hombre y clans la proposition (viii) ne peut 
~tre remplae6 par  t. 

Les alg6bres 11~, 1R~ et ~ montrent  que l '6galit6 y = • dans la proposition 
(ix) ne peut Otre remplac6e par y -  t, et les alg~bres %,  et /11~,~ que l '6galit~ 
en question ne peu't ~tre romplac6e par  ~--~.  
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