Nombre d’éléments indépendants et nombre d’éléments
générateurs dans les algébres abstraites finies.

par EDWaRD Marczewskl {Wroclaw, Pologne)

Résumé. - Dans un espace vectoriel, le nombre maximal . d’élémenis indépendanis et le
nombre mwinimal ¢ 4’ éléments générateurs coincident et leur valenr commune, ¢’ est-a~dire
la dimension, est essentielle dans la description de Vespace considérd.

Le but de ce itravail est @ établir les relations entre i, y et certains nombres
apparentés pour les algébres abstraites finies, le mot algébre étant entendu au sens
bien connu de . BIRKHOFF ef lo notion d’indépendance au sens de {(] (1) (voir n° 1).

Nous obtenons les relations enire les mombres en question (n° 2} en exprimant a
lewr aide certains résultats antérienrs, en particulier ceux de S, SwigrCzZKOWSKI [b] ef
[6]. Ces mombres, calculds pour des algébres appropriées (n® 8), mentrent que les relations
dont il §' agit ne pewvent pas 8tre renforcées (n° 4).

1. Algébres abstraites: définitions et exemples. Une fonetion f: A4* — 4
(ot » =1, 2,...) s’appelle une opération dans A. Les opérations de la forme
egf)(xl,..., Xy) = axx (o 1<k << wn) sont dites {riviales. Un ensemble
A=1a, b,..} muni d’une classe F=1{f, g,...1 d’opérations dans 4, o®, plus
précisément, le couple (4; F) (qui peut &étre aussi désigné par (4; f, g,...)
ou bien par (@, b,...; f, g,...)), s’ appelle une algébre. Lies opérations apparte-
nant & F & appellent jondameniales. La plus petite classe A“ d’opérations
dans 4 telle que 1° e e AW pour k=1, 2,...,n, 2°si feFet fi, fz,..€ A",
on a f(fi, ..., fm) €A™ ¢ appelle la classe des opérations algébrigues de n va-
riables. 1 algébre est dite friviale lorsque chaque opération algébrique est
triviale. Les valeurs de toutes les opérations algébriques constantes s’appellent
constantes algébriques. Deux algébres (4; F) et (4; G) ayant les classes des
opérations algébriques identiques, sont considérées comme identiques.

Un ensemble B < 4, clos par rapporf aux opérations algébriques, s’ ap-
pelle une sous-algébre de A.

Un ensemble E < A s’appelle un ensemble de générateurs de A lorsque
la plus petite sous-algébre contenant F coincide 4 A. Dans le cas ot chague
élément de A est une constante algébrique, I’ ensemble vide est par définition
un ensemble de générateurs de 4.

Un ensemble I = {ay,.., 0.} <4 est un ensemble d’éléments indépen-

(!) Voir aussi tous les autres {ravaux cités icl. D’autres travaux sur la méme notion
d’indépendance sont cités dans [3].
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dants lorsque leg relations

@, ey O) = g1, o0y Q) f, ge A"™

entrainent: f=g.
Passons aux exemples. Posons X, = {0, 1,..., » — 1] et considérons les
algébres suivantes:

Ty - V algdbre triviale & n éléments: (X,).

W, - Ialgébre universelle & n éléments: (X,,; U,), ot U, désigne la
classe de toutes les opérations dans X,.

Cr = (X,, Cun), ot C, désigne la classe de toutes les opérations con-
stantes dans X,.

3. - Palgébre des nombres entiers modulo n avec 1’addition modulo
n, ¢ est-a-dire (X,,; -+ mod. #n).

B, - Ualgdbre de BooLr de fous les sous-ensembles d’un ensemble &
#n éléments: (2%,; U, ")

D, D., P* - trois algdbres de Post (*) & deux éléments quelconques:
(a, b; py, p¥), (@, b;p,) et (a, b; p*) ol p, et p* sont des opérations ternaires
définies par les conditions

P*(-’B, ) :p*(y, &, y)x.p*(y) Y, ¥)=x

p*(ac, Y Y =19*(?j, x, Y =.p*(y; Y, ) =y.

% - Palgébre de SWIERCZEOWSKI () & quatre éléments quelconques:
(4; s), on s(x, g, #) désigne 1’ élément de A4, différent de x, y et z §’ils sont
différents deux a deux et s(x, y, 2) = p,(x, y, #) dans le cas contraire.

W= (X0} )y 01 L@y, oo, )= @3 81 %1, ..., %, sont différents deux &
deux et l(x,, .., ®,) = %, dans le cas contraire.
M, == (Xy, m), ot mx, y)= min (x, y).

Qu = (Xu; G, s @no) pour #>1, ot g0) =7 et g,(¥) = » pour & == 0,
i=1,2.,n—1

Ry = (Xp; ¥w) pour # > 1, ol £y, ..., Xu—y) désigne I’ 6lément différent

(%) Voir [4). SwinrozrowskI désigne P* par My; voir [6], p. 94 et 96.
(3} Voir [B], p. 94, oi1 cefte algebre est désignde par 4,.
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de @y, «., Xy_y 81Xy, .., p_y sont différents deux & deux et 7@y, ... , Bye) =X,
dans le cas contraire (évidemment, r,(0) = 1Zet ry(1) = 0).

Cn=(Xu; ), Ol ¢, est une opération constante: c(x) =0 pour toat
rxeXy.

2. Propriétés numériques & algébres finies. Considérons une algdbre
Bl =(4; F) pon-vide et finie (c¢’est-a-dire telle que 1’ensemble A est
non-vide et fini) et désignons par

o - le nombre des éléments de 4;

v* - le plus petit nombre tel que chaque ensemble composé de y*
éléments de 4 forme un ensemble de générateurs de 4;

Y - le plus petit nombre de générateurs de A;
t - le plus grand nombre d’éléments indépendants dans A4;

ty — le plus grand nombre tel que chaque ensemble composé de t,
éléments de 4 forme un ensemble d’éléments indépendants dans 4 ;

t - le plus grand nombre tel que toute opération algébrique dans 4
de t© variables soit triviale.

Ces définitions exigent quelques commentaires et quelques suppléments
concernant des cas dégénérés.

Dans le cas olt chaque élément de A est une constante algébrique, on a
v* =y = 0. Ainsi, les valeurs admissibles de v, y* ¢ et t, sont O, 1, 2, ..., a.
Siy*>1, le nombre y* —1 est le nombre maximal des non-générateurs,
¢’est-a-dire la puissance de la plus nombreuse sous-algébre aliquote.
Sit, <a, le nombre i, 4 1 est égal a- la puissance d’un ensemble le moins
nombreux d’éléments dépendants.

Le nombre © n’est défini que pour les algébres non-triviales. §’il existe
dans 4 des constantes algébriques, on pose par définition 1= —1. S'il o’y
a pas de constantes algébriques et il existe une opération algébrique non
triviale d’une variable, on a t=0. Les valeurs admissibles pour < sont
donec — 1, 0, 1, 2, ....

Nous allons établir certaines relations entre les six nombres définis
ci-dessus.

Haz=yr=ry=t1=1

I’ inégalité y == (pour les algébres finies!) résulte directement de la
proposition suivante, démonfrée par SWIEROZKOWSKI: ¢'il existe dans une
algdbre 4 un ensemble de »n générateurs et un ensemble de n 4 1 Sléments
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indépendants, 4 est infinie ([b], p. 746, Corollary 1). D’autre inégalités con-
tenues dans (i) sont évidentes.

On voit aisément que dans toute algébre- triviale, tous les nombres dans
la suite (i) sont égaux. Le probléme s’ impose: lesquels des nombres -dans
cette suite peuvent étre égaux pour les algébres non-triviales?

Remarquons d’abord que V'égalifé o« = 1, ainsi que VI égalité o =,
équivaut & la condifion suivante: tous les éléments de A4 sont indépendants
(plus précisément: A est un ensemble d’é6léments indépendants dans 4). Par
conséquent, certains résultats de SwiErczKOWSKI ([6] p. 94, Théoréme 1),
MarozewsKL et URBANIK [4] peuvent &ire exprimés comme suif:

(ii) Si 2 d=a =, Ualgébre est riviale.

(iti) 8% 2 =a =, U algébre est ou bien iriviale, owu bien une algébre de
Posr, ¢ est-a-dire P, P,, ou P* (voir n° 1).

1’ égalité yv* =1, = k, ol k désigne un nombre entier positif quelconque,
équivaut & la condition suivante: tout sous-ensemble de A4, composé de %
6léments, forme une base de 4 (¢’ est-d-dire un ,ensemble de générateurs
indépendants). Par conséguent, certains résultats de SWIBROZKOWSKI ([6); p. 94,
Théoréme 2 et Théoréme 4) peuvent &tre exprimés comme suif:

(iv) Si y* =, = 4, U algébre est triviale (et, par conséquent, o =1,).
# *

(v) Si y* =1, =238, Valgébre est ou bien une algébre triviale & trois
éléments, ow bien U algébre & de Swierczkowski & quatre éléments, (voir n° 1)

Nous allons démontrer encore que (dans les algébres finies!)la condition
v# =1, équivaut & y* =t ainsi qu’a y=1,. En d’autres termes:

(vi) S84l y a dans la suite v* =y =1 =, trois termes égaux, tous les
nombres de cette suite sont égaux: v* = 1.

Supposons en effet que % est la valeur commune des trois termes de la
suite en question. Par conséquent y =t = k. Il existe donc dans I’algébre 4
considérée un ensemble de %k générateurs et un ensemble de & éléments
indépendants. Par conséquent (voir [5], p. 749, Théorém 1), pour” que k
éléments de A forment un ensemble de générateurs, il faut et il suffit qu’ils
forment un ensemble d’ensemble d’éléments indépendants. Ainsi, si v* =k,
on a v, =k et inversement. c.q. f. d.

La proposition (vi) peut étre formulée encore de fagon sumivante:

(vi'y 8'il y a dans la suile y* =y ==y, précisément dewx valenrs
différentes, on & v > 1. '
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Nons allons compléter los relatlons entre les nombres considérés par des
propositions concernant le nombre t:

(vii) Pour foute algébre non-triviale, on a t =1, ou bien == 1, — 1.

Il est donc & démontrer
(*) W=7 et - T=t,—1

Dans le cas 1= 0, 'inégalité (*) est évidente. Si = 1, toute opération
algébrique dans 4 est triviale, d’ott il résulte directement que chaque
ensemble contenant t éléments est un ensemble d’éléments indépendants, ce
qui donne (¥),

Dans le cas v, =0, I’inégalité () est évidente. Si t, =1, il n’y a pas
dans 4 de constantes algébriques, d’ott 1 =0 =1, — 1. Enfin, si 1, > 1, on
démontre aisément (voir [6], p. 95, proposition (x)) que chaque opération
algébrique de ., — 1 variables et triviale, d’otl (}).

(viii) Pour foute algébre non-triviale, si o >, on @ o« >t et ¥ > 1.

I’ inégalité « >t résulte de (ii), (iii) et de ceci que t=2 dans les
algébres de Post (voir [4], p. 292).

I inégalité v >t est évidente dans le cas 1= — 1. Si 1=0 il 0’y a pas
de constantes algébriques, d’otty > 0 = t. 8i 1= 1, toute opération algébrique
de s =t variables est triviale ef, par conséquent, chaque sous-ensemble S de
4, composé de s éléments est une sous-algébre de 4. Comme s<<t < a par
hypothése, 1’ensemble S n’est pas un ensemble de générateurs de 4, d’ou
Y >7, 0 q.f d.

Ajoutons que les propositions (vii) et (viii) entrainent certaine symétrie
dans la suite

© eyt =ry=i=, =0

a savoir, si y =1, on a v* >y =1>, ou bien y¥=y=1=1,. Dans le se-
cond cas, 1’algébre est triviale, ou bien v* =y =1 = e << 3 (ce qui resulte
de (iv) et (v)) et & > v* =1, > 1.

Les propositions (i) et (vii) entrainent « ==, il résulte donc de (iii) que
I'égalité « =t ne subsiste que pour les algébres de Post. Par conséquent,
la proposition (viii) entraine

(ix) 8%, pour une algébre non-triviale y = =, cefte algébre est une algébre
de Post,
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3. Table numérique. Voici la table des nombres en question pour les
algébres définies dans le n® 1. Nous désignons par d(n) le plus grand parmi
les diviseurs du nombre # moindres que .

Algébre o y# Y t by T
T " 7 n n "
[0 " 0 0 0 0 —1
Cs n 0 0 0 0 —1
B, o« p < 2R o gt L1 k-1 % 0 —1
3B, n=2% =012 .. R eSS S % 0 —1
3. n>1 n dn)+1 1 1 0 —1
b, B B* 2 2 2 2 2 2
R 2 1 1 1 1 0
Rs 3 2 2 2 2 1
o} 4 3 3 3 3 2
P, 0> 2 n n 77 w—1 n—1 n—1
an,. n>1 n 7] 7 1 1 1
. n>1 % ) wn—1 n—1 0 —1
Q. n>1 ” ) 1 1 0 0
R, >3 ) w—1 n—1 n—2 n—-2 n—-2

Les démonstrations des positions respectives de cette table ne presentent
pas en général de difficultés. Nous nous bornons de donner ici les démon-
strations pour les algdbres de BoorLe 3B, et - & titre d’exemple - pour
U algébre AL,.

L’ algébre de Boole B, posséde 2% éléments, et pour chaque sous-algébre
de 1B, (ot =1, 2,...), qui est évilemment elle-méme une algébre de BooLg,
le nombre de ses éléments est de la forme 27 aussi. Il existe une sous-algébre
de 1B, qui posséde précisément 2%~ éléments; ¢’ est, par exemple, U algébre
de tous les ensembles contenus dans X, qui contiennent les deux éléments
0 et 1, ou bien ne contiennent aucun d’entre eux. Par conséquent, le nombre
des 6léments d’une sous-algdbre la plus nombreuse de 3B, est 2*~%, ont
v* = 2»~* .. 1 pour JB,.
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Comme on sait, pour qu’il existe dans B, une famille de & éléments
indépendants (¢’ est-a~dire sous-ensembles indépendants de X,) Ei,.., Eg, il
faut et il suffit que » =2% ([2], p. 141, proposition (iv) (*)). Par conséquent,
si 28 <y < 26+ on a t=1F% pour !’algébre 1B,.

Passons an nombre y. Il est facile & démontrer que I’algébre de BooLE
engendrée par une famille composée de ! ensembles est composée elle~-méme
de 2% ensembles au plus. Par conséquent, si # = 2%, on a y = % pour I’ algdbre
B,, et 8si n >2% on a y=% - 1. Nous allons démontrer les deux inégalités
inverses.

Si n=2% la famille F,,..Ey; d ensembles indépendants constitue une
famille de générateurs de JB,. En effet: les 2 =n atomes de cette famille
sont disjoints et non vides, et par conséquent ce sont les ensembles: {0},
114, 124,.., i#w-—11; il en résulte que les réunions de ces ensembles
forment la classe de tous les sous-ensembles de X,. On a done v <%.

Supposons maintenant 2% << n < 28+ et désignons par Fi, .., Fi, Frq
une famille d’éléments indépendants dans JB,e+1, ¢ est-a-dire de sous-ensem-
bles indépendants de X,k-+1, Il n’ est pas difficile & démontrer que les ensembles

Fl m X/n, Fg m Xn, ey Fk+1 m X/n

forment une famille de générateurs de 3B,,. On a donc y <k 4 1.

Il existe dans algebre 3B, des constantes algébriques (I’ensemble vide
et Xp), dott 1, =0 et t=—1,

Passons maintenant a4 Valgébre L,. On a évidemment (s oy %)
€lw;...., !; il en résulte que chaque sous-ensemble de X, est une
sous-algébre de AL,. Par conséquent y* =y = n.

Nous allons démontrer que toute opération algébrique de n — 1 variables
dans I, est triviale. Cela résulte directement de la définition des opérations
algébriques et de I’implication suivante: Si fi,.., f. sont des opérations
triviales de »n— 1 variables, 1’opération L(fi,..., f.) est triviale. En effet:
parmi les opérations fi,.., f» il y en a deux identiques, d’oli, par la
définition de I,, on a L(fi, ..., fu) = [n-

Les éléments 0, 1, 2,..., »— 1 sont dépendants car

LO, 1,2 ., n—1)=¢e"0,1,2.., n—1)
tandis que I, = ™. Par conséquent « <n — 1.

() Remarquons que le symbole 38, posséde dans le travail cité [2] un autre sens qu’iei.
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Il en résulte, d’aprés (i) et (vii) que

n—1l=i1=,=1=n—"1

4. Discussion des résultats. Notre table numérique permet de formuler
quelques remarques sur les propositions du n° 2. Nous voyons par exemple
que dang la suite (i):

a=vizy=i>,

le plus grand saut peut se trouver entre « et y* (I’algébre U,), entre y* et y
(’algdbre @u), entre v et ¢ (I'algébre (M,) ou bien enfre ¢ et t, (I’ algébre Cp).

Le but principal ce cette section est de montrer & 1’aide de la table du
n® 3 que les propositions du n° 2 ne pourraient pas étre renforcées.

Dans la proposition (i), aucune parmi les inégalités == ne peut étre rem-
placée ni par > ni par=. De plus, il existe des algébres pour lesquelles
les cinqg nombres considérés sont différents deux & deux (I’algébre de BoorLm
B, ot 2P<n <28+ E=1, 2 ...) et il y a d autres pour lesquelles ces
nombres sont égaux (les algébres triviales et les algébres de Posm).

Dans les propositions (ii) et (iii) I’égalité o = . ne peut 8tre remplacée
ni par « = v (exemples: les algébres AL, et (M), ni par y* = (les algébres
R, et R,), ni par « — ¢ =<1 (les algtbres I, et Ry).

Dans les propositions (iv) et (v), on ne peut pas remplacer 1’ égalité
t*=1, par y*¥ —1, <1 (exemple: R, pour n > 3). Il existe nne infinité
d’ algébres non triviales pour lesquelles y* =1, < 3 (par exemple: 1’algébre
R et les algébres mentionnées dans [6], p. 94-95).

Egalement, 1a proposition (vi) ne peut étre renforcée. Plus précisément:
toutes les combinaisons d’égalités et d’inégalités, sauf celles qui sont exclues
par la proposition (vi), peuvent avoir lieu dans la sumite y*=y=1=1,, &
savoir:

i

L
|

(les algébres R,, P et d’autres)

=, >, = (les algébres IL,, M, et R, pour n> 3)
>, =, > (les algdbres B« ponr =1, 2,.., Qu, Cn
>, >, > (I’ algébre 3B, pour 2% < n < 2%+7),

La these de (vi') tombe en défaut lorsqu’il y a trois valeurs différentes
dans toute la suite (°). (Exemple: 1’algébre @,).
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Quant & la proposition (vii), il y a dans la table du »° 3 maints exemples
pour les deux possibilités prévues par la thése.

1’ algébre A, montre que le nombre y dans la proposition (viii) ne peut
étre remplacé par t.

Les algébres R, R, et & montrent que 1’égalité y = © dans la proposition
(ix) ne peut &tre remplacée par y =1, et les algébres I, et M, que 1’ égalité
en question ne peut é&fre remplacée par ¢ =r.
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