Pseudoconnessioni lineari su una varietd
differenziabile di classe C~. (*)

Craupio Dr Comite (Bari) (*¥)

Sunto. - B coutenuto nell’ Introdusione.

Introduzione

Sia V una varietd differenziabile di classe C® (!} e dimensione n e, detta
& U algebra delle funzioni differenziabili su V, siano 3R e G’ r =20, 1,

s =0, 1, ..) rispettivamemte 1I’#-modulo dei campi vettoriali differenziabili
su V e I’&F-modulo dei campi tensoriali differenziabili su V di specie (r, 8);

o0
posto G = @ G, sia infine D I’F-modulo delle derivazioni di F.
7, s=0

E noto che ogni connessione lineare su V é definita da un F-omomor-
fismo VV: X - Vy di R in 9 tale che

-}

(V) Vxf=X{(f), vfeF e VXeR,

ciod tale che l'applicazione K:(f, X)— ¥xf di F>X R in & sia il campo
tensoriale di Kronecker di specie (1, 1) (efr. [1], n. 1).

In questo lavoro ei si occupa degli F~omomorfismi di 3R in D, indipenden-
temente dal fatto che essi verifichino o meno 1’ assioma (V). Piti precisamente,
detto £ I’#-modulo degli F-omomorfismi di 3R in D, generalizzando la nozione
di connessione lineare, si dice che ogni elemento De (D : X~ Dyl definisce
su V una pseudoconnessione lineare. Allora (ved. n. 1), per ogni Deg, Vap-
plicazione (f; X) — Dxf di F>X R in & & un campo tensoriale A€ G e 1’ap-
plicazione ®:D — 4 di £ in %! & un F-omomorfismo, il cui nucleo & isomorfo

a G;; gli elementi di ker ® definiscono delle pseudoconnessioni che diconsi
banali, gli elementi di ®—K}(K campo tensoriale di Kronecker) definiscono
le ordinarie connessioni lineari.

(*) Lavoro eseguito mnell’ambito dell’ attivita del raggrappamento n. 5 del Comitato
Nazionale per le Scienze Matematiche del C.N.R,

(**) Entrata in Redazione il 6 dicembre 1968.
(!} Nel seguito si usera la locuzione « differenziabile» in luogo di « differenziabile di

classe (2 » e, quando non vi sia possibilith di equivoco, si ometterd anche la parola «diffe.
renziabile ».
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Nel n. 1 si prova che per definire una pseudoconnessione lineare su V
occorre © basta assegnare un campo tensoriale 4e %) ed un F-omomorfismo
B:X - By di 3R nell’#-modulo degli R-endomorfismi di 3® (con B campo
dei veali) tale che

Byf Y =B, Y + Alf, X)Y, MfeF e WX, Yell.

Nel n. 2 si prova che ogni pseudoconnessione lineare I' su V pud anche
essere definita assegnando su eciascun inforno coordinato U due sistemi di
funzioni (4, I'Y) (componenti di T) tali che le 4} siano le componenti su U di
un campo tensoriale 4 € %! ed in ogni intersezione non vuota di due intorni
coordinati U, U', dette (A]i.f, [‘f,;.,) le funzioni assegnate su U’ risulti

e zp{c&]ej ol Bt -, St dw) owt
i 7 x¥ dui” dck i dxkox! Bl dx’

ove si & indicato con !, ..., »* il sistema delle coordinate locali su U e con
@', ..a" il sistema delle coordinate locali su U’.

Nel n. 3, assegnata una pseudoconnessione lineare su V, si danno la
definizione di pseudoderivata covariante di un campo T'e€T rispetto ad un
campo vettoriale X e )R e la definizione di pseundodifferenziale covariante di
ordine m{m=1) di 7T; si trovano per la pseudodifferenziazione covariante
proprietd analoghe a quelle della differenziazione covariante rispetto ad una
connessione lineare

Nel numero 4 si danno le definizioni di pseudoconnessione coniugata ad
una pseudoconnessione lineare I' su V, di pseudoconnessione simmetrica
associata a T, di campo tensoriale di torsione di I, di pseudoconnessione
simmetrica e si trovano proprietd analoghe a quelle relative alle connessioni
lineari.

Nel numero 5, supposta V paracompatta, si dimostra che, per ogni 4 e G,
esiste De$ tale che

Dxf = A{f, X), VeF e MXelR

si prova ciod che I’omomorfismo @ : ¢ — G2 & surgettivo. Si dimostra inoltre
che, se esiste una connessione lineare su V (se ® & surgettivo), £ & isomorfo
a G@%,.

Nel numero 6 si fa vedere che, assegnata una pseudoconnessione lineare
I' su V, lungo certe curve su V, si pud definire un parallelismo analogo a
quello relativo ad una connessione lineare; di tale parallelismo si studiano
le principali proprieta. Le curve per le quali & possibile definire un paral-
lelismo si dicono ammissibili per il parallelismo (se T' & banale non esistona
curve ammissibili),
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Nel numero 7, data la definizione di rango di una pseudoconnessione
lineare in un punto pe V, si studiano le pseudoconnessioni lineari che hanno
rango costante & in ogni punto pe V (pseudoconnessioni lineari di rango &
su V). In particolare, si osserva che ogni pseudoconnessione lineare T di
rango # su V determina su V una connessione lineare T tale che il paral.
lelismo rispefto a T coincide col parallelismo rispetto a I'; assegnata una psendo-
connessione lineare I' di rango k su V, si determinano delle condizioni neces-
sarie e sufficienti affinché un segmento finito di curva sia ammissibile per
il parallelismo; sotto ipotesi abbastanza restrittive, si ha che per ogni peV
passa una sottovarietd chinsa V, ad n — h dimensioni tale che tutti e soli i
segmenti finiti di curve su V, passanti per p, ammissibili per il parallelismo,
siano quellisu V,. Se h=n — 1, V, & una ipersuperficie e, nel n. 8 si prova
che, sotto cerfe ipotesi, su ciascuna ipersuperficie V, la pseudoconnessione I
induce una connessione lineare tale che il parallelismo rispetto ad essa
coincide con il parallelismo rispetto a T'.

1. - Psendoconnessioni lineari su V.

Dgp. 1. - Sia D: X — Dy una applicazione F-lineare di 32 nell’ F~modulo
delle derivazioni di . Si dice allora che D definisce su V una psendoconnes-
sione lineare I', D e Dy si chiamano rispettivamente pseudodifferenziazione
covariante e pseudoderivazione covariante rispetto ad X.

Dalla precedente definizione segue subito che:

Prop. 1. - L’applicazione A :if, X)— Dxf di X R in &F & un campo
tensoriale di specie (1, 1) ). Se A é il campo tensoriale di Kronecker, I' ¢ una
connessione lineare.

Indicato con £ I’§-modulo degli omomortismi di 32 nell’ F-modulo delle
derivazioni di T, dal lemma a pag' 30 di [3] segue che

Pror. 2. - Se D, D'eS e, per ogni fe& e per ogni X, Ye R, risulia

Dyf = D'xf,  DxY = D'xY,

allora D=1,
In modo analogo alla prop. 4, n. 3 di [}, si prova che:

Prop. 3. - Sia V' una sottavarietd aperta di V e sia ' una pseudocon-

{*) Ogni campo tensoriale 4 € ‘6; si pud considerare indifferentemente come F-endo-

morfismo di &C, F-endomorfismo di ‘E‘f, applicazione &-bilineare di &€ < ‘E? in &, applicazione
di FX O in ¥ soddisfacente a certi assiomi {cfr. [t} n 1)
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nessione lineare su V definita da D; esiste allora uw’ unica pseudoconnessione
lineare I'v: su V', tale che, detta Dy, la pseudodifferenziazione covariante vi-
spetio a I'v, risulti

(DxE) | V' = (Do) K|V, Y Xe% e VKeG.

'y dicesi la pseudoconnessione indotta da T' su V'.
Si provera che:

Prop. 4. - Sia A€C; e sia B:X — Bx una applicazione F-lineare di
R nell’ F-modulo degli R-endomorfismi di 32, tale che

{1.1) BxlfY) = fBxY 4 Aif, X)Y, Mfe§ e VX, Ye R
Esiste allora un' unico De & lale che
(1.2 Dsf = Alf, X} e DzY = ByY, MIEF e MX, YelR

Sia C:X — Cx I'applicazione F-lineare di 3@ nell’ F-modulo degli E-en-
domorfismi di G7 definita dalla

(Crol(Y) = (oY), X)— o(BxY), VX, YeXR o YoeTL.

Per ogni intorno coordinato U, si ponga Ay==A|U, si indichi con By
I’ operatore indotto da B su U (cfr. [1], n. 3) e con Cy l’operatore indotto da
C su U, ciod ’operatore definito dalla

(Cxw)(Y') = du(o'(Y), X') — o'((Bu)xY),

per ogni X', YeB(U) e weTil), e sia Dy Uapplicazione FU)— lineare
di 3®(U) nell’ & U)-modulo delle derivazioni di G(U) (") tale che

(13) (DU)X’]N = Aulf", X', (DU)X’ Y = (BU\fx’Y’, (DU)X/UJ' w= (OU)X/LO',
per ogni /e &), X', Y eB(U) e o eFIU).

Si indichi infine con D 1’elemento di £ tale che, per ogui intorno coor-
dinato U, risulti

(1.4) (DxE)| U= (Do)xwK|U, VXelR o VY Ke%.

Dalle (1.3), (1.4} seguono le (1.2).
L’ unicita dell’ elemento D € £ tale che sussistano le (1.2) segue dalla prop. 2.
Dalla déf. 1 e dalla prop. 4 consegue che:

®) B ovvio il significato dei simboli F(U), &C(U), THU), BU) (etr. [3]).
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Prop. B. - Per definire una pseudoconnessione lineare su V, occorre e
basta assegnare un campo tensoriale A di specie (1, 1) ed una applicazione B
F-lineare di R nell’ F-modulo degli R-endomorfismi di R, tale che sia sod-
disfatio U assioma (1.1}

Sia T' una pseudoconnessione lineare definita da (4, B), se 4 =0, allora
I applicazione (X, ¥) — BxY di 32 >< 3R in ® & un campo tensoriale di specie
(1, 2) e la pseudoconnessione I' dicesi banale.

Si ba che:

Prop. 6. - L’insieme degli elementi De§ che definiscono le pseudocon-
nessioni banali ¢ un sotfomodulo di £ isomorfo a G}.

Si verifica facilmente che:

Prop. 7. - L’applicazione ® : < — Tl che ad ogni DeS fa corrispondere
il campo lensoriale A (f, X) — Dxf (considerato come applicazione di §F > R

in &F) ¢ un omomorfismo il cui nucleo é costituilo dagli elementi che definiscono
le pseudoconnessioni banali.

Ne consegue che V' insieme degli elementi \7 €€ che definiscono le con-
nessioni lineari su V & I'immagine reciproca mediante @ del campo tensoriale
di Kronecker di specie (1, 1). Inoltre, se V€ definisce una connessione
lineare su V, 'insieme degli elementi di £ che definiscono le connessioni
lineari & la classe di ¥ mod. ker. ®. Si ha cosi una nuova formulazione di
una ben nota proposizione relativa alle connessijoni lineari.

2. - Componenti delle psendoconnessioni.

Sia I' una pseudoconnessione lineare su V definita da Deg, si consideri
un intorno coordinato U nel quale sia definito il sistema coordinato
v1q—>(xg), ..., x"{g)) € B" e, posto 3/0xi = e;, sia

{2'1) (DU}ez-mj = A'; H ‘DU)eiej = P;—ek ;

ove si & indicato con Dy la pseudodifferenziazione rispetto alla pseadoconnes-
sione indotta da I' su U; allora le funzioni (4i, C%) si chiamano le components
di T' rispetto alla carta (U, ¢) o anche rispetto al sistema di coordinate locali
xty .., xh,

Si noti (efr. prop. 1, n. 1) che le 4/ sono le componenti di un campo
tensoriale; si proverd che:

Pror. 1. - Sia T una pseudoconnessione lineare su V. Siano (4], T e

Annali di Matematica 18
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(47, Ffj) le componenti di I' rispetto ai sistemi di coordinate locali x', ...,
xt e a2V, .., xv. Allora wnell iniersezione dei due inlorni coordinati, supposta
non vuota, si ha:

, oxt daed dw¥ , OxF dw/ 2x

7 oat dxi dnck P ukow Qi dwi

(2.2) 1%, =

Viceversa si prova che:

Prop. 2. - Per ciascun sistema di coordinale locali xt, ..., x*, sitano
assegnati due sistemi di funzione A, I’i’;(i, 5, k=1, ..., n) in modo tale che le
A] siano le componenti rispelto ad x', ..., «* di un campo tensoriale su V e
le }fg soddisfino la regola di trasformazione (2.2). Esiste allora uw’ unica pseu-
doconnessione lineare I' su V le cui componenti rispelio ad &', ..., " sono le

funzioni A, It assegnate.
T i

3. - Pseudoderivata e pseudodifferenziale covarianti di un campo tensoriale.

Sia I' nuna pseudoconnessione lineare su V definita da DeS. Per ogni
XelR e per ogni K€%, DxK si chiama pseudoderivata covariante di K ri-
spetto ad X. Per ogni KeT', considerato come applicazione &-multitineare
di R ><.. XX R {s volte} in G}, si chiama pseudodifferenziale covarianie di
K, e si indica con DK, il campo tensoriale di specie (r, s+ 1) (considerato
come applicazione di R >..>X< IR (s-+1 volte) in G} definito, per ogni
X, o, X, YR, dalla

(DE)(X1, . Xiy )= (DyK)( X1, ..., XJ).

Se Ke % ¢ somma di campi tensoriali di specie diverse, si chiama
pseudodifferenziale covariante di K, e si indica con DK, la somma dei dif-
ferenziali covarianti dei campi tensoriali delle varie specie.

In modo analogo alla prop. 2.10, pag. 124 (3] ad alla prop. 3.5, pag. 32
[3), si prova che:

Prop. 1. - Se K é un campo tensoriale di specie (v, s), allora, per ogni
Xi, ... X,, YelB, risulta

{DK}{X}, veey Xs, Y):Dy{K(XI, ooy XS},—“ Z K(X}, ooy DyXa, ceny Xs).

==l

Si chiama pseudodifferenziale covariante secondo di K €T, e siindica con
DK, il differenziale covariante di DK. In generale il differenziale covariante
m~esimo D"K & definito induttivamente dalla

DK = D{D"'K).
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Siano (4, [} le componenti di I' rispetto ad un sistema di coordinate
locali &', ..., @ e siano Y* le componenti di un campo vettoriale Y rispetto
allo sfesso sistema di coordinate locali, allora le componenti Y,; di DY sono
definite dalle

Y= ARY et 4 T4 Y*.

In generale i ha che, se K & un campo tensoriale di specie (r, 8) con
componenti K,'i;', le componenti K; "7 . di DK sono date dalle
o o

3.1 R  — ARK st 4+ 2 I‘iC‘K?:’?;“iS—
1-s s =1 RR L
S PE pigeiy
— g§1 ijBKji...h iy

Se X & un campo vettoriale con componenti X', le componenti di DxK
sono date dalle

hedr Xk
Jaedso ®

4. - Pseudoconnessione coniugata e pseudoconnessione simmetrica asso-

ciata ad una psendoconnessione lineare, campo tensoriale di torsione.

Sia I' una pseudoconnessione lineare su V definita da (4, B). Per ogni
X, YeR, considerato 4 come endomorfismo di 3R, si ponga

(4.1) L(X, Yy =[4(X), Y]+ [X, AY)]— A(X. Y)i
per oguni fe & risulta
43 LifX, Y)=[L(X, Y) — (A(Y)NX,
LiX, 1Y) =fL(X, Y) + (AX)If)Y.
Mediante le (4.2) si verifica subito che:

ProP. 1. - Se B ¢ Uoperalore definito, per ogni X, Y e 9, dalla
ByY = ByX + L(X, Y),
la coppia (4, B) definisce una pseudoconnessione lineare I' che dicesi coniugala

a I.
Si ha che:
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Prop. 2. - L’applicazione C .S~ & che ad ogni Def associa 1 elemento

D che definisce la pseudoconnessione coniugoia o quella definita da D é un
automorfismo di £, consideraio come spazio velloriale sul campo dei numeri
reali, tale che C* ¢ lu bigezione identica di §.

In altri termini, la pseudoconnessione coniugata alla coningata di T
coincide con T.

Der. 1. Sia I' una pseudoconnessione lineare definita da D, la pseudo-

. - , 1
connessione I' definita da D' =g (
-

Risulta:

D - C(D)) dicesi simmelrica associata o T.

Dif=Dif, DY =3 (DY + DiX + L(X, Y)
per ogni fe& ed X, Ye R,
Dalla prop. 2. segue che:
Prop. 3. - L’ applicazione & : £ — £ che ad ogni De £ assooia% (D + C(D))

¢ un endomorfismo di £, considerato come spazio vettoriale, lale che §8 = 8.

In altri termini, se [ & la pseudoconnessione lineare simmetrica associata
alla pseudoconnessione I', simmetrica associata alla pseundoconnessione I,
allora T coincide con T

Dgr. 2. - Una pseadoconnessione si dice simmetrica se coincide con la
sua gimmetrica associata.
Dalla prop. 3 seguono subito le seguenti due proposizioni:

Prop. 4. -~ Condizione necessavia e sufficiente affinché una pseudoconnes-
sione lineare sia simmelrica € che essa coincida con la sua coniugata.

Prop. b. - L’insieme degli elementi De & che definiscono le pseudoconnes-
sioni simmetriche é un solfospazio dello spazio velloriale £.

Sia I' una pseudoconunessione lineare su V definita da D, allora % (D — C(D))

definisce su V una pseudoconnessione banale.

Der. 3. - Il campo tensoriale definito, per ogni X, Ye 9, dalla
1
T(X, Y)= (D — CDIY

8i chiama campo tensoriale di lorsione di Y.
Risulta
TX, Yy=—1T{Y, X),

DiY = (8(D))xY + T(X, Y).
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Ne consegue che:

PrOP. 6. ~ Detta & : Gy — Bs Valternazione di G5 relativa ai due indici
di covarianza, lo spazio velloriale £ é isomorfo alla somma diretia dei due
spazi vettoriali §(8) e AT

Sia I' una pseudoconnessione lineare su V e siano (4} I%) 1o componenti
di T rispetto ad un sistema di coordinate locali ! ..., %", siano inoltre I', I
e T rispettivamente la pseudoconnessione coningata, la pseudoconnessione
simmetrica associata a I' ed il campo tensoriale di torsione di I'; allora, in-
dicate con (4], I%), (4%, I'}) e Tj rispettivamente le componenti di I, IV e T
rispetto allo stesso sistema di coordinate locali, risulta

A= 4, Tf =T} +34l/00 — 34"/ 3w,

i i ‘ 1 n
A= 4;, D§=§(I‘§ + I,
T = o T} — T}

Si osservi che, com’# naturale, nel caso delle connessioni lineari, si
riottengono le ben note definizioni di connessione coniugata, connessione sim-
metrica associata, connessione simmetrica, campo tfensoriale di torsione di
una connessione lineare e le proposizioni relative.

5. - Esistenza ed estensione di pseudoconnessioni lineari.
Si provera che:

Prop. 1. - Se lo varietts V é paracompatia, per ogni A€ G esiste una
pseudoconnessione lineare I' su V, tale che, detta D la pseudodifferenziazione
covariante rispelio a I, il campo tensoriale (f, X) — D«f (applicazione di & X &
in &) coincide con A.

Sia (Ui, ¢lier una famiglia di carte ammissibili tale che (Uj)ie; sia un
ricoprimento di V localmente finito e per ogni i€ I, la chiusura U, di U; sia
un insieme compatto (*); allora esiste (cfr. [3], pag. 272, theorem 1) una par-
tizione dell’ unitd (fiie; subordinata ad (U)e;.

Per ogni e si fissi ad arbitrio una pseudoconnessione lineare T; su U,
tale che, detta D; la pseudodifferenziazione covariante rispetto a I, il campo

{*) I’ esistenza della famiglia (U, ¢i)ier consegue dalla paracompattezza di V.
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tensoriale Aiec(ﬁ(Ui) definito dalla
Alg, X') =Dy, g €§(U) o VX eT(U),

coincida con la restrizione di 4 ad U, (%)
Per ogni del, sia D; V'elemento di £ definito al modo seguente:

[ sepd U

MXe%, VKeTGepe V: (DK),
| ApIDx, 0 K| U, se pe Us.

8i indichi allora con D l'elemento di £ definite dalla

DyK = ¥ DK, ¥Xe% e YKeG.

i@l

Detto p un punto qualunque di V, sia J la parte (finita) di 7 tale che
per ogni i€J sia pe U; e per ogni i¢J sia p¢ U;.
Per ogni ge & e per ogni X e risulfa

D), = % (Dgly= 3 Fp)Dxing Uy =

igJ

= I fpldidg U XU, = (dlg, Xy 5 fi(p) = (dlg, X,
Resta cosi provato I’asserto.
Dalla precedente proposizione si ha, in particolare, com’é ben noto, che
su ogni varietd paracompatia esistono connessioni lineari.
Ricordando com’® stato definito I’omomorfismo @ : € — By (prop. 7, n. 1),
la prop. 1 si pud esprimere eguivalentemente secondo la

ProP. 2. - Se V ¢ paracompatia, U omomorfismo @ : Q— T é surgettivo.
Si provera ora che:

Propr. 3. - Sia 1V una pseudoconnessione lineare sulla sottovarietd sperta
V' di V, allora, per ogni p € V', esistono un intorno aperto U di p contenuto
in V' ed una pseudoconnessione lineare I su V, tali che le pseudoconnessioni
indotte su U da I' e I' coincidano.

Hsistono, com’& noto, una funzione f&€& ed un intorno aperto U di p
contenuto in V’, tali che f assuma il valore 1 in ogni punto di U ed il sup-

' . < 5 2 . s A s i1 h , . :
{5) 1 ovvio che quali che siano le funzioni differenziabili 4y, 112 su Ui, esiste un’unica
pseudoconnessione lineare su Ui avente quelle funzioni per componenti rispetto alla carta
(Ui, @i
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porto di f sia contenunto in V'. Detta D' la pseudodifferenziazione covariante
rispetto a I, sia allora D V'elemento di ¢ definito al modo seguente:

JO se q¢V
W XeX, VKeG e MeeV  (D:K), = v
lfiq}(D'xvajV’}q se ge V.

Si ha subito che D definisce una pseudoconnessione lineare I' su V che
soddisfa 1’ asserto.

Si verifiea in modo ovvio che:

Prov. 4. - Sia V la differenzigzione covarianle rispetto ad una connes-
. . . . 1 '
sione lineare su V; per ogni Ae Ty e per ogni He Ty sia B I operatore defi-
nito dalla

BxY = VunY + H(X, Y), (X, Y)e% X %.

Allora la coppia (A, B) definisce una pseudoconnessione lineare I' su V
e, detta D la pseudodifferenziazione covariante rispetio a I, U applicazione
(4, H)— D é un isomorfismo dell’ §- modulo T @ Gz su §.

Si noti che la prop. 1 pud dedursi immediatamente dalla prop. 4 sfrut-
tando la ben nota proposizione sull’esistenza delle eonnessioni lineari.

6. — Parallelismo.

Sia I' una pseudoconnessione lineare su V definita da De § e sia
Y:t—>lf) (fel, I intervallo aperto di R) una curva su V (secondo la defi-
nizione a pag. 28 di [2]).

Per ogni teI si indichi con y.f) il vettore tangente a y in v(¢). Sia K(f)
{te I} un campo tensoriale differenziabile di specie (r, s) lungo v e si sup-
ponga che esista un campo vettoriale X(f} (feI) lungo y tale che, per ogni
tel, posto ®(D) = A4, risulti

(6.1) Al X () = Yty

Sia toel, esistono, com’® noto (cfr. [2], pag. 29), un reale &0, un
campo vettoriale X € & ed wun campo tensoriale KeT.. tali che
J =[to—¢, fo -+ €] sia contenuto in I e ffeJ risulti

X = X(t), Kyy= K(8).
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Si verifica facilmente che (DxK),,, (f€J} dipende soltanto dai campi
X(t) e K(f) lungo il segmento finito di curva

vrit=>y(t) (ted) ().
Se per ogni feJ risulta
{6.2) (DxK )y =10

il campo tensoriale K(f) (f€J) si dice parallelo lungo v, rispetto ad X(f) (e J).
Se per ogni fo€l si considera come precedenfemente un segmento finito
di curva v; e se K(f) (te.J) & parallelo rispetto ad X{{) (/e J) lungo ciascuno
dei seguenti finiti y,, allora K{({) (€ I} si dice parallelo lungo y rispetto ad X(1).
Ogni curva vy :f{-—>7{t) (fel) su V tale che esista un campo vettoriale

H

X(#) (¢el) lungo y verificante la (6.1) dicesi ammissibile per il parallelismo.

Prop. 1. = Sia y:t{->vll) ted =][a, b)) un segmenio finito di curva su
V ammissibile per il parallelismo e sia X(f) (teJ) un campo velloriale lungo y
fale che

AiX(0) =1t), Mied.

Allora, posto v(a) = p, vib) = q ed indicati con T, e T, gli spazi vetloriali
langenti @ V rispettivamente in p e q, per ogni Y,€ T, esisie un unico campo
vettoriale Y(f) (ted) parallelo lungo vy rispetto ad X(t) fale che Y(a)=Y,;
inoltre U applicazione Y, = Y(a)—>Y({b) di T, in T, é un isomorfisno.

La dim. & analoga a quella della prop. 5.2, pag. 30 di [2].

DEeF. 1. Un campo tensoriale K€ G; si dice parallelo rispetto ad un campo
vettoriale X € 9 se e solo se DxK = 0.
Si ha che:

Pror. 2. - Siano Xe9, Ke %, ¢ sia A(X)= X'. Condizione necessarin
e sufficiente affinché K sia parallelo rispetto ad X é che, per ogni curva inte-
grale y(l) (tel) di X', il campo lensoriale Ky (t€l) sia parallelo lungo y
rispetto @ Xy (") e, per ogni peV tale che X, 40 ¢ X, = 0, (DzK), sia nullo.

Ci si limiterd a provare la condizione sufficiente. Sia p un qualunque
punto di V. Se X,==0 e X/, =0 allora per ipotesi

(6.3) (DxK), = 0;

(5) 8e Y€ 9 & tale che YT(z)::f(t) per t€J, allora (DrK)y(y (¢ € J) dipende anche
dai valori che Y assume nei punti non appartenenti alla curva, da cid consegue la necessiti
di procedere nel modo suddetto. .

(") Si noti che se y(f) & una curva integrale di X', allora Ay(y(X) = v(f)-
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se X, = X, =0, la (6.3) si verifica banalmente; infine se X}, &= 0 esiste una
curva integrale y(/) di X', definita per |{| minore di un opportuno & >0,
tale che p = y(0), allora per ipotesi Ky & parallelo lungo y rispetto a X,
e quindi si ha ancora la (6.3).

6. - Pseudoeonnessioni lineari di rango % su V.

Siano 4€%y, peV e T, lo spazio vettoriale tangente in p a V; si chia-
ma rango di A in p la dimensione dello spazio vettoriale 4,(T,)C T, (4, en-
domorfismo di T,).  ovvio che 4 ha rango % in p se e solamente se il
nucleo dell’endomorfismo 4, di 7, ha dimensione # — h. Si dice che 4 ha
rango h su V se A ha rango h in ogni punto di V.

Da ben note proposizioni sui sistemi lineari segue subito che, affinch®
A abbia rango k in p, occorre e basta che, dette A; le componenti di A
rispetto ad una carta ammissibile (U, ¢} tale che pe U, la matrice (4} p))
abbia rango h.

Drr. 1. - Sia I' una pseudoconnessione lineare su V definita da D e
sia 4 = ®(D); T dicesi di rango h in p se A ha rango h in p, I' si dice di
rango h su V se A ha rango h su V.

¥ immediato che:

Prop. 1. - Le pseudoconnessioni banali sono tutle e solo le pseudoconnes-
sioni linear: di rango zero su V. Non esistono curve ammissibili per il paral-
lismo rispelto ad una pseudoconnessione banale.

Si ha inoltre che:

Prop. 2. - Sia T una pseudoconnessione lineare su V di rango n definila
da D e sia A = @(D). Allora ogni curva su V & ammissibile per il paralleli-
smo e U operatore ¥V = Do A~ delermina una connessione lineare I' tale che
il parallelismo secondo T coincide con il parallelismo secondo T'.

Infatti, detta y:¢{—> y{) ({€I) una qualunque curva su V, esiste un unico
campo vettoriale X(f) lungo y tale che per ogni fe I risulti

Ay X (8) = 1(0);

inoltre un campo tensoriale K(i) ({€I) & parallelo lungo y rispetto ad X(f)
secondo I' se e solamente se K(f) & parallelo lungo y secondo I".
Si provera che:

Prop. 3. - Sia I' una pseudoconnessione lineare di rango h (1 <<h < n— 1)
su V definita da D e sia A = ®(D); si supponga che esistano n— h 1-forme
su Voo, Aed={1, .., n—h}) tali che A(®)) =0 e, per ogni peV, le

Annali di Matematica 19
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(wy), siano linearmente indipendenti. Allora condizione necessaria e sufficiente
affinché un segmenio finito di curva v t—7y(f) (ed) sioc ammissibile per il
parallelismo é che

{72} (w)‘)‘((‘)h,{'{)) = O, Yte J e VR eA.

La condizione necessaria consegue da ben note proposizioni sulle matrici
e sui sistemi lineari.

Per quanto riguarda la condizione sufficiente si supponga inizialmente
che J sia aperto e che esista una carta ammissibile (U, ¢) tale che y(J)C U
e, dette A} le componenti di A rispetto ad (U, ¢}, la matrice (4}y(#)) ({ € J) abbia
un minore di ordine % che non sia nullo per nessun teJ; si supponga ad
esempio che sia non nullo, per ogni feJ, il minore formato con le prime h
righe e con le prime h colonne della matrice suddetta.

8i fissino ad arbitrio n — h funzioni differenziabili X*+(¢), ..., X*(#) (fe ),
allora, in virti delle ipotesi fatte, per ben note proprietd dei sistemi lineari,
restano determinate univocamente altre » funzioni differenziabili X'(#), ..., X*i)
(ted) tali che

(7.2) AXI) =7, Vted, 1<i<n, l<j<n,

ove si sono indicate con yi(f) le componenti di y(?) rispetto ad (U, ¢).
Le ({7.2) mostrano che le Xi({) (1<<i<Cn) sono le componenti di un
campo vettoriale X(#) ({€J) lungo y tale che

A X) =11, Mied

Si supponga ora che sia J=J, UJs, con Ji=]la, o[, J. =], b],
a<d <b<l, e che esistano due carte (U, ¢), (U, ¢) tali che y(J:)C U,
1) CU e, dette Al, A le componenti di A relative rispettivamente ad
(U, ), (U, ¢), ciascuna delle matrici (4j(y(t))) (f€J), (4(v(#)) ({€J2) abbia
un minore di ordine % che non sia nullo per nessun { appartenente rispetti-
vamente a J;, J,; si supponga ad esempio che per la seconda matrice sia
non nullo, per ogni {€J;, il minore formato con le prime A righe e le
prime % colonne.

Si pud determinare allora, come precedentemente, un campo vettoriale

Xu(t) (tedy) lungo yj (vn i ¢ —>(l), t€d:) tale che

A(X(t) = 1@,  Wiedi.
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Esistono, com’ & noto, due reali ¢, ¢’, eon o' <e¢ < ¢ < b, ed una funzione
f:J—> R differenziabile di classe 0= tali che

1 per a <t <c
flt)=
0 per ¢ i <b.

Si indichi con X(¢) (t€J,) il campo vettoriale lungo vy, {ys : t - v(f),
teJ,) definito, per ogni {€.J;:, da

_ ‘f(t)Xl(t) per @/ < t<b
X)) =
Y {0 per bt <¥

o siano X+ (4), ..., X"() (f€Js) le ultime n — h componenti di X(¢) rispetto
ad (U', ¢). Come precedentemente restano determinate altre % funzioni diffe-
renziabili XY(¢), ..., X¥{{) (teJ.) tali che

(7.3) LAOXG =y, Vel

ove si sono indicate con y'(f) le componenti di y(f) rispetto ad (U, ¢).
Le (7.3) esprimono che le X/ sono le componenti di un campo vettoriale
Xoft) lango vilys i t—v(t), teJ.) tale che

A, XB) =118, Mied,.
Risulta inoltre
Xi(t) = X)), Mtela, d.

Allora, indicato con X(#) (feJ} il campo vettoriale lungo y definito da

Xt per o <t<<ao
X(f) =
Xo(f) per o <t <V,
si ha che

Al X)) =), ted.

Si & cosl provato anche in questo caso che y & ammissibile per il pa-
rallelismo.

Si capisce subito allora come si generalizza la dimostrazione nel caso
in cui J & chiuso e limitato e quindi compatto.
Conseguentemente alla suddetta proposizione, si dimostrerd che:

Prop. 4. - Sia I' una pseudoconnessione lineare di rango h su V definita
da D e sia A= ®(D); si supponga che esistano n — h funzioni f,€F (Ae A =
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= {1, .., n—nh}) tali che A(df;) =0 e, per ogni pe V, le (df;), siano linear-
mente indidendenti. Allora, per ogni p € V, esiste una sottovariets chiusa V, C V
di dimensione n — h che gode della sequente proprietd: un segmento finito di
curva su V y:t—>v() (ted) passante per p & ammissibile per il parallelismo
se e solamente se v(J)CV, (°).

Sia p un punto di V e, per ogni A€ A, sia g la funzione su V definita,
per ogni ge V, da
9:a) = 1g) —F{p).

Si indichi eon V, V'insieme dei punti di V nei quali si annullano si-
multaneamente le funzioni g;. Allora, com’¢ noto (cfr. [3], pag. 9), V, & un
chiuso sul quale resta definita canonicamente una struttura di variety diffe-
renziabile di dimensione 7 — h.

Sia ¢ Pingezione canonica di V, in V e, per ogni geV,, siano T,, T,
rispettivamente lo spazio vettoriale tangente a V, in ¢ e lo spazio vettoriale
tangente a V in ¢; indicato con (i,),: T, — T, il differenziale di 4 in ¢, si
identitichera T, con (i,), (T,) mediante |’isomorfismo X,—> (i,), (X,) di T, su
(i), (T -

Si ha allora che un vettore X,e 7, appartiene a T, se e solamente se

X} = X () =0, MieA.
Supposto y(J) C V,, per ogni (e, risulta y(¢)e T,, si ha quindi
(7.4) 1) (F) = (@A) =0,  Niede MreA,

e conseguentemente, per la prop. 3, vy & ammissibile per il parallelismo.
Viceversa, se y & ammissibile per il parallelismo, per la prop. 3 sussiste
la (7.4), da cui segue

{dificy) =0, Ntede freA,
quindi fyoy & una funzione costante e, poiché y passa per peV,, risulta

(Frov)l) —filp) =0, ited e Yhel,
ciod
(oY) =0, sled e YAeA.

Resta cosi provato che y(J)CV,.

(%) i ha di pitt che se y(J) chp, v & ammissibile per il parallelismo anche se non
passa per p.
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8. - Psendoconnessioni lineari di rango n—1 su V.

Si premette la seguente proposizione, di ovvia dimostrazione, utile per
il seguito:

Pror. 1. - Sia De{ e sia A= ®(D); ollora, per ogni X, Ye9C e per
ogni we T, risulta

(8.1) o(DxY) 4+ (Dxo)(Y) = 0| Y)4(X).

D’ora in poi si supporrd che su V sia assegnata una pseudoconnessione
lineare I' di rango n — 1 definita da D e si porra, come di consueto, 4 = ®(D);
si supporrd inoltre che esista una funzione fe & tale che A(df) =0 e, per
ogni peV, (df), & 0.

Per ogni peV, sia g, la funzione differenziabile su V definita da

95q9) = f(Q) - f(p)7 Yqev,

e sia V, Iipersuperficie (sottovarietd chiusa ad n — 1 dimensioni) definita
dall’equazione g, = 0. Allora, per la prop. 4 del n. 7, un segmento finito di
curva su V, v :¢{— (/) (¢€J), passante per p, & ammissibile per il paralleli-
smo se e solamente se v(J)C V,.

D’ora in avanti ci si riferira, per semplicita, solamente all’ipersuperficie
V definita dall’equazione f=0, ma cid che si dird sard vero per una qua-
lunque ipersuperficie V,.

In accordo col simbolismo sin qui usato, si denoteranno con §, €, G.
rispettivamente 1’algebra delle funzioni differenziabili su V, I’&F-modulo dei
campi vettoriali su V e I’§F-modulo dei campi tensoriali di specie (r, s)su V.
Si indichera inoltre con T,, % pe€V, lo spazio vettoriale tangente in p a V
e si identificherhd, come gia si & fatto nel numero precedente, II_’P con
(Ex)p(T}) (), sottospazio dello spazio vettoriale T, tangente in p a V.

Si tralascia la dimostrazione del seguente

LEMMA 1. - Per ogni peV e per ogni X € 9C, esistono uw inforno aperto
W di pin V ed un campo veltoriale X € 9 tali che

X|[vn w=X{vNn W
Si provera il seguente:
LEMMA 2. - La restrizione di A a V appartiene a Gi.
Infatti, per ogni peV e per ogni X,eT,, si ha
(AAXN (F) = (4,(d1),) (X,) =0,

(9) i & 'ingezione canonica di Vin V e (¢4)p 1l differenziale di 4 in p.



150 Craupio D1 ComiTE: Pseudoconnessioni lineari su una varietd, ecc.

quindi 4,X,)eT, e conseguentemente 1’applicazione 4,: X, > A4,X,) di T,
in 8¢ & un endomorfismo di 7, cioé un elemento dello spazio tensoriale di
psecie (L.1) su T,.
Si proverd che il campo tensoriale 4:p-—> A, su V & differenziabile.
Per ogni peV esistono (cfr. [3], prop. 1.1, pag. 8) un sistema di coordi-
nate locali x', ..., " in un intorno aperto U di p su V ed un sistema di
coordinate leecali g*, ..., 4** nell’intorno U=U N7V di p su V tali che
(%i) £0,  gel,

() =24q), NVeeUel<a<n-—1.
Posto of [ of

x| ™

(l<<a=n—1), si ha

3 2 3 — )
(W)f(‘é;é)ﬁ “{q'(é;;n); VgeUe l=a<n—L

Indicate con 4% le componenti di A4 su U e con 4 le componenti di 4
su U, si ottiene allora

(8.2) Afg) = (A3 + A™elg),  Mqel.

Segue quindi che il campo tensoriale A & differenziabile.
Si pud provare inoltre che:

Prop. 2. - Condizione necessaria e sufficiente affinché A abbia rango

n—1su V e che esista una famiglia (U, 9ihex dé carle ammissibili per V
tale che

(8.3) vVC y U

keK

ed inollre, per ogni ke K, delie A} le componenti di A rispetto ad (Us, 94,
la malrice

Ai . ‘4;
................ §
A7 .. A4,
of of
dxt”

abbia rango n in ogni punlo ge U, NV (9.

(1% Ovviamente si & posto af=pr,;° ¢;.
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Segue in particolare che:

Prop. 3. - Condizione necessaria e sufficienle affinché A abbia rango
n—1su V é che esista una famiglia (U., vihex di carte ammissibili per
V tale che sia verificata la (8.3) ed inolire, per ogni ke K, la maitrice delle
componenti di A rispetto ad (Ui, i) sia simmelrica (V).

Si provera che:

Pror. 4. - Se D(df) =0, la_pseudoconnessione I' induce sulla ipersuper-
ficie V una pseudoconnessione T' tale che, detta v : t—v(¢) (tel) una curva
su V, ammissibile per T', un campo veiloriale Yit)e Tr@ (tel) lungo ¥ ¢ pa-
rallelo rispetto ad un campo velloriale X(t)eT « ((€l) secondo T, se e sola-
mente se Y({) ¢ parallelo rispetto ad X({) secondo T.

Siano X, Ye®, per il lemma 1, per ogni peV esistono un intorne
aperto W di p in V e due campi vetforiali X, Ye 9 tali che

XIWNV=X|WNVeYWNT=Y WNT.
Si ponga
(Bff?}xv = (DxY),.
Essendo D(df) =0, dalla (8.1) segue
(BzY),if) = (DsY),ff) = YAf) 44X, = Y,if) 4,(X,) =0,
quindi (BzY),eT,. o
Si proverd inoltre che (BxY), non dipende da X ed Y. Infatti, con le

notazioni relative alla dimostrazione del lemma 2, si indichino con XC‘ Yo

(I << @ =< n — 1) rispettivamente lo componenti di X, Y su U e con (A,, 1‘,,)
le componenti di ' su U e si ponga

(8.4 TB@) = (08 + 2% + 2,05 + 22, T2)(g)
per ogni ge U ed «, 8, vyel{l, .., n—1}; si ha allora

(Bx¥), = (4 ‘*XY”B + T4 XF(p).

Ne consegue che I applicazione E;}Y:pe(éﬂ})}, (peV) & un campo
vettoriale differenziabile su V; si verifica facilmente che I’ applicazione

(1) X sutficiente che cid avvenga per ogni ¢ € V y U,.
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® un R-endomorfismo di 9 tale che, per ogni g€ §, risulta
BzgY =g BxY + Alg, X) Y;
si verifica inolfre che 1’ applicazione

B:X s Bz

di 8 nell’ F-modulo degli R-endomorfismi di 9 & F-lineare.

Per le proposizioni 4 e 5 del n. 1, la coppia (4, B) definisce una pseu-
doconnessione lineare 1" su V.

Si ha subito che Ja pseudoconnessione lineare I' indotta da T su V ve-
rifica la proprieta enunciata.

Si ha inoltre che le componenti (43, I, di I su U sono date dalle
(8.2), (8.4).

Dalla proposizione 4 e dalla proposizione 2 del n. 7 segue che:

Prop. 5. -~ Se D(df) =0 ed A ha rango n — 1 su V, allora la pseudocon-
nessione I' determina su V una connessione lineare U tale che, detla v : t—>Y{t)
(t e I) una qualunque curva su V, un campo vettoriale Y(()€ Tr(t) (teI) lungo
v & parallelo secondo T, se e solamente se Y(i) ¢ parallelo secondo I rispetto
al campo vettoriale X({)€ T,y (L€ I) tale che, per ogni tel, A, X(6) = 1(t).
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