
P s e u d o c o n n e s s i o n i  l i n e a r i  su u n a  variet5~ 
d i f f e r enz i a b i l e  di c lasse  C ~. (~) 

CLA-UDIO D I  COMITE (Bari) (**) 

Sunto .  - /~ contenuto netl'Introduzione. 

I n t r o d u z l o n e  

Sia V una varieth differenziabile di classe C :~ (~) e dimensione n e, detta 
l ' a lgebra  delle funzioni differenziabili  su V, siano ~ e ~ r = 0 ,  1, ...; 

s = 0 ,  1, . . . ) r i spet t ivamemte l '~ -moda lo  dei eampi vettoriali differenziabili 
su V e l ~ - m o d u l o  dei campi tensoriali  differenziabili su V di specie (r, s); 

(x) 

posto ~ ® ~ ,  sia infine ~) l ' ~ -modu lo  delle derivazioni di ~ .  
r, s~O 

note ehe ogni connessione l ineare su V ~ definita da an  ~-omomor- 
fismo V : X - *  ~x  di :~  in ~ tale the  

eioi~ tale ehe l 'applicazione K : ( f ,  X ) ~  ~ x f  di ~ > ( ~  in ~ sia il eampo 
tensoriale di Kronecker  di specie (1, 1) (cfr. [l], n. U. 

In  questo lavoro ei si occupa degli ~-omomotf ismi  di :~  in ~ ,  indipenden- 
temente dal fatto che essi verifichino o meno l 'ass ioma (V). Pifi precisamente,  
detto ~ l' 9~-modulo degli ff-omomorfismi di :)~ in ~), generalizzando la nozione 
di eonaessione lineare, si dice che ogni elemento D ~ ~{D:X-*  Dxl definisee 
su V una pseudoconnessione tineare.  Allora (red. n. 1), per ogni DE~,  l 'ap.  
plicazione (f, X ) ~  Dxf di f i x  ~ in ~ ~ un campo tensoriale A e ~  e l 'ap.  

plicazione (I) : D ~ A di £ in ~ ~ un ff-omomorfismo, il cui nucleo ~ isomor[o 

a ~ ;  gli elementi  d i k e r  (P definiscono delle pseudoconnessioni che diconsi 
banali, gli e lementi  di (I)-~(K}(K campo tensoriale di Kroneeker) definiseono 
le ordinarie connessioni lineari. 

{*j L a v o r o  esegui to  n e l l ' a m b i t o  d e l l ' a t t i v i t h  del r a g g r a p p a m e n t o  n. 5 del Comita to  
~ a z i o n a l e  pe r  le Sc ienze  ~ i a t em a t i che  de]  G.d .R ,  

(**) :Ent ra ta  in  R e d a z i o n e  i t  6 d i c e m b r e  1968. 

(i) ~ e l  segui to  si u s e r h  la  locu~ione ~ d i f f e ren~ iab i l e  ~ in luogo di ~ d i f f e r enz i ab i l e  di 
e lasse  Coo ~ e~ quando  no~l v i  s ia  poss ib i l i th  di equivoco,  si omet t e r~  anche  Ia pa ro la  , ,diffe,  
r enz i ab i l e  ~>, 
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Nel n. 1 si prova ehe per  definire una pseudoconnessione lineare su V 
oecorre e basra assegnare un campo tensoriale A ~ ed un f -omomor f i smo  

B : X ~  Bx di ~)~ nell' f - m o d u l o  degli R-endomorf ismi  di ~ (con R eampo 
dei reali) tale che 

B x f Y = f B x Y + A ( f ,  X i Y ,  M f ~  e ~ X ,  Y ~ .  

Nel n. 2 si prova the  ogni pseudoconnessione l ineare I? su V pub anche 
essere definita assegnando su ciascun interne coordinate U due sistemi di 

funzioni I~j) J (A~, ~ (eomponenti di I ~) tali che le A! siano le componenti  su Ud i  

un campo tensoriale A s ~1 ed in ogni intersezione non vuota di due intorni 

coordinati  U, U', dette ( ~ ,  F~,) le funzioni assegnate su U' risulti  

17~, = r ~ 3x~ 3xJ 3x/+ Ak 32x k" ~xJ 3x) 
~] ~x)' ~xJ" ~x k ~ 3.c~3x] ~xi' 3~d' ' 

eve si i~ indicate con x ~, ..., x ~ il sistema delle coordinate locati su U e con 
wl,, ... ~ '  il sistema delle coordinate locali su U'. 

Nel n. 3, assegnata  una pseudoconnessione lineare su V, si danno la 
definizione di pseudoder ivata  covariante di nn campo T e  ~- rispetto ad un 
campo vettoriale X e  ~ e la definizione di pseudodifferenziale covariante di 
ordine m(+n~___ I) di T; si trovano per la pseudodifferenziazione covariante 
proprieth analoghe a quelle della differenziazione covariante rispetto ad una 
connessione l ineare 

Nel numero 4 si danno le definizioni di pseudocennessione coniugata ad 
una pseudoconnessione l ineare I? su V, di pseudoeonnessione simmetrica 
assoeiata a r, di campo tensoriale di torsione di F, di pseudoconnessione 
s immetriea e si trovano proprieth analoghe a quelte relative alle connessioni 
lineari. 

Nel numero 5, supposta  V paracompatta ,  si dimostra ch% per ogni A e ~ ,  
esiste D ~  tale che 

D x f = A ( f ,  X), ~ f e ~  e ~ X e S ~ ,  

si prova cio~ the  l 'omomorf ismo O ' ~  ~ ~ b surgettivo. Si dimostra inoltre 
the, se esiste una connessione l ineare su V (se (P ~ surgettivo), ~ b isomorfo 

Nel numere 6 si fa vedere the, assegnata una pseudoconnessione l ineare 
1? su V, lunge certe curve su V, si pub defini te  un parallel ismo analogo a 
quello relative ad una counessione l ineare;  di tale paratlcl ismo si studiano 
le principali  proprieth. Le curve per le quali b possibiie definire un paral- 
lelismo si dicono ammissibii i  per il paralte!ismo ( s e r  ~ banale non esistono 

ourve ammissibili), 
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Nel numero  7, d~ta la def in iz ione  di rango di una  pseudoconness ione  
l ineare  in un  punto  p ~ V, si s tud iano  le pseudoconness ioni  l inear i  ehe hanno  
rango eostante  h iu ogni punto p e  V (pseudoconness ioni  l inear i  di rango h 
su V}. In  par t ieolare ,  si osserva che ogni pseudoconness ione  l ineare  I" di 
rango n su V de t e rmina  su V una  connessione l ineare  F tale che il paral .  
lel ismo r ispet to  a ]2 coincide col para t le l i smo r ispet to  a P ; assegna ta  u n a  pseudo-  
conness ione  l ineare  P di rango h su V, si de t e rminano  delle condizioni  neces- 
sarie e suff ic ient i  af f inch6 un segmento  f ini to di eurva  sia ammiss ib i le  per  
il  pa ra l le l i smo;  sotto ipotesi  abbas tanza  restr i t t ive,  si ha  che per  ogni p e  V 
passa  una  sot tovar ie th  ch iusa  ~Vp ad n - - h  d imens ioni  tale che tut t i  e soli i 
segment i  f ini t i  di curve  su V, passant i  per  p, ammiss ib i l i  per  il para l le l i smo,  
siano quel l i  su Vp. Se h ~ n ~ 1, l?, 6 una  ipersuper f ic ie  e, nel  n. 8, si prova 
che, sotto certe  ipotesi,  su c i a scuna  ipersuper f ic ie  ~ .  la pseudoeonness ione  l~ 
induce  u n a  conness ione  l ineare  tale  che il para l le l i smo r ispet to  ad essa 
coincide con il para l le l i smo r ispet to  a P. 

1. - P s e u d o c o n n e s s i o n i  l i n e a r i  s u  V .  

DEF. 1. - Sia  D : X -~ Dr una  appl icazione f f - l inea re  di ~ nell '  i f -modulo  
delle der ivazioni  di ¢~. Si dice a l lora  ehe D def in isce  su V una  pseudoconnes. 
sioJ~e tineare ~, D e Dx si ch iamano  r i spe t t ivamente  pseudodifferenziazione 
covariante e pseudoderivazione covariante r ispet to ad X. 

Dal la  p recedente  def iniz ione segue subito che:  

PROP. 1. - L'applicazione A :If, X) ~ D f f  di ~ X ~  in ~ ~ un  campo 
tensoriale di specie (l, l} (2}. Se A ~ il campo tensoriale di Kronecker, I' ~ u~c~ 
connessione lineare. 

Ind iea to  con £ l ' f f - m o d u l o  degli  omomorf i smi  di ~ nell '  ff- modulo delle 
der ivazioni  di ~, dal l emma a pag" 30 di [3] segue ehe 

PROP. 2. - Se D, D ' e £  e, pe r  ogni f e~y  e per ogni X, Y ~ ,  r isul fa 

Dxf  = D'xf, Dx Y = D'x Y, 

allora D = D'. 

In  modo analogo a t la  prop. 4, n. 3 di [1], si prova ehe:  

PnoP.  3. - Sia  Y' uJ~a sottavariet~ aperta di V e sia 1~ una  pseudocon. 

(2) Ogni campo tensoriale A ~ ~ si pub considerate indifferentemente come ~-endo.  

morflsmo di 9C, ~-endomorfismo di ~1 °, applicazione ~-bi l ineare  di ~C X ~;o in ~ applicazione 
di $=X~C in ~ soddisfacente a certi assiomi (cfr. [I], n. 1). 
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nessione lineare su V defini ta da D; esiste allora un' unica pseudoconnessione 
tineare gv, su V', tale ehe, delta Dv. la pseudodifferenziazione covariante ri. 
spetto a I ~ ,  r isul t i  

(DxK)[V'=(Dv,)xrz ,  K IV ' ,  ~ X e ~ ( ~  e ~ K ~ C g .  

Fv, dicesi la pseudoeonnessione indotta da I' su V'. 
Si proverb che:  

PROP. 4 . -  Sia  A e ~  e sia B : X ~ Bx una  applicazione ~- l ineare di 
nell' ~-modulo degli R-endomorf i smi  di 3~, tale ehe 

~t .1~  B x ( f Y ) = f t 3 x ? i  + A4f, X ~ ,  ~ f e ~  e ~ X, Y e . ' ~ .  

Esiste allora un 'unico  D ~ ~ tale che 

(1.2) Dxf = Air, X) e Dx~" ----- B~Y, ~4 f a  ~ e ~4 X,  Y e  5e. 

Sia C : X ~ Cx 1' applieazione 9 - t ineare  di ~ ne l l 'S -modulo  degli R-en- 
domorfismi di ~go definita dalla 

(Cx~oliYp-----A(o)(Y), i ) - -~o(Bx~) ,  ~zX, Y ~ .  e ~(oE~g °. 

Per  ogni intorno coordinato ~, si ponga A u = A I U ,  si indiehi con Bu 
l 'opera tore  indotto da B su U (cfr. [1], n. 3) e con C~ l 'opera tore  indotto da 
C su U, cio~ l 'operatore  definito dalla 

((Cu):,,~o')(Y'~ = A~-(,,'(Y'), X') - -  ~,'((B~)~,Y'), 

per ogni X' ,  Y'ecg{U) e t o ' e ~ U ) ,  e sia Du l 'applicazione ~ ( U ) - - l i n e a r e  
di ~ (U)  nell ' ff(U)-modulo delle derivazioni di ~(U)(:~) tale che 

(1.3) (D~)x,f ----- Av{ f  , X'), tD~)s,Y' --~ (Bv~x,Y', (Dv)x, to' = (C~)x, to', 

per ogni f ' e~(U~,  X',?~'e~(U} e o)'~¢g°(U). 
Si indichi infine con D l ' e lemento  di ~ tale che, per ogni intorno coor- 

dinato U, risulti  

(1.4) (DxK~[ V = ( D v ) x t v K  I U, ~ X e ~  e ~ K e ~ .  

Dalle (1.3), (1.4) seguono le (1.2}. 
L ~ unicith dell' elemento D e ~ tale che sussistano le (1.2) segue dalla prop. 2. 
Dalla def. 1 e dalla prop. 4 eonsegue che: 

(s) ~ ovvio il significato doi simboli ~(U), ~6"~(LTI, ~(U), ~(U) (cfr. [3]), 
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PROP. 5. - Per definite una  pseudoeonnessione lineare su V, oecorre e 
basra assegnare un  campo tensoriale A di specie (t, l) ed una  applicazione B 
~-t ineare di ~ nell' ~-modulo  degli R-endomorf i smi  di ~ ,  tale che sia sod. 
disfatto t' assioma (1.1). 

Sia ]2 una, pseudoconnessione l ineare definita da (A, B), se A----0, allora 
1' applicazione (X, Y) ~ B x Y  di , ~  X ~ in ~ ~ un campo tensoriale di specie 
(1, 2) e la pseudoconnessione P dicesi banale. 

Si ha che: 

PROP. 6. - L ' ins ieme degli elemenli D e  ~ che definiscono 
nessioni banali ~ un  sotlomodulo di ~ isomorfo a ~ .  

Si verifica facilmente che: 

le pseudocon. 

PaoP. 7. - L ' applicazione (P : ~ ~ ~ che ad ogni D e £ fa corrispondere 

il campo [ensoriale A : (f, X)  ~ Dxf (considerato come applicazione d i ~  )< 
in ~) 6 un  omomorfismo il cui nucleo ~ costituito dagli elementi che definiscono 
te pseudoconnessioni banati. 

Ne consegue che F insieme degli elemenfi V ~ £  che definiscono le con- 
nessioni l ineari  su V ~ l ' immagine  reeiproca mediante • del campo tensoriale 
di Kronecker  di specie (1, 1). Inoltre, se ~ definisce una connessione 
lineare su V, l ' ins ieme degli etementi  di £ ehe definiscono le connessioni 
lineari ~ la classe di V rood. ker. (I). Si ha cosi una nuova formulazione di 
una ben nora proposizione relativa nlle connessioni lineari. 

2. - C o m p o n e n t i  de l l e  p s e u d o e o n n e s s i o n i .  

Sia F una pseudoconnessione l ineare su V definita da D e £ ,  si consideri 
un intorno coordinato U nel quale sia definito il sistema coordinato 

: q - o  (x~(q), ..., x.~(q))e R" e, posto ~/3x~= e~, sia 

(2.1) 

ove si ~ indicato con Dv la pseudodifferenziazione rispetto alla pseudoeonnes. 
sione indotta da l) su U; allora le fun,zioni (A!, ~ ) s i  chiamano le componenti 
di r rispetto alla carta (U, ~) o anche rispetto al sistema di coordinate locali 
99t~ . . .~ Og n ,  

Si noti {err. prop. 1, n. t) ehe le A! sono le eomponenti di un eampo 
tensoriale; si proverb che: 

PROP. 1. - Sia r u n a  pseudoeonnessione lineare su IT. Siano (A{, F~) e 

Annali di Matematica is 
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(A~:, F~,) te componenli di 1: rispelto ai sistemi di coordinate locati x) ,  ..., 

x ~ e ~ ' ,  ..., x / .  Allora nell'intersezione dei due inlvrni  coordinati, supposta 
non vuota, si ha: 

(2.2) r./= ~ ~x ~, ~x:' Vx k ~x~x: ~x:" ~:'" 

Viceversa si prova the :  

PROP. 2 . -  Per ciascun sistema di coordinale locali ~ ,  ..., x~ ~, siano 
assegnati due sistemi di funzione Ai, F~(i, j,  k = l, ..., n) in mode tale che le 
A~ siano le componenti rispetto ad ~c ~, ..., ~ di un campo tensoriale su V e 
le rk.. soddisfino la regola di trasformazione (2.2). Esiste allora un 'un i ca  p~eu. ,j 
doconnessione tineare ~ su V l e  eui componenli rispetto ad x ~, ..., x: soJ~o le 

funz ioni  A{, ~ assegnale. 

3. - P s e u d o d e r i v a t a  e pseudod i f f erenz ia l e  covar iant i  di un campo tensor ia le .  

Sia I? una pseudoconnessione l ineare su V definita da D e~ .  Per  ogni 
X e : ~  e per ogni K e  ~, DxK si chiama pseudoderivata covariante di K ri. 
spetto ad X. Per  ogni K e ~ ,  considerato come applicazione ~-mul t i t ineare  
di ~ X . .  > ( ~  (s voile) in c~,  si chiama pseudodifferenziale covarianle di 
K, e si indica con DK, il campo tensoria]e di specie (r, s - { - l )  (eonsiderato 
come applicazione di ~ X . . . X  ~ (s + 1 volte) in ~ )  definito, per ogai 
X~, ..., X , ,  Y ~ : ~ ,  dalla 

(DK)(X1, .... X, ,  Y ) •  (DyK)(X~, ..., X,). 

Se K E  ~ ~ somma di campi tensoriali di specie diverse, si chiama 
pseudodifferenziale eovarianle di K, e si indica coil DK, la somma dei dif- 
ferenziali  covarianti  dei campi tensoriali delle varie specie. 

In  mode unalogo alla prop. 2.10, pag. 124 [3] ad alla prop. 3.5, pag. 32 

[3], si prova che:  

PROP. 1. - Se K ~ un  campo tensoriate di specie (r, s), altora, per  ogni 

X~, .... X , ,  Y ~  3~, r isul ta 

(DK)tX~, ..., X~, Y ) =  Dr(K(X~, .... X , ) ) -  E K tXI ,  .... DyX,,  ..., X,). 

Si chiama pseudodifferenziale covariante secondo di K e ¢C, e si indica con 
D2K, il differenziale covariante di DK. In generale il differenziale eovariante 
m-es imo D~K ~ definite indut t ivamente  dalla 

D,oK _~ D(ID.'-IK). 
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Siano (Aj, f~} le componenti  di I ~ r ispeRo ad un sistema di coordinate 

locali w~, ..., .~" e siano Y~ le componenti  di un campo vettori~le Y rispetto 
a | lo stesso sistema di coordinate locali, atlora le componenti  Y.~ di D Y  sono ,j 
definite dalle 

In generale si lm the, se K ~ un ca:mpo tensoriale di specie (r, s) con 
~ i l " A r  componenti  ~...s,~!r"{~, le componenti  s~.../~,k di DK sono date dalle 

(3.1} 
"t~'Jl"'Js' k : -*k~-* - - j l . . . ] s :~  r£=I kh Jl'" "]* 

l ib ~.i l_.  g 
- -  % 1 J ~ ) 1 .  ~,L.j, • 

Se X ~ un campo vettoriale con componenti  X ~, le componenti  di DxK 
sono date dalle 

K~y"? .X  ~ . 

4 . -  Pseudoeonnessione coniugata e pseudoconnessione s immetr iea  asso- 
clara ad una pseudoconnessione lineare, eampo tensoriale  di torsione. 

Sia r u n a  pseudoconnessione lineare su V definita da (A, B). Per  ogni 
X, Ye:)~,  considerato A come endomorfismo di :)e, si ponga 

(4.1) L(X, Yt = [A(X}, ~] + [X~ A(Y)] - -  A([X, Y]): 

L(fX,  Y) = fL(X,  Y) - -  (A(YJ)(f)X, 
(4.2) 

LiX,  fY l  : fL(X,  Yi + (A(X))IfJY. 

Mediante le (4.2) si verifiea subito che: 

Price. 1. - Se B ~ l'operatore definito, per ogni X, Y e ~C, dalla 

B yY  = B y X  + L(X, Y), 

la coppia (A, B} de/inisce una  pseudoconnessione lineare ~ the dicesi coniugcda 
c t~ .  

Si ha che:  

per ogni f e f f  r isulta 
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PROP. 2. - L'applieazione ~ : ~--~ ~ the ad ogni D e ~  assoeia l' etemento 

l)  che definisee la pseudoeonnessione coniugata a quella definita da D ~ un 
atttomorfismo di ~, considerato come spazio veltoriale sul eampo dei numeri 
reali, tale ehe ~2 @ la bigezione identiea di ~. 

In altri termini, la pseudoconnessione coniugata alla coningata di ][~ 
coincide con ]:. 

DnF. 1. Sin P una pseudoeonnessione lineare definita da D, la pseudo- 

eonnessione ~' definiia da D' 1 (D + C(D)) dicesi simmelrica associata a ~. 

Risul ta  : 

1 (Dy, Y + DyX + L(X, Y)) D'xf = D~:f, D'xY = 

per ogni f e , ~  ed X, Y e : ~ .  

Dalla prop. 2. segue che: 
. 1 

PuOP. 3. - L' applicazione $ " ~ ---,- ~ che ad ogni D e ~ assoe~a 2 (D + C(D)) 

un endomorfismo di ~, considerato come spazio vetloriale, late che $ o $  = $. 
In  altri termini, se [" @ la pseudoconnessione l ineare s immetr ica associata 

alla pseudoeonnessione ]7', s immetrica associata alla pseudoconnessione P, 
allora 1?" coincide con ]Y. 

DEF. 2. - Unst pseudoconnessione si dice simmelriea se coincide con ls~ 
sua s immetr ica associata. 

Dalla prop. 3 seguono subito Ie seguenti  due proposizioni:  

PRop. 4. - Condizione neeessaria e suffieiente affinch@ una pseudoconnes. 
stone lineare sin simmetrica ~ che essa coincida con la sua coniugata. 

PROp. 5. - L ~ insieme degli elementi D e ~ che definiseono le pseudoeonnes. 
sioni simmetriche ~ un sottospazio dello spazio vetloriale ~. 

1 
Sin P una pseudoconnessione lirJeare su V definita da D~ allora ~ (D - -  ~(D)) 

definisce su V una pseudoconnessione banale. 

DEF. 3, - I1 campo tensorisde definito, per  ogni X, Ye~C,  dalla 

1 
T(X, Yl = 2 (D - -  e(D))xY 

si chiama eampo tensoriale di lorsione dg r. 
Risul ta  

T(x ,  y~ = - -  T( ¥, X),  
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Ne eonsegue ehe: 

PnoP.  6. - Detta C~ " ~g~--> 72~ l 'a l ternaz ione  di ~ relativa ai due indic i  
di  covaric~nzc~, lo spazio vettoriale ~ ~ isomorfo at la  s o m m a  diret ta  dei due  
spaz i  vettoriati  $(~} e ~I(~;~). 

Sia F una pseudoconnessione l ine , re  su V e siano (Aj, r~) te componenti  
di F rispetto ad un sistema di coordinate loeali x, ~ ...,  x ~, siano inoltre ]~, F' 
e T r ispet t ivamente la pseudoeonnessione coniugata, la pseudoeonnessione 
simmetrica associata a F ed il eampo tensoriale di torsione di P; allora, in- 
dicate con (Aj, -~ '~ l:~j), (Ai, r'~) e T~} r ispet t ivamente le componenti  di ~ P' e T 
rispetto allo stesso sistema di coordinate loeali, r isulta 

= Ai, i ~j = P~j + ~A~l~x ~ k - -  ~ A  ~ / 3 x J ,  

• 1 k - - k  

Si osservi ehe, eom'~ naturale, nel caso delle connessioni lineari, si 
riottengono le ben note definizioni di eonnessione coniugata, connessione sim- 
metrica associata, connessione simmetrica, campo tensoriale di torsione di 
una connessione l ineare e le proposizioni relative. 

5. - Esistenza ed estensione di pseudoconnessioni lineari.  

Si prover~t che: 

P~oP. 1. - Se la variet(~ V ~ paracompa t ta ,  per  ogni A ~ ¢g~ esiste u n a  
pseudoconness ione  l ineare [ su  V, tale che, detta~ D la pseudodi f ferenziaz ione 
covariante rispetto a r, il  campo tensoriale If, X )  --> D~f (applicazione di ~ X 9C 
in  ~) coincide con A. 

Sia (U~, ~)~r  una famiglia di carte ammissibil i  tale ehe (U~l~e~ sia un 
r icoprimento di V localmente finito e per ogni i ~/~, la chiusura /J~ di U~ sia 
un insieme compatto (~); allora esiste (cfr. [3], pag. 272, theorem 1) una par- 
tizione delFuni th  (f~)~ei subordinata  ad (U~)~E~. 

Per  ogni i ~ I si fissi ad arbitrio una pseudoconnessione lineare ]~ su U~, 
tale che, detta D~ la pseudodifferenziazione covariante rispetto a 1~, il campo 

{4j L'esistenza delia falaiglia (U~ qp~)~ez consegue dalla paracompattezza di IT. 
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tonsoriale A~ e ~(U~) de[ini~o dalla 

ADO', X') == D~.,g', ~ g '  e ~ ( G )  e ~ X ' e ~ ( G } ,  

coineid~ con la restrizione di A ad G(s). 
Per ogni i e I ,  si~ D[ l 'elemento di ~ definito al modo seguente: 

_ l 0  s e p ~  5~ 
~ X e ~ ,  ~ K e g  e ~¢pe V ' (DIxK)p -  [ fdp)(D,x, u K[ G}~ s e p e  G.  

Si indichi allora con D l 'elemento di £ definito dalla 

D x K =  Z D~K,  ~Xe~SC e ~ K e g .  
i ~ I  

Detto p un punto qualunque di V, sia J ls~ parte (fiuita) di 1 
per ogni i e J  s i a p ~ G  e per ogni i ~ J  s ia lg~ G.  

Per ogni g e ~  e per ogni X ~ e ~  risulta 

tale the 

.----, D ~ ,-... tDxg)e E ( ~xg),= E fdP){D,xlvfl G)p 
~ j  ~eo r 

= X f~(p)(Adgib~, X l  G))~ = (A(g, X))p X /~(P) = (A(g, Xi)p. 

Resta cosi provato l'asserto. 
Dalla precedente proposizione si ha, in particolare, corn'6 ben noto, che 

su ogni variet/~ paracompatta esistono connessioni lineari. 
Ricordando corn'6 stato definito I' omomorfismo (I) : ~--> ~ (prop. 7, n. 1}. 

la prop. 1 si pub esprimero equivalentomente secondo l,~ 

PROP. 2. - Se V ~ paracompatla, l' omomorfismo cD : ~ .-> ~ d surgettivo. 

Si prover/~ ora che: 

P~¢oP. 3. - Sia I" una pseudoconnessione lineare sutla sottovariet4 sperta 
V' di V, allora, per ogni p e V', esistono un intorno aperto U di p contenulo 
in F' ed una pseudoco~messione lineare r su V, tali che le  pseudoconnessioni 
indotte su U da f e r' coincidano. 

Esistono, corn'6 noto, una [unzione f e -~  ed un intorno aperto U d i p  
contenuto in V', tall cho f assuma il valore 1 in ogni punto di U ecl il sap- 

(5) ]~ ovvio ehe quali  elm siano le ftmzioni differenziabii i  A~, Fa~k su Lri. esisfe urt 'unica 

pseudoconnessione l ineare su U~ avente quelle funzioni per componenii rispetto alla carta 
(Ui, ~0. 
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porto di f sia contenuto in V'. Detta D' la pseudodifferenziazione covariante 
rispetto a F', sia allora D Felemento di ~ definito al modo seguente: 

~ X e ~ ,  ~ K e ~  e ~qeV'(D~-K)q-'-={Tiqj(D,xI~.Ki.V,)  q 

se q ~ g '  

se q~V ' .  

Si ha, subito che D definisce una  pseudoconnessione lineare 1 ~ su V che 
soddisfa F asserto. 

Si verifica in modo ovvio che: 

PROP. 4. - / i a  V l a  dif/erenziazione cocariante rispetto ad una connes- 
1 sione lineare su V; per ogui A ~ ~ e pet" ogni H e ~2 sia B l'operalore deft. 

nilo dalla 

B x Y  = VA(.~)Y + H(X,  Y), ~ ( X ,  Y)e~(~ X ~ .  

Allora la coppia {A, B) definisce una pseudoconnessione lineare P su V 
e, detta D la pseudodif/erenziazione covariante rispetto a r, l'applicazione 
(A, H)--> D ~ un isomorfismo dell' ~ -  modulo ¢g~ ® ~g~ su ~. 

Si noti ehe la prop. 1 pub dedursi immediatamente  dalla prop. 4 sfrut- 
tando la ben nora proposizione sut t 'es is tenza delle connessioni lineari. 

6. - Paral lel ismo.  

Sia F una pseudoeonnessione lineare su V definita da D e  £ e sia 
y : t-->'rIt) {re [, I intervallo aperto di R) una eurva su V (secondo la deft- 
nizione a pag. 28 di [21t. 

Per  ogni t e I  si indiehi con ~,~l) il vettore tangente a • in ,~(1). Sia K(t) 
( l e I )  un ca mpo tensoriale differenziabile di specie (r, s} lungo y e si sup- 
ponga che esista un carapo vettoriate X(tJ (t EI)  lungo "r tale ehe, per ogni 
t e I~ posto (P(D)= A, risulti  

(6.1) A.g,)(X(t)) .,= :({t). 

Sia to s I ,  esistono, com'~ noto (cfr. [2], pag. 29), un reale s ~> 0, uu 
campo vettoriale X e ~C ed un eampo tensoriale K e ~ : ,  tali che 
J - -  [ to--e,  to + s] sia contenuto in I e ~ t e  J risulti  

G(,)  = x(t ) ,  G<o = K(t). 
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Si ve r i f i ea  f a c i lmen t e  che {DxK)r(0, ( t e J l  d ipende  sol tanto  dai  campi  
X(t) e K(t) lungo il s egmen to  f ini to  di c u r w  

~ :  : t --> ~,(t) (t ~ J) (% 

Se per  ogni  t ~ J  r i su l t a  

(6.2) (DxK)w) = 0 

il c ampo  tensor ia le  K(t) (t e J} si dice parallelo lungo ;~ + rispetto ad X(l) (l e J). 
Se per  ogni  t o e [  si cons ide ra  come p r e c e d e n t e m e n t e  u n  segmento  f in i to  

di cu rva  Y1 e se K(l) ( t e J i  ~ para l le lo  r i spe t to  ad X(t) ( t eJ )  lungo e iascuno  
dei seguen t i  f ini t i  ~':, a l lora  K(t) (t e I) si dice parallelo lungo y rispelto ad X(t). 

Ogni cu rva  y : t - - >  ~:(t)(l+I) su V tale  che  es is ta  un  campo  ve t to r i a ]e  
X(t} (t ~ I )  lungo  $ ve r i f i c an t e  la (6.1) d ices i  ammissibile per il parallelismo. 

P~oP.  1. - Sia ~, : t --> y(t) (t ~ J = [a, b]) un segmento finito di eurva su 
V ammissibile per il parallelismo e sia X(t) (t e J) un campo veltvriale lungo ,[ 
tale che 

A~(0(X(t)) = y(t), ~ t  + J .  

Allora, poslo "l(a! = p, y(b) = q ed indicati con Tp e Tq gli spazi veltoriali 
langenti a V rispettivamente in p e q, per ogni )~ ~ Tp esisle u~ unico campo 
velloriale Y(t) [ t e J )  parallelo lu~go 7 rtspelto ad X(t) tale che Y(a)=- Yp; 
inoltre l' applicazione Yp = Y(a)--> Y{b) di Tp in Tq ~ un isomorfismo. 

L a  dim. ~ ana loga  a que l l a  de l la  prop.  5.2, pag. 30 di [2]. 

DEF. 1. Un  campo  t ensor i a l e  K e  ~ si dice parallelo ris~vetto ad un campo 
veltoriate X e ~ s e e  solo se DxK = O. 

Si h~ t h e :  

PROP. 2. - Siano X e ~_~, K e  ~g: e sia A(X) = X'. Condizione neeessaria 
e suffieienle affinch~ K sia paratlelo risF, etto ad X ~ che, per ogni curva inle. 
grale y(t) (t ~ I )  di X',  il campo lensoriale Kv(~) (t E I) sia parallelo lungo y 
rispetto a Xv(~) (7) e, per ogni p E V tale ehe X F ~ 0 e X'p = O, (DxK)p sia hullo. 

Ci si l imi te r~  a p r o r a t e  la condi~ione suf f ic ien te .  S i a p  un  q u a l u n q u e  
pun to  di V. Se Xp ~ 0 e X~ = 0 a l lora  pe r  ipotesi  

(6.3) (DxK)p = 0; 

(~) Se Y~ ~ g tale the Y,r(0=~(t) per t s 3, allora (DYK)r(t) (t ~ J) dipende anche 
dM valori che Y assume net punti non appartenenti alla curva~ da cib consegue ta necessith 
di procedere nel modo suddetio. 

1~) Si noti the se "~(t) ~ una eurva integrale di X', allora A,;(0(Xr(0)----~'(~). 
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f 

se X e : X~ ---- 0, la (63) si ver i f iea  b a n a l m e n t e ;  inf ine  se Xp 4= 0 esiste u n a  
cu rva  in tegra le  y(/) di X ' ,  def in i t a  per  I tl minore  di u n  oppor tune  e :> 0, 
tale che p---y(0) ,  a l lora per  ipotesi Kz(,) 6 paral le lo  lunge  y r ispet to  a Xr(, ) 
e qu ind i  si ha  aneora  la (6.3). 

6. - P s e u d o e o n n e s s i o n i  l i n e a r i  d i  r a n g e  h su  Y. 

Siano A e ~ ,  p e V  e Tp lo spazio ve t tor ia le  t angen te  in p a V; si chia- 
ma  range  di  A in  p la d imens ione  dello spazio ve t tor ia le  Ap(Tp)C Te (A e en- 
domorf i smo di Tp). ]~ ovvio ehe A ha  range  h in p s e e  solamente  se il 
nucleo d e l F e n d o m o r f i s m o  Ap di Tp ha d imens ione  n -  h. Si dice che A ha  
range  h su  V se A ha  r ange  h in ogni pun to  di V. 

Da ben  note proposizioni  sat  s is temi l inear i  segue subito che, aff inch6 
A abbia range  h in p, oceorre e bas ta  che, det te  A~ le component i  di A 
r ispet to  ad u n a  ear ta  ammiss ib i le  (U, ~} tale  che p e U, la ma t r i ce  (A~Ip)) 
abbia  range  h. 

DEF. I. - Sia  1: una  pseudoeonness ione  l ineare  su V def in i t a  da D e 
sia A = (I)(D); ]: dicesi  di range  h in  p se A ha range  h in p, 1? si dice di 
range  h su V se A ha  range  h su V. 

]~ immedia t e  che :  

PROP. 1. - Le pseudoconness ioni  banal i  sono tulle e solo le pseudoconnes-  
s ioni  l ineari  di  rango zero su  V. No n  esistono curve ammiss ib i l i  per  i l  papa l  . 
l ismo rispetto ad  u n a  pseudoconnessione banale. 

Si ha  inol t re  ehe :  

PROP. 2. - S ia  P u n a  pseudoconnessione l ineare su V di range  n def ini ta 
da D e sia A = (P(D). Al lora ogni curva su V ~ ammiss ib i le  per il para l le l i .  
sine e l' operalore V = D o A -~ de termina  u n a  connessione l ineare U tale che 
il paral le l i smo secondo ~ coincide con il paral le l i smo seeondo r'. 

Infa t t i ,  de t ta  y : t - - >  y(t) ( t ~ I )  u n a  q u a l u n q u e  curva  su V, esiste un  unico 
eampo vet tor ia le  X(t  t lunge  y tale che per  ogni t e I r isul t i  

Ay(,)(X(t)) = 

inol t re  un  campo tensor ia le  K(t)  (t E l )  6 paral le lo  lunge  ~ r ispet to  ad X(t} 
secondo 17 s e e  so lamente  se K(ti  6 para l le lo  lunge  y secondo P'. 

Si prover/~ che:  

PROP. 3 . -  S ia  ~ u n a  pseudoconnessione l ineare di  rango h ( l ~ h ~ _ n - - 1 )  
su  V def ini ta da D e sia A ---- ~P(D) ; si supponga  the esistano n - -  h 1- forme 
su  V o)~ ( ) ~ e A : t l  , . . . ,  n - - h } )  tal l  che A(o)~)----0 e, per  ogni p E V ,  le 

AnnaIi di Matematica 19 
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(toz)~ siano linearmente indipendenti. Allora condizione necessaria e sufficiente 
affinch~ un segmento finito di curva y : t--> ~(t) (t ~ J) sia ammissibile per il 
parallelismo ~ che 

(7.2  (¢o~)y(~)(~(t))---- 0, ~ t e J  e ~ t e A .  

La condizione necessaria consegue da ben note proposizioni sulle matrici  
e sui sistemi lineari. 

Pe r  quanto r iguarda  la condizione sufficiente si supponga inizialmente 
the  J sia aperto e che esista una carta ammissibile (U, ¢p} tale che y(J) C U 
e, dette A~ le componenti  di A rispetto ad (U, ~J, la matr iee (A~IY(t))(t~J) abbia 
un minore di ordine h che non sia hullo per  nessun t e J ;  si ~upponga ad 
esempio the  sia non nullo, per ogni t e J, il minore formato con le prime h 
righe e con le prime h colonne della matr ice suddetta. 

Si fissino ad arbitrio n - -  h funzioni differenziabili  X~+~(t~, ..., X~(t) (t ~ J), 
allora, in virti~ delle ipotesi fatte, per ben note proprieth dei sistemi lineari, 
restano determinate  univocamente  altre h funzioni differenziabili  X~(t), ..., Xh(t} 
(t e J) tall che 

(7 2) A){y(t))XJ(t)} ---- "y~(t), ~ t e  J, 1 ~ i ~ n, 1 ~ j  ~ ,,, 

ove si sono indicate con y~(t) le componenti  di y(t) rispetto ad (U, ~). 
Le (7.2} mostrano che le X~(l)(1 ~ i ~ n )  sono le componenti  di 

campo vettoriale X(t] (t~ J) lungo y tale che 
u n  

A~(,)(X(t}) - y(t), ~ t  e J. 

Si supponga era the  sia J - " J I U J 2 ,  con J ~ - - ] a ,  b[, J 2 : ] a ' ,  b'[, 
a < a ' <  b <b ' ,  e che esistano due carte (U, ~), (U', ~') tali the  y(J1)C U, 
y(J~) C U' e, dette A~, A~: le componenti  di A relative r ispet t ivamente ad 
(U, ¢~), (U', ~'), c iascuna delle matr ici  (A~(y(/))) (teJ~), (A~:(y(t})l (t6J2} abbia 
un minore di ordine h che non sia nullo per nessun t appar tenente  rispetti- 
vamente  a J~, J2; si supponga ad esempio che per la seconda matr ice sia 
non nullo, per ogni t e J2, il minore formato con le prime h r ighe e le 
prime h colonne. 

Si pub determinare  allora, come precedentemente,  un campo vettoriale 
X~(t) (teJ~) lungo ~'J1 (•],:t-->?(/), t e J~) tale che 

A~(,)(Xl(t)) - -  ~(t}, ~ t  ~ J1. 
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Esistono, com ~ ~ note, due reali  c, c', con a' < c < c" < b, ed una fan , lone  
f : J . - >  ~ differenziabile di classe C ~ tall che 

1 per  a < t < c  

fit) = 0 per  c' <_ t < b'. 

Si indichi con ~:(t) ( t e J j  il eampo vettoriale lunge ?j: Iy~ : t-->?(/), 
t e J J  definite, per ogni t • J2, da 

- t f(t)Zl(t} per a' < t < b 

X ( t ) = I O  per b ~ t < b '  

e siano X(h+l)'(t), . . . ,  X~'(t} ( t e J j  le ult ime n -  h componenti  di ,~( t ) r ispet to  
ad (U', ¢p'). Come precedentemente  restano determinate altre h funzioni diffe- 
renziabili  X~'(t) , . . . ,  Xh'(t) (t e J2) tall che 

17.3) A~:(y(t))xr(t) = ~'(t) , V t  e J z ,  

eve si sono indicate con 1;vlt) le eomponenti  di 7it) rispetto ad (U', ~'}. 
Le (7.3) esprimono che le XJ" sono le eomponenti  di an eampo vettoriale 

X2(t) lunge yj~(yj~ " t --> y(t), t e Jz} tale che 

A~(,)(X@) = ~(t), V t e  J~. 

Risul ta  inoltre 
X~(t)---- X2(t), ~ t e ] a ' ,  c[. 

Allora, indicate con X(t)  ( t ~ J )  il campo vettoriale lunge y definite da 

I X~(t) per a < t ~ a' 
X(t) 

I X2(/) per a' < t < b', 
si ha ehe 

A~(~)(x(t)) = :~(t), ~ t  e J. 

Si ~ eosi prora te  anehe in questo ease the  y b ammissibile per il pa. 
rallelismo. 

Si capisce subito allora come si generalizza la dimostrazione nel case 
in cui J ~ chiuso e 1imitate e quindi eompatto. 

Conseguentemente alia suddet ta  proposizione~ si dimostrer~ che:  

PRec.  4. - Sia  r u ~ a  pseudoconness ione l i~eare di  range  h su V def ini ta 
da  D e s ia  A : O(D) ; si supponga  the esistano n -  h f unz ion i  f ~ e ~ (~ e h = 
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-= l 1 ,  . . . ,  n - -  h }) tal i  she A(df)J = 0 e, per  ogni  p s V, le (df),)s s iano linear- 

mente  ind idenden t i .  Allora,  per  og~i p ~ V, esiste u ~ a  sottovariet~ ch iusa  ~r C V 
di  dimensio~.e n -  h che gode della seguenle propr ie td  : un  segmento f ini to di  

curva  su V ~ • t --> ~(l) (t ~ J)  pas san le  per  p ~ ammiss ibi le  per  il para l le l i smo 

s e e  solamente se T(d) C ~'~ (~). 

Sia p u n  punto di V e, per ogni k ~ A ,  sia g~ la funzione su V de~inita, 
per ogni q~  V, da 

g~.(q) = f ~(q) - -  f ~.(p) . 

Si indichi con ]Vp t ' ins iome dei punti di V nei quali si annul lano si- 
mul taneamente  le funzioni g) .  Allora, com'O nolo (err. [3], pag. 9), ]Tp ~ an  
chiuso snl qua.le rest~ definita canonicamente  una s t rut tura  di varieti~ diffe- 
renziabile di dimensione n -  h. 

Sia i Fingezione canonica di t~ in V e, per ogni q e V p ,  siano Tq, Tq 
r ispet t ivamente lo spazio vettoriale tangente a V~ in q e lo spnzio vcttoriale 
tangente a V in q; indicato con (i,}q: Tq--> Tq il differenziale di i in q, si 
identi[ icherh Tq con (i,}q (T~) mediante l ' isomorfismo .~q--> (i,)~ (2~) di Tq su 

Si ha allora che un vettore X ~  T~ appart iene a Tq se e solamente se 

Supposto ?(J) C Vp, per ogni t e J, risulta ~(t) e ~'q, si ha quindi 

(7.4) 

e eonseguentemente,  per la prop. 3, T b ammissibile per il parallelismo. 
Viceversa, se 7 b ammissibile per it paraltelismo, per ]a prop. 3 sussiste 

la (7.4), da cui segue 

quindi fxo? ~ una funzione costante e, poich~ ~' passa per l) e 4 ,  r isul ta  

ciob 
( A  o - f (p) = o ,  

o y)(t)  = o ,  ~ l e J  e ~ ; . e A .  

Resta cosi provato che ~,(J)C l~ .  

(s) Si ha di pifi the se ~(J )c  Vp, ~' ~ ammissibile per il parsllelismo anche se non 
passa per p. 
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8. - Pseudoconnessioni l ineari  di rango n - - 1  su V. 

Si premette la seguente proposizione, di ovvia dimostrazione, utile per  
il seguito : 

Pnoe .  1. - Sia  D e £  e sia A = ¢ ( D ) ;  allora, per ogni X, Y s ~  e per 
og~d ¢0 ~ G °, r isul ta  

(8.1) m(Dx:Y) + (Dx~o)(Y) = ¢o(Y)A(X). 

D 'o ra  in poi si supporri~ che su V sia assegnata una pseudoconnessione 
l ineare l: di tango n --  I definita da D e si porri~, come di consueto, A -" (I)(D}; 
si supporr'~ inoltre che esista una funzione f e g  tale che A(df)= 0 e, per 
ogni p ~ V, (df)p g= O. 

Per  ogni p e V, sia gp la funzione differenziabile su V de[inita da 

g / q )  = f(q) - f ( p ) ,  V q  + v ,  

e sia Vp l' ipersuperf icie  (sottovarieti~ chiusa ad n -  1 dimensioni) definita 
dalF equazione g o - - 0 .  Allora, per la prop. 4 del n. 7, un segmento finito di 
curva su V, " f ' t - ->  y(t) (t e J), passante per p, ~ ammissibile per il paralleli- 
smo s e e  solamente se y ( J )C  VF. 

D' ora in avanti ci si riferirfi, per sempliciti~, solamentc a l l ' ipersuperf ic ie  
V definita dal l 'equazione f - - 0 ,  ma cib the  si dirg sarh vero per  una qua- 
lunque ipersuperf icie  V~. 

In accordo col simbolismo sin qui usato, si denoteranno con ~, ~C, ~ 
r ispet t ivamente l ' a lgebra  delle funzioni differenziabili  su ]~ l ' ~ -modu lo  dei 
campi vettoriali  su V e 1' ~ -modulo  dei campi tensoriali  di specie (r, s ) su  V. 
Si indicherh inoltre con Tp, ~ p e V ,  lo spazio vettoriale tangente in p a 
e si identificher~t, come gi~t si g fatto nel numero precedente,  ~'p con 
(i.)p{Tp) (9), sottospazio dello spazio vettoriale Tp tangente in p a V. 

Si tralascia la dimostrazione del seguente 

LE~MA 1. - Per ogng p e TV e per ogni X e ~ ,  esistono uu  intorno aperto 
W d i p  in V ed un  campo vettoriale X ~  tali che 

x l f n  w = x l v n  w. 

Si proverb il seguente:  
- - 1  

LEPTA 2. - La  restrizione di A a V appartiene a ~7~. 

Infatti,  per ogni p e V  e per ogni :~peTp ,  si ha 

(Ap(Xp)) (f) = (Ap((df)pl) (Xp) = O, 

(~) i i~ l'ingezione canonica di V in V e (i,}~ il differenziale di i in p. 
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quindi Ae{Xrp)~ Tp e conse~uentemente l 'applieazione A p ' X  F -->AFtXe) di Tp 
in s6 6 un endomorfismo di Tp, cio6 un elemento dello spazio tensoriale di 
psecie (1.t) su Tp. 

Si proverb che il campo tensoriale A :p-->Ap sa V 6 differenziabile.  
Per  ogni p e  V esistono (cir. [3j. prop. 1.1, pag. 8} un sistema di coordi- 

nate  locali m x, ..., x ~ in un intorno aperto U di p su V ed un sistema di 
coordinate lccali y~, ..., y~-i nel t ' in torno / f-= U (3 V d i p  su V tall che 

(v) ~7~ # o, ~¢q e u, 

Posto X~ 3 f / ~ f  
- -  3x~ 1 3 x  

( l ~ e ~ n - - l ) ,  si ha 

~ q e U e  1 ~ : ¢ ~ n - -  1. 

Indicate  con A~ le eomponenti  di A su U e con Aj le componenti  
su U, si ottiene allora 

(8.2) A~(q) = (A~ + A:,)~)(q), ~ q  ~ U. 

di A 

Segue quindi che il c~mpo tensoriale A 6 differenziabile. 
Si pub prora te  inoltre che :  

PROP. 2 . -  Condizione necessaria e sufficiente affinch~ A abbia tango 
n - - 1  su :V e the esista una  famigl ia  (Uk, Vk)k~K di carte ammissibi l i  per V 
tale che 

{8.3) V C  U Uk 
k ~ K  

ed inollre, per ogni k e K, 
la matrice 

delte Aj le componenli di A rispetto ad (U~, '¢k), 

A~ A t 
*** r~ 

A~ A ~ 

vf ~f 

abbia rango n in ogni pun lo  q e Uk A WV (lo). 

(i0) Ovviamente si b posto x i ~ - p  r i o ~k .  
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Segue in partieolare ehe :  

PROP. 3 . -  Condizione necessaria e sufficienle affinch~ A abbia rango 
n - - 1  su ~z ~ che esista una  famigl ia  {Uk, ~ ) ~ K  di carte ammissibili  per 
V tale che sia verificata la (8.3) ed inollre, loer ogni k ~ K, la malrice delle 
componenti di A rispetlo ad (U~, ¢~) sia simmetrica (~). 

Si proverb che:  

PnoP. 4. - Se D(df} - -  O, la pseudocon~essione ]: induce sulla ipersuper. 
ficie -V una  pseudoconnessio~e F lale che, detla y • t --> y(t) (t ~ I) una  curva 
su V, ammissibile per F, un campo velloriale ~ t ) e  T~( 0 {t ~ I )  lu+~go y ~ pa- 
rallelo rispetto ad un eampo velloriale ~:{t)e T.g~) (t ~ I) secondo ~, s e e  sola. 
mente se Y(t) ~ paralleto rispelto ad X(l) secondo ]2. 

Siano X, Y ~ ,  per  il lemma 1, per  ogni p c V  esistono an  intorno 
aperto W di p in V e due eampi vettoriali X, ~ tali che 

xlwn = lwnFe YlwnY= ] lwn 
Si ponga 

(B YI  = 

Essendo D{df) - -O,  dalla (8.1) segue 

(B~Y) / f )  = (DxY) / f )  = Y / f )  Ap(Xp) = Yp(f) Ap(X~) = O, 

quindi (B)~Y)p e Tp. 
Si proveri~ inoltre ehe (BxY)p non dipe~de da X ed Y. Infatti,  con le 

notazioni relative alla dimostrazione del lemma 2, si indichino con _~a, ~ 
(1 <:  ~z ~ n -  1) r ispet t ivamente le componenti  di X, Y su ff  e Con {A~, I~) 
le componenti  di P su U e si ponga 

(8.4) = P, 

per ogni q a U  ed a, ~, y a { 1 ,  ..., n - - l } ;  si ha atlora 

- ~  + F~yX~Yr)(p). 

~e  consegue ehe l 'applicazione B~Y:I) . . ->(B~y)p (pe~V} b un campo 
vettoriale differen~iabile su ]]; si verifica faci lmente che l 'applicazione 

B ~  " :Y ---> B ~ Y  

(ii) ]~] suificienie ehe cib avve~ga per ogni q e V I1 ~-. 
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un R-endomorf ismo di ~C tale che, per ogni g e  ~, r isulta 

si verifiea inoltre ehe l 'applieazione 

B • X ~ B ~  

di ~C ne lF~-modu lo  degli R-endomorf ismi  di ~ - b  ~- l ineare .  
Pe r  le proposizioni 4 e 5 del n. 1, la coppia (A, B} definisce una pseu- 

doconnessione Iineare i ~ su V. 
Si ha subito c h e ] a  pseudoconnes~ione l ineare 1 x indotta da r su ]) ve- 

rif ica la proprieti~ enuneiata.  
Si ha inoltre che le componenti  (A~, TM P~r) di I~ su U sono date dalle 

(8.2), (8.4). 
Dalla proposizione 4 e dalla proposizione 2 del n. 7 segue che: 

PRop. 5. - Se D(df}----0 ed A ha rango n -  1 su  I ~, a l lora  la pseudocon- 
nessione ~ de te rmina  su  V u n a  connessione l ineare F tale che, de t la  y " t-->'f(t) 
(t e I )  u n a  q u a l u n q u e  curva su  ~z, u n  cameo vettoriale Y ( l )~  T~(o (t ~ I )  lungo 

~ parallelo secondo ~, s e e  so lamente  se Y(t) ~ paral le lo  secondo F rispet to 
al  campo vettoriale X(t} ~ T~(o ( t~ I)  tale che, per  ogni  t ~ I, Ay(~)(X(I) -" y(l). 
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