
Ueber Abelsche Funkt ionen  you zwei Komph~xen Variablen. 

) I e m o r i a  di RUD. FUETER (ft Efirich). 

~'~RANCESCO SEVERI gewidmet .  

ZusammenfassmJg.  - A l l e  Abelschen Funktionen yon zwei komplexen Variablen sind u~ter 
de~ rechts analytischen Funktio~e~ einer Quaternione~variablen zu finden, ~vobei letztere 
nu t  vierfachperiodisch und meromo~Th sein mi~ssen. Da man diese~:mit Hilfe yon St@l- 
tjes'sche~ Integralen darstellen kann, si~p auch die Abelschen Funktio~ten in dieser 
For~  e~thalten, mi~.sscn abet ~och besondern Bedingu~gen geni~gen. 

In das Gebiet der Abelschen Punctione3b zu dem unser hochverehrter  
Jubilar, der grosse ital{enischc Mathematiker FRA:~CESCO SEVERI S0 hervor- 
ragende Beitrlige geliefert hat, ka.nn man auch yon seiten der hyperkom- 
plexen Funktionentheorie  eindringen. In der Tat k(innen die Abelschen Funk-  
tionen yon zwei komple~en Variablen in folgenden Weise als Spezialfa,ll der 
rechtsanalytischen , vierfachperiodischen Quaternionenfunktionen aufgefasst 
werden:  Wir  bezeichnen die imaginare Einheit  mit i~ und die beiden kom- 
plexen Variablen mit 

~t --" ~o - t -  i ~  t ~ ~ - ' -  0~ -~  i t~a  • 

Sind dann : 

zwei Abelsche Funkt ionen mit  dora Periodensystem ~oh' , ~%", k = 1, 2, 3, 4, 
So kann man dieselben of~enbar folgendermassen zusammenfassen:  Man fasst 
i, als eine Quaternioneneinheit  auf, wobei die abrigen mit i0---1, i~, i8, 
bezeichnet werden. Jetzt setzt man 

z - - z , + z ~ i . ~ ,  w ~ - - w ~ + i 2 w ~ ,  ¢0k---o)h'+t0k"i~, k - - l ,  2, 3, 4;  

dann ist w = f(z) eine rechtsana,lytische Funkt ion mit den vier Perioden ~o a. 
Denn die Riemann-Cauchy 'schen Differeazialgleichungen fiir w, und w~ er- 
geben sofort die Bedingung der rechtsanalytischen Funkt ionen (~): 

~rv. 
Ik) 

(t) I m  Gegensa tz  zu me inen  f r i ihern  A r b e i t e n  nenne  ich die F u n k t i o n e n  nicht  m e h r  
rech ts -  und links~'egutiir~ sondern  ~'echts und linksanalytisch, was den Tatsache~ woh l  besser  
entspricht .  Die  ana ly t i schen  •unkt ionen yon  2 komplexen  Var i ab len  nenne  ich dagegen  j e t z t  
komplexanalytisch. ~ i n  vollsti~ndiges Verze ichn i s  a l le r  in ] ~ t r a c h t  k o m m e n d e n  A b h a n d l u n g e n  
finder sich in ~ Comm. Math. ]=Ielv. , ,  Vol .  20, p. t19.20. I m  fo lgenden  w e r d e  ich die Li t te .  
r a tu r  nach den  dor t  angegebenen  ~ u m m e r n  zi t ieren.  
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W e n s  es daher  gelingt~ alle vierfachperiodisehen,  reebtsanalyt ischen Funk.  
tionen wirkl ich aufzustellen, so l inden sieh unter  denselben aueh die obigen 
Paare  yon Abelsehen Funkt ionen.  Ers tere  mtissen noeh tier weiteren Bedin- 
gung gentigen, m e r o m o r p h  zu sein. Diese Aufstellu~lg isl~ yon mir durehgeft lhrt  
worden (2). Allein es hat  sieh gezeigt, dass dieselbe ~infaeh und systematiseher  
erhal ten wird, wenn sie aus ether einzigen, der Weierstras '  schen ~-Funkt ion 
in der Theorie der Ell ipt isehen Funkt ionen,  entspreehenden Funkt ion  herge. 
letter wird, wie ich im folgenden zeigen m(ichte. 

Dabei ist zu beaehten,  dass die be rahmte  Riemann'  sehe Bedingung fiber 
die Per ioden bet den zu be t rachtenden Funkionen  vollstandig wegfi~llt: Das 
einzige, was fiber die Per ioden vorausgesetzt werden muss, ist das folgende : 
Sind o~k, h - - 0 ,  1, 2, 3, die Komponenten yon o)h, so muss die Determinante  
lop, h[ ungleich null sets. Man darf  voraussetzen, dass: 

t o ~ l >  0, 
was aussagt, dass die vier Vektores  oJk im Euklidischen R ~ dasselbe System 
bilden wie die Koordinaten-Achsen.  

Durchlaufen  die nk alle ganzen, ra t ionales  Zahlen, so bilden ~2 = E nko)a 

die Gitterpunkt% die den Rams  in kongruente  Paral lelepipedons zerlegen. 
Jetzt  nehmen wir  die analyt ische Funkt ion:  

qooo(Z) .= - -  4 n ( z ) - ~ z - '  

unfl bilden mit ihr die Funkt ion:  

~(z, ~ , ,  % ,  % ,  % ) =  qooo(Z) + 
+ Y,' I qooo(Z + g~) - -  qooo(Q} +- q~oo(~)p~o.,(z) + qo~oigt)po,o(z) -4- q,)o,(~)p,~(z)} 

(a} 
wobei die Summat ion  tiber alle Gi t terpunkte  ~ 0 zu erstreeken ist. 

Nach einem bekasnten  EISENSTEI:~'schen Satze konvergiert  die Reihe 
abs(~lut und gleichm~,~sig in jedem endlichen Raumteil,  der keinen Git terpunkt  
enth~tlt. Die p und q-Funkt ion  haben folgende Bedeutung:  

P~oo(z) = x ,  - -  i , z ° ,  p o , J Z )  --= z2  - -  i~Xo, poo,(z) = x~ - -  i ~ o ,  

~q0o~tZ) ~qo~,(z) q0o,(Z) = ~qooo(Z) 

Die ~-Funkt ion hat  folgende Eigenschaf ten:  
1) Sic i~t rech t sana l y l i s ch .  
2) Sie ist m e r o m o r p h ,  da sie nur  in den Git terpunkten Pole 3. Ord 

nung besitzt. 
3) Sic ist eine ungerade Funk~ion yon z: 

da q~.,,,izi unger:~de ist und ~:l)enso die p-Funkt ionen.  

(2) FUE'rE~: : [13]. 
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4) Es gelten die Formeln :  

Wobei die ~ yon z unabh~lg ige  Konstanten sind. Zum Beweise differenzieren 
wi t  die ~-Funkt ion na~eh xk, k : t, 2, 3. Und bedenken,  dass folgende Diffe- 
renzialformeln gelten {~): 

Aus ihnen folgt, in Verbindung mit der Bedinguugsgle iehung fllr analy- 
tische Funkt iouen,  dass die Funkt ionen  ~(a~{z}, k, h == 0, 1, 2, 3, vierfaeh perio- 
diseh sind. Dabei wollen wit  stets unter  der Bezeiehnung f(k~(z) die partiel le 
Differenziation naeh ~h verstehen. Ie~zt folgt zunaehst,  dass die Funkt ionen  
~¢k~(z) sieh bei Vermehrung  yon z um eine Per iode nur  um eine additive 
Konstante veriindern, wobei die letztere aber null sein muss, da die lVunktio. 
nen gerade sin& Aus dieser Tatsache ergibt sich unsere  Behauptung  ohne 
weiteres.  

Die Konstanten ~h erfifllen eine veral lgemeiner te  Legendre'sche Rela t ion .  

Man erhifit dieselbe leieht, wie im Falle  der  blliptisehen Funkt ionen,  aus 
den lntegralsit tzen der  analyt ischen Funkt ionen  (~). Ist  nitmlieh P ein Perio- 
den-Para~llelopipedon, auf dessen Hyperfl i iehen keine und in dessen Innern  
nur  ein Git terpunkt  liege, wobei gegentibert iegende Hyperf l~ehen sich nur  
um eine Grundperiode unterseheiden,  so gilt die Fo rme l :  

1/ 
~ ~(~)dZ-- 1. 

(P) 

Das Integral  links kann aber direkt bereehnet  werden, indem man die Summe 
der  beiden Integra le  ifl)er gegent~berliegende Seiten Pn und P~ + mh zusam- 
menfasst.  Wegen  der obigen Formeln,  und weil die Normalen der  beiden 
Seiten entgegengesetzte Riehtang haben, bleibt in der  Summe nur  das Inte- 
gral iibrig : 

j " dZ~, 

(Pp 

dessen Berechnung  nach bekannten  Methoden den Wef t  ergibt :  

~)h Oh~ih , 

wobei 0h~ die zu 0hh geh(irige dreigliedrige Unterde te rminante  yon I o ~  i = 0 
bedeutet.  Daraus  ergibt sieh die wichtige vera l lgemeiner te  LEGENDRE' sche 
Relation : 

~. ~h Oh,i~ --- 87:. 
(h, 7~) 

(3) FUETER: [10], p. 314=. 
(4) ~q~UETER: [3], I 3. 31~ rind p. 318. 
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5} Auch die Liouvilte'schen Sdtze der  eliptischen Funkt ionen  kSnnen 
auf unsern Fall  i ibertragen werden. Insbesondere gilt der Satz:  Eine vierfach. 
periodische Funktion, die in P i~berall regular und rechtsanalytisch ist, ist eine 
Konstante (5). 

Der Residuen-Satz  li~sst sieh folgendermassen t lber t ragen:  Ist u -~ f(z) 
eine vierfachperiodisehe Funk t ion  und ist die Punk tmenge  /ID die (zweidi. 
mensionale) Menge ihrer  s ingularen Punkte  in P, so lasst sie sich naeh einem 
Beweise yon W. I~E~' (6) durch  Stielt jes 'sche integrale in folgender Weise 
darstel len : 

f(z)=f,(z) + E d(a,l,~,~(T))q,,~,2,,~(z--'() , f~(z) reo'ular in P. 
n=O 

Denn f(z} ist naeh Annahme meromorph.  Benutzt  ma.n die vierfache Periodi- 
zitat, so folgt wiedermn aus den In tegra l -Satzen die Res iduum-Forme l :  

.[ ~ d(aoo,(y)) = O. 

Diese Sittze geniigen, um alle vierfaehperiodi~chen Funkt ionen mit den Pe- 
rioden to, zu konstruieren.  Ist n~,mlicb wie eben u :=f(z) eine solche Fm~ktion 
mit der  singulliren Punk tmenge  ftD in P, so bride man die Funkt ion  

v--l~ i,. f 

Diese ist sieherlich meromorph und Vierfachperiodiseh.  Dies erkennt  man in 
folgender Weise :  Nach den fr t iheren Ueber legungen sind es n~mlich alle 
Funkt ionen  : 

v-~(z-- ~,) 
r b = n ~  d - ~ e 4 - n ~  ~ 0 .  

Einzig der Fall n :=0  kSnnte Anlass gcben, dass Ietzteres nieht  eintritt .  
Wird  jedoch in dem betreffenden Integral  z um die Periode o) h vermehrt ,  so 
ver~ndert  sich das Integral  nu t  nm die additive Konstante :  

f daooo(,[)Y~k , i, 2, 3, k - ~  4. 
(~) 

Wegen des Residuen-Satzes  mvus aber diese Konstante 0 sein, womit die 
Beha,lptnng bewiesen ist. Bilden wir  jetzt  die Differenz der beiden Funktio- 
hen f(z) und q~(z), so ist dieselbe eine vierfachperiodische Funktion,  die 
offenbar in P keine singul~iren Punk te  besitzt. Man ersieht dies ohne Mtlhe 

{5) FUETER: [13], p. 166. 
(¢) W. ~EP: [18]. 



R. Fv~wnn.  Ueber Abelsche Funlctionen yon zwei Komplexen Variablen 215 

aus der Definitton der ~-Funktion. Naeh dem obigen Resultat ist die Diffe. 
renz somit eine Konstante, und wir haben die Darstellung: 

(~  

Ungekehrt ist bei beliebig vorgegebe:_em /[5 und beliebig angenommenen Stiel- 
tjes'sehen Integralen die rechte Seite eine vierfaehperiodische Funktion. 

In diese Darstellungsart miissen daher aueh die Abelschen Funktionen 
yon zwei komplexen ¥ariablen eingesehlossen sein, Die Bedingungsgleiehungen 
fiir solehe komplex-ana]ytisehe Funktionen sind die RIE~Az¢~-OAuo~'sehen 
Dif ferenzialgleichun gen : 

f'°'(z) + f"'(z)i~ = O, f'~'(z) + f'~'(z)i, = O. 

Setzt man in diesen ftlr f(z) die obige Darstellungsformel ein, so lauten 
die beiden Bedingungsgleichungen der komplex-analytischen Abelsehen 
Funktionen : 

7) + Y)~, I 0 

. y) + y)i,  l o. 

Von diesen boiden Gleichungen folg~ die eine aus der andern, wie man 
sofort aus der Bedingungsgleichung ftir rechtsanalytische Funktionen erkennt. 
Kann man daher hb und die Funktionen a~+~,~(7) ftir ein gegebenes v so 
bestimmen, dass eine der beiden Gleichungen erftillt ist, so ist damit ein 
Paar Abels eher Fnnktionea gegeben. Offenbar ist dies rdeht ftir alle Perioden 
mSglieh; doch ist es mir bisher nieht gelungen, aus ihr die bekannte Rela. 
tion zwisehen den letztern herzuleiten. 


